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Tema 1. Propiedades de los Fluidos
1. Estados de agregacion de la materia

1.1. El medio material continuo

La materia esta constituida por moléculas. En un gas estas moléculas estan
separadas por una distancia que, en ocasiones, es mayor que las propias
moléculas. Incluso en los liquidos, las moléculas dejan espacios libres entre si,
por lo que la materia, estrictamente hablando, es un medio discontinuo.

Sin embargo, si analizamos el nimero de moléculas existente en un volumen
muy pequefio de materia, veremos que se trata de un nimero muy grande. Dado
que los problemas estudiados en ingenieria son siempre de tipo macroscopico o
macromolecular, se establece la hipdtesis del modelo material continuo, esto
implica suponer que no existen los anteriormente mencionados huecos vacios de
materia, por lo que la densidad de un determinado volumen de materia puede
ser obtenida por el cociente entre la masa y el volumen que ocupa, siendo
constante en todo el volumen.

La hipétesis de medio material continuo como modelo matematico, lo que nos va
a permitir es suponer que las propiedades de la materia se conservan aun cuando
el volumen estudiado tiende a cero, pudiendo por tanto emplear el calculo
infinitesimal.

1.2. Estados de agregacion de la materia

La materia puede presentarse en diferentes estados, los cuales quedan reducidos
basicamente a tres: solido, liquido y gas. Liquidos y gases se engloban dentro de
los denominados fluidos, contrapuestos en sus propiedades a los solidos, debido
al grado de rigidez de sus enlaces moleculares.

Logicamente no existen magnitudes absolutas por lo que no existe una rigidez
nula ni una rigidez absoluta que definirian el liquido perfecto o el sdlido
perfecto. Asi hablamos de plasticidad en solidos o de viscosidad en fluidos para
designar la participacion respectiva de las propiedades del grupo opuesto.

La materia puede cambiar de estado. Para ello debe modificarse la libertad de
los enlaces moleculares, lo cual lleva asociado cambios en la presion y en la
temperatura. Asi, los cambios que suponen aumento en la libertad de los
enlaces moleculares llevan asociadas la elevacion de la temperatura
(endotérmicos) y la disminucion de presion, y viceversa. En el siguiente
esquema se puede ver los distintos cambios de estado:

N
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Sublimacién

, | Liciefacden l Vaporizacion I l } P—
ndotermicos

Solido Liquido Gas

Exotémmicos
l Solidificacion Condensacion

Figura 1-1. Cambios de estado.

2. Concepto de fluido

Un fluido es un medio material continuo (sustancia) que se deforma continua-
mente al ser sometido a un esfuerzo cortante o tangencial, cualquiera que sea
su magnitud.

Sobre el fluido representado en la figura 1-2 actla una fuerza de forma tangen-
cial a la superficie S. El cociente entre fuerza y superficie determina el esfuerzo
cortante o tangencial.

Para estudiar un fluido se toman dos placas paralelas poco separadas un espesor
y, lo suficientemente grandes como para despreciar la influencia de los extre-
mos, introduciendo entre ambas placas una sustancia. La placa inferior perma-
nece fija, mientras que a la placa superior se le aplica una fuerza F. Esto es
equivalente a aplicar un esfuerzo tangencial o cortante sobre la sustancia igual a
F/S.

-

L7777 77777777777 77777777777777777777 77777777 7777777777

Figura 1-2. Definicion de fluido.

Si la fuerza F ocasiona que la placa superior se mueva a velocidad constante
U, cualquiera que sea F, la sustancia contenida entre las placas es un fluido.
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Este movimiento provoca que la sustancia se deforme continuamente bajo el
esfuerzo cortante pues esta desprovista de rigidez. Se dice que es capaz de
fluir, es decir, sufrir grandes variaciones de forma bajo el esfuerzo aplicado.

3. Ley de viscosidad de Newton

El fluido en contacto con la placa fija se mueve lo mismo que ésta, es decir
tiene velocidad nula u=0. El fluido en contacto con la placa superior se mue-
ve a velocidad igual a ésta, es decir a u=U. El fluido intermedio variara pro-
porcionalmente su velocidad con la profundidad segln una ley, la cual expe-
rimentalmente se demuestra que tiene la forma:

F=,uSu~ (1.1)
y

En la que vemos que F es directamente proporcional a la superficie Sy a la
velocidad U e inversamente proporcional al espesor de sustancia y.

Como r=F/S§, entonces F =S, se puede plantear la igualdad:

T-S=,¢1§'~U~ (1.2)
Y

r=pq~ (1.3)
y

donde:

- U/y recibe el nombre de velocidad angular de deformacion del flui-
do

- u es el factor de proporcionalidad entre el esfuerzo aplicado y la de-
formacion angular producida, llamado viscosidad dinamica o absoluta,
que se estudiara con mas detalle en este mismo tema.

En su forma diferencial, esta ley se puede escribir de esta otra forma:

du
=pu— 1.4
T=u D (1.4)

En la que du/dy es el gradiente de velocidad interpretado como la rapidez con
la que una capa de fluido se mueve con respecto a otra capa adyacente, cons-
tituyendo la denominada Ley de Viscosidad de Newton.

|
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La relacion vista entre esfuerzo tangencial y velocidad de deformacion

= y% es una relacion lineal. Para ello la constante de proporcionalidad,
y

denominada viscosidad, se mantiene constante. Los fluidos que la cumplen

reciben el nombre de fluidos newtonianos. Cuando dicha relacion es no li-
neal, reciben el nombre de no newtonianos.

Denominamos fluido ideal aquel que no presenta viscosidad y por lo tzfmto no
ofrece resistencia a deformarse. En el grafico de la figura 1-3 supondra el eje
de ordenadas.

Los fluidos no newtonianos, es decir, aquellos que presentan una relaciép
compleja entre tension cortante aplicada y velocidad de deformacion obteni-
da, se estudian en una disciplina que llamamos Reologia.

Los fluidos no newtonianos o reoldgicos se pueden agrupar en dos grandes
grupos: independientes del tiempo, son aquellos en los que la velocidad de
deformacion no esta influida por el tiempo de aplicacién del esfuerzo; y los
dependientes del tiempo, en los que la velocidad de deformacidn si esta
influida por el tiempo que dura el esfuerzo aplicado. Finalmente hay un tipo
de fluido no newtoniano que no puede ser incluido en la clasificacion anterior
que son los fluidos visco-elasticos.

Fluidos no newtonianos independientes del tiempo

Fluidos pseudoplasticos: Son aquellos en lo que la viscosidad disminuye a
medida que aumenta el esfuerzo aplicado.

Fluidos dilatantes: Son aquellos en lo que la viscosidad aumenta a medida
que aumenta el esfuerzo aplicado.

Plasticos de Bingham o ideal: Se comportan como un sélido a bajos esfuer-
zos, pero una vez superado el esfuerzo inicial llamado esfuerzo de cedencia,
se comportan como newtonianos.
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t Plastico de Binngham

Plastico real

Pscudoplastico

Newtoniano

Dilatante

Esfuerzo
de

cedencia

du dy

Figura 1-3. Ley Viscosidad Newton.

Fluidos no newtonianos dependientes del tiempo

Fluidos reopécticos. Son aquellos en los que la viscosidad aumenta a medida
que aumenta la exposicion al esfuerzo cortante.

Fluidos tixotrépicos: Son aquellos en los que la viscosidad disminuye a me-
dida que aumenta la exposicion al esfuerzo cortante.

Fluidos visco-elasticos.

Como su nombre indica, son aquellos que presentan propiedades elasticas y
viscosas. El mas simple seria aquel que desde el punto de vista de la viscosi-
dad es newtoniano y desde el punto de vista de la elasticidad sigue la Ley de
Hook. Tras aplicar un esfuerzo, la parte elastica recupera la forma, mientras
que la parte viscosa quedara deformada.

4. Propiedades de los fluidos

Son aquellas magnitudes fisicas cuyos valores nos definen el estado en el que
se encuentra el fluido. En primer lugar deberemos diferenciar entre los dos
principales tipos de fluidos: liquidos y gases. Los liquidos son poco compresi-
bles (se consideran incompresibles siempre excepto en algunas aplicaciones
relacionadas con el flujo transitorio), pueden presentar una superficie libre en
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contacto con la atmosfera y ocupan un volumen determinado. Los gases pre-
sentan las propiedades opuestas a éstas.

Otra diferencia fundamental es que la viscosidad de los liquidos se debe a la
cohesion entre las particulas, mientras que en los gases depende del inter-
cambio de cantidad de movimiento entre particulas.

No menos importante es la diferencia que encontramos al estudiar la depen-
dencia de la viscosidad con la temperatura. En los liquidos la viscosidad dis-
minuye al aumentar la temperatura, mientras que en los gases, con la tempe-

ratura, aumenta la actividad molecular, aumenta también el intercambio de
cantidad de movimiento y con éste la viscosidad.

En nuestro caso estudiaremos principalmente los liquidos, asimilados éstos a

medios materiales continuos, homogéneos, deformables, constituidos por
particulas liquidas infinitamente pequenas.

Veamos algunas de las propiedades de los liquidos.

4.1. Viscosidad

Propiedad de los fluidos que representa la resistencia a deformarse ante un
esfuerzo tangencial o cortante. Como se ha mencionado anteriormente, la
libertad de los enlaces moleculares esta asociada con la temperatura y la

presion, por lo que la viscosidad depende en gran medida de la primera y en
menor medida de la segunda.

La viscosidad solo se manifiesta si hay movimiento. En reposo no existe es-
fuerzo cortante, por lo tanto no hay efecto de resistencia al mismo.

Su ecuacion de dimensiones es u = lM-L"-T"J

En el Sistema Internacional de Unidades (SI), la viscosidad dindmica o absolu-
ta, o simplemente viscosidad se mide en N-s/m? o lo que es lo mismo en Pa-s
(1 Pa = 1IN/m?). El Pa:s en Francia se ha intentado denominar al Pa-s = Poi-
seuille = Pl, aunque sin demasiada aceptacion fuera de alli. También en S, es

habitual encontrarnos la viscosidad en kg/m:-s, unidad a la que se llega sin
mas que aplicar la equivalencia 1N=1kg-m/s?.

En Sistema Cegesimal (SCGs), ya en desuso, la unidad de la viscosidad es el

Poise (en honor al mismo J.M. Marie Poiseuille). El Poise tiene la siguiente
equivalencia:

1 Poise=1g/cm-s
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Por lo que:
1Pas=1kg/ m's=1000g / 100 cm - s = 10 poise

1 Poise = 0,1 Pa-s

El agua a 20° tiene una viscosidad de 1,005 centi poise = 1,005 mili Pa-s
El aceite de oliva a 25°C tiene una viscosidad de 81 mili Pa-s.

El mercurio a 20°C tiene una viscosidad de 1,554 mili Pa-s.

4.2. Viscosidad cinematica
Se define viscosidad cinematica a la relacion entre viscosidad dinamica o ab-
soluta y la densidad de masa.

y=H (1.5)
P

Su ecuacion de dimensiones es u = le-T"].

En Sl sus unidades son m?/s mientras que en CGs la unidad es el Stokes (en
honor a G.G. Stokes), siendo la equivalencia 1 stoke = 1 cm?/s, por lo que 1
m?/s = 10.000 stokes.

La viscosidad cinematica del agua a 20°C vale 1,01 -10°® m?¥s. Dada la impor-
tancia que presenta en Hidraulica, de cara a la resolucion de problemas, el
disponer de los valores correctos de la viscosidad cinematica en funcién de la
temperatura, ésta la podremos calcular a partir de la relacion siguiente:

[ — (m" /s) (1.6)
1+0,03620862'T +0,00015909-T *
Donde:

- T, temperatura en °C a la cual queremos obtener la viscosidad ci-
nematica

4.3. Peso y masa

La masa m nos indica la cantidad de materia que un cuerpo posee, generando
una reaccion inercial a cualquier fuerza aceleradora. El peso P representa la
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fuerza de atraccion que la gravedad ejerce sobre el liquido, siendo la relacion
entre ambos:

P=mg (.7
Donde:

- m, masa

g, aceleracion de la gravedad = 9,80665 m/s?

4.4. Peso especifico

Representa el peso por unidad de volumen, o lo que es lo mismo, la fuerza
con la que la gravedad atrae cada unidad de volumen de fluido.

P g

7=y (1.8)

Donde:

-y, peso especifico

-V, volumen

Su ecuacion de dimensiones es y = lM-L" -T"’] y sus unidades son en:
- SIN/m® 6 kg'm?s?
- ST: Kgf/m?

' EL SI de Unidades utiliza la masa como magnitud basica y la fuerza como magnitud derivada, mientras que el
Sistema Técnico (ST) de Unidades utiliza la fuerza como magnitud basica y la masa como magnitud derivada.

En Sl la unidad basica de masa es el kg y la derivada de fuerza es el N, el cual nos indica la fuerza que actuando
sobre la masa de 1 kg, le comunica una aceleracion de 1 m/s?.

En ST la unidad basica de fuerza es el kilogramo-fuerza (Kgf), también llamada kilopondio (Kp) y se define
como la fuerza de gravedad que actla sobre 1 kg de masa. En este caso la aceleracion de la gravedad g depen-
de de la latitud y de la altitud de la localizacion segin la relacion 9=9,7803-(1+0,0053-sen’latitud)- (1-

0,0000003-altitud), siendo el valor mas empleado el que corresponde a latitud 45° y altitud del mar 0 metros de
9,80665 m/s?,

La equivalencia entre ambas resulta:
© SEAN=1Kg-1m/st =1 mKg/s?

ST: 1 Kgf = 1Kg-gm/s? = g-N=9,81 N

Por lo tanto se puede establecer la aproximacion 1 Kgf = 10 N.
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La relacion entre peso especifico y densidad es y = p'g. El peso especifico
del agua a 4°C y presion atmosférica normal es y=1000 kgf/m’.

4.5. Densidad

También llamada densidad de masa, masa especifica o densidad absoluta. Es
la masa contenida por unidad de volumen:

m

= 1.9,
P=7 (1.9)
Sustituyendo la ecuacion 7 en 9:
m Py
=2= = 1.10
P g (1.10)

Llegando de nuevo a la relacion entre densidad y peso especifico p = z,
b4

Su ecuacion de dimensiones es p = lM-L"J y sus unidades son en S| podemos
obtenerlas del cociente anterior, utilizando las unidades de peso especifico y
gravedad:

-2, -2
y _1RgMTST _porm®  (L1N)
g I ms™

4.6. Presion

Toda fuerza superficial que actla mediante contacto directo en el interior de
una masa liquida tiene, en general, una componente normal y otra tangencial
a la superficie de contacto.

Llamaremos presion a la relacion entre la fuerza F que actia normal a una
superficie, y dicha superficie S.

F
P=— 1:12
S (1.12)
Su ecuacion de dimensiones es P = IM~L"~T"’J y sus unidades son en:
SI: kg-m'-s? = Pascal (Pa) = N/m?
- ST: Kgf/m?
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Como el Pa es una unidad tan pequena se emplea habitualmente el multiplo
MegaPascal MPa.

La presion medida sin tener en cuenta la columna de aire que hay por encima
debido a la atmésfera (presion atmosférica), la lamaremos presion relativa.
La presion atmosférica P, en condiciones normales y a nivel del mar (depende

de la altitud, la latitud y las condiciones atmosféricas) adopta los siguientes
valores:

P, = 760 mmHg = 1,033 Kgf/cm? = 10.336 Kgf/m? = 10,33 m.c.a. = 1 atmésfera =
1.013,2 mb

El resultado de sumar a la presion relativa la presion atmosférica lo llamare-
mos presion absoluta:

P,=P+P, (1.13)

La presion es habitual expresarla en forma de altura (magnitud lineal). Para
ello dividimos la presion por su peso especifico:

2
Ui = h = altura de presion = degtn 7 =m.ca. (1.14)
Kgf /m

En hidraulica practica se establece la equivalencia de presiones siguiente:

1 atmoésfera técnica = 1 Kgf/cm? = 10 m.c.a.

4.7. Compresibilidad

Un campo especifico dentro de la mecanica de fluidos que no sera tratado en

este curso es el estudio de los fluidos como compresibles, indispensable en
areas como la aeronautica.

En general en Mecanica de Fluidos se considera que los liquidos son fluidos
incompresibles (principalmente el agua) excepto en el analisis de transitorios

hidraulicos (golpe de ariete) en el cual se hace necesario tratarlo como com-
presible.

El coeficiente de compresibilidad K indica la facilidad de un fluido para dis-
minuir de volumen por efecto del incremento de presion.

I av
=y Y
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Por tanto K nos indica la variacion de volumen por unidad de volumen en rela-
cion a la variacion de presion que lo origind.

Tension superficial

En la superficie libre de los liquidos se presentan fenomenos de adhesién y
cohesion molecular. La cohesion se verifica entre moléculas del liquido y la
adhesion entre moléculas de liquido y el sélido que lo contiene. Estos feno-
menos se manifiestan como si la superficie libre del liquido fuese una mem-
brana tensa que sustituye a la pelicula de liquido donde tiene lugar.

La tension superficial es la responsable de que pequenos volumenes de liquido
adopten formas definidas sin recipiente que las contenga (gotas de agua p.e.)
o que el liquido junto a la pared de un recipiente se eleve mas que el centro
del mismo.

Las fuerzas de cohesion entre las moléculas del liquido es muy superior a la
atraccion que existe entre las mismas moléculas y el aire, lo que produce una
fuerza resultante llamada fuerza de tension superficial, dirigida hacia el
interior del liquido. Esta fuerza es directamente proporcional a la longitud de
la superficie libre:

F
o=— 1.16
L (1.16)

Donde:
- o, tension superficial 6 coeficiente de tension superficial

Su ecuacion de dlmensmnes es o= lM T'ZJ y sus unidades en Sl es el kg/s?,
también N/m o J/m?.

/////////////////////////////////////////f/7///////////

Figura 1-4. Efecto de la tension superficial.

En la superficie de contacto del liquido con el sélido que lo contiene se pue-
den dar dos casos. El primero cuando la fuerza de adhesion (liquido-pared) es
mayor que la de cohesion (liquido-liquido), entonces la superficie libre del
agua se curvara hacia abajo. Ademas en ese caso se dice que el liquido moja.
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Cuando ocurre lo contrario, la adhesion es menor que la cohesion, la superfi-
cie libre se curva hacia arriba, y en ese caso se dice que el liquido no moja.

La tension superficial de los liquidos depende de la temperatura.

4.8. Tensioén de vapor y cavitacion

Todos los liquidos, cuando aumentamos su temperatura o disminuimos la pre-
sion a la que estan sometidos, tienden a cambiar de estado vaporizandose. Lo
que ocurre es que proyectan moléculas por encima de la lamina libre al espa-
cio que esta por encima. Si ese espacio es abierto las moléculas son arrastra-
das, pero si esta cerrado se acumulan generando una presion sobre el liquido

que conocemos con el nombre de presion de vapor o tensién de vapor del
liquido.

Si el fenomeno no cesa, y el vapor acumulado no es removido se llega a una
situacion de equilibrio en la que en un cierto intervalo de tiempo, el nimero
de moléculas que se vaporizan es el mismo que el numero de moléculas que
colisionan con la superficie liquida y condensan. En esta situacion se dice que
el espacio encerrado sobre el liquido esta saturado de vapor y ya no admite
mas moléculas vaporizandose a esa temperatura. La presion de vapor en ese

momento recibe el nombre de presion de saturacion o presién de vapor
saturado (P,).

Asi pues para cada temperatura, le corresponde una presion de vapor de satu-
racion. A 100°C, la P, alcanza un valor de 1,033 Kgf/cm? (condiciones norma-
les de presion atmosférica), mientras que a 0°C tan solo es de 0'00622
Kgf/cm?. En esta situacion, si en un punto de algin elemento hidraulico (tu-
beria, bomba, turbina, hélice, etc.), la presion descendiese por debajo de la
presion de vapor correspondiente a la temperatura a la que se encuentre el
liquido, parte del liquido se vaporiza, formando burbujas de vapor que alteran
el funcionamiento hidraulico de la maquina. Cuando el liquido vuelve a zonas
de presion superior a la presion de vapor, se produce el colapso de las burbu-
jas, produciendo pequenos transitorios puntuales que producen dafos mate-
riales por desgaste a los elementos que los soportan.
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1. Introduccion

La Estdtica de Fluidos es la parte de la Mecdnica de Fluidos que estudia los
fluidos en reposo, es decir en ausencia de cualquier movimiento. No existe pues
gradiente de velocidad entre capas de fluido, lo que impide que aparezcan
esfuerzos tangenciales o cortantes (esfuerzos viscosos) por tanto que se
comporten como fluidos perfectos.

2. Propiedades de la presion hidrostatica

Primera propiedad. En un fluido estdtico, la presion es normal a la superficie
sobre la que actua.

En el tema anterior se definid la viscosidad como la resistencia que se opone al
fluido a deformarse bajo el efecto de un esfuerzo tangencial o cortante
provocado por el desplazamiento relativo de dos superficies de fluido en
contacto, la cual era ademas proporcional a la velocidad de deformacion (Ley de
Viscosidad de Newton). Se puede concluir pues que los esfuerzos tangenciales
deforman el fluido y producen movimiento. Por otro lado vimos que el esfuerzo
normal debido al propio peso del fluido genera lo que denominamos presion del
fluido, que por convencién sera siempre positivo cuando es de compresion.

En el caso que nos ocupa, como el fluido estd en reposo, no pueden aparecer
esfuerzos tangenciales, al no existir movimiento, de forma que cualquier
elemento de superficie sumergido en un fluido estara sometido exclusivamente a
esfuerzos normales.

\V4
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Figura 2-1. Direccién en la actua la presion hidrostatica.

Segunda propiedad o Principio de Pascal. En un punto cualquiera de una
masa liquida en reposo, existe la misma presion en todas las direcciones. Es
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decir, la intensidad de la presién no depende ni del angulo de inclinacion ni
de la superficie. Es por tanto una magnitud isotropica.

Sea un elemento diferencial de superficie como el de la figura 1-2 sobre el
que actua una presion P.

Figura 2-2. Principio de Pascal.

Para que el elemento esté en equilibrio se debe verificar:
PAB= P-AC-sena
P,-BC= P-AC-cosa (2.1)
Pero como sabemos que:
AC-sena = AB
AC-cosa = BC (2.2)

Entonces:

P=P=P, (23

3. Ecuacion general de la Hidrostatica 6 Ecuaciéon de Euler de la
Hidrostatica

Sea el siguiente paralelepipedo rectangular de la figura 2-3, el cual representa
un volumen elemental en el interior de un liquido en reposo. Este volumen esta
sometido a la presion que ejerce el resto del fluido sobre una cara, y a la
resultante de las fuerzas exteriores F por unidad de masa (debida al campo
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gravitatorio generalmente) aplicada en su centro de gravedad, cuyas componen-
tes son X=X(x,Y,z), Y=Y(x,y,z), Z=Z(x,Y,Z).

p
L
P*a._
Z A
ya
L s o o=
|
|
p {
|
///
/
p+%dv
0 X

Figura 2-3. Elemento diferencial de volumen de liquido en reposo.

Sobre cada una de las caras del triedro actGa una presion unitaria p, mientras
que sobre la cara opuesta actla una presion que vale:

Ejex: p+-a—dx
ox

Ejey: p+ gde

)

Ejez: p+%2dz (2.4)
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El liquido presenta una densidad p, por lo que su masa es p'dx-dy-dz. La
condicion de equilibrio estatico para cada uno de los ejes sera:

Eje OX : pdydz-(p+ ?91\7 dx )-dy-dz + pdxdydzX =0

EjeOY : pdxdz-(p+ o dy )dx-dz + p-dx-dy-dz’Y =0

6)1

EjeOZ : p-dx-dy-(p+ %’-’- dz )-dxdy + pdx-dy-dzZ =0 (2.5)
z

Lo que resulta:

geons B - ok
Ox

: op
EjeOY: ——=pY
oy
E:

Eeoz: 2

pZ (2.6)
z

Ecuaciones conocidas como las ecuaciones de Euler de la hidrostatica, que
pueden escribirse de forma vectorial como:

pF=Vp (2.7)

Si multiplicamos las ecuaciones de Euler por dx, dy, dz respectivamente, y
sumamos, obtenemos la variacion de presion entre dos puntos:

dp=p(X-dx+Ydy+Zdz) (2.8)

4. Presion en un punto

En el caso mas general el paralelepipedo anterior estara sometido como fuer-
za exterior solamente al campo gravitatorio. En esta situacion X=0; Y=0; Z=-

g. La ecuacion fundamental de Euler nos daba la variacion de presion entre
dos puntos. Para esta situacion resultara:

dp=-gpdz=~ydz (2.9)
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Qetwees 1n+o
Integrando entre los puntos A, (a presion P,) y A (a presion P) dentro de la
masa liquida en reposo de la figura 2-4:

Fest

AV
<

Ao (Po)

A(P)

Figura 2-4. Presion en un punto.

fndp=-ylj d=  (2.10)
(P-F)=r(Z-2,) (2.11)
P=P,+y(Z,-2) (212

Ecuacidon que nos proporciona la presion hidrostatica en un punto en funcion
de la presion en otro punto la cual debe ser conocida.

Si llamamos h a la diferencia de altura entre Z, y Z, la ecuacion (2.12) pode-
mos escribirla de la siguiente forma:

P=P +yh (2.13)

Si ademas hacemos coincidir Z, con la superficie libre del liquido en reposo, el
cual sabemos que se encuentra a la presion atmosférica, resulta que la pre-
sion hidrostatica absoluta sera igual a la presion atmosférica mas el peso de la
columna de fluido que hay por encima del punto considerado.

P +yh (2.14)

absoluta

atmosférica

correspondiendo la presion relativa al término »h.



Fundamentos de Mecdnica de Fluidos

La ecuacion anterior explica parcialmente el principio de Pascal y la llamada
paradoja de Stevin: “La presion en un punto cualquiera en el interior de una
masa liquida en reposo, no depende ni de la cantidad de liquido contenido
(volumen del recipiente) ni de la forma del mismo, depende exclusivamente
del peso especifico y, y de la columna de fluido que hay por encima”.

5. Presion sobre una superficie plana inclinada

Sobre las paredes de un recipiente que contiene un liquido en reposo actuara
una determinada presion. En cada punto la presion tomara un valor segun la
ecuacion (2.13) vista en el epigrafe anterior, y cuya direccion sera, segln la
primera propiedad de la presion hidrostatica, normal a dicha superficie. Por
tanto el campo de fuerzas elementales de presion (paralelas entre si) genera
una resultante que constituira el empuje total del liquido sobre la superficie S.

Para calcular el valor de dicho empuje, supongamos una superficie plana S. la

cual se sumerge en el liquido formando un angulo a con la horizontal de la
superficie libre.

Figura 2-5. Presion en una pared plana inclinada.



Tema 2. Estdtica de fluidos

La fuerza de presion elemental dF que actla sobre un elemento diferencial de
superficie dS vendra dado por el producto entre la presion en el punto y la
superficie:

dF = pds=yydS  (2.15)

proyectando sobre la superficie inclinada:
dF = pds = yydS = yX-sena-dS (2.16)
F =[pds=[yXsenadS =ysena[XdS (2.17)

El segundo miembro de la ecuacion (2.17) representa el momento estatico de
la superficie S respecto del eje AB, por lo que:

[ X-dS = Xg-S (2.18)
Sustituyendo (2.18) en la ecusacién (2.17):

[XdS=X,S (2.19)

referido al plano inclinado pues X, sena =Y,. Referido de nuevo a la verti-

cal: F=pY,S=PS (2.20)

donde:

- Py, es la presion en el centro de gravedad.

Por lo tanto el empuje total al cual esta sometida una superficie plana sumer-
gida en un liquido es igual a la presion hidrostatica en el centro de gravedad
de la superficie por su area.

6. Punto de aplicacion del empuje: El centro de presiones

Ya sabemos calcular la magnitud de la fuerza resultante de presiones, pero
debemos averiguar su punto de aplicacion. Sobre la figura 2-6 planteamos el
equilibrio de momentos generado por la resultante F y por las fuerzas elemen-
tales de presion en cada punto, con respecto al eje AB.
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Figura 2-6. Centro de Presiones.

CFX.=[X-pdS (2.21)
$

Susﬁituyendo el valor de F en la ecuacion (2.19) y el valor de p en (2.17):

(ysenaS-X, )X, =[(Xsenay)XdS (2.22)
XX S=]X*ds (229
S

El segundo miembro de la ecuacion (2.23) representa el producto de cada
elemento de superficie elemental por el cuadrado de la distancia al eje AB,

extendido a toda el area, lo cual representa el momento de inercia de la su-
perficie S respecto de AB. De esta forma podemos escribir:

Bl @80
X5

donde:

I, momento de inercia de la superficie S respecto AB.
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Dado que en la mayoria de las aplicaciones las superficies tendran un eje de
simetria definido, podemos expresar el momento de inercia | respecto del eje
de simetria que pasa por el centro de gravedad de la superficie aplicando el
Teorema de Stainer?.

Sustituyendo Stainer en la ecuacion (2.24):

IR
Xe=X,+ X, (2.25)

Lo cual representa la coordenada X del punto de aplicacién de la resultante
de la fuerza de presion o empuje total, medida sobre el plano inclinado de la
superficie sumergida. Al punto de aplicacion del empuje lo llamaremos cen-
tro de presiones.

De la ecuacion (2.25) se extraen dos conclusiones acerca del centro de presio-
nes:

1. Esta siempre por debajo del centro de gravedad

2. Su ubicacion no depende del angulo de inclinacion, por tanto es
independiente de éste.

o T
a2 b/2

ot B X
SG

Ci

¥ |

=%

. b

Figura 2-7. Ubicacién del Centro de Presiones.

7. Calculo de empujes en diques y presas de gravedad

En la industria, varios son los problemas que se deben afrontar relacionados
con la contencion de liquidos, principalmente para su almacenamiento.
Asi nos encontramos en ocasiones con que determinadas materias primas o

) Teorema de Stainer.

2
I=1,+X7S
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subproductos, por el gran volumen que suponen, deben ser almacenados en
depbsitos, balsas, etc. Por ejemplo, en la actividad minera, una solucion
practica son los diques de gravedad construidos en distintos materiales, por
ejemplo diques de materiales sueltos impermeabilizados. Cuando se trata de
agua, se recurren a otras soluciones como los depositos metalicos o de hor-
migdn. Cuando se trabaja con hidrocarburos o productos alimentarios es habi-
tual recurrir a los depésitos metalicos en forma de silo.

El nimero de ejemplos es innumerable. Es por tanto importante conocer el

funcionamiento hidrostatico de estas instalaciones.

En la figura 2-8 se identifican distintas fuerzas, las cuales multiplicadas por su
brazo respecto al punto de giro O generan los correspondientes momentos.
Estos momentos tienden por un lado a volcar el dique (momento de vuelco) y
por otro lado a mantenerlo estable (momento de estabilidad). La condicién

Sea la figura siguiente:

i Lyl o)
////////'/////////////////////}/

E

Figura 2-8 Equilibrio de Fuerzas en ur: dique.

que se debe cumplir para la estructura sea segura sera:

donde:

M, >M,C,

(2.26)

AV
< P, i d,
H v 1\
- \
\
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Cyv, coeficiente de seguridad al vuelco, mayor que 1.
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Las fuerzas que tienden a volcar la estructura son E y E’, las cuales represen-
tan el empuje generado por la resultante de la presion hidrostatica® aplicada
en el centro de presiones del paramento que la contiene, en el caso de que no
rebose o de que rebose respectivamente. Por tanto:

M,=Ed ¢ M, = E"d’ (2.27)

La estabilidad se garantiza con el peso de la estructura P4, al cual colaboran
el peso de la lamina de agua sobre el vertedero del dique P, y la ldmina so-
bre el paramento aguas abajo P; en el caso de que rebose.

En el caso de que existan filtraciones de agua bajo el dique, los pesos se ven
reducidos por el empuje hidrostatico que se genera bajo la cimentacidén tam-
bién llamado subpresion E;. Asi el momento de estabilidad vendra dado:

M, =Pyd,+Pydy + Pyd; - E,d" (2.28)

La subpresion se calcula como una fuerza hidrostatica en los dos extremos de
la cimentacion segun las columnas de agua a cada lado, procediendo después
a un reparto trapecial de las mismas bajo el dique. En general, (aplicando la
Ley de Darcy) la presion no se transmite integramente por existir ciertas
pérdidas de energia en el movimiento por lo que E; se suele multiplicar por un
coeficiente corrector. La subpresion la calcularemos pues a partir de la ex-
presion:

E,=ay HZLh-k (2.29)
donde:
- E,, empuje hidrostatico producido por la subpresion.
-y, peso especifico del agua.

- H, h, columna de agua en los paramentos aguas arriba y aguas
abajo del dique respectivamente.

- K, coeficiente reductor por tipo de suelo:
e K=0, roca compacta
o K=0'5, roca alterada

e K=1, suelos incoherentes.

3 Al calcular el empuje de la presion hidrostatica, el peso especifico sera el del liquido estudiado.
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Por tanto el empuje vertical generado por F, es igual al peso de fluido ence-

rrado en el volumen (AA’BB’)-b. Si trabajamos con un espesor unitario, sera
igual a la superficie encerrada en AA’BB’.

Como el peso de dicho volumen esta aplicado en su centro de gravedad, la

componente F, estara aplicada en la vertical que pase por dicho centro de
masas.

Segun la orientacion de la figura, el volumen puede ser un volumen real o
ficticio y a su vez generar un empuje hacia arriba o hacia abajo. La figura
anterior 2-10 muestra una superficie que soporta el empuje de un volumen
real de fluido. Al estar orientada hacia arriba, el empuje es hacia abajo. Sin
embargo, en la siguiente figura 2-11 podemos ver una superficie orientada

hacia abajo, por lo que el empuje sera hacia arriba. Ademas en este caso el
volumen de calculo es un volumen ficticio.

—
|| b r
h |’ Vv ficticio i
[T | ;
Y . |
\ h;
\ £ |
£ v ‘
\\ ‘
N O, S

Figura 2-11. Orientacién de la figura en la determinacién de la componente
vertical.

Componente horizontal

En la obtencion de la componente horizontal, es de aplicacion todo lo visto

para superficies planas, sin mas que proyectar la curva sobre un plano verti-
cal.
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Figura 2-12. Componente horizontal del empuje.

El empuje vendra dado por:

F,, = y-Ygsuperficie AA' BB’

(2.35)

Expresidn idéntica a la vista para superficies planas. El punto de aplicacion en
el centro de presiones C, se obtendra como ya vimos en apartados anteriores.

Conocidas las componentes horizontal y vertical, la resultante se obtendra
con la suma vectorial de ambas componentes:

<

Figura 2-13. Resultante del empuje.
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9. Principio de Arquimedes

El conocido principio de Arquimedes se enuncia de la siguiente forma: “Todo

cuerpo sumergido en un fluido experimenta un empuje vertical y hacia arriba
igual al peso de fluido que desaloja”.

Sea un solido con un volumenV, sumergido en un fluido de densidad p y peso
especifico 7. Las componentes horizontales del empuje en ambos lados del
solido seran idénticas por lo que se anulan entre si. Para hallar la componen-
te vertical debemos aplicar lo visto en el epigrafe anterior sobre empujes
sobre superficies curvas. Para ello dividimos en solido en sus dos hemisferios

Rvaly

B'!
< |
! |
| - |
i T —— - |
Fn I / ‘\.I Fn
- A} Volumen B i—
; T /
: Sélido v /)
SRR |
| |

Figura 2-14. Solido sumergido.

La fuerza que actua sobre el hemisferio superior, sera la generada por el peso
del volumen de fluido que hay por encima del cuerpo sumergido. Este volu-
men es V; y es un volumen real. Como la superficie esta orientada hacia arri-
ba, el empuje soportado sera hacia abajo. Por el contrario, el hemisferio infe-
rior esta orientado hacia abajo, por lo que soporta un empuje vertical hacia
arriba. La forma de obtenerlo es a partir del volumen ficticio que desplaza v,
o lo que es lo mismo, el volumen que contendria si fuese una superficie abier-

//
vZ

\

Figura 2- 14. Empuje en cuerpos sumergidos.
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En cualquier caso, V>V, por lo que el empuje resultante es siempre vertical
y hacia arriba. El empuje vendra dado por la expresién:

E=F,-F,=y(Y,-Y,)=y¥ (2.36)

Por lo que el empuje resultante es igual al peso del volumen desplazado, tal y
como enuncia el principio de Arquimedes.

10. Flotacion y Estabilidad

La condicion para que un cuerpo sumergido se encuentre en equilibrio estati-
co es que tanto la resultante de fuerzas como el momento resultante sean
nulos. El cumplimiento de la primera condicion nos conduce a que el cuerpo
flote, mientras que la segunda nos habla de la estabilidad.

Flotacion

La primera condicion se verifica siempre que el peso del cuerpo sumergido sea
menor que el empuje que recibe del fluido. Sea un cuerpo totalmente sumer-
gido con un volumen V; y un peso P. El peso especifico medio del cuerpo sera:

=-— 2.37,
Ye=1yg (2.37)

Tal y como vimos en la ecuacion (2.36) el empuje que recibe el cuerpo es
igual al producto de peso especifico del liquido por el volumen del cuerpo
(volumen desalojado). Por tanto podemos escribir:

E=yV=y, ¥, =P (2.38)

Es decir, que el cuerpo flotara siempre que tenga un peso especifico menor
que el peso especifico del fluido en el que se sumerge, hundiéndose en caso
contrario. La condicion de estabilidad es por tanto que los pesos especificos
del fluido y del cuerpo sean iguales, en cuyo caso el cuerpo permanecera in-
movil en aquella posicion en la que lo pongamos.

Puede ocurrir que el peso especifico del cuerpo sumergido sea menor que el
del fluido. En tal caso el cuerpo permanecera parcialmente sumergido, de
forma que el volumen sumergido tenga un peso igual al empuje recibido.
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E=v

Figura 2-15. Cuerpos parcialmente sumergidos.

El empuje viene dado por E=y V. El peso del cuerpo es P=y. ¥, Como se trata
de un cuerpo con un peso especifico menor que el del fluido que lo contiene

(7.<7), solo una parte del mismo debe estar sumergida de forma que se cum-
pla E=P.

Estabilidad

Cuando se cumple la segunda condicién (momento resultante nulo), el cuerpo
es estable sobre el fluido. Esta condicion se verifica cuando las lineas de ac-
cion del peso (centro de gravedad del cuerpo G) y del empuje (centro de pre-
siones C) coinciden, por tanto no existe ningln par de rotacion.

Asi podemos encontrar distintas situaciones posibles:
1.- Posicion de equilibrio indiferente. Se produce cuando G y C coinciden no

solo sobre la misma linea de accion sino en el mismo punto. Este cuerpo que-

dara exactamente en la posicion en la que lo pongamos, aunque se produzca
una traslacion o un giro.

Figura 2-16. Equilibrio indiferente.
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2.- Posicion de equilibrio estable. Se produce cuando C esta por encima de G.
Mientras que empuje y peso del cuerpo estan sobre la misma linea de accion,
el cuerpo estd en equilibrio. Si se aplica un pequeo giro, aparece un par res-
taurador que tiende a llevarlo a la situacion de equilibrio.

—a Y = SR

Par Restaurador

TS

=7 U

E E
an T
/ \ / \
| oc ! s
’v’ G | ’/ G / //
g 4 7 I
p D

Figura 2-17. Equilibrio estable.

/

3.- Posicion de equilibrio inestable. Se produce cuando C esta por debajo de

G. Al girar ligeramente el cuerpo aparece un par de vuelco, lo que genera que
el cuerpo busque una nueva posicion de equilibrio.

. AW
<
Par Vuelco
7NN\
(f =
TN TN
/ cl \ /A G
RN %
/ o | P
\ tE | i//C
\ *C/ A

.

Figura 2-18. Equilibrio inestable.
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11. Medida de la presion. Manémetros

Los mandmetros son instrumentos que nos permiten medir la presion relativa

o también llamada presion manométrica. Existen distintos tipos que a conti-
nuacion se indican.

11.1. Barometro de mercurio

También llamado Barometro de Torricelli en honor a su inventor, el cual lo
descubrié cuando buscaba la forma de crear el vacio perfecto.

Consiste en un tubo de vidrio aproximadamente de 80 cm de altura y cerrado
por uno de los extremos y abierto por el otro, el cual se llena completamente
de mercurio. A continuacion se da la vuelta y la parte abierta se sumerge en
una cubeta también llena de mercurio. La columna de mercurio en el interior
del tubo desciende hasta una altura en donde se equilibra con la presion at-
mosférica que esta actuando sobre la superficie libre del Hg en la cubeta. El
motivo por el cual se utiliza mercurio es porque dada su elevada densidad, la
altura de tubo necesaria es muy pequefia en comparacion por ejemplo con
agua que deberia tener 10,33 m de longitud, y porque la presion de vapor que
se genera h, al hacer el vacio es despreciable a temperaturas normales.

El volumen que se genera en el interior del tubo es un vacio casi perfecto a no

ser por el vapor de mercurio que se desprende de la superficie del liquido
metalico, la cual resulta ser despreciable. Asi podemos escribir:

2, i <, (2.39)
b

Si Z=0 poniendo el plano de comparacion o referencia en la superficie libre y
h, lo despreciamos por estar muy préximo a cero:

P
L=h (2.40)
7

Esta altura medida en mmHg recibe el nombre de Torr.

11.2. Piezémetros

Los piezometros consisten en un tubo transparente de pequefo didmetro,
abierto por arriba a la atmésfera y conectado por debajo al punto donde que-
remos medir la presion, bien sea un depdsito con el liquido en reposo o una
conduccion con este en movimiento. El liquido se elevara por el tubo una
altura tal que se equilibra el peso del mismo en la columna del piezémetro
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con la presion existente en el punto de medida. Asi pues la altura de columna
de agua medida en una escala graduada fijada al propio tubo nos proporciona
directamente la presion manomeétrica.

P— M
‘N Po ly
A
|
h o
A4 = ~
A2

Figura 2-19. Piezometro.

Py=yh (2.41)
7l =h (2.42)
Y

Las presiones que podemos medir son muy discretas puesto que altura del
piezometro es importante en cualquier caso.

11.3. Manémetro abierto o manémetro simple

Supone una mejora con respecto al anterior, para medir presiones mas eleva-
das con menor longitud de tubo. Consiste en doblar el tubo en forma de U y
poner dentro un liquido mas denso (liquido manométrico) como por ejemplo
el mercurio, el cual tiene una densidad 13,6 veces mayor que la densidad del
agua.
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=
Po
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e |
3% = |
\ 9, .hZ
Y |
4 v

Figura 2-20. Manémetro simple.

La presion en 1 vendra dada por la suma P, +yh,. La presion en 2 vendra
dada por y,h,. Como la presién en 1y en 2 debe ser la misma por encon-
trarse en un mismo plano, igualamos las expresiones:

P,+yh =y, h, (2.43)
Por lo que:

Py =yuhy-rh (2.44)

11.4. Manémetro metalico o Bourdon

Consiste en un tubo llamado tubo Bourdon, por un lado abierto y conectado a
la corriente en la que se desea medir la presion y cerrado por el otro extre-
mo, el cual posee cierta curvatura. Cuando aumenta la presion en el interior
del tubo, éste tiende a estirarlo. Este movimiento es proporcional a la pre-
sion y se transmite mediante un mecanismo a la aguja. Deben calibrarse pre-
viamente, siendo los mas extendidos y utilizados.
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Figura 2-21. Manémetro metalico

12. Algunos centros de gravedad y momentos de inercia
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1. Introduccion

En este tema trataremos los fluidos en movimiento. A grandes rasgos, dicho
estudio se puede abordar desde dos planteamientos. Por un lado podemos
realizar una descripcion del movimiento sin tener en cuenta las causas que lo
producen y estaremos en el campo de la Cinemdtica de fluidos, o por el
contrario podemos describirlo teniendo en cuanta las fuerzas implicadas y
estaremos entonces en el campo de Dindmica de fluidos.

Por otro lado, es posible trabajar en un punto concreto del espacio, o bien
trabajar en una region finita del mismo, balanceando la cantidad de fluido que
entra y sale de ella y deduciendo alli los cambios en fuerzas, momentos o
energia que se producen. A la region del espacio donde se aplica la llamamos
volumen de control y |a superficie que lo encierra, superficie de control.

El primer planteamiento recibe el nombre de andlisis diferencial del
movimiento o analisis a pequena escala. El volumen de control es infinitesimal.
El segundo planteamiento recibe el nombre de andlisis integral, del volumen de
control o de gran escala, y sera el que desarrollaremos en este curso.

El analisis diferencial plantea ecuaciones diferenciales que apenas tienen
solucién para unos pocos casos particulares, de ahi que sea mas utilizado el
planteamiento integral a la hora de resolver problemas practicos. Sin embargo,
con el desarrollo de la informatica y la posibilidad de aplicar métodos numéricos
a la resolucion de dichas ecuaciones diferenciales, un campo que se esta
desarrollando con fuerza es la Mecanica de Fluidos Computacional (CFD).

2. Analisis del movimiento de los fluidos. Introduccion a la cinema-
tica de fluidos

La Cinemdtica de fluidos estudia el movimiento de éstos sin considerar las
causas que lo producen. Por lo tanto se limita a describir en cada momento las
relaciones entre las particulas fluidas y el tiempo.

El problema puede ser tratado desde dos perspectivas completamente distintas,
lo que nos conducird a los enfoques de Euler y Lagrange que mas tarde
estudiaremos. Podemos emular lo que solemos hacer en mecanica del solido
rigido, y de la misma forma que alli se ligan todas las magnitudes del sélido a su
centro de gravedad, nosotros nos quedamos con una particula material, en este
caso fluida y estudiamos su comportamiento a lo largo del tiempo. Este enfoque
que analiza cada una de las particulas fluidas recibe el nombre de enfoque
Lagrangiano. Sin embargo, aprovechando la definicion de medio continuo que
dimos en el tema anterior, es posible estudiar una porcion de espacio, que
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denominaremos volumen de control, analizando todas las particulas que lo
atraviesan a lo largo del tiempo. Este segundo enfoque recibe el nombre de
Euleriano, y es el empleado habitualmente en Mecanica de Fluidos.

2.1. Descripcion cinemadtica del flujo. Enfoques de Euler y Lagrange

El campo de velocidades es un campo vectorial en el que en cada punto del
espacio (X, Y, Z) y en cada instante (t) hay asociado un valor para la velocidad

de la particula que ocupa esa posicion en ese momento. El vector velocidad
quedara definido a partir de sus componentes:

Vi = VX(X, Y, Z, t)
Vy = Vy(x,y, Z, t)
Ve =Va(X, y, 2, 1) (3.1)

Para describir el movimiento de una particula de fluido en un medio considerado
continuo (es decir, para describir el campo de velocidades) como ya hemos dicho
se pueden emplear dos criterios distintos: El método de Euler é punto de vista
local y el método de Lagrange 6 punto de vista molecular.

Método de Euler

Se selecciona un punto M en el espacio que tiene unas coordenadas (x, y, z). En
el instante to una particula que se encuentra en M tiene una velocidad Vo=(u,,
Vo, Wo). En un instante posterior t;, otra particula distinta se encuentra en M, y
podéemos describir de nuevo su velocidad con Vy=(u;, v4, w;). Las variables que

describen el movimiento (Coordenadas de Euler) son las componentes del vec-
tor velocidad en cada instante t.

Si expresamos la velocidad en todos los puntos del espacio a través de las coor-
denadas de Euler estamos definiendo lo que denominamos campo de velocida-
des. Asi el campo de velocidades se escribira V=V(x, y, z, t), lo cual es una
funcion vectorial que indica cual es el valor de la velocidad en un punto fijo en
el espacio (x, y, z) a medida que las particulas pasan por alli (t). De esta forma

la velocidad resulta una funcion del tiempo y las coordenadas de la particula
(X,Y,2) son una variable independiente.

u=u(x,vy,zt)
v=v(x,y,21)

w=w(X,Y,2zt) (3.2)
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Una vez hemos descrito cual sera el campo de velocidades, es posible dibujar
lineas continuas imaginarias que presentan la propiedad de que en cada
instante, en cada punto son tangentes al vector velocidad. Dichas lineas se
denominan lineas de corriente.

Figura 3-1. Linea de corriente.

Por tanto las lineas de corriente son la envolvente del campo de velocidades de
todas las particulas de fluido en un instante determinado. Son equivalentes a las
lineas de campo en un campo vectorial cualquiera.

Por un punto solo puede pasar una linea de corriente, pues de lo contrario
indicaria que existen dos velocidades distintas en un punto, excepcion hecha en
puntos singulares como fuentes o sumideros.

Consideremos dentro de un flujo, una curva € que no sea linea de corriente, y el
haz de lineas de corriente que cortan dicha curva. Si esta curva es abierta, al
haz de lineas de corriente lo denominamos superficie de flujo, mientras que si
C es cerrada, al haz de lineas de corriente lo denominamos tubo de flujo o tubo
de corriente.

o
o
24 e
> 4 =
V. /// P %

')
v

Figura 3-2. Superficies y Tubos de corriente.
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Método de Lagrange

En este caso se describe el comportamiento de una particula fluida en parti-
cular. Como la particula estad en movimiento su posicion en cada instante es
una funcion del tiempo, y por consiguiente cada una de sus coordenadas (Co-
ordenadas de Lagrange) varian de un instante a otro. Por tanto las coorde-
nadas son una funcién que depende de (t). En t, la particula ocupa la posicion
Mo=(Xo, Yo, Zo). En el instante t, la particula ocupa la posicion M;=(x1, Y1, Z1).

Las ecuaciones que describen el movimiento de la particula se expresan a partir
de las funciones:

X=X(X°, Yo, Zo: t)
Y=Y (X0, Yo, Zo, t)
2=2(Xo, Yo, Zo t) (3.3)

Asociado a las coordenadas de Lagrange tenemos la definicion de trayectoria de

una particula, la cual es el lugar geométrico de los puntos recorridos por dicha
particula al moverse.

También se define Linea de Traza como conjunto de puntos ocupados en un
instante dado por todas las particulas materiales que han pasado por un punto
fijo. Experimentalmente se pueden dibujar mediante la inyeccion de un
colorante en el flujo de forma continua en el punto antes descrito.

Algunas diferencias entre ambos planteamientos

La diferencia entre ambos métodos radica en que en el enfoque de Lagrange
las coordenadas son una funcion del tiempo mientras que en el de Euler la
velocidad es una funcion del tiempo. En Euler la posicidn x,y,z es una variable
independiente mientras que en Lagrange es una variable dependiente.

Tras la definicion de linea de corriente subyace un planteamiento puramente

matematico, siendo por el contrario facilmente observables experimental-
mente las lineas de traza y las trayectorias.

Las lineas de corriente se definen en un instante concreto, mientras que las
lineas de traza y trayectorias se forman con el transcurso del tiempo.

En la practica ambos enfoques se pueden ver claramente con el empleo de
fotografia e introduciendo particulas de polvo visibles a la luz para que sean
arrastradas. Con un tiempo de exposicion largo, apareceran unos segmentos
que en el método de Lagrange dibujaran lineas que representan las trayecto-
rias dgl :espacio recorrido por la una particula durante el tiempo que dura la
exposmiqn de la pelicula fotografica. Con un tiempo de exposicion muy corto,
en el método de Euler se dibujan pequenos segmentos que coinciden con la
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direccion del vector velocidad de las diferentes particulas en el instante de
realizar la foto, por tanto son lineas de corriente.

En la mecanica de fluidos tradicionalmente se emplea el criterio Euleriano.

En movimientos permanentes o estacionarios (se definen en este mismo tema
en un epigrafe posterior), las componentes del vector velocidad no varian con el
tiempo y en este caso, las lineas de corriente coinciden con las trayectorias y
las lineas de traza.

2.2. Derivacién material

Las propiedades del flujo cambian con el tiempo y el espacio, como hemos visto
en el apartado anterior. Sin embargo, dicha variacion sera distinta si centramos
el analisis en un punto del espacio (coordenadas de Euler) o si lo centramos
sobre una particula en movimiento (coordenadas de Lagrange).

Euler

Cuando estudiamos la variacion de una propiedad n=n(x,y,z,t) cualquiera del
flujo respecto del tiempo, debemos tener en cuenta que a su vez varia respecto
del espacio, puesto que en otro lugar del espacio dicha propiedad sera distinta.
Asi pues la derivada total o material de la propiedad tendra dos componentes
o sumandos: La derivada que llamaremos derivada local debida a la variacion
de la propiedad en un punto respecto del tiempo, y otra derivada que
llamaremos convectiva, independiente del tiempo y que varia con el espacio.

De esta forma el diferencial total de la propiedad con respecto al tiempo vendra
dado por:

p—q=a—”+ug,l+va—'7+w@< (3.4)
Dt o ox Oy 0z

Donde:
W, es la derivada total o derivada material de la propiedad
1

1 que ocupa la posicion del espacio (x,y,z) en el instante t.

?, es la derivada local de la propiedad n que expresa como varia la
i

propiedad con respecto al tiempo en la posicion del espacio (x,Y,z).
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. 14%'14-v%+w%—'7, es la derivada convectiva de la propiedad n que
X 2 z

expresa como varia la propiedad con respecto de la posicidon(x,y,z) en
un instante t determinado.

Lagrange

Cuando se emplean coordenadas de Lagrange, debido a que el sistema se
mueve con la particula, la derivada total o material coincide con la deriva
local, pudiendo escribir directamente:

Daf1) _on(t)
Dt ot )

2.3. Aceleracion
Cuando aplicamos la derivacién material en coordenadas de Euler a un campo de

velocidades, lo que obtenemos es un campo de aceleraciones. Asi pues

deberemos hablar con total naturalidad de aceleracién total o material,
aceleracion local y aceleracion convectiva.

2.4. Clasificacion del movimiento

Atendiendo exclusivamente a las condiciones cinematicas espacio-tiempo
podemos clasificar el movimiento de la siguiente forma:

Movimiento permanente o estacionario

El movimiento es permanente cuando en cada punto de la corriente permane-
cen constantes (aunque pueden variar de un punto a otro) respecto del tiem-
po. Asi presion y velocidad seran constantes en un punto a lo largo del tiem-
po. En esta situacion, las lineas de corriente, de traza y trayectorias
coinciden.

ov )
0 ; a[: =0  (referido avalores medios dev y p) (3.6)
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Movimiento variable, no permanente o transitorio

En este caso las caracteristicas del flujo varian respecto del tiempo. Por tan-
to los valores de presion y velocidad en un punto es cambiante con el tiempo.
En este caso:

o o

> #0 ; o #0  (referido a valores medios dev y p) (3.7)

Movimiento uniforme

El movimiento diremos que es uniforme si en un instante dado, en cualquier
seccion transversal encontramos que el vector velocidad tiene igual modulo,
direccion y sentido, es decir no hay variaciones del vector velocidad a lo largo
del espacio.

Movimiento no uniforme o variado

Se producira en aquellos casos en los que el vector velocidad a largo de distin-
tas secciones transversales de una corriente no se mantiene constante.

2.5. Flujo rotacional e irrotacional

Una particula de fluido en el interior de una masa fluida en movimiento, esta
sometida a esfuerzos normales (presion) y a esfuerzos tangenciales (esfuerzo
cortante 6 friccion debida a la viscosidad). Como consecuencia de la accion
combinada de los esfuerzos cortantes que se producen entre distintas capas
de fluido, puede ocurrir que la particula de fluido rote sobre uno o varios de
sus ejes. Esto produce una velocidad angular de rotacion ademas de la ve-
locidad de traslacién a la que se mueve, dependiendo de la distribucion de
velocidades en cada una de las direcciones y de la viscosidad del fluido.

Si alguna particula de fluido rota se dice que el flujo es rotacional, mientras
que si ninguna particula lo hace el flujo es irrotacional.

Analiticamente esto se calcula mediante el término de vorticidad, el cual no
es mas que el rotacional del campo de velocidades:

/ 1 /
Q2 =Vorticidad = —w=—rotV =--VxV 3.8
rticida 3 W 21 3 X (3.8)

El flujo sera irrotacional si la vorticidad es nula, siendo rotacional si la vorti-
cidad es distinta de cero.
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2.6. Caudal o gasto

Sea una superficie S, de la cual tomamos un elemento diferencial ds. La
velocidad de la corriente en ds es v, aunque solamente la componente
normal a ésta, es decir v, la atraviesa. El volumen de fluido que atraviesa ds
en un instante de tiempo dt sera igual a un prisma oblicuo de base ds y de

alto el espacio recorrido por el fluido, es decir v,dr, o lo que es lo mismo
v-cos@-dr . Por tan podremos escribir:

Volumen = v, -drds (3.9)

//// V
il == N /(-
S \\ |
.
\ N V
\\\ q 'S’\ N //V \ n
< ;
\\ _/\3 \\

Figura 3-3. Definicion de caudal.

Llamarfemos caqdal o también gasto a la cantidad de fluido que atraviesa ds
por unidad de tiempo. Si bien dicha cantidad puede medirse en masa, peso o
volumen, lo normal es referirse a volumen por unidad de tiempo.

Volume
= R )
Tiempo

Pof tanto, el volumen que atraviesa una seccién en un instante de tiempo dt
sera Volumen=Q-dt.
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Es por ello que podemos plantear la siguiente igualdad de volumenes, a partir
de las ecuaciones (3.7) y (3.8):

Qdt=v,-drds (3.11)
Por lo que:
Q=v,ds (3.12)
Podemos extender el calculo realizado para ds a toda la superficie S,
integrando (3.10):

Q=[v,ds (3.13)
S
En el caso particular de flujo uniforme y permanente, v, sera_constante por
lo que el caudal que atraviesa la superficie S, plana y normal a vsera:

o=VSs (3.14)
Si el flujo fuese no uniforme, deberia calcularse la velocidad media como:

[V, ds
= = ¢ w6y
S

Por lo que el caudal se expresaria de nuevo como:

0=V, S (3.16)

Entendemos por velocidad media V,, aquella que multiplicada por la seccion §
da un gasto igual al real, es decir, al que obtenemos considerando las distintas
velocidades puntuales existentes en el conjunto de la citada seccion.

3. Dinamica Integral

Las leyes de la mecanica estan escritas para ser utilizadas en sistemas. Un
sistema es una cantidad de arbitraria de masa de identidad fija, es decir un
conjunto de particulas cuya masa permanece constante. Lo que esta fuera del
sistema se llama entorno. Lo que separa el sistema del entorno es la
frontera. Las leyes de la mecanica describen lo que ocurre cuando
interacciona el sistema con su entorno. En mecanica de fluidos 4 leyes
fundamentales se requieren para explicar el flujo:

51



52

Fundamentos de Mecdnica de Fluidos

La primera ley fundamental describe que la cantidad de masa debe ser
constante. Es la ley de conservacion de la masa. En solidos es tan evidente

que ni se requiere su estudio, pero en fluidos es fundamental. En fluidos
recibe el nombre de ecuacion de continuidad.

La segunda ley fundamental aparece cuando el entorno ejerce una fuerza F
sobre el sistema. Al aplicar una fuerza F, la masa se acelera. En mecanica de

fluidos la 2* ley de Newton recibe el nombre de ecuacion de conservacion de
la cantidad de movimiento.

La tercera ley fundamental aparece cuando el entorno ejerce un momento H

sobre el centro de masas del sistema. Esta ley recibe el nombre de ecuacion
de conservacién del momento cinético.

Finalmente, la cuarta ley fundamental aparece al aplicar la primera ley de la
termodinamica o ley de la conservacion de la energia. En mecanica de fluidos

la ley de conservacion de la energia recibe el nombre de Ecuacién de
Bernouilli.

3.1. Ecuacidn de conservacion de la masa: La ecuacion de continuidad

La ecuaciéon de continuidad es una relacion matematica que representa el

balance de masa de un flujo de fluido a través de una region determinada del
espacio.

En términos mas concretos, dado un fluido en movimiento (liquido o gas) que
entra en un espacio definido (depésito, conduccion) por una parte del mismo, y
también sale de dicho espacio, por otra parte, la ecuacion de continuidad
muestra qué relacion se cumple entre la cantidad de masa entrante, la cantidad
de masa saliente y la cantidad de masa remanente en el interior. Como bien
puede adelantarse, dicha relacion es muy sencilla, y se puede resumir, de forma

un tanto coloquial como: “el flujo de masa entrante menos el flujo de masa
saliente es igual al ritmo de acumulacion de la masa en el interior”.

Gel

Gsl
8 vC

GsZ
Gem

P

Figura 3-4. Flujos entrantes y salientes de un VC.
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La Figura 3-4 representa una region del espacio, a la que se denomina Volumen
de Control, VC, y que puede visualizarse, por ejemplo, como un depdsito. Por la
zona izquierda del VC entran, al interior del mismo, una serie de flujos masicos
(Ge1, Gez, ---, Gem), mientras que por la zona de la derecha salen del VC hacia el
exterior, otra serie de flujos masicos (Gs;, Gs, .., Gs). La ecuacion de
continuidad aplicada a este caso general , adopta la forma mostrada por la
siguiente ecuacion:
i=m

e~ To,=20e g
J=1 dt

i=l

donde Ge; representa el caudal masico de cada uno de los m flujos de fluido
entrantes en el VC, G,; representa el caudal masico de cada uno de los n flujos
de fluido salientes del VC, y Myc representa la masa de fluido que hay acumulado
dentro del VC.

Considerando, ahora, la relacion entre densidad, masa y volumen, (3.17) puede
reescribirse como muestra la siguiente ecuacion:

i=m =n d V
zpeiQei - Z p:stj = i:f-yc—) (318)
i=l j=1 t

donde pei y Q. representan la densidad y el caudal volumétrico,
respectivamente, de cada uno de los m flujos de fluido entrantes en el VC, ps; y
Q,; representan la densidad y caudal volumétrico, respectivamente, de cada uno
de los n flujos de fluido salientes del VC, pyc representa la densidad del fluido
que hay acumulado dentro del VC, y Vyc representa el volumen que ocupa
asimismo el fluido que hay acumulado dentro del VC.

3.1.1. Caso particular 1: Cuando el VC no permite la acumulacion de flui-
do en su interior (conducciones)

La aplicacién directa mas sencilla que se puede hacer de la ecuacion de
continuidad viene dada por el caso de los VC que no permiten la acumulacion o
vaciado de fluido en su interior, en otras palabras, las conducciones o tuberias
de paredes rigidas. En una tuberia (y en régimen permanente), la masa de fluido
que entra por uno de sus extremos debe, necesariamente, ser igual a la masa de
fluido que sale por el otro.

Si las conducciones impiden, por tanto, la acumulacion o vaciado de fluido, la
aplicacion de (3.17) a las mismas se reduce a:

i=m =n

i=m i=n
Z pw Qci - z[ pxj er =0 = _leci Q(‘i = 'ZI pthjj (3 [9)
i=l J= i= j=
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Los sumatorios presentes en (3.19) indican todavia la posibilidad de varios flujos
de entrada y salida. Dentro de las conducciones, este es, en realidad, el caso de
las conexiones entre tuberias (Figura 3-5).

== Gsl
G. G
—> — G, - —
EE GsA Gs
Figura 3-5 Figura 3-6

Para el caso de las conducciones o tuberias simples, con una Unica entrada y una
unica salida (Figura 3-6), (3.19) se reduce a:

che = p.\‘Q.\' (3'20)

Por Gltimo, cabe apuntar una Gltima simplificacion. Esta es la que corresponde al
caso en el que el fluido circulante es incompresible (tipicamente, un liquido). La
condicion de incompresibilidad se traduce en que el hecho de que la densidad
del fluido se mantiene constante en todo punto y momento, y por lo tanto, los
términos de densidad se anulan entre si, tanto en (3.19) como en (3.20). Si,
ademas, se tiene en cuenta la definicion de caudal, las nuevas versiones de
ambas ecuaciones vienen dadas por (3.21) y (3.22), respectivamente.

i=n i=m

3.0,=5 0, = Yvdi-3 vy Ay (3.21)
i=] =1 i=1 J=l

0.=0, = v A4, =vA (3.22)

En el caso de que por la tuberia circule un gas en flujo compresible, es seguro
que sigue dandose la igualdad de caudales masicos entrantes y salientes, es
decir, del producto de p y Q a la entrada y a la salida; pero no asi de los
multiplicandos individuales. Por ello, la densidad a la entrada sera distinta a la
densidad a la salida, y lo mismo ocurre con los caudales volumétricos. Estos

casos no admiten simplificaciones adicionales, y deben ser resueltos con la
forma general de la ecuacion.
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3.1.2. Caso particular 2: Cuando el VC permite la acumulacién de fluido
en su interior (depdsitos)

Una segunda aplicacion de la ecuacion de continuidad viene dada por el caso de
los VC que si permiten la acumulacion de fluido en su interior, en otras palabras,
los depdsitos. Evidentemente, en estos casos el caudal total de masa entrante
(suma de todos los flujos individuales) puede ser mayor (el depésito se llena),
menor (el deposito se vacia) o igual (la masa acumulada en el depdsito se
mantiene constante) que el caudal total de masa saliente. Y la ecuacion de
continuidad (3.18) debe considerarse con todos sus términos.

)
Vyr#cte Ve =iEte
Pvc=cte Ge —
Q. Q, —»[_| Puc?cte |—>
e A o . J
Figura 3-7 Figura 3-8

El caso de los fluidos incompresibles (liquidos, Figura 3-7) sigue admitiendo la
simplificacion resultante de mantenerse constante la densidad. Asi, los términos
de ésta se anulan y la ecuacion adopta la forma mostrada por (3.23), si hay
varios flujos de entrada y salida, o (3.24) si hay solo uno de cada.

Y0.-%0,= 3.23)
ElQu E/Q’ o (

_ 4V

(3.24)
dt

Qe _Qs

En el caso de un fluido incompresible, ocurre ademas que al variar la cantidad
del mismo acumulada en un depésito, varia el volumen que ocupa dentro del
mismo (sin tener por qué llenarlo por completo). Asi por ejemplo, en un depésito
de agua el nivel de ésta determina cuan lleno esta. Una cosa, por tanto, es la
capacidad total del depésito y otra distinta, el volumen que ocupa el fluido
dentro de aquél. Pues bien, este volumen ocupado, que cambia segin cambie la
cantidad de fluido en el depésito, es el representado por la variable Vyc.

Ademas, es muy comun que los depésitos de almacenamiento de liquidos tengan
una seccion transversal de area constante. Cuando esto es asi, el volumen de
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Los sumatorios presentes en (3.19) indican todavia la posibilidad de varios flujos
de entrada y salida. Dentro de las conducciones, este es, en realidad, el caso de
las conexiones entre tuberias (Figura 3-5).

G, G
— —> G,, —> —>
— Gg &
Figura 3-5 Figura 3-6

Para el caso de las conducciones o tuberias simples, con una Unica entrada y una
Unica salida (Figura 3-6), (3.19) se reduce a:

PeQe = P, 0, (3.20)

Por ultimo, cabe apuntar una ultima simplificacién. Esta es la que corresponde al
caso en el que el fluido circulante es incompresible (tipicamente, un liquido). La
condicién de incompresibilidad se traduce en que el hecho de que la densidad
del fluido se mantiene constante en todo punto y momento, y por lo tanto, los
términos de densidad se anulan entre si, tanto en (3.19) como en (3.20). Si,
ademas, se tiene en cuenta la definicion de caudal, las nuevas versiones de
ambas ecuaciones vienen dadas por (3.21) y (3.22), respectivamente.

-Z QL‘i = _ZI Q.r/ = -Z Vei Aci - VsjAs] (3.21)
i=l J= j:

0.=0, = vA=v,4, (3.22)

En el caso de que por la tuberia circule un gas en flujo compresible, es seguro
que sigue dandose la igualdad de caudales masicos entrantes y salientes, es
decir, del producto de p y Q a la entrada y a la salida; pero no asi de los
multiplicandos individuales. Por ello, la densidad a la entrada sera distinta a la
densidad a la salida, y lo mismo ocurre con los caudales volumétricos. Estos

casos no admiten simplificaciones adicionales, y deben ser resueltos con la
forma general de la ecuacion.
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3.1.2. Caso particular 2: Cuando el VC permite la acumulacién de fluido
en su interior (depdsitos)

Una segunda aplicacion de la ecuacion de continuidad viene dada por el caso de
los VC que si permiten la acumulacion de fluido en su interior, en otras palabras,
los depositos. Evidentemente, en estos casos el caudal total de masa entrante
(suma de todos los flujos individuales) puede ser mayor (el depodsito se llena),
menor (el depdsito se vacia) o igual (la masa acumulada en el depdsito se
mantiene constante) que el caudal total de masa saliente. Y la ecuacion de
continuidad (3.18) debe considerarse con todos sus términos.

o
Vue# ::::e Ge Vo= cte Gs
=cte
Q Rre Q, —»[] owrcte [ |—»
—> —> \ )
Figura 3-7 Figura 3-8

El caso de los fluidos incompresibles (liquidos, Figura 3-7) sigue admitiendo la
simplificacion resultante de mantenerse constante la densidad. Asi, los términos
de ésta se anulan y la ecuacion adopta la forma mostrada por (3.23), si hay
varios flujos de entrada y salida, o (3.24) si hay solo uno de cada.

izn _dVye

SO, = = 3.23
.~>=:/Q“' E/ o, T (3.23)

4V

3.24,
dt G

Qc . Q:

En el caso de un fluido incompresible, ocurre ademas que al variar la cantidad
del mismo acumulada en un depésito, varia el volumen que ocupa dentro del
mismo (sin tener por qué llenarlo por completo). Asi por ejemplo, en un depdsito
de agua el nivel de ésta determina cuan lleno esta. Una cosa, por tanto, es la
capacidad total del depésito y otra distinta, el volumen que ocupa el fluido
dentro de aquél. Pues bien, este volumen ocupado, que cambia segun cambie la
cantidad de fluido en el depésito, es el representado por la variable Vyc.

Ademas, es muy comin que los depésitos de almacenamiento de liquidos tengan
una seccion transversal de area constante. Cuando esto es asi, el volumen de
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liquido acumulado en el mismo, Vy¢, puede expresarse como indica la ecuacion
siguiente:

Vie=Ap-z (3.25)

donde A, es el area de la seccién del depdsito, y z es la altura a la que llega el
liquido, dentro del deposito, medida desde el fondo del mismo.

En estos casos, la variacion de la cantidad de liquido se traduce, simplemente,
en una variacion de la altura z, ya que Ap, como se ha indicado, es constante, y
puede salir de la derivada con respecto al tiempo. Si ademas, consideramos la
definicion de caudal, (3.24) puede escribirse como:

v.A, —Vv,A;, = Ap %—j (3.26)

Para el caso de un fluido compresible (Figura 3-8), no se cancelan las densidades
entre si, ya que bien pueden ser distintas, y por lo tanto, hay que comenzar el
trabajo con (18). Sin embargo, en trabajo con depdsito de gas si admite una
cierta simplificacion adicional. Efectivamente, un gas siempre va a ocupar todo
el volumen del depdsito que lo contiene, y por lo tanto el volumen del gas
acumulado, Vy¢, siempre va a ser constante e igual que el volumen del depdsito,
Vp. Asi, la variacion de la masa de gas acumulada en el deposito en lo que se
traduce es en un cambio en densidad del gas, pyc. A mas gas acumulado, mayor
densidad, y viceversa. De este modo, del producto (pycVey), el segundo factor,
Vv, €s constante y puede salir de la derivada con respecto al tiempo, mientras

que el primer factor, pyc = pp, Si es variable y debe mantenerse dentro de la
derivada:

d
PeVeA, — psvi A, =Vp % (3.27)

3.2. Ecuacion de conservacion de la energia. Ecuacién de Bernouilli

La ecuacion de Bernouilli no es otra cosa que un caso particular del principio
de conservacion de la energia mecanica, aplicado al caso de una corriente

fluida. Esta ecuacion puede obtenerse por varios métodos. Veamos dos for-
mas de hacerlo.

3.2.1. Ecuacion de Euler y ecuacion de Bernouilli

La ecuacion de Euler se obtiene por simple aplicacién de la segunda ley de
Newton a un volumen diferencial de fluido ideal (sin viscosidad) que se mueve
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ligado a una linea de corriente. De ésta se puede deducir la ecuacién de
Bernouilli bajo la hipétesis de comportamiento ideal, esto es, sin la aparicion
de esfuerzos tangenciales o cortantes debido a la viscosidad.

Sea el elemento diferencial de volumen de la figura 3-9. La segunda ley de
Newton enuncia que la aplicacion de una fuerza a dicho volumen le provocara
una aceleracion proporcional a su masa: F=m-a. Las fuerzas que actdan sobre
el elemento diferencial de volumen son la resultante de las presiones y el
campo gravitatorio.

Peso=p-g-dV

dZ=7,-Z,
dZ=dl-coso

Figura 3-9. Elemento diferencial de Volumen moviéndose en una linea de

corriente.
El balance de fuerzas en la direccion de la linea de corriente se correspondera
con:
YdF = pdsS -( P+ %13 dl)dS - pgdS-dl-cosg (3.28)
Como hemos dicho, el anterior balance debe ser igual a la masa de fluido
multiplicada por su aceleracion a (2° Ley Newton):

3
adm = dF = pdS -pdS - %’; dIdS - pg-dS-dl-cosg = - —6']3 dldS - pg-dS-d: (3.29)
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Si aplicamos la derivacion material en coordenadas de Euler visto

anteriormente:
adm = (@ + v-a—v]dm = pdS*dl(?X + \'?X) (3.30)
o ol o ol
Sustituyendo en la expresion anterior:
pdS-dI{% +\%J— ‘Z’; dl-dS - pg-dS-d: (3.31)
Operando, dS desaparece en todos los términos:
pdl(:“%)_ = P dl - pgdz (3.32)

Dividiendo por dl en todos los términos y reagrupando llegamos a la
denominada ecuacion de Euler vélida para un volumen de fluido ideal en una
linea de corriente:

Pl Bl @y

=GR, * +g2
o ol pal dl
Para el caso particular de movimiento permanente, la velocidad no varia a lo

largo del tiempo, % =0, y la ecuacion de Euler resulta:

L PER N 1Y

a pal Sa

Si ademas el fluido fuera incompresible (la mayoria de los liquidos en
movimiento no transitorio) la densidad permanecera constante. Podemos
integrar la ecuacion entre dos puntos de una misma linea de corriente:

2
j —dl jla”dnj —dl- (3.35)
1 1P

Como sabemos que g ia‘_ la integral anterior resulta:
a2 al 8

"(7v“ l ap
= dl+g[—dl =0 3.36,
{ al J, al I,dl )

58



Tema 3. Dinémica integral

Que integrada resulta:

1.3 d !
(2v?-2vP )4 gy-z)+=(py-p1)  (3.37)
2 2 P

Si la reordenamos:

2 2
Pi Vi _.P2 Vo
g =g, (3.38
2 g2+ P 872775 )

Por ultimo dividimos todos los términos por la aceleracion de la gravedad g:

P

2

v

Ly, L/ L
‘4

2
v,
+I,+ (3.39)
2g 2 2g
Expresion conocida como ecuacién de Bernouilli, la cual no es mas que la
expresion particular del principio de conservacion de la energia en fluidos a lo
largo de una linea de corriente. La energia se expresa en unidades de energia
especifica, esto es, energia por unidad de peso de fluido.

3.2.2. Teorema del trabajo y la energia y Ecuacion de Bernouilli

El teorema del trabajo y la energia enuncia: El trabajo que desarrolla una
fuerza que actua sobre una particula y la desplaza de una localizacién 1 a otra
localizacién 2 es igual a la variacion de energia cinética experimentada.

Consideremos una particula que se mueve a lo largo de la curva C, bajo la accion
de una fuerza F. La fuerza tangencial en P vale Fr=m(dv/dr). (2* Ley de
Newton).

o

Figura 3-10. Trabajo en el movimiento curvilineo.
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El trabajo realizado por Fy en un desplazamiento dl sera:

dW = Fr-dl (3.40)
dW = Frdl = nrﬂdl S nrfi—l-‘dv =mvdv  (3.41)
dr dt

El trabajo total lo obtendremos integrando la ecuacion anterior entre 1 y 2:

2 2 1 2 1 2
W= Frdl =] mvdv = Em'vz' - —2~m~v, (3.42)
1 1

2 2

v, v,
Wem(-2--2L) (343
"1(2 2) (3.43)

Ecuacion de Bernouilli.

Consideremos ahora una particula de fluido que se mueve en régimen
permanente de nuevo de 1 a 2, con su eje paralelo a la direccion del
movimiento y bajo la cual actia ademas de su propio peso, el gradiente de
presiones. La particula de fluido presenta una seccion dS y una longitud dl.

presiones. La particula de fluido presenta una seccién dS y una longitud dl.

(p+dp)-dS

; peso=dm:-g e

Figura 3-11. Equilibrio de fuerzas
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Aplicando el teorema del trabajo y la energia cinética, la variacion de energia
cinética entre 1y 2 debe ser igual a la suma de los trabajos que se producen
debidos a cada una de las fuerzas actuantes. Asi podemos escribir:

~

]'v

W] =dm( "2 - Yéi ) (344

L)

Las fuerzas que actuan son el peso del fluido p=g-dm, y la presidn resultante en
ambas caras de la particula: p-dS - (p+dp)-dS = dp-dS. De esta forma, los
trabajos desarrollados debidos al peso y a la presion seran:

1%

peso

2
];’ + [me,a-"}; =-gdm(Z, —Z,)—{(lp-(IS-[/I (3.45)

A partir de la igualdad masa=volumen por densidad podemos escribir:
dm = p-dS-dl (46)
Por lo que (3.44) puede quedar como:

2
24,
[Wpt‘so]ll? N [Wprr::ia'll];? = -g'dm'(ZZ - ZI)_ dm{;p (3.47)

Si sustituimos (3.47) en (3.44):

2 2 2
v, vy, 2dp
Im(—=—-——)=—-gdm(Z,-Z,)—dm| 3.48
dm( : 2) gdm(Z,-2,) {p (3.48)

Dividiendo ahora la expresion anterior por el producto g- dm, la ecuacion
resultante sera:
2 2 2
2d,
~I'(Y"--—"”")=Z,-Zz--]‘f'(ﬁ
g 2 g1 p

(3.49)

Que ordenada resulta:

2 ) 2 >

) & 4 I 'd o
AT AL N N (3.50)

28 gi1p 22 gip
Considerando un fluido perfecto (despreciando por tanto el efecto de la
viscosidad), e incompresible (p=constante), una vez establecido el régimen
permanente y actuando Unicamente sobre el sistema las fuerzas del campo
gravitatorio, la ecuacion de Bernouilli, como una expresion particular del
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principio de la conservacion de la energia mecanica que es, puede expresarse

como sigue:

2 2
z,+‘—;’—+ﬂ=2_+i+£i (3.51)

g 7 2g vy
o}

2
H=z+—+
2

V<8

=cte  (3.52)

Tanto la energia total en un punto como los distintos sumandos, tienen
dimensiones de energia especifica (kgm/kg), es decir, energia por unidad

de peso de fluido, y por tanto dimension lineal, de ahi que los denominemos
también alturas.

H: altura total en un punto de la linea de corriente o trayectoria.
Z: altura geométrica o altura de posicion.
V2/2g: altura cinética.

P/y: altura de presion.

Se demuestra con facilidad que los sumandos de la ecuacién de Bernouilli son las
distintas formas de energia especifica que pueden darse en una corriente:

Z es la energia potencial de posicion. Si una particula esta situada a
una cota Z respecto de un plano de referencia, el trabajo que hay
que desarrollar para elevarlo desde el plano de referencia hasta Z
sera W=m- g+ Z. Si la expresamos como energia especifica, es decir
por unidad de peso: m- g- Z/m-g = Z.

P/y es la energia potencial de presion. Una particula de fluido bajo
una presion p, posee la capacidad de elevarse hasta una altura h
igual al producto de su peso especifico por h. Expresado como
energia por unidad de peso, resultara finalmente P/y .

V%/2g es la energia cinética por unidad de peso. Una particula de
fluido con una masa m, tiene una energia cinética igual a m+ v%/2.
El peso de la particula es igual a su masa por la aceleracion de la
gravedad por lo que su masa es igual al cociente m=peso/g. Si
sustituimos, la energia cinética tenemos es igual a peso/g - v%/2.
Para expresarlo como energia especifica lo dividimos por el peso de
fluido, quedando finalmente V*/2g.
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Durante el movimiento permanente de un liquido perfecto,

cada una de las

formas de energia puede transformarse en otra, siendo la energia especifica

total invariante.

3.2.3. Representacion grdfica de las lineas de energia

La ecuacion de Bernouilli podemos representarla a lo largo de la trayectoria

de una particula de la siguiente forma:

Plano de Carea o Enercia Total

Vi2/2g
V22/2g

Pi/y

2/Y

r\_——_’__?
12

V32/2g

H
P\” Linea Alturas Piezométricas

P3/y

Linea Alturas Geométricas

13

Plano de Referencia

Figura 3-12. Lineas de energia.

En donde:

o Linea de alturas geométricas representa la elevacion de la particula
de fluido en cada punto, con respecto a un plano de referencia, Z.

o Linea de alturas piezométricas. Se consigue al sumar a la elevacion
Z, la altura correspondiente a la energia potencial de presion P/y.
Recibe este nombre pues es la altura hasta la que se elevara el fluido

en ese punto si colocamos un piezometro.

o Plano de Carga o energia total. Se consigue sumandole a la altura
piezométrica, la altura correspondiente al término cinético V?/2g.
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3.2.4. Generalizacién de la ecuacién de Bernouilli. Aplicacién a fluidos
reales

De todas las hipotesis adoptadas en los razonamientos anteriores, la que mas
se aleja de la realidad es la de suponer el fluido ideal, es decir carente de
viscosidad y por tanto sin que oponga resistencia a la deformacion y al flujo.
Los fluidos reales en movimiento, disipan una cierta cantidad de energia
mecanica en forma de calor, debido a la existencia de tensiones tangenciales
entre las particulas fluidas generadas por la viscosidad del mismo. A esta
energia disipada en forma de calor la llamaremos pérdida de carga.

Ademas es posible incluir en la ecuacién elementos que aporten energia en
lugar de disiparla. A los elementos que aportan energia los llamamos activos,
mientras que aquellos que la disipan los llamaremos resistivos.

La ecuacion de Bernouilli para fluidos reales la expresaremos como:

2 2
gl o Bl i . B
"y 2g Ty g T

donde:

4H ,_,,, pérdidas de carga entre dos puntos considerados de una
misma linea de corriente.

Si representamos de nuevo las lineas de energia a lo largo de la linea de
corriente o trayectoria descrita por una particula de fluido, en este caso
teniendo en cuenta su viscosidad (fluido real), el efecto de la existencia de
pérdidas de carga queda reflejado de la siguiente forma:



Tema 3. Dinémica integral

Plano de Carga

V12/23 AH1-2
Y|
Pl e e
V22/2g Linea Altura Total

V32/2g
y

Pa/y 377 ( Linea Alturas Piezométricas

y

y
~—~—k ] Linea Cotas Geométricas
12 13

Plano de Referencia
Figura 3-13. Lineas de energia para un fluido real.

Finalmente si afadimos los elementos activos que aportan energia al fluido,
como bombas, la ecuacion de Bernouilli se escribird como:

2 2
z,+f’—+V’—7+H,,=z_,+—P;’+!/v"’-+AH,_,2 (3.54)
y 2g 7 2
donde:

H, , energia especifica por unidad de peso que aporta la bomba, en mcf.

Extension de la ecuacion de Bernouilli a una corriente

La ecuacion de Bernouilli ha sido deducida por aplicacion al movimiento de un
volumen de fluido por una linea de corriente. Cuando extendemos el movi-
miento a un tubo de corriente, nos encontramos con que en una seccion
transversal, es posible que las distintas lineas de corriente o trayectorias no
tengan la misma velocidad. En este caso el término cinético no seria exacta-
mente el mismo si éste se calcula con la velocidad media de la seccion que si
se calcula con las velocidades puntuales reales extendidas a toda la seccion.
Es por ello que el término cinético debera estar afectado por el denominado
coeficiente de Coriolis a. Para obtener el coeficiente de coriolis es necesario
definir previamente la potencia que genera una corriente fluida en una sec-
cidn transversal. Dicha potencia sera el producto de la energia especifica H
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por el caudal masico m. El caudal masico se definio como el producto del
caudal volumétrico Q por la densidad p :

N=pgQH=y0QH (3.55)
Donde:

e N, potencia en watios

2
De la ecuacion de Bernouilli sabemos que H =z+£+;—, por lo que la po-
/4

tencia en cada elemento diferencial de superficie en la seccion transversal:
P
dN =yHdQ=y|z+—~+— [dQ  (3.56)

r 28

Integrando a lo largo de toda la seccion transversal:

V', v2

N=flz+L 2 lyag=[yzdQ+yLdo+ — ydo (357
s\ 7 2 5 ¥ 2g

Las potencias relativas a los términos de posicion y de presion, resultan yz-Q

y p-Q respectivamente. La potencia generada por el término cinético viene
dada por:

V) V'? V"
—— vdO = —dO = —d 3.58,
gzgngszpr (3.58)

Sin embargo, la potencia relativa al término cinético no es la misma calculada

con la velocidad media que calculada a partir de la integracion de todas las
velocidades puntuales.

W2
Pl 5 dg = p Q-

Siendo V la velocidad media en toda la seccion.

Sin embargo siempre podemos hacer que sean equivalentes afectando a uno
de los miembros con un factor:

& VZ
pl" dQ=a pQ- - (3.60)
12 2
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Por lo que el factor de Coriolis, despejando de la ecuacion anterior vendra
dado por:

[vdQ [vids
S

a=%-—=5-—— (36]
vio vs /

Asi pues en una corriente, la ecuacion de Bernouilli vendra dada por:

2
e arerL (3.62)
v 2

El valor de a depende del perfil de velocidades. En régimen laminar llega a
valer 2, pero como las velocidades son muy pequefas, el término cinético
entero es despreciable. En régimen turbulento oscila entre 1,01 y 1,06 por lo
que es habitual prescindir de él, suponiendo que vale la unidad.

Ecuaciones de Navier-Stokes

La ecuaciéon de Euler de la dinamica vista en epigrafes anteriores de este
mismo tema puede ser modificada para tener en cuenta ahora las fuerzas
internas superficiales debidas a la viscosidad del liquido (esfuerzos tangencia-
les). Este nuevo planteamiento nos conduce a las llamadas ecuaciones de
Navier-Stokes, los cuales explican el movimiento de los fluidos reales a partir
de las fuerzas que los originan, las cuales no seran vistas en este curso por
superar los objetivos del mismo.

ﬂ: X-ia_p.{..v-vz" ﬂ= }’-i-aﬂH/-V"v
dt p Ox dt p Oy
Wog LW e, B
dt p Oz

O en notacion vectorial:

& F Ll @i
P

Si es importante indicar que una de las principales consecuencias que se deri-
van de las ecuaciones de Navier-Stokes es que la distribucion de presiones en
una seccion transversal en la que el movimiento es uniforme y permanente es
hidrostatica.
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3.3. Ecuacién de conservacion de cantidad de movimiento

Recordemos que en mecanica clasica llamabamos cantidad de movimiento,
momento lineal, o momemtum al producto de la masa de un cuerpo por la
velocidad que lleva en un momento determinado p=mV.

Para variar la velocidad de una corriente de fluido en magnitud o direccion
requiero aplicar una fuerza. De acuerdo con el principio de accion y reaccion,
el fluido devuelve una fuerza idéntica y de sentido contrario sobre el cuerpo
que provoca dicho cambio de velocidad.

La ecuacién de conservacion de la cantidad de movimiento en fluidos pode-

mos deducirla de la aplicacion de la segunda ley de Newton, esto es, aquella
que dice que F=m-a:

F=ma= m-‘{K (3.65)
dt

Si lo reordenamos:

F-dt =m-dV (3.66)

Al primer miembro lo llamamos impulso de la fuerza y al segundo miembro lo
llamamos variacion de la cantidad de movimiento.

Aplicado a un tubo de corriente, en el cual el fluido tiene una velocidad de
entrada V; y una velocidad de salida V,, con un caudal masico m, entrante y
un m;, saliente, resulta:

SFdt=mdV=dp (3.67)

En régimen permanente

SF=dp=m,vy-mv, (3.68)

Como en mecanica de fluidos es habitual trabajar con caudales volumétricos,
la ecuacion anterior la transformamos en:

LF=pQyv2-pQvi (3.69)
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Figura 3-14. Cantidad de movimiento.

Debemos remarcar que la ecuacion (3.69) presenta la totalidad de las fuerzas
exteriores, tanto las estaticas (peso del propio fluido) como las dinamicas
producidas por las diferentes presiones existentes en las secciones. También
indicar que a la hora de la aplicacion practica de la ecuacion debemos proyec-
tar dichas fuerzas sobre los respectivos ejes, trabajando con los escalares
resultantes en cada eje.

La ecuacion (3.69) se ha deducido considerando una velocidad media en la
entrada y en la salida. Si dicha ecuacion se calcula para un diferencial de area
de entrada y de salida y a continuacion se integra, extendiéndose a toda la
seccion, el resultado debe ser corregido con un coeficiente:

pvdQ = pvvdS = pv’-dS (3.70)

El valor medio vendra dado por:
(V2dS=pt— = pBOV (3.71)
| P T Pg

Siendo V la velocidad media en toda la seccion.

La ecuacion de cantidad de movimiento ahora quedara:
SF=pBQ.v2-pBQvi (3.72)

El valor de B=4/3 cuando el flujo es laminar, aunque en ese caso las velocida-
des son tan pequefas que las fuerzas resultantes son despreciables. En flujo
turbulento el valor de B oscila entre 1,06 y 1,09 lo que hace que generalmen-
te se utilice un valor de 1.
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1. Introduccién

En este tema trataremos el movimiento de liquidos por el interior de
conducciones circulares o tuberias. Las tuberias pueden ser de distintos
materiales segin las aplicaciones. Es recomendable la lectura de alguna
referencia bibliografica en las que se trate este tema pues el calculo de tuberias
exige, no solamente conocer el fundamento hidraulico que aqui se trata sino
también la aplicacion practica a partir de disenos comerciales.

2. Régimen hidraulico en tuberias

Al hablar de régimen hidraulico en tuberias se hace referencia al
comportamiento de las particulas fluidas al moverse. De esta forma podemos
hablar de régimen laminar y régimen turbulento.

Régimen Laminar

Las particulas se mueven siguiendo trayectorias uniformes, organizadas por
capas concéntricas adyacentes, deslizandose una sobre otra pero sin mezclarse.
El liquido en una tuberia se movera pues en el sentido de la corriente pero las
velocidades a la que deslizan unas capas sobre otras sera creciente, minima
junto a la pared del tubo y maxima al llegar al eje del tubo. En este régimen se
cumple fielmente la Ley de Viscosidad de Newton.

El régimen laminar ocurre en pocos casos como finales de tuberias donde la
velocidad es minima, en tubos de mando hidraulico o en microtubos de riegos.

Régimen Turbulento

Es el mas habitual. Las particulas liquidas se mueven ahora siguiendo
trayectorias erraticas y formando turbulencias y torbellinos. Las capas ya no son
paralelas deslizando unas sobre otras sino que se mezclan por completo.

Para comprobar esto, Osborne Reynolds planteo un experimento que consiste en
inyectar un liquido coloreado mediante una boquilla en el interior de una
corriente. La velocidad de la corriente se va incrementando hasta que el flujo
laminar antes descrito desaparece, las lineas rectas coloreadas se vuelven
sinuosas hasta mezclarse por completo.

"
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2.1. El numero de Reynolds

El nimero de Reynolds es un parametro adimensional que ya fue obtenido en el
Tema 1 y que supone la relacion entre las fuerzas de inercia y las fuerzas de

viscosidad (esfuerzos cortantes, tangenciales o simplemente rozamiento) en el
interior de una corriente.

Si bien en el Tema 1 se llego a él aplicando el Teorema n de Buckingham al

fenémeno hidraulico, es posible también deducirlo a partir de la relacién entre
ambas fuerzas.

Las fuerzas de viscosidad se expresan como:

E,=t8 (4.1)
donde:

1, tension tangencial o superficial

S, seccion transversa

Aplicando la Ley de Viscosidad de Newton y descomponiendo el anterior
producto en su ecuacion de dimensiones:

rS= S-;r(jE = ,u-Z L =plV (4.2)
dy L

Por otro lado las fuerzas de inercia vendran dadas por:

F,=Yma (4.3)
donde:

- m, masa

- a, aceleracion

Operando de la misma forma que antes:

14 14
Fi=Tma=plls=pll! = pL2y? (4.4

Como el nimero de Reynolds es la relacion entre ambas fuerzas:

Lv: plLv
Rom B afl s (4.5)
wLy H
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como v = V
P

Re="=" (4.6)
v

En el caso de tuberias, la dimension lineal que las define es el diametro D,
resulta finalmente:

Re=—- (4.7)

El nimero de Reynolds es el parametro que nos sirve para clasificar el
régimen de una corriente liquida. Osborne Reynolds en su experimento
observé que siempre el régimen se mantenia laminar si Re<2000. A este
valor se le denomina valor critico inferior. Realmente es el Unico valido,
pues otros investigadores han conseguido en condiciones de laboratorio
mantenerlo hasta Re mas elevados pero que en condiciones reales son dificiles
de reproducir.

Para situaciones 2000<Re<4000 se produce una zona critica o inestable,
siendo a partir de Re>4000 cuando se establece el régimen turbulento.

3. Movimiento en régimen laminar

Sea una tuberia circular de radio r colocada horizontalmente. En ella esta
establecido el régimen laminar por lo que el liquido se mueve en capas
concéntricas que deslizan unas sobre otras variando de forma continua la
velocidad. Supongamos una de esas capas concéntricas de espesor elemental y
radio y<r entre dos secciones transversales separadas una distancia L.

Figura 4-1. Movimiento laminar
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Distribucion de tensiones tangenciales

Si planteamos el equilibrio dinamico del cilindro considerado entre las secciones
S;y S, deberemos proyectar todas las fuerzas que actlan sobre el eje del
mismo. Al ser movimiento uniforme no existen reacciones inerciales. Al estar el
tubo dispuesto horizontalmente el peso en ambas secciones es el mismo y las

presiones en los contornos del cilindro en ambas caras también. La condicion de
equilibrio por tanto sera:

(P, - P, )'ﬂ-y2= r2myL (4.8)

Es decir, la resultante de los empujes que genera la presion (diferencia de
presiones por el area) debe ser igual a la seccion total del cilindro por la tension

tangencial, por lo que:
4P

== 49
=50 (4.9)

Esto nos indica que cuando el radio vale O (eje del tubo) la tension es nula y
cuando el radio vale r, ex maxima y su valor viene dado por

Tp = %-r (4.10)

Distribucion de velocidades

En régimen laminar se ha dicho que se cumple la Ley de Viscosidad de Newton.
Como la velocidad aumenta (pues las tensiones tangenciales son menores) a
medida que disminuye y, las expresaremos con un signo (-) delante:

r=—y% (4.11)

sustituyendo r por su valor en (9):

4P dv

Y=l 4.12)

FTRd #dy (4.12)
?—fy-dy =—prdv (4.13)

integrando la ecuacion diferencial anterior:

é:f']y-dy =-ufdv (4.14)
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S

éy ——uV+C (415

y =-uV+C (4.16)

wl%

Experimentalmente se demuestra que la velocidad junto a la pared es nula,

por lo que para y=r, v=0. Esto permite conocer el valor de C sustituyendo en
(4.16):

4P
AP i 417
a’ @.17)

Sustituyendo en (16) el valor de C:

Lyt ey + Dt (118)
:llL’ 2 j‘f.,2 ——uV (4.19)
?{L’_.(yz - (4.20)
V= 452%.(,.2 ey (4.21)

La ecuacion (21) nos indica la distribucion de velocidades. Cuando y=0 (eje
del tubo) la velocidad sera maxima mientras que para y=r se anula (pared del
tubo).

4P

Vi = ——— 4.22
max 4L l[/ ' ( )

Para conocer la velocidad media debemos sumar todas las velocidades de la
seccion transversal y dividirla por dicha seccion transversal:
Ecuacién que comparada con la obtenida para la velocidad maxima, vemos

que presenta una relacion 2:1, por tanto:

V="V (4.24)

max
2 (
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Pérdidas de carga entre dos secciones transversales

Sigamos con la conduccion de la figura 4-1. Al ser horizontal, Z;=Z,. y

V=V,=V (velocidades medias) por ser el movimiento uniforme y permanente.

En este caso, las pérdidas de carga aplicando Bernouilli se expresan como una

diferencia de presion:

P-h _4af
Y

AH,_,=JL= (4.25)

De (4.23), que nos proporciona la velocidad media, podemos despejar 4P:

ap=8Lty (420
v
dividiendo ambos términos por .
il 8—'7L—l2‘i~17 (4.27)
y )/.’.

como sabemos la viscosidad cinematica es V=A y que el peso especifico

rp3.

o

£ S0V hay
y p~g.’-'

introduciendo el didmetro de la tuberia D en lugar del radio (D=2-r):

AP SLv — SLv —
_ vy 48LV.V (4.29)

v eByr Dy

multiplicando arriba y abajo por v

AP 32Lv —
O L T
y DDgV
V.
como Re=—D:
v
4P 32L. =73
Elm B0 pe 4.31)
7 gReD
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Buscando la identidad con el término cinético de la ecuacién de la energia
podemos multiplicar numerador y denominador por 2:

L &

2
AP_J_L_64L v _ LV
D 2g

I = —= Pl o P 432
! Re D 2g s (4.32)

Ecuacion conocida como ecuacion de Hagen-Poiseuille para el flujo laminar
en tuberias.

Al coeficiente 64/Re se le denomina factor de friccion o coeficiente de fric-
cion f. En régimen laminar f solo depende del nimero de Re, no intervinien-
do ningun otro factor en su determinacion.

4. Movimiento en régimen turbulento

Por el momento no existe teoria alguna que permita deducir de forma analiti-
ca la formacion de turbulencias a partir del régimen laminar.

Las turbulencias se inician junto a las paredes y producen una agitacion hidr-
aulica de las particulas liquidas debido a que el vector velocidad ya no se
dirige de forma constante en la direccion principal del flujo como ocurre en
régimen laminar. Ahora el vector velocidad tiene una componente secundaria
en la direccion transversal, variable y desordenada que produce el arrastre de
particulas de un lado a otro de la seccion transversal produciendo un inter-
cambio de energia cinética y cantidad de movimiento.

Cualquier analisis de dicho movimiento exigiria conocer exactamente las fluc-
tuaciones de velocidad respecto al tiempo en cada punto. Como esto no se ha
realizado, se recurre desde el punto de vista practico, a métodos semiempiri-
cos que nos permitiran resolver problemas adecuadamente.

4.1. Teoria de la capa limite de Prandtl

Prandtl planted una teoria sobre el estudio del movimiento de fluidos de escasa
viscosidad (agua, aire) en los que se asumia que éste se mueve como un fluido
perfecto excepto en una capa proxima a las paredes del conducto (capa limite)
en la cual se concentran los fenomenos de viscosidad y rozamiento. Fuera de la
capa limite el fluido se comporta como no viscoso.

En el fluido ideal, al no existir viscosidad (no hay esfuerzos tangenciales) todas
las capas del fluido se mueven a la misma velocidad y por tanto la distribucion
de velocidades resultara rectangular. En un fluido real, al acercarnos a la pared
la distribucion de velocidades se curva progresivamente hasta llegar a la pared
en donde la velocidad se anula. Seglin Prandtl todos los fendmenos de viscosidad
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y rozamiento quedan concentrados en esta capa, muy pegada a la pared y que
hemos dicho que recibe el nombre de capa limite.

V=u |
Vi=0,99u __:} "
Vo T ¥ i

B e v -,
TELELLRAT LRI EIT FE LT LT wy

Figura 4-2. Espesor de la capa limite.

La capa limite tiene un espesor &= 0,99u, siendo u la velocidad uniforme del
flujo ideal sin perturbaciones. A lo largo de la tuberia por la accion continuada
de los esfuerzos tangenciales & crece de forma asintotica. Para valores de Re
bajos toda la capa limite se mueve con régimen laminar. Al aumentar Re, la
capa limite pasa a turbulenta, excepto en una capa muy delgada pegada a la
pared. Cuando la turbulencia es completa en toda la capa limite, pegada a la
pared sigue quedando una delgadisima capa que se mueve en régimen laminar:
La subcapa laminar 6 viscosa & . El gradiente de velocidad en esta capa es muy
elevado puesto que la velocidad fuera de ella es parecida a u mientras que en la
pared debe de ser nulo. Alli es donde se concentraran principalmente el efecto
del rozamiento.

Turbulencia
o Capa Limite Laminar > ’
A N B T
> N >
'“: Nicleo no viscoso == | Yeu - p) i Vewax
1 » |
> 8 I.,,._, y / L :
I —p- = \ | >
s e e L g i . TR =
A A
L, Perfil en desarrollo ¢
" «—— L Perfilendesarolio
Perfil desarrollado perfil desarrollado

REGIMEN
MR REGIMEN TURBULENTO

Figura 4-3. Capa limite y subcapa laminar.
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Desprendimiento de la capa limite

Cuando tenemos un flujo convergente, éste siempre resulta acelerado,
compensando la pérdida de velocidad por efecto del rozamiento, el espesor de
la capa limite & crece lentamente, por lo que el esfuerzo tangencial 7, decrece
también lentamente teniendo como efecto que la capa limite se pegue a la
pared.

Sin embargo cuando el flujo es divergente, éste resulta decelerado, el espesor
de la la capa limite & crece rapidamente, por que el esfuerzo tangencial
disminuye también rapidamente teniendo como efecto que llegado un cierto
punto del contorno en el quer =0, produciéndose lo que se denomina
desprendimiento de la capa limite.

Cuando se desprende la capa limite, aguas abajo del punto de desprendimiento
se produce un flujo inverso, que no forma parte del flujo principal y que se
denomina estela de remolinos o simplemente estela.

4.2. Perdidas de carga continuas en régimen turbulento

Sea el cilindro de un tubo de longitud L comprendido entre dos secciones
transversales 1y 2 constantes e iguales, por el que circula un liquido de peso
especifico y, moviéndose a una velocidad media V.

S
P / \\\\\ To
\/ / \\\\
[ B g
% T 7)
L4 - ' \\ /
~__ Il P
~ - \};\\\ ‘/ :‘/
Ln\' Tl o
Zy 7,
= i T R e LAV soe -

Figura 4-4. Equilibrio de fuerzas en régimen turbulento.
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El movimiento es uniforme por o que las lineas de corriente son paralelas, con
distribucion hidrostatica de presiones en cada seccion.

De la misma forma que se hizo con el régimen laminar podemos plantear el
equilibrio dinamico a partir de las fuerzas que intervienen.

e Peso del fluido aplicado en su centro de gravedad
P=y-volumen=y-S-L (4.33)

e Empuje debido a la resultante de presiones

o) (4.34)

(R-P)s=(R-p)

¢ Rozamiento: Fuerza opuesta al movimiento debido a los esfuerzos
tangenciales en las paredes del tubo 7,

F=t,.cL (4.35)
Siendo:

- ¢, perimetro de la seccion transversal

Las presiones normales a las paredes del tubo dan proyecciones nulas sobre el
eje del tubo. Al ser el movimiento uniforme no existen reacciones inerciales
por lo que no interviene ninguna otra fuerza.

El equilibrio vendra dado por:

(R-P)S+y-S-Lsena=z,c-L (4.36)

Dado que Lsena=Z,-Z, podemos sustituir:

(R-P)S+y-5-(2,-2,)=1,c L (4.37)

Si dividimos por yy por S:

B -P ic
(, ! ,,,,1}4_(2' 'Zz)= 5o e _L_ (4.38)
Y

yS



Tema 4. Flujo a presion

En Mecanica de Fluidos se define el concepto de radio hidrdulico a la rela-
cién entre la seccion mojada y el perimetro mojado de una seccion transver-
sal. Para los conductos circulares el radio hidraulico Ry sera:

7D*
S D
Ry=—=adl o (4.39)
c mD 4
Sustituyendo (4.39) en (4.38):
- P, 47 -
(R=A) 1, e (4.40)
7 7D

Aplicando la ecuacion de Bernouilli entre las secciones 1y 2:

2 2

PV P, V
Zyvt+ L =7+ -2+ -2 thr (4.41)
7 2 r 2

Como las velocidades en ambas secciones son la misma, podemos despejar la
pérdida de carga:

P,-P
hr=-"'-24(2,-2,) (4.42)
4
Por lo que podemos establecer la siguiente igualdad entre (4.40) y (4.42):
_ 4-2'0'7[,7
rD

hr (4.43)

Como se definid al principio del tema, las pérdidas de carga unitarias (por
unidad de longitud) son J=hr/L, por lo que éstas vendran dadas por:

= 47,
rD

J

(4.44)

En régimen turbulento ya se indicé que no se cumple la Ley de Viscosidad de
Newton por lo que no es posible establecer una relacion matematica exacta
entre la tension tangencial y los parametros de los que depende.

Sin embargo, mediante comprobaciones experimentales se demuestra que 7z,
depende de la densidad del liquido p, de su viscosidad g, de la velocidad media
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de la corriente V, del diametro del tubo D y de la rugosidad de éste k. Por lo
tanto debe existir una ley que relacione estas magnitudes del tipo:
7, = f(p,1,V,Dk) (4.45)
Si aplicamos el Teorema n de Buchingham, escogiendo las variables D, V, p,
para formar 3 monomios adimensionales:
= ra‘D"‘ i 'pz'
my = u D™y P

xy=k:DV VT (4.46)

Tras realizar operar con el anterior sistema se obtienen las incognitas que
aparecen como exponentes, resultando:

T o M 1

= 5= =—
pV? VDp Re

Ay = L (4.47)
D

Por lo que finalmente el esfuerzo tangencial resulta ser funcion de:

k P
7, =¢(Re, D~)-p-V' (4.48)

Si buscamos que la velocidad quede expresada en forma de término cinético,
dividiendo por 2g y sustituyendo (4.48) en (4.44) nos queda:
kK 1v?
J =4 A(Re,—)-—— (4.49)
D D2g

La relacion /I(Re,B) se llama en Ingenieria Quimica coeficiente de Fanning.

En Ingenieria Hidraulica se utiliza el coeficiente de friccion f, el cual resulta

ser 4 veces menor, por lo que f=4A, y la ecuacion de pérdidas resulta
finalmente:

|
"~

J=f (4.50)

.l;
D

N

g

Y por tanto las pérdidas de carga continuas en un tramo de longitud L seran:

LV
hr=JL=f="" (4.51)
D

2g
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Ecuacion que recibe el nombre de ecuacién universal de pérdidas de carga
de Darcy-Weisbach. Esta ecuacion, que esta en funcion de la velocidad
puede expresarse en funcion del caudal sin mas que aplicar la ecuacion de
continuidad:

.DZ 4- N2
gesw=ly = =R o . 16,Q4 (4.52)
4 mD~ n°D
sustituyendo en (4.50):
16:Q*
L 22D _ 8fL Q?

hr= [ Z D 0% =0,0826 - L~ 4.53
P D 2g ntgD’ g D? )

5. La rugosidad en las tuberias

Hemos visto como el factor de friccion depende de la rugosidad del tubo. La
rugosidad en tubo comercial esta formada por todas las imperfecciones y
asperezas que presenta en sus paredes, las cuales tienen infinidad de formas y
tamanos. En la practica se acepta como rugosidad (k), una longitud que
expresa el tamano medio de todas las asperezas y que llamaremos rugosidad
absoluta.

También sabemos del epigrafe anterior que f no dependia de k, sino de la
relacion k/D. Esto se explica porque una misma aspereza puede resultar
insignificante en un tubo de gran diametro pero de gran importancia en otro
de pequeno diametro. De ahi que se utilice el concepto de rugosidad
relativa al cociente k/D.

El tamano de las asperezas o rugosidad tiene un efecto importante en el
comportamiento hidrodinamico de las tuberias. Cuando las asperezas son mas
pequenas que la subcapa laminar (k<&’), el flujo se verifica como turbulento
liso y el movimiento es independiente de la rugosidad, por tanto f=f(Re).
Estas tuberias reciben el nombre de tuberias hidrodinamicamente lisas.

Cuando las asperezas son netamente superiores al espesor de la subcapa
laminar y estdn dentro de la zona turbulenta, acenttan la turbulencia y
afectan a las pérdidas de carga. En este caso el movimiento se verifica como
turbulento rugoso y por tanto f=f(k/D). Estas tuberias se denominan
hidrodindmicamente rugosas.

Entre ambas situaciones existe una situacion intermedia en la que las
asperezas son ligeramente superiores a la subcapa laminar, y como el espesor
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de & estd influido por Re, ocurre que para Re bajos se comporta como
turbulento liso, pero para Re altos se comporta como turbulento rugoso. Es}a
zona se denomina zona de transicién o régimen turbulento intermedio.
Estas tuberias reciben el nombre de hidrodindmicamente semi-rugosas.

Material RUGOSIDAD k (mm)
P E; 0,007
PVC 0,02
Fibrocemento 0,025
PRFV 0,01-0,03
Fundicion 0,025-0,1
Acero 0,05-0,1

6. Calculo del valor de f

Para obtener f existen distintas expresiones obtenidas con la experimentacién
con distintos tipos de tuberias (hidrodinamicamente lisos, rugosos y semi-
rugosos) y en distintos regimenes (Re), llegando a las siguientes ecuaciones:

- Régimen laminar:

- Hagen-Poiseuille* f=% (4.54)
e

- Régimen turbulento:

- Tuberias hidrodinamicamente lisas:
- Blassius =" (4.55)

(valida para 2300<Re<500.000)

_

“ Ecuacion que se corresponde con la obtenida analiticamente en el epigrafe 3, ecuacion (4.32).
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- Tuberias hidrodindmicamente rugosas: (valida para todo Re)

o 1 2,51
- Karman-Prandlt = =-2"1o, - (4.56
\/7 . Re'\_/f .
- Karman-Nikuradse —I_ =-2-log g/—? 4.57)
\/ b
- Colebrook L =210 K/2 . 2L | (455
ey 37 Re./f

De forma generalizada suele emplearse la formula de Colebrook como expre-
sion Unica para el calculo de f en régimen turbulento y para cualquier tipo de
tuberia.

Para obtener f en la formula de Colebrook deberemos recurrir a métodos ite-
rativos pues f aparece de forma implicita en la ecuacion y no es posible des-
pejarlo. Para resolverlo podemos acudir a un proceso como el reflejado en el
siguiente diagrama. El proceso se inicia con un valor de f supuesto que osci-
lara entre 0,015 y 0,020. Con este valor inicial se obtiene un nuevo valor del
factor de friccion aplicando la ecuacion de Colebrook. El proceso termina cuan-
do el error, o lo que es lo mismo, dos valores de f obtenidos consecutivamente
difieren un valor absoluto inferior a 10" (aproximacién al cuarto decimal).

o =[0015-0020]

)

v
f !
j k/D 251 ||, |
e =|-2log| —+——1| |~
;f’[ g[ 37 Re-ﬁﬂ |
v
NO < \/\ (fi=fa)<107 "
\\‘\\ s
v
FINAL

Figura 4-5. Calculo del factor de friccion
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La obtencién del factor de friccion mediante la formula de Colebrook también
puede hacerse de forma grafica a partir del denominado abaco de Moody.
L.F. Moody en 1944 hizo una representacion grafica a partir de las ecuaciones
de Hagen-Poiseuille para régimen laminar y Colebrook para el turbulento.

El abaco se representa en escala logaritmica y tiene una entrada en ordenadas
por la derecha para la rugosidad relativa k/D y otra en abscisas para Re. Pre-
senta 20 lineas de valores de rugosidad relativa constante. En el punto de
corte de las dos variables, se traza una horizontal hacia la izquierda para ob-
tener en este segundo eje de ordenadas el valor buscado de f. En la pagina
siguiente se muestra el abaco de Moody.
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7. Formulas empiricas de pérdida de carga

Antes de la aparicion de las formulas logaritmicas (vistas en el apartado anterior)
se utilizaban las formulas empiricas de tipo exponencial. Presentan la ventaja de
su sencillez a la hora de resolver problemas. Algunas de ellas han sido
contrastadas con muchos afios de practica y para determinados materiales

producen resultados adecuados. Suelen ser validas en la zona turbulenta de
transicion.

e Formula de Veronesse Datei. Muy utilizada en tubos plasticos

18
J =0,00092- gl.s (4.59)

e Formula de Scimeni. Tubos de fibrocemento

Ql,786
J =0,00098 - W (4.60)

e Formula de Hazen-Williams

1,85
J=1062.c7% .2 (4.61)

Dl,87

Ampliamente utilizada en Estados Unidos. El coeficiente C depende de material
segun la tabla:

Material c
P.E. 150
PVC 150
Fibrocemento 140
PRFV 140
Fundicion 120
Acero 110

8. Pérdidas de carga localizadas

Las pérdidas de carga que se producen a lo largo de una conduccién de directriz
recta en la cual estd establecido el flujo uniforme y permanente, calculadas
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mediante alguna de las expresiones vistas en epigrafes anteriores de este tema,
reciben el nombre de pérdidas de carga continuas.

Un sistema de transporte y/o distribucion de agua o cualquier otro liquido
presenta una serie de elementos adicionales que suponen variaciones de la
seccion o cambios de direccion: codos, reduccion de diametro, valvulas,
derivaciones, manguitos de union, etc., lo que modifica la velocidad de la
corriente formandose torbellinos. En estos puntos singulares se producen
pérdidas de carga que son independientes del rozamiento continuo visto
anteriormente.

Las pérdidas de carga localizadas se determinan experimentalmente para cada
tipo de elemento singular. Dado que son motivadas por una disipacion turbulenta
de energia pueden expresarse en funcion de la energia cinética de la corriente
mediante un coeficiente de resistencia K; a determinar experimentalmente:

”

ho=K. - (4.62)

s s

2g

Donde:

- hs, pérdidas de carga localizadas en la singularidad

Un segundo coeficiente que también se utiliza para expresar de las pérdidas
menores, pero en este caso en funcion del caudal circulante, es el denominado
K:

h =K-Q'  (4.63)

Puesto que ambos coeficientes, K, y K, son dos formas distintas de expresar la
misma magnitud, h,, llegar a la ecuacion que los relaciona resulta inmediato:

n=kQl=k, 2 o K=|—2 |k, e
2g .

Dada una conduccién en la que se producen unas pérdidas de carga continuas h,,
las pérdidas de carga totales vendran dadas por la adicion a éstas, de las
perdidas de carga localizadas en cada singularidad:

5

hy =h, +Zhg =h, +EKg - ; (4.65)
2g
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8.1. Coeficientes de resistencia en algunas singularidades habituales

2

i DY B
- Expansion brusca K =|1- =L | (4.66) D C D
D2

2

5\2

) D E / ‘
- Expansion gradual K =m|1-—1| (467) |~ e
D % {

2

El valor de m depende del angulo de la expansion gradual segun los siguientes

valores:
a(°) m a(®) m
4 0,15 20 0,70
6 0,13 30 0,95
8 0,17 40 1,1
10 0,30 50 1,2
15 0,40 18 1
Y N—
|
|
- Contraccion brusca e =
Dy D2
. L
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s D DY
Si %)/ <076 Kg = 0,42[1 - DI,Z) (4.68)
Si B %)/ >0,76 Coincide con la expresion brusca.

- Salida de tuberia o entrada en depdsito

]

| S —

Si el didametro D es pequefo en relacion al deposito Ks=1.

Si no, seria un ensanchamiento brusco

- Entrada en tuberia o salida de depésito

S K¢ =042

A — Salida abocinada

K, =0,01-0,05
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S —

Otros accesorios:
- Vélvula esférica totalmente abierta K =10
- Valvula de angulo totalmente abierta K =5
- Valvula de retencion de clapeta K¢ =2,5
- Vélvula de pie con filtro colador K =0,8
- Valvula de compuerta totalmente abierta K¢ =0,19
-EmpalmeenT K =18
- Codo de 90° normal K =0,9
- Codo de 90° radio medio Ky =0,75
- Codo de 90° radio grande K = 0,60
- Codo de 45° K =0,42

Generalmente en la actualidad elementos como valvulas hidraulicas, de
compuerta, de mariposa, de retencion, etc. vienen acompanados en sus

catalogos técnicos con abacos donde se puede consultar la perdida de carga hs
en funcion del caudal.

8.2. Cdlculo de las pérdidas de carga singulares como porcentaje de las
continuas. El coeficiente mayorante

En multitud de casos practicos no nos sera posible determinar las pérdidas de
carga localizadas elemento por elemento, por no disponer de datos fiables de los
coeficientes de resistencia y por ser muy elevado el nimero de singularidades.
En estos casos es habitual recurrir a expresar las pérdidas de carga localizadas
como un porcentaje de las lineales. En funcion del nimero de singularidades
existentes éstas pueden oscilar en un 5y un 20% de h,.
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De esta forma:

V2
h, +ZK g —
ARy P Sigg

mTp h,

r r

(4.69)

el cual resultara ser un numero mayor que la unidad.

8.3. Longitud equivalente de una tuberia

La longitud equivalente de una tuberia consiste en obtener aquella longitud
adicional de tuberia que produce las mismas pérdidas de carga continuas, que
las perdidas de carga localizadas de todos los elementos singulares y sumarla. De
esta forma, obteniendo las perdidas de carga continuas sobre la L., se obtienen
las pérdidas de carga totales sin necesidad de emplear K, ni calcular Zhg;.

La longitud equivalente de un elemento singular se obtendréa despejando L de
cualquier expresion de pérdidas, una vez conocida la hy del elemento.

9. Problemas simples en tuberias

Los problemas simples de tuberias son aquellos que pueden ser abordados a
partir de una expresion de pérdidas, bien sea la ecuacion universal de Darcy-
Weisbach, bien sea una formula de tipo exponencial, en las cuales solo una de
las variables es la incdgnita y el resto datos conocidos.

Utilizando el coeficiente mayorante o una longitud equivalente vista en el
epigrafe anterior tendremos en cuenta las pérdidas de carga totales y no
solamente las lineales.

En el siguiente cuadro podemos ver los 3 tipos de problemas que suelen
presentarse:

TIPO DATOS
1 QL D, v,k h,
2 L, D, v, k, h¢
3 QL vk h D
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Tipo 1: Determinacion de las pérdidas de carga

Podemos emplear una formula exponencial (Hazen-Williams, Veronesse Datei,

Scimeni, etc.) y el problema no presenta mas dificultad que sustituir los datos en
la formula con las unidades adecuadas.

Si empleamos la formula de Darcy-Weisbach debemos determinar previamente el
factor de friccion con la formula de Colebrook 6 mediante el método grafico del
abaco de Moody, todo ello seglin vimos en el epigrafe 6.

Tipo 2: Calculo del caudal circulante

En este caso tanto empleando la ecuacion de Darcy-Weisbach como alguna
formula exponencial, el problema es inmediato y no requiere mas que sustituir
datos. El caudal a partir de la ecuacion de Darcy-Weisbach requiere sustituir en
ella la ecuacion de Colebrook en la que se ha despejado f previamente.

La deduccion algebraica resulta prolija y la expresion larga pero de uso sencillo:

5 __210{0,567-V. L J‘L/D}. D*[D-h,

= i 4.70
D-/D-h, 37| /0,0826-L (4.70)

Tipo 3: Calculo del diametro de la tuberia

Es sin duda el caso mas complejo siempre que se utilice la formula de Darcy-

Weisbach. En caso de emplear una formula exponencial es como siempre
inmediata.

A partir de la formula de Darcy-Weisbach se despeja el didmetro

D[os)izé/f_tg] -

r

A continuacion seguiremos un procedimiento iterativo en el que se determinara
un valor de diametro que nos permita obtener f, el cual debera ser contrastado.
El procedimiento sera el expuesto en el diagrama siguiente:
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r

|

£y =l0.015- o,ozol

|
Y

2 175
D_[ 0,0826-f,-L-Q ]
h’. !
A
| ‘ V'D |

k/D 251

|

|

=l _m: -2 |
f:—[ Zlog[ . +Re- ,_f” |

|

v
[ 7 L7 NO // R
LA
Moy -

™ il
hia

v S
FINAL

Figura 4-6. Célculo del diametro.

10. Desdoblamiento de diametros

El resultado que, con toda probabilidad, se obtendra al calcular el diametro de
una tuberia seglin el procedimiento expuesto en el apartado anterior, sera un
valor numérico no entero, es decir, con cifras decimales. Por ello, resultara
virtualmente imposible encontrar en el mercado algin fabricante que ofrezca
tubos con un didmetro exactamente igual al valor obtenido. La razon
sencillamente se encuentra en que cualquier fabricante de tuberias
necesariamente debe limitar su produccién a un numero concreto de didametros
distintos, con los que intentara cubrir el mayor rango posible de valores, y que
recibe la denominacién de gama de didmetros comerciales disponibles.
Dificilmente el resultado de un calculo numeérico en un problema de
dimensionamiento coincidird, de forma exacta, con uno de esos valores de
didmetros comerciales.

Una posible solucién, muy sencilla, a esta contradicciéon aparente entre
resolucién hidraulica tedrica y diametros disponibles en la practica es la
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normalmente conocida como desdoblamiento de didmetros. La presentaremos
tomando como referencia la Figura 4-7 izquierda. Supongamos que,
inicialmente, ya se ha resuelto el didmetro de la tuberia que conecta los dos
depositos de la figura. Dicho didmetro ha resultado ser, efectivamente, un valor
no disponible en el mercado, y al que llamaremos didmetro de diseno, Dp.
Aunque se trate de un valor extrafo, este Dp resuelve efectivamente el
problema hidraulico del disefio y, asi, para la longitud total de la tuberia, Lr, el
didmetro Dy da lugar a unas pérdidas de carga totales entre los dos depositos de
her.

Figura 4-7. Desdoblamiento de diametros.

La solucion del problema consiste en seleccionar dos diametros comerciales Dy
D, (dentro de la gama ofrecida por algun fabricante), dividir la tuberia total en
dos tramos consecutivos e instalar cada uno de esos dos didmetros en cada uno
de los dos tramos. Logicamente, D, sera mayor que Dp y D, sera menor que Dyp; y
también logicamente, el tramo de tuberia de D, se instalara aguas abajo del
tramo de D,.

Para que las dos nuevas tuberias, con D, y Dy, resuelvan efectivamente el
problema, el conjunto formado por ambas debe comportarse fisicamente igual
que la tuberia inicialmente resuelta con Dp. Ello se traduce en dos condiciones
que deben cumplirse:

¢ La suma de las longitudes de las dos tuberias, con D; y D,, debe ser
igual a la longitud total de la tuberia con Dy. Es decir:

Le=lwls, 79

* Lasuma de las pérdidas de carga de las dos tuberias, con D, y Dy,
debe ser igual a las pérdidas de carga de la tuberia con Do. Es decir:

hyp=h,+h, (473

8lolr on ShL + 8h LLQZ (4.74)
n'gDy - n'gD}"  xlgD}

—

h

D, L B
1. “1 A‘\\ ]\ )
Doy Ly &
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Evidentemente el conjunto de las dos condiciones apuntadas, supone un sistema
de dos ecuaciones con dos incognitas, que son, precisamente, qué longitud, L; y
L,, debe tener cada uno de los dos tramos de tuberia desdoblada. En relacion a
la resolucién de este sistema pueden hacerse dos apuntes muy concretos:

Como puede comprenderse, el caudal circulante por la tuberia es el
mismo tanto en la resolucion de disefio (Dp) como en la solucidn
desdoblada (D; y D;), por lo que la variable Q se anula en todos los
términos de (4.74).

Haciendo los calculos de forma estricta, el factor de friccion para la
tuberia con el diametro de disefo (fp) es numéricamente distinto al
factor de friccion del primer tramo de tuberia desdoblado (f), asi
como al del segundo tramo de tuberia desdoblada (f3). Ello implica
que para poder resolver el sistema de ecuaciones se hace necesario
calcular primero estos tres factores, cada uno de ellos con los
valores de Re, ¢ y D especificos para su tuberia. Debido a que,
habitualmente, los factores de friccion oscilan en un rango muy
estrecho de valores, es normal adoptar la simplificacion de tomar el
mismo valor de fp para fy y fa.

11. Asociacion de tuberias

11.1. Tuberias en serie

Cuando por una sucesién de tuberias conectamos de forma que el final de la
primera sea el inicio de la siguiente y presentando diametros y/o rugosidades
distintas, circula un mismo caudal, se dice que las tuberias estan conectadas en

serie.

Figura 4-8. Asociacion de tuberias en serie.
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En una asociacion de tuberias en serie se debera cumplir:
0,=0,=n=0,

hy=hy b+t h, = Sh, (4.75)
1=]

11.2. Tuberias en paralelo

Varias tuberias estan conectadas en paralelo cuando parten de un mismo punto y
llegan a un mismo destino. En este caso la presion en 1 debe coincidir para todas

las tuberias, de la misma forma que la presion en 2 debe coincidir también y ser
la misma para todas las conducciones.

Figura 4-9. Asociacion de tuberias en paralelo.

En este caso se debera cumplir:

ho=hy=h,=..=h, (4.76)
El reparto de caudales entre los distintos tramos sera directamente proporcional

a las pérdidas de carga del mismo.

12. Cavitacion en tuberias

La aparicion del fenomeno de la cavitacion del agua dentro de una tuberia es,
desde cualquier punto de vista, una situacién que debe ser evitada. La clave
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para conseguirlo radica, principalmente, en el propio disefio de la instalacion, y
sus fundamentos, como se expondra a continuacion, son sencillos.

Para evitar la cavitacion en una tuberia, basta con asegurar que la presion del
agua en todo momento y punto de la misma, se mantenga siempre por encima,
con un cierto margen de seguridad, de la presion de vapor de agua a la
temperatura a la que se encuentre el sistema.

Si, debido a un error o accidente en la operacion del sistema, la cavitacion llega
a producirse en un momento dado, el fendomeno comenzara siempre en el punto
mas desfavorable de la instalacion. Tal punto es aquél que tenga
sistematicamente una presion mas baja que cualquier otro, y puede identificarse
con facilidad porque suele ser alguno de los puntos altos del perfil de la tuberia.

A modo ilustrativo, se presenta una instalacion que consta de una tuberia que
transporta agua entre dos depdsitos, y en la que la descarga del agua al depésito
inferior se realiza a través de una valvula que regula el caudal circulante. En la
Figura 4-10 izquierda, se muestra una situacion de normalidad en la que toda la
tuberia se mantiene a presiones manomeétricas positivas, en estas condiciones el
riesgo de cavitacion se mantiene alejado. Puede comprobarse, ademas, como en
los dos puntos altos del sistema, A y B, la presion (distancia vertical desde el
perfil de la tuberia hasta la linea de piezométricas) es muy baja, pero positiva
en cualquier caso. Seran estos dos puntos los que, llegado el caso, sufran la
cavitacion antes que el resto del sistema.

Po/Y <Prapal Y <0
Si cavita

=

Figura 4-10. Cavitacion en tuberias

La Figura 4-10 derecha, muestra precisamente la situacion a evitar. Si, debido
por ejemplo a una mala regulacion de la valvula, el caudal circulante aumenta
demasiado, de tal forma que también lo hagan las pérdidas de carga por friccion
en la tuberia, entonces la linea de piezométricas puede llegar a cortar al perfil
de la tuberia. De este modo, los puntos altos A y B ahora pasaran a estar a
presiones manométricas negativas. Y si dichas presiones negativas aumentasen,
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en algun punto, hasta llegar a la magnitud de la presién de saturacion del vapor
de agua, la cavitacion aparecera en ese punto. Esto es lo que la Figura 4-10
derecha muestra que ocurre en el punto B.

En términos meramente fisicos, lo que ocurre cuando la cavitacion se produce en
el punto B, es que se forman pequefas burbujas de vapor de agua en el seno del
agua liquida. Puesto que el agua estd en movimiento por el interior de la
tuberia, esas burbujas son arrastradas aguas abajo y muy rapidamente llegan a
otro punto de la tuberia, C, en el que aunque aln existe una presion negativa,
ya es superior a la de cavitacion del agua. Asi, tan pronto desaparece la
condicion de cavitacion, las burbujas de vapor colapsan tornando el agua que las
formaba a su estado liquido inicial. Y aunque la cavitacion se produce en un
tramo muy corto de la tuberia (de B a C), el colapso continuo de las burbujas
concentradas en ese tramo supone un golpeteo constante sobre la pared de la

tuberia que termina desgastando el material y puede provocar la rotura de la
tuberia.
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1. Maquinas Hidraulicas

Las maquinas hidraulicas convierten energia mecanica procedente del motor de
arrastre en energia hidraulica (bombas) o viceversa (turbinas). Las mas
importantes son aquellas que estan unidas a un eje rotativo por lo cual reciben
el nombre de turbomdquinas (turbo = giro o rotacién).

2. Clasificacion de las bombas

Existen multitud de clasificaciones segun distintos criterios, aunque en general la
mas extendida es aquella que las divide en tres tipos fundamentales: bombas de
desplazamiento positivo, dindmicas o de intercambio de cantidad de
movimiento 'y gravimeétricas.

o Bombas gravimétricas. Se trata de maquinas que simplemente actdan
sobre el término de posicion del fluido en el trinomio de Bernouilli o
ecuacién de la energia. Es decir Unicamente cambian de posicion el
fluido con respecto a un plano de referencia, desde una posicién mas
baja a otra mas elevada. El ejemplo mas clasico de este tipo de
maquinas hoy en desuso son las norias, y el mas empleado, sobre todo
en plantas de tratamientos de aguas residuales son los tornillos de
Arquimedes.

'\[>/\, Ahvel Maxkna
N —_—

\f\@gﬁ‘@y’

v

Figura 5-1. Tornillo de Arquimedes.
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o Bombas de desplazamiento positivo. En el cuerpo de la bomba existen
una serie de cavidades o camaras que se llenan y vacian
periodicamente. El fluido entra a la camara, es impulsado por el cuerpo
movil y sale de la cdmara. Actlan directamente sobre el término de
presion en el trinomio de Bernouilli. A su vez se pueden clasificar segin
el 6rgano que impulsa segun el siguiente esquema.

o Alternativas
*  Piston
* Diafragma
o Rotativas
= Rotor simple
e Paleta deslizante
s Tubo flexible
¢ Tornillo
e Peristaltica
= Rotor multiple
¢ Engranaje
e Lobulo
e Tornillo

e Piston circunferencial

5

L/

Figura 5-2. Bomba alternativa de membrana
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Figura 5-3. Bomba alternativa de piston. Cortesia de ITC.

ﬁ_r =
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4

Figura 5-4. Bombas rotativas. 1) Piston circunferencial; 2) Engranajes; 3)
Lébulos; 4) Tornillo; 5) Paleta deslizante; 6) Peristaltica.
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o Bombas dinamicas. Afaden cantidad de movimiento al fluido a través
de unos alabes giratorios llamados rodetes. No existen cavidades que se
llenan o vacian sino que el aumento de energia se produce al mismo
tiempo que se atraviesa la maquina. La maquina aumenta la energia del
fluido actuando sobre el término cinético del trinomio de Bernouilli, el
cual se convierte en presion antes de abandonar la maquina. Las

podemos clasificar en funcién de la trayectoria del flujo a través del
rodete.

= Centrifugas o de flujo radial.
* De flujo axial.

* De flujo mixto, semiaxial o helicocentrifugo.

Centitugo Asiol Helicocenlrifugo

Figura 5-5. Tipos de rodetes.

La clasificacion anterior suele afectar a las prestaciones, resultando que las
bombas de tipo axial dan caudales altos con alturas discretas mientras que las

de flujo radial proporcionan pequefios caudales a gran altura. Las de flujo
mixto quedarian en una situacién intermedia.

Las bombas dinamicas pueden a su vez ser clasificadas atendiendo a criterios
constructivos.  Asi nos encontramos que el eje de giro puede posicionarse
horizontal o verticalmente, que las bombas pueden estar en superficie o ser
sumergibles, compuestas por un solo cuerpo o rodete o presentar multiples de

ellos. En las siguientes figuras encontramos las bombas mas caracteristicas
dentro de los citados grupos.
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Bomba horizontal de flujo radial

Se instala horizontalmente sobre una bancada. El cuerpo de la bomba y
el motor de arrastre puede encontrarse separado como en este caso, y unido
mediante una transmision, generalmente en bombas grandes, o ser solidario al
mismo, recibiendo en este Ultimo caso el nombre de monobloc. La aspiracion
generalmente forma un angulo recto con la impulsion.

Cuerpo Bomba
yrrastre

Transmision

Figura 5-6. Bomba horizontal de flujo radial. Cortesia de Bombas Itur.

Bomba horizontal de flujo axial

Igual que en el caso anterior se instalan en una bancada junto con el motor de
arrastre y la transmision. En este caso la aspiracion y la impulsion estan en
linea. Se trata pues de una bomba de flujo axial.

Figura 5-7. Bomba horizontal de flujo axial. Cortesia de Bombas Itur.
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Bomba horizontal de flujo radial multicelular

Bomba de idénticas caracteristicas a la monocelular, a la cual se le afiaden un
numero de rodetes en serie para multiplicar la altura manométrica de trabajo.

Figura 5-8. Bomba horizontal de flujo radial multicelular. Cortesia de Bombas

Itur,

Bomba vertical multicelular

Cambia con respecto a la construccion vista anteriormente la posicion del eje y

por tanto del motor. Se construyen generalmente con varios rodetes
normalmente de flujo radial.
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w )"i”.’ll-“’

(]
i
& 1. Rodetes

Motor de arrastre

Impulsion

! /acién

Figura 5-9. Bomba vertical multicelular. Cortesia de Bombas Itur.

Bomba vertical sumergible

Cuando la cota de entrada del fluido a la bomba esta por encima de la lamina
libre de ésta, la bomba debe aspirarlo. La capacidad de una bomba para aspirar
estd limitada a unos pocos metros. Cuando el fluido esta a una profundidad
superior se emplean las bombas verticales sumergibles. Se diferencian de la
anterior en que el motor queda en superficie, el cuerpo de la bomba se sumerge
en el fluido y ambos quedan unidos por un eje que transmite la rotacion del
motor a la bomba. Se suelen construir multietapa y con flujo radial o semiaxial.
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Diametro Gtil del pozo

Prolundidad total del pozo

Profundidad de instalacién de la bomba
N

N

zv VO

ivel estatico
el dindmico

\
2
=z

o o

(<3

1) Cabezal de accionamiento
2) Cabezal de descarga
3 valvula de compuora (accesorio)
@ Valvula de retencién (accesorio)
) Red de distribucion de agua
® Columna
{8} 7 Bomba centrifuga
‘8 Colador

Figura 5-10. Bomba vertical sumergible. Cortesia de Bombas Itur.

Bomba vertical sumergible (bombas de pozo profundo)

El interior de un pozo de aprovechamiento de aguas subterraneas se caracteriza
por disponer de un reducido espacio para alojar la maquinaria y porque ésta
debe estar sumergida bajo el agua. Para esta situacion concreta se construyen
las denominadas bombas sumergibles de pozo profundo o también lamadas
bombas buzo. Llevan acoplado en su parte inferior el motor de arrastre. En el
espacio que hay entre el motor y la bomba se dispone la rejilla de entrada de
agua y a continuacion los impulsores de la bomba. Se construyen siempre
multietapa y con flujo radial o semiaxial (mixto).
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Rodetes
Rodetes

Aspiracion

Motor Aspiracion

Figura 5-11. Bomba vertical sumergible. Cortesia de Bombas Itur.

3. La bomba centrifuga
Los elementos constructivos de la bomba son los siguientes:

e Rodete: Elemento movil, solidario al eje del motor el cual gira en
sentido antihorario y transmite velocidad al fluido. Esta formado por
unos alabes curvados hacia atras.

e Carcasa: Rodea al rodete para recoger el fluido que atraviesa los alabes
del mismo. Tiene una parte con forma toroidal que recibe el nombre de
voluta.

e Difusor: Parte final de la carcasa donde se reduce sustancialmente la
velocidad del fluido y por tanto se transforma en presion.
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Impulsion

Difusor

Rodete

Voluta

Impulsion

T Difusor

/

Voluta

Figura 5-12. Partes de una bomba. Cortesia de Bombas Itur.
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4. Potencia en una corriente liquida

En movimiento permanente, la energia especifica viene dada a partir de la
ecuacion de Bernouilli como:

2
H=£+V—+Z 5.1)
v o2

Llamemos potencia de la corriente en la seccion transversal S, a la energia por
unidad de tiempo que tiene el fluido en dicha seccion.

Para cada filete de corriente que atraviesa una seccion ds, la potencia vendra
dada por:

en la que y-dQ es el gasto elemental expresado como peso de fluido.

La potencia en la seccion se obtendra integrando:

2
N=y-jf+y~+z.v-ds (5.3)
57 28

Para el caso de movimiento uniforme y supuestamente paralelo, tanto z + P/y
como v?/2g es constante en toda la seccion transversal por lo que:

N=H-y[V-ds=y-H-Q (5.4)
s

5. Potencia en bombas
La potencia dada al fluido por la bomba la denominamos Ny Y viene dada por la
expresion:
Nyu=H-7y-Q (5.5)
La potencia necesaria para mover la bomba que produzca la potencia anterior se
denomina potencia en el eje o potencia al freno y viene expresada como:
Ny =w-M (5.6)
donde:
- Neje, potencia al freno o en el eje

m
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- W, velocidad angular de giro del eje del motor

- M, par motor desarrollado por el eje del motor

Logicamente existen unas pérdidas de energia en la transformacion de energia
mecanica en energia hidraulica. A la relacion la denominamos rendimiento y la
forma de obtenerlo sera con la relacion entre potencias, Gtil y en el eje:

il _ H'}"Q (5-7)
N w-M

Este rendimiento se debe basicamente al producto de tres factores:
Rendimientos volumétricos, hidraulicos y mecanico.

¢ Rendimiento volumétrico n,:

. 5.8
ny 0+0c (5.8)

donde:
- 1y, rendimiento volumétrico
- Q, caudal de entrada a bomba

- Qg caudal perdido en la holgura entre rodete y carcasa

e Rendimiento hidraulico

Ny =1- % (5.9)

donde:
- my, rendimiento hidraulico
- H, altura manométrica bomba

- AH, pérdidas de carga debidas al acoplamiento imperfecto entre
el flujo de entrada y los alabes, rozamiento en los alabes y
acoplamiento imperfecto entre alabes y la salida, provocando
recirculacion.
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e Rendimiento mecanico

’7”, =1- Nn;:\x;mwnla (5. 10)

cje

donde:
- Nm, rendimiento mecanico

- Ny, potencia perdida en cojinetes, rodamientos y otros
elementos mecanicos de la bomba

- Negje, potencia suministrada al eje por el motor

El rendimiento global de la bomba sera siempre:

n=10y 1p 1y (5'11)

6. Curvas caracteristicas reales en bombas centrifugas

Si bien el comportamiento tedrico de las bombas centrifugas puede estudiarse
aplicando la denominada ecuacion de Euler (que escapa de los objetivos del
curso), su comportamiento real se estudia por aplicacion de las denominadas
Curvas caracteristicas, reales de la bomba, obtenidas por el fabricante
ensayando la bomba en un banco de pruebas.

Las curvas de mayor interés son:
- H=H(Q) 6 curva motriz
- P=P(Q) 6 curva de potencias

- n=1(Q) 6 curva de rendimiento

e Curva motriz: (a velocidad de giro constante)

Relaciona la altura manométrica que proporciona una bomba en funcién de
caudal que trasiegue. Es la curva mas importante pues es la que nos permite
seleccionarla. Nos indica la capacidad de la maquina para transmitir energia al
fluido.

Entendemos por altura manométrica el incremento de energia que experimenta
el fluido obtenido por diferencia entre la presion a la entrada y salida de la
bomba.

13
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AL 2 B L, | (T
2 s \r 2 ),

En la practica, z es la misma entre ambos puntos y el termino cinético v¥/2g es

despreciable o nulo en el caso que los didmetros en las conducciones de entrada
y salida sean los mismos. Asi pues:

H,,=(£) —(fj (5.13)
Y. Pk

Las curvas motrices adoptan la siguiente expresion analitica:

Hy=c+dQ+eQ® (5.14)
Hy=c+dQ* (5.15)

Los coeficientes ¢, d y e pueden ajustarse facilmente por minimos cuadrados
empleando para ello los puntos experimentales obtenidos en el banco de
pruebas. Si los puntos experimentales y la curva anterior fuesen totalmente
coincidentes la diferencia H,-c+dQ? seria nula. Por el método de los minimos
cuadrados podemos elegir aquella curva que con respecto a los puntos
experimentales, la suma de los cuadrados de la diferencia anterior sea minima:

g=3H,-(c+do? )} s.16)

Para que la anterior funcién sea minima, debemos derivarla respecto de cy d, e
igualarla a 0 para obtener un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas:

TH —nc-dgQ} =0  (5.17)
T(HQ)-cZQ} -dT0! =0 (5.18)

Despejando ¢ en una de las ecuaciones y sustituyendo con la otra obtenemos
que:

o ZHZO! -TH O 20!

: (5.19)
30! -(£07f

g MIHQI-TH IO

: (5.20)
n-30 -(s0f
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Para el caso de que el ajuste resulte significativo con 3 coeficientes, la
resolucion resulta mas compleja por lo que se recomienda el empleo de un
ordenador o una calculadora programable con funciones estadisticas.

e Curva de potencia: (a velocidad de giro constante)

Ya hemos definido la potencia util como aquella que la maquina transmite al
fluido, y que viene dada por la expresion:

Nyg=Hy-7-Q  (521)

Mientras que para poder aplicar esta potencia, la bomba absorbera la potencia
al eje 6 potencia al freno:

Ngje=w-M (522)

El cociente entre ambas potencias lo llamamos rendimiento global:

ST i T
Ny w-M
La potencia que realmente interesa al usuario de una bomba es la potencia
absorbida, por lo que la curva caracteristica de potencia P=P(Q) a la que nos
hemos referido antes relaciona la potencia absorbida en funcidon del caudal
trasegado.

Esta curva no responde a una ecuacion analitica definida por lo cual se emplea
siempre su representacion grafica a partir de puntos experimentales, los cuales
son consignados en los catalogos técnicos correspondientes a cada maquina.

e Curva de rendimiento: (a velocidad de giro constante)

En epigrafes anteriores se definio el rendimiento global de la bomba como el
cociente entre potencia util y potencia absorbida por la bomba, el cual estaba
formado por el producto de 3 factores llamados rendimiento volumétrico,
rendimiento hidraulico y rendimiento mecanico. La curva caracteristica de
rendimiento n=n(Q) explica la evolucién del rendimiento global en funcion del
caudal trasegado.

Las curvas de rendimiento se adaptan a una expresion analitica del tipo:

n=eQ+ fQ2 (5.24)
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Al igual que ocurre con la curva motriz, los puntos experimentales obtenidos en
un banco de pruebas podemos ajustarlos por minimos cuadrados de un ecuacion
del tipo anterior, obteniendo los coeficientes. Para ello derivamos la suma de los
cuadrados de la diferencia siguiente y la igualamos a cero:

g=Tl-e0+ 0 (529
Z(0,)-e£0! - /50! =0
S0?)-ex0} - /50 =0 (5:26)
Despejando e en una ecuacion y sustituyendo en la otra obtenemos:

oo TN = SEQ}

8 5.27)
207 (

FoEINQIE0I -1 030]
$0/70-(z0f

(5.28)

En la siguiente figura podemos observar las curvas caracteristicas de una bomba
centrifuga obtenida de un catalogo comercial:
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Figura 5-13. Curvas caracteristicas bomba horizontal. Cortesia de Bombas
Itur.

7. Leyes de semejanza en bombas

En el trabajo de disefiar bombas, resultaria excesivamente costoso trabajar con
equipos reales. Generalmente se trabaja con modelos a escala. Estos modelos
presentan semejanza hidraulica con el equipo real o prototipo. Para que esto
ocurra deben existir tres tipos de semejanza:

o Semejanza geométrica: Modelo y prototipo son geomeétricamente
semejantes, si y solo si, todas las dimensiones espaciales en las 3
coordenadas tienen la misma relacion de escala lineal. Es decir sean
proporcionales en todas sus dimensiones. Esto exige que se
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conserven todos los angulos y por tanto todas las direcciones de

flujo. La relacion geométrica de escala entre prototipo y modelo
es A.

o Semejanza cinematica: En puntos homdlogos de modelo y prototipo,

los diagramas de velocidades obligatoriamente han de ser
proporcionales.

o Semejanza dinamica: Se cumple dicha semejanza cuando en
prototipo y modelo, para puntos homologos, los diagramas de
fuerzas son proporcionales. Dado que la principal fuerza es la

viscosidad, esto es equivalente a decir que en modelo y prototipo el
n° de Reynolds debe coincidir.

De esta forma es posible deducir las siguientes leyes de semejanza:

o Relacion caudales, longitudes y velocidades:

& =2 .a ;siendo a =2 (5.29)
0, L

o Relacion de alturas, longitudes y velocidades de giro:
H 2 2
L =2.q% ;siendo o =L (5.30)
1‘[2 n,

o Relacion de potencias, longitudes y velocidades:

N

—L=1.a® ;siendo a =™ (5.31)
N2 n,

Para el caso practico del empleo de bombas y no de su disefio, no trabajaremos
con modelos y prototipos sino con bombas iguales, en las que queremos conocer
su comportamiento variando las condiciones de funcionamiento. En este caso
A=1y por tanto nos queda relacionado la variacidén del caudal, la altura o la

potencia absorbida cuando la bomba pasa de girar de la velocidad nominal a otra
cualquiera.
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8. Velocidad especifica o n° especifico de revoluciones

Definimos velocidad especifica 6 n° especifico de revoluciones como la velocidad
a la que deberia girar una bomba semejante para elevar un caudal de 1 m*/s a 1
mca. de altura. La expresion que permite obtener la velocidad especifica es:

Jo
nq =n *[1*3’/‘:1‘
Donde:

- nq velocidad especifica, en rpm.
- n: velocidad nominal, en rpm.
- Q caudal en m¥/s

- H: altura manométrica, mca.

De la expresion anterior se deduce que nq es una constante para todas las
bombas que resultan geométricamente semejantes, por lo que este parametro
nos permite clasificar morfolégicamente las maquinas.

A medida que disminuye el diametro del rodete, la altura que ésta puede
generar disminuye mientras que el caudal aumenta. Asi podemos clasificar
bombas segun la siguiente figura.

o o g
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I e <N I\ ; \ 777\
b 5 A D S N
/> / N V> SR
v/ v/ S VPN
10 25 38 82 o tea _ SS\)
8 C;m:;x:,:;é lenta  B. VCe’nTrilugo normal 8. Centrilugo rép:da
Radial 6 8. Centrilugo Semianial 6 B. Helcodal Axgi O B Heice

Figura 5-14. Evolucién de nq con la forma del rodete.
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9. Curvas caracteristicas a velocidades distintas de la velocidad no-
minal

Las curvas caracteristicas, motriz y de rendimiento de una bomba vienen dadas
por las expresiones:

H, =c-dQ? (5.33)
n,=eQ,- [0  (534)

Dadas las leyes de semejanza, sabemos que modificar la relacion de velocidades
de giro a=n/n, afecta al funcionamiento de la bomba de la siguiente forma:

_n_9 _[H
w0y m, &

Sustituyendo estas expresiones en las curvas motriz y de rendimiento:

H, =a’c-dQ? (5.36)
o =%—f(gi)~ (5.37)
a a

10. Punto de funcionamiento de una instalaciéon

En la préctica, una bomba nunca trabaja descargando el liquido al vacio sino que
lo hace conectada a una determinada instalacidn, la cual va a condicionar su
comportamiento. De la bomba ya sabemos que la altura manométrica que es
capaz de proporcionar es funcion del caudal trasegado describiendo una
parabola decreciente del tipo Hp=c-d-Q?, en la cual el parametro c representa
la ordenada en el origen, es decir la maxima altura que la bomba proporciona

cuando el caudal es nulo, mientras que d-Q? representa la pendiente de la curva
en cada punto.

Del mismo modo, nosotros podemos modelar el comportamiento resistente de la
tuberia a la cual conectamos la bomba. Habra un desnivel geométrico que
tendremos que vencer y que ira desde la lamina libre en la aspiracién hasta la
lamina libre en el punto de descarga, llamado desnivel geométrico hg.
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Figura 5-15. Desnivel geométrico.

Se trata pues de un valor constante que solo depende de la instalacién, nunca
del caudal trasegado. Por otro lado la tuberia de impulsion presenta unas
caracteristicas en cuanto a longitud, didmetro y rugosidad (segiin el material) a
partir de los cuales podemos calcular las pérdidas de carga. Sin embargo este
valor si depende del caudal, el cual es aun una variable por determinar.

A partir de cualquier formula de pérdidas de carga podremos agrupar los datos
de la tuberia en una constante, la cual estara en funcion del caudal:

5

hr = 0,0826-[-L-%—; = K-Q2 Darcy - Weisbach (5.37)
1,85
hr= 10,62~C"'85-L-—g4—ﬁ =K-Q"¥ Hazen- Williams (5.38)
Ql.B
hr= 0,00092‘L-W =K-Q"® Veronesse- Datei (5.39)

De esta forma, la altura que debera proporcionar la bomba vendra dada por la
suma de altura geométrica mds perdidas de carga, proporcionales éstas al
caudal:

H, =hy+KQ" (5.40)

hg representa de nuevo la ordenada en el origen, es decir la minima altura que
debe aportar la bomba para transportar caudal nulo.
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El punto de funcionamiento del conjunto bomba+instalacion queda fijado por la
interseccion de las curvas motriz y resistente de la tuberia.

Hen T

Hm=hg+k-Q"

Hemi Punto de funcionamiento

Hm=c-d¥Q?

Q1' Q -

Figura 5-16. Punto de funcionamiento.

Analiticamente se obtendra resolviendo el sistema de ecuaciones:

Hy=hg+ KQ"’}

: (5.41)
Hm =C—-dQ-

11. Asociacién de bombas

Las bombas pueden asociarse de dos formas principalmente: en serie o en
paralelo, en funcion del efecto buscado.

Bombas en serie:

La asociacion en serie se verifica cuando.

0=0,=0s } (5.42)
He=YH,=H +H,
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H, H,
—®—®—
Hs
Q Q
Figura 5-17. Asociacion en serie de bombas.

El caudal de impulsidén de una bomba se convierte en el caudal de aspiracion de
la siguiente. La finalidad de esta asociacion es poder bombear un mismo caudal
a una altura tal.que un solo grupo seria incapaz de hacerlo. Un equipo comercial
que aprovecha lg asociacion en serie son las bombas multietapas.

La curva caracteristica de la asociacion se obtiene sumando alturas para cada
caudal.

Hm A
Hi+H;

HmZ

Hm1

>
>

) 4 Q

Figura 5-18. Curva motriz asociacion en serie de bombas.

La asociacion siempre debe funcionar a la izquierda del punto A.

Analiticamente la asociacion se resuelve con una curva motriz resultante de la
suma miembro a miembro de las curvas individuales si son distintas, o
multiplicando la curva motriz por n siendo n el numero de grupos iguales.
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Distintas
| 2
H =c -d,0?
+§ =0 -d,0 .
Hy=cy-d, 0"
B e e
Hy=(c, +¢,)-(d) +d, )0? (5.43)
Iguales
H =c-d0?
Hy =n(c-d0?) (5.44)

Bombas en paralelo.

La asociacion de bombas en paralelo se verifica cuando los caudales de

impulsién de cada bomba se unen a la salida de las bombas. Las aspiraciones son
por tanto independientes. En esta situacion se cumple:

Os=0+0,=%0,
Hy=H,=H; (5.45)
H; E Q
Q
Hs

-
Figura 5-19. Asociacion en paralelo de bombas.

Esta asociacion es muy empleada, sobre todo en aquellas situaciones en las que
el caudal de bombeo es variable en el tiempo. Las bombas arrancan
progresivamente en funcion de la demanda.

La curva caracteristica de la asociacion se obtiene sumando caudales para cada
altura.
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By+B;

H

»

Q Q ue Q

Figura 5-20. Curva motriz de asociacion en paralelo de bombas.

La asociacion siempre debe funcionar a la derecha del punto A.

Para obtener analiticamente la curva motriz debemos despejar el caudal de
cada una de las curvas motrices individuales y sumarlo.

H=c¢,—-d,Q* - dQ*=c,-H - Q=_\!f”
v 1
2 2 Cy —I'[_
H=cy,-d,Q" - d,0" =¢c,-H - 0= \’I —'—]'~
" d,

[e,-H [c,-H
—_—t =

Or=0+0y = \[‘ 4 \,_i——d;__ (6.48)

En el caso mas habitual de que las bombas sean todas iguales en el cual
simplemente debemos dividir el caudal por el nimero de grupos iguales n.

H=c-dQ? - Hr =c—d(2J. (5.47)

n

12. Cavitacion en bombas

Tal como ya se ha visto mas atras, la cavitacion es el fenémeno por el cual el
liquido pasa a estado gaseoso en el interior de una estructura (bomba, tuberia,
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valvula...) estando a una temperatura inferior a la del punto de ebullicion, y que

se produce por un descenso local de la presion por debajo de la tension de
vapor.

Esta bolsa de vapor al llegar de nuevo a una zona de presion elevada, condensa
de forma instantanea produciendo el colapso de las burbujas. El liquido que hay

alrededor de la burbuja se dirige al centro de la misma a gran velocidad
produciendo pequenos golpes de ariete.

El efecto de la cavitacion produce en la bomba los siguientes efectos adversos:

Martilleo en el interior del contorno sélido como si estuviese pasando
arena por el interior

- Vibraciones

Descensos del caudal y rendimientos de la bomba por descenso de la
seccion Gtil en la aspiracion

Rotura de la bomba y rodetes por fatiga de los materiales

Comprobacion de la condicién de no cavitacion

Las bombas centrifugas pueden aspirar agua aprovechando que la lamina libre
del agua estd a una presion absoluta igual a la presidn atmosférica (~10mca). La
bomba en su interior puede generar presiones relativas negativas, lo que

significa presiones inferiores a la atmosférica, por lo que se crea un gradiente de
presion que posibilita el ascenso.

P »

ha

Figura 5-21. Altura de aspiracién en una estacion de bombeo.

Se define altura neta de aspiracion positiva disponible NPSH, a la altura maxima
que puede aportar la instalacion para que la bomba pueda aspirar el fluido, tras

descontar a la presion maxima (Pqm) las pérdidas que se producen y la altura
geométrica de aspiracion. Asi tenemos:

NPSH, = Fa ~[#, = h, -k, ]- KQ? (48)
7
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Donde:
P . 3
- 4, presion atmosférica absoluta. Generalmente 10 mca.
4

- h,, altura geométrica de la aspiracion, m.
- hy, presion de vapor del liquido a la T de calculo en mca.
- hy, pérdidas de presion por la altitud sobre el nivel del mar en, mca.

- K@, pérdidas de carga en la aspiracién, en mca, que dependen del
caudal.

El fluido generalmente sera agua, mientras que el valor normal de la presion
atmosferica es, 10,33 mca, aunque por simplificar se emplea 10 mca.

Cuando el fluido entra en la bomba hasta llegar al punto de minima presion se
producen una serie de perdidas de carga no incluidas en la expresion, por
choques y rozamiento contra los alabes. Es por ello que se define la altura
neta positiva de aspiracién requerida NPSH,, como la altura minima que se
requiere a la entrada de la bomba para que no se produzca cavitacion. Este
dato debe ser aportado por el fabricante y se encuentra normalmente en las
curvas caracteristicas de la bomba. La condicion fisica de no cavitacion sera
pues que en ningln punto del interior de la bomba, la presion baje por debajo
de la presion de vapor.

FPromba . (5.49)
4

En la practica, la condicién de no cavitacion resultara:
NPSH,, > NPSH, (5.50)

En las siguientes tablas quedan reflejados los valores de h, y he.

T hy (mca) T* °C hy (mca)
0 0,006 55 1,61
5 0,09 60 2,03
10 0,12 65 2,56
15 0,17 70 3,20
20 0,25 75 3,96
25 0,33 80 4,86
30 0,44 85 5,93
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T22C hy (mca) T %€ h, (mca)
35 0,58 90 7,18
40 0,76 95 8,62
45 0,98 100 10,33
50 1,26

Altura ht (mca) Altura ht (mca)
0 0 1400 1,66
100 0,125 1500 1,77
200 0,250 1600 1,88
300 0,375 1700 1,99
400 0,5 1800 2,09
500 0,625 1900 2,19
600 0,75 2000 2,29
700 0,87 2200 2,49
800 0,99 2400 2,68
900 1,10 2600 2,87
1000 1,22 2800 3,05
1100 1,33 3000 3,23
1200 1,44 3500 3,65
1300 1,55 4000 4,06

13. Campos de trabajo y seleccion de bombas

A la hora de seleccionar una bomba, debemos conocer los requerimientos de
altura y caudal. Acudiendo a un catalogo comercial comenzamos la busqueda
con el abaco de campos de trabajo, en el cual estan todas las maquinas con el
area de trabajo envuelta por las curvas de todos los modelos. De ahi se
seleccionara el modelo mas apropiado, consultando entonces la curva concreta
del modelo y comprobando que el rendimiento es adecuado.

En caso de que existan varios modelos cercanos se comprueban todos y se
comparan rendimientos.
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Figura 5-22. Campos de trabajo en bombas. (Cortesia Bombas Itur)
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1. Introduccion

Hasta este momento en el presente texto solamente se ha estudiado la
operacion de sistemas hidraulicos funcionando en régimen permanente, es decir,
en unas condiciones en las que ninguna variable del sistema sufre cambios a lo
largo del tiempo. En realidad, estas condiciones son un tanto particulares, ya
que en la practica, cualquier sistema va efectivamente a modificar su
funcionamiento con el tiempo de una forma u otra.

Para ilustrar tales cambios basta con considerar el suministro de agua a un
nicleo urbano de poblacién. En la operacion de tal sistema, por ejemplo,
pueden identificarse cambios caracteristicos en la velocidad de circulacion del
agua por las tuberias.

Algunos cambios son muy lentos. Asi por ejemplo, segin avanza el dia a primera
hora, y a medida que los habitantes, progresivamente, se levantan por la
manana y empiezan a hacer uso del agua para su aseo personal, la demanda de
agua aumenta en esas horas, con ella el caudal circulante por las tuberias y con
éste, logicamente, la velocidad del flujo de agua. Estos cambios se producen a lo
largo de horas.

Otros cambios son rapidos. Normalmente estan relacionados con la operacion
controlada de los elementos de regulacion de la red. La apertura de valvulas o la
puesta en marcha de bombas pueden ser ejemplos de este tipo, asumiendo que
la ejecucién de tales maniobras se haga de forma progresiva. La duracion de
estos cambios puede ser del orden de segundos a pocos minutos.

Por (ltimo, estan los cambios que se producen de forma muy rapida en el
tiempo, y que suelen ocurrir en situaciones mas o menos imprevistas, como
pueden ser averias, emergencias u otras. Una parada brusca de bomba por fallo
del suministro eléctrico puede ser un caso de averia, asi como el cierre, por
seguridad, de una valvula de retencion. Estos sucesos pueden ser casi
instantaneos, de fracciones de segundo, por lo que los cambios que generan en
la velocidad del agua por las conducciones son igualmente rapidisimos.

Aunque, en general, se define como fenémeno transitorio cualquier proceso en
el que se produzca un cambio en las variables de un flujo de fluido en el tiempo,
en la practica todos estos eventos se denominan como transitorios hidraulicos y
la variable, por excelencia, cuyo cambio se estudia es la velocidad del agua. A la
vista de esta definicion, los ejemplos indicados en los parrafos precedentes la
cumplen, y asi, al margen de su duracion, todos ellos se califican como
transitorios, aunque no todos presentan la misma importancia ni el mismo
interés. Ello es debido a que la influencia de un transitorio sobre el
funcionamiento de un sistema, asi como sus consecuencias, son mayores cuanto
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mas rapidamente se produce. Y también su analisis resulta mas complejo. De
este modo, son los transitorios mas rapidos los que mayor atencion y estudio

requieren, aunque su duracién temporal real resulte casi despreciable dentro del
funcionamiento cotidiano de una red.

Como se vera en este apartado, tal interés viene dado por el hecho de que las
consecuencias de un transitorio pueden llegar a ser catastroficas. Si el estudio
del régimen permanente, en operacién normal de una red, se toma como
referencia para el dimensionamiento de la misma, el estudio de los transitorios
que pueden aparecer sirve para fijar diversos parametros de seguridad (timbraje
de las tuberias, valvulas automaticas, calderines, etc.).

2. Modelos de calculo

Existen tres modelos de calculo para la resolucién numérica de los transitorios
hidraulicos. En orden creciente de complejidad son:

El modelo cuasi-estatico (o de simulacion en periodo extendido) trata el cambio
temporal en las variables de la forma mas sencilla posible (tanto, que ni lo
resuelve explicitamente). Consiste sdlo en la resoluciéon de sucesivos regimenes
permanentes. Por ello, las ecuaciones que toma en consideracion son
principalmente la de Bernoulli en las tuberias, considerando pérdidas y aportes
energéticos, y la de continuidad en los nudos, ademas de las necesarias para la

resolucion de las distintas pérdidas de carga y de las de equilibrio de malla en el
caso de que las redes sean malladas.

Este modelo sélo es adecuado al caso de que los cambios sean muy lentos. Asi,
su aplicacion al ejemplo antes mencionado de la operacion de una red en la que
las condiciones cambian de hora en hora, el modelo cuasi-estatico resuelve el
flujo en régimen permanente para las condiciones de la primera hora. A
continuacion, resuelve el régimen permanente para las condiciones de la

segunda hora, y asi sucesivamente, sin atender precisamente a como se produce
el cambio de una hora a la siguiente.

El modelo rigido (o de oscilacion en masa) si resuelve explicitamente el proceso
de aceleracion que sufre el flujo de fluido en un transitorio, asi como sus
consecuencias hidraulicas. Lo hace, sin embargo, asumiendo una simplificacion
drastica: supone que el fluido forma una masa rigida que se acelera
integramente al mismo tiempo (la imagen seria identificar el agua circulante con
una barra de acero indeformable). La ecuacion fundamental para la aplicacion
del modelo rigido es la ecuacion de Bernoulli generalizada:

tz ’z )
L SRS L ES L B P +th+—1—d—‘L 6.1)
7 2g ¥ 2g g dt



Tema 6. Transitorios

En el miembro derecho de esta ecuacion aparece el denominado término de

; . 1adv i o . i

inercia —;’-L, que contiene la variacion de la velocidad del flujo con el
b4

tiempo, y que representa la energia empleada en producir dicha aceleracion.

Este modelo es adecuado para resolver los transitorios que mas arriba se han

denominado como rapidos.

El modelo elastico (o golpe de ariete) no solo resuelve también el transitorio
explicitamente, sino que lo hace con unas simplificaciones minimas del sistema
real, prestando especial atencion a las propiedades elasticas tanto del fluido
como del material de la tuberia. Es decir, el agua que rellena la conduccion ya
no es una masa rigida sino elastica que puede deformarse de forma diferente en
distintas zonas, y lo mismo ocurre con la tuberia. Estos efectos elasticos son
particularmente relevantes en el caso de los transitorios causados por un evento
casi instantaneo.

Como ya se ha indicado son estos transitorios, muy rapidos, los que mayor
interés presentan por las consecuencias que pueden acarrear. Sin embargo, su
analisis solo resulta posible mediante la utilizacion del modelo elastico que es,
con diferencia, mucho mas complejo que los otros dos.

En este texto se adoptara una solucion de compromiso para cubrir esta materia.
En primer lugar se abordara la descripcion fisica de un fenémeno transitorio
caracteristico (cierre instantaneo de valvula), y a continuacion, sin entrar en
detalles pormenorizados, se calculara la peor consecuencia bajo las peores
condiciones que cabria esperar mediante la sencilla ecuacion de Joukowsky.

3. Descripcion fisica del fenédmeno

Para describir, paso a paso, las etapas caracteristicas de un transitorio hidraulico
se va a analizar un cierre instantaneo de valvula. La Figura 6-1 muestra la
instalacién tomada para ello, que consta de un depdsito, a la izquierda, cuyo
nivel de agua se mantiene constante, y una tuberia horizontal de caracteristicas
uniformes que conduce el agua desde el depdsito hasta el punto de descarga, en
su extremo derecho. La figura muestra la situacion inicial del sistema en la que
la valvula se encuentra abierta y el flujo de agua por la conduccién es en
régimen permanente, siendo Vo la velocidad del mismo. La linea de alturas
piezométricas es horizontal porque se estan despreciando las pérdidas de carga
en la instalacion, lo cual queda justificado ante la magnitud de las
sobrepresiones y depresiones que sufrira el sistema.
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— Pinicial

T

V=Vg —»

L,D

Figura 6-1. Condiciones iniciales antes del transitorio

El transitorio en si comienza (Figura 6-2a) cuando la valvula se cierra de forma
instantanea, esto es, asumiendo que el tiempo de cierre es de cero segundos. En
ese momento las particulas de agua que circulan por la tuberia chocan con la
valvula que se ha cerrado y se detienen bruscamente. Esta colision fisica unida a
la transformacion de energia cinética en elastica de presion da lugar a la
aparicion de una sobrepresion, AH, en ese punto de la instalacion.

Por su parte, las particulas de agua que vienen en un segundo término chocan
con las que acaban de pararse y, a su vez, se detienen entrando en sobrepresion
igualmente. A medida que todas las particulas de agua se van deteniendo a lo
largo de la tuberia al chocar con las que ya estan paradas, la sobrepresion que se
ha generado en la valvula al cerrarse, “viaja” aguas arriba de la tuberia. Esta es
la primera fase del transitorio (Figura 6-2b). Al final de la misma (Figura 6-2c), el
agua en el interior de la tuberia se encuentra detenida (velocidad nula) pero

sometida a una sobrepresion, AH, que suele ser varias veces mayor que la que
soporta en condiciones normales de operacion.

La velocidad a la que el pulso de presion, AH, “viaja” por la tuberia recibe el
nombre de celeridad de la onda de presion y se denota por la letra a. De este
modo, el tiempo que tardara en llegar desde la valvula hasta el depésito sera de
t=L/a, y esta es exactamente la duracion de la primera fase del transitorio.

Cuando el pulso de presion llega al depésito es absorbido por éste debido a la
mucha mayor cantidad de agua que tiene en comparacion con la que hay en la
tuberia. En ese instante (Figura 6-2c), ocurre que, estando detenidas tanto el
agua que llena el depdsito como la que llena la tuberia, la segunda tiene mas
altura piezométrica que la primera. Por ello, la consecuencia natural es que el
agua de la tuberia empiece moverse y se desplace hacia el depdsito. De este
modo, se inicia la segunda fase del transitorio. Cuando las particulas de agua
empiezan a moverse hacia el deposito transforman la energia de presion que
tienen acumulada en energia cinética por lo que recuperan su linea de alturas
piezométrica inicial (linea punteada). La segunda fase (Figura 6-2d) tiene lugar a
medida que toda el agua que contiene la tuberia empieza a moverse hacia el
depésito (despreciando pérdidas de carga, a la misma velocidad que tenia antes
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del cierre de la valvula pero en sentido contrario). En este caso, la tuberia es
recorrida de vuelta por un pulso de depresion, -AH, que restaura la linea de
alturas piezométricas inicial y que se mueve con la misma celeridad, a. La
duracién de la segunda fase también es de L/a, y el tiempo transcurrido desde
el inicio del transitorio de 2L/a.

o[

a) b = [ T
V=Vo— T V=Vo—» v=0 T
AH I AH " ____________
c) = |ttt d) ;
v=0 T «—V=-Vg v=0 T
e) -AH“_- f) l --A-I-;l ------
«—V=-Vg T +—V=-Vg v=0 T
] T -]
g) h) kN
v=0 T V=V —s v=0 T

Figura 6-2. Fases de un transitorio



136

Fundamentos de Mecdnica de Fluidos

Al final de la segunda fase (Figura 6-2€), el agua de la tuberia se esta moviendo
hacia el deposito. Cuando las Gltimas particulas de agua, las que estan en
contacto con la valvula cerrada, tienden a su vez a moverse hacia el deposito,
ocurre que dicha valvula cerrada ejerce un efecto de succion sobre las mismas
que les impide hacerlo. Estas particulas estan siendo traccionadas tanto por su
izquierda (por las particulas que se mueven hacia el depésito), como por su
derecha (por la valvula cerrada). El resultado es que no pueden iniciar el
movimiento y entran en depresion, -AH con respecto a la altura piezométrica
inicial. Es el principio de la tercera fase.

Al entrar en depresion, esas particulas transmiten a las siguientes el efecto de
succion que a ellas mismas les ha generado la valvula cerrada, por lo que las
siguientes particulas, a su vez, se detienen y entran en la misma depresion. Este
proceso se transmite aguas arriba de la tuberia, hacia el depodsito, en lo que
constituye la tercera fase del transitorio (Figura 6-2f). El pulso que recorre la
tuberia vuelve a ser de depresion, -AH, y el resultado es que toda ella queda
ahora con un nivel de piezométricas inferior al que tenia antes del inicio del
transitorio. La duraciéon de la tercera fase vuelve a ser L/a y el tiempo
transcurrido desde el inicio del transitorio hasta el final de la misma es de 3L/a.

Cuando el pulso alcanza el depésito, de nuevo es absorbido por el mismo,
concluyendo la tercera fase del transitorio (Figura 6-2g). En ese instante, toda el
agua de la tuberia esta en reposo y a una presién menor que la contenida en el
deposito. Asi el agua del deposito empezara a moverse hacia la tuberia. Tan
pronto como esto ocurre, las primeras particulas de agua en la tuberia recuperan
su presion inicial y comienzan a moverse en direccion a la valvula, empujando a
las siguientes. Esta es la cuarta fase del transitorio (Figura 6-2h). A lo largo de la
misma, toda el agua comienza a moverse de nuevo quedando a la presion inicial
anterior al transitorio. En esta fase la onda que recorre la tuberia es de
sobrepresion, AH. Al final de la misma, tras un tiempo de 4L/a desde el inicio
del transitorio, la situacién es la misma que la que se produce al inicio del
transitorio (Figura 6-2a). Por ello, todo el proceso volveria a repetirse de nuevo,
segun se ha explicado aqui, en ciclos de cuatro fases.
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Figura 6-3. Evolucién del pulso de presion y la velocidad

La Figura 6-3 (arriba) muestra la evolucion del valor de la presion a lo largo del
tiempo para dos puntos clave del sistema: el extremo derecho de la tuberia
(posicion de la valvula) y su punto medio. Como puede comprobarse, en el
extremo derecho el valor de la presion alterna entre los extremos maximo y
minimo, mientras que en el punto medio de la tuberia también llega a los
valores extremos, pero intercalando periodos de tiempo al nivel inicial. Estos
periodos son debidos al tiempo que tarda en llegar la onda desde los extremos
de la tuberia. Por su parte, la Figura 6-3 (abajo) muestra la evolucion de la
velocidad. Puede comprobarse el paralelismo que hay con la anterior teniendo
en cuenta la relacion entre presion y velocidad en cada fase del transitorio.
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4. El pulso de Joukowsky

La mejor forma de estudiar un transitorio como el descrito en el apartado
anterior es mediante el empleo del modelo elastico, lo cual resulta inabordable
desde el enfoque del presente texto. Sin embargo, si resulta posible plantear el
calculo del pulso de presion, AH, que puede aparecer en el sistema segun las
condiciones iniciales en la peor situacién de maniobra. Efectivamente, dicha
peor maniobra posible se produce cuando el tiempo de cierre es nulo. En tal
caso, puede demostrarse que el AH que se alcanzara sera mayor que el que
apareceria ante cualquier otra maniobra de cierre en la que el tiempo de la

misma fuese mayor que cero (podria ser un cierre rapido, incluso muy rapido,
pero no ya instantaneo).

El pulso maximo de presion que se toma de referencia critica en una maniobra

de cierre instantaneo recibe el nombre de pulso de Joukowsky. Y su calculo se
aborda a partir de la siguiente ecuacion:

i LY (6.2)
g

donde AH es el valor del pulso en metros de columna de fluido, a es el modulo
de la celeridad en m/s, Av es la diferencia de velocidad, en m/s, del flujo del
instante final del transitorio con respecto al instante inicial (maniobra), y g es la
aceleracion de la gravedad en m/s?. La funcién del signo negativo puede
explicarse como un ajuste del valor numérico a la realidad. Es decir, en el caso
de un cierre de vélvula completo como el comentado, la velocidad inicial del
flujo es vo y la velocidad final es obviamente nula ya que la valvula queda
cerrada, con lo cual Av termina siendo un valor negativo, y el resultado de AH
también seria negativo. Esto seria incoherente con la realidad, ya que ante un
cierre de valvula el primer pulso de presion que aparece es positivo

(sobrepresion), por lo que se hace necesario corregir el resultado cambiandole el
signo.

Resta por Gltimo revisar el calculo de la celeridad de la onda de presién, a. La
ecuacion para ello es la siguiente, en la que resulta clara la influencia de las
caracteristicas elasticas tanto del fluido como del material de la conduccion:

;5
P
= —_— 6.3
a ‘/W L
=
Ee



Tema 6. Transitorios

donde K es el mddulo de elasticidad volumétrico del fluido en N/m?, p es la
densidad del fluido en kg/m’, D es el diametro interior de la conduccion en m, E
es el modulo de Young del material de la conduccion en N/m?, y e es el espesor
de la conduccion en m.
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1.Introduccion

Entendemos por canales abiertos aquellas conducciones que presentan como
principal cualidad el disponer de una parte de su superficie abierta y en contacto
con la atmdsfera, por tanto a presion atmosférica. De ahi que también reciba la
denominacion de flujo en lamina libre.

El flujo en canales abiertos se debe a la accion de la gravedad actuando a través
de la pendiente de la solera y de la pendiente de la lamina libre del agua, a
diferencia de los conductos cerrados en los que el movimiento se produce debido
también al gradiente de presion en la direccion longitudinal del tubo. La
distribucion de presiones en la seccion transversal es hidrostatica, siendo las
fuerzas de viscosidad despreciables ya que suele trabajar en régimen turbulento.

2. Definiciones

Para empezar a trabajar con canales abiertos debemos definir las siguientes
variables, identificadas algunas de ellas con las partes que corresponden al
canal:

Lamina libre

A
v

cajeros

Calado

solera

>

A

Figura 7-1. Partes de un canal.

o Calado (y): Altura del tirante de agua en el interior del canal.
o Solera (b): Anchura del fondo del canal. Supone una magnitud fija.

o Lamina libre de agua (T, L): Superficie libre del fluido en contacto
con la atmdsfera. Esta a presion atmosférica. Su ancho depende de

Resguardo
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la geometria de la seccion transversal.

e Seccion mojada (S): Seccién que el liquido ocupa en el interior del
canal. Presenta dimension superficial.

o Perimetro mojado (c): Perimetro de la seccién mojada en el cual el
fluido y el canal estan en contacto. Tiene dimension lineal.

e Radio hidraulico (Ry): Relacion entre seccion mojada y perimetro
mojado S/C. Presenta también dimension lineal.

3. Analisis unidimensional

Un canal artificial presentara siempre una seccion transversal constante, no asi
un canal natural cuya seccion transversal es variable. El flujo en el interior del
canal es tridimensional, es decir el movimiento presenta componentes en los 3
ejes principales. Esto supone una importante complejidad en el analisis. Sin
embargo, en la mayoria de los canales artificiales y muchos naturales podemos
asumir la simplificacion de que las componentes secundarias son despreciables
frente a la componente en la direccion longitudinal del canal. Asumimos pues un
planteamiento que denominamos unidimensional. Solamente en casos concretos
como por ejemplo, llanuras de inundacion (requieren un analisis bidimensional) 6

rios de gran anchura (requiere un analisis tridimensional) el planteamiento
unidireccional no sera valido.

4, Clasificacion del flujo

En canales nos encontramos con distintos tipos de flujo. Su clasificacion
podemos hacerla basandonos en distintos criterios, aunque lo habitual es
encontrarnos la siguiente clasificacion:

» Basandonos en la dimension temporal del problema:

o Flujo permanente o estacionario: Se produce cuando el

calado y el caudal permanecen invariables en una seccion
transversal a lo largo del tiempo.

o Flujo no permanente o transitorio: Se produce cuando en
una seccion transversal, caudal y calado varian con el
tiempo. Es la situacion contraria a la anterior.

e Atendiendo a la dimension espacial:
o Flujo uniforme: Se produce cuando caudal y calado

permanecen invariables en todas las secciones transversales
de un canal, es decir a lo largo de todo su perfil
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longitudinal. Para que esto ocurra es condicion
indispensable que todo el canal presente la misma seccion
transversal y pendiente, lo cual ocurrirA en canales
artificiales.

o Flujo no uniforme o variado: A lo largo del eje longitudinal
del canal las distintas secciones transversales presentan
distinto caudal o calado.

A su vez el flujo variado se divide en:

= Rapidamente variado: cuando el cambio de calado
se produce en un tramo corto.

* Gradualmente variado: Cuando el cambio de
calado se produce a lo largo de una longitud de
conduccidn considerable. La separacion fisica entre
ellos no esta bien definida.

El flujo se clasifica espacial y temporalmente segln lo visto hasta ahora.
De esta forma encontraremos flujos uniformes y permanentes de forma
habitual, siendo los mas estudiados aunque también el no uniforme y
permanente 6 uniforme y no permanente. En la siguiente figura encontramos
ilustrados ejemplos de la anterior clasificacion:
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Uniforme y Permanente |=I, Uniforme no Permanente |=I,

i\w

Variado (gradualmente) y Per-

manente | = |, Variado (rapidamente) y Perma-
nente | = |,

Figura 7-2. Tipos de flujo.

5. Movimiento uniforme permanente

Cuando el liquido circula por un canal en las paredes del mismo aparece un
esfuerzo tangencial que se Opone a su avance. Si el peso del liquido atraido por
la gravedad supera la resistencia el liquido avanza. Cuando existe un equilibrio
entre resistencia y fuerza gravitatoria se establece el régimen uniforme. Si en

algiin momento las fuerzas gravitatorias superan la resistencia, el flujo pasara a
ser variado.

Caracteristicas fundamentales del régimen uniforme:

Todas las lineas de corriente son paralelas entre si y paralelas a la
solera, a la superficie libre del aguay a la linea de energia.

» Ladistribucion de presiones sobre la normal a la solera del canal resulta
hidrostatica.

e El angulo 6 que forman la solera y el plano de comparacion es tan
pequefo que podemos asumir que cos@ = /.
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Zs

solera

Plano comparacion J
A

Figura 7-3. Energia en un punto y en una seccion transversal.

En flujo en lamina libre se definen 3 pendientes fundamentales:

e Pendiente de la solera del canal (l,): Es la pendiente geométrica de
la solera del canal y por tanto se obtendra como lo=dzera’ dX

¢ Pendiente de la lamina del agua (l,): Como su nombre indica es la
variacion de la superficie libre del agua por unidad de longitud de la
conduccion. Por tanto ly=dZsmina/dX

« Pendiente motriz o pendiente hidraulica (l): Es la variacién de
energia por unidad de peso del fluido a lo largo de la conduccion.
Se vera con detalle en epigrafes posteriores.

Observemos la figura 7-3. En esta situacion, la energia disponible en un punto
cualquiera M de una seccion transversal, segun la ecuacion de Bernuilli sera:

2
p +I;4 (7.1)

H=z+-L
vy <8
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Donde:
- H, energia total en un punto

Z,, elevacion del punto 1 con respecto al plano de referencia
- V,, velocidad del fluido en el punto 1
- g, aceleracion de la gravedad

P4/y, altura de presion en el punto 1

Sabemos que en la lamina de agua (punto L) la presion atmosférica,

mientras que en la solera (punto S) la presion es igual a la columna de fluido
que hay por encima.

P .
z+—=z, =z, +y (7.2)
4

como:
d=y-cos6 (7.3) y =d-cos@ (7.4)
entonces:
y'=y-cos9-cos0=y-coszé? (7.5)
por lo que:

B 2
z+—=z, =z +y-cos°0 (7.6)
4
La energia en la seccidn valdra:

2
H=z,+y~coszt9+y— (7.7)
2g

Asumiendo que cos@ = I, entonces y-cos’ 6=y
2

H=z,+y+-li~ (7.8)
2g

La potencia de la corriente en la seccién vendra dada por la expresion:

y?
W=7-Q-[z+y+—} (7.9)
2g
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6. Distribucion de velocidades en una seccidn transversal

En el interior de un canal, la velocidad en toda la seccién transversal no es
homogénea, al igual que ocurria en conducciones cerradas. Se establece pues un
campo de velocidades que depende de la geometria de la seccion transversal,
del caudal circulante y de la rugosidad de las paredes y solera. Las velocidades
del fluido en contacto con paredes y solera suele ser nula o casi nula,
aumentando a medida que nos separamos de éstas. La velocidad maxima suele
darse en el eje vertical de simetria del canal y a una profundidad que oscila
entre 0,05 y 0,25 veces el calado. La velocidad media se suele obtener
promediando las velocidades obtenidas a 0,2 y 0,8 veces el calado.

En la siguiente figura podemos ver el perfil de velocidades tipico y una
representacion de contornos de isovelocidad 6 isotacas.

Figura 7-4. Campo de velocidades en la seccion transversal.

7. Coeficiente de Coriolis

Una consecuencia de esta distribucion irregular de velocidades en la ecuacion de
la energia es que la altura cinética medida en la practica resulta mayor que el
valor obtenido calculando

en el cual V es la velocidad media. De esta forma, el verdadero valor del
término cinético se obtiene multiplicandolo por un coeficiente que recibe el
nombre de Coeficiente de Coriolis a que oscila entre 1,03 y 1,36 para canales
rectos prismaticos.
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En canales de seccién rectangular y alineacion recta, el efecto de la
distribucion no uniforme de velocidades es discreto en comparacion con otras

incertidumbres que afectan a los célculos, por lo que se suele tomar la
unidad.

v? v?
H=zs+y-cos"9+a—=H=zs+y+— (7.10)
2g 2g

8. Pendiente motriz y tensién tangencial

Sea un tramo de canal de longitud L con flujo uniforme. En este, la seccion
transversal mojada es S, siendo las presiones hidrostaticas las mismas al inicio y

al final del tramo L. De esta forma el tramo supone un volumen de control en
equilibrio estatico.

0

Figura 7-5. Equilibrio de fuerzas en un tramo de canal.

Como se indico antes, la componente en el sentido de avance provocada por el
peso del liquido debe ser contrarestada con la tension tangencial que aparece en

las paredes en contacto con el mismo (perimetro mojado c). Asi pues acttan las
siguientes fuerzas:

*  Peso del liquido aplicado en G (centro de gravedad)

W=S-L.y (7.11)
¢ Tension tangencial

E=g -1 742
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Si proyectamos las fuerzas sobre el eje x, es decir sobre la solera del canal:
S-L-y-senf@=r1,-C-L (7.13)

Por lo que:

ro=7-%~sem9 (7.14)

La pendiente del canal es

%z-=ser19=lo (7.15)

y % el Radio hidraulico (Rp).

Entonces la tensién tangencial vendra dada por la expresion
to=y-R,-1, (7.16)

Por otro lado (lamaremos pendiente motriz a la perdida de energia por unidad
de longitud de canal. En régimen uniforme las tres lineas solera, lamina libre
y linea de energia son paralelas. La pendiente motriz se obtendra derivando la
linea de energia respecto de la longitud L.

2
H=z; +y~coszﬂ+7— (7.17)
g

Como la energia decrece en el sentido del movimiento, usaremos el criterio de
signo negativo para expresar la perdida de energia.

aH _ _dzs _dy AV | 548
dL dL dL dL\2g

Calado y velocidad permanecen constantes a lo largo del canal por defipicif;n
por lo que su derivada es cero. La variacion de energia es igual a la variacion
de cota o pendiente del canal, de ahi que reciba el nombre de pendiente
motriz:

dH =—d'l=senO=l (7.19)

TE dL
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donde:

- I, pendiente de la linea de energia

- o, pendiente de la solera del canal

Como el angulo 6 es muy pequeio (menor a 3°) podemos suponer que la

pendiente del canal /, =1g@~senf@=1

Por lo que I=1, (7.20)

9. Ecuaciones de pérdidas en flujo uniforme

9.1. La Formula de Chézy

Es la base del resto de expresiones de pérdidas.

universal de Darcy-Weisbach.
2

hr = f——o
f D 2g

Donde:
- f, factor de friccion

- D, didmetro de la tuberia

(7.21)

Partamos de la formula

Para generalizar la expresion a conducciones en lamina libre se define el
llamando didmetro hidrdulico (D, = 4R;,). Asi pues el diametro hidraulico sera:

Dyt
G

(7.22)

Dividiendo los dos miembros de la ecuacion 7.21 por la longitud L obtendremos:

} 2
1rIfV

L " 4R, 2g

Despejamos la velocidad:

V= PRy

(7:23)

(7.24)
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Para un canal de geometria y rugosidad dadas

4
.

sera practicamente constante por lo que podemos sustituirlo por un
coeficiente C. De esta forma la expresion 25 se conoce como férmula de
Chézy.

V=CJR-1, (725

Donde:
e V, velocidad media
e Ry, radio hidraulico
* o, pendiente geométrica de la solera del canal

e C, factor de friccion

9.2. La formula de Bazin

Bazin encontrd una relacién empirica para determinar C a partir de la expresion:

C= L4 (7.26)
1+ =
JR
y esta relacionado con el material de las paredes segun la tabla:
Naturaleza paredes y

Mortero cemento 0,06
Hormigon fino sin pulir, ladrillo o 0,16
Hormigén sin pulir, mamposteria 0,30
Mamposteria canto rodado 0,46
Tierra alisada 0,85
Tierra acabado ordinario 1,30
Tierra en malas condiciones 1,75
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9.3. La formula de Manning

Posiblemente sea la formula mas empleada en canales. Al igual que la formula
de Bazin, propone una ecuacion para determinar C:

176

c o (7.27)
n

Donde n es la rugosidad de Manning
Sustituyendo (6.27) en (6.25) resulta finalmente:

1

V=—-R,,2”-Io”" (7.28)
n

Como en todo momento debe cumplirse la ecuacion de continuidad Q = S -V

Q=%-S~Rh2” L (7.29)

Su amplia difusién radica en que los valores de n Maning estan bastante
contrastados experimentalmente. Sus dimensiones en S.I. son LT y los
valores mas caracteristicos podemos encontrarlos en la siguiente tabla.

Type of Channel and Description I Minimum l Normal lMaximuml

A. Natural Streams
1. Main Channels

a. Clean, straight, full, no rifts or deep pools 0.025 0.030 0.033
b. Same as above, but more stones and weeds 0.030 0.035 0.040
c. Clean, winding, some pools and shoals 0.033 0.040 0.045
d. Same as above, but some weeds and stones 0.035 0.045 0.050
e. Same as above, lower stages, more ineffective 0.040 0.048 0.055
slopes and sections
f.  Same as "d" but more stones 0.045 0.050  0.060
g." Sluggish reaches, weedy. deep pools 0.050  0.070  0.080
Very weedy reaches, deep pools, or floodways 0.070 0.100 0.150

with heavy stands of timber and brush
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2. Flood Plains

a.

Pasture no brush

1. Short grass

2. High grass

Cultivated areas

1. No crop

2. Mature row crops

3. Mature field crops

Brush

1. Scattered brush, heavy weeds

2. Light brush and trees, in winter

3. Light brush and trees, in summer

4. Medium to dense brush, in winter

5. Medium to dense brush, in summer

Trees

1. Cleared land with tree stumps, no sprouts
2. Same as above, but heavy sprouts

3. Heavy stand of timber, few down trees, little
undergrowth, flow below branches

4. Same as above, but with flow into branches
5. Dense willows, summer, straight

3. Mountain Streams, no vegetation in channel, banks

usually steep, with trees and brush on banks submerged

a.
b.

Bottom: gravels, cobbles, and few boulders
Bottom: cobbles with large boulders

B. Lined or Built-Up Channels

1. Concrete
a. Trowel finish
b. Float Finish
C. Finished, with gravel bottom
d. Unfinished
e. Gunite, good section
f.  Gunite, wavy section
8. On good excavated rock
h.  On irregular excavated rock

0.025
0.030

0.020
0.025
0.030

0.035
0.035
0.040
0.045
0.070

0.030
0.050
0.080

0.100
0.110

0.030
0.040

0.011
0.013
0.015
0.014
0.016
0.018
0.017
0.022

0.030
0.035

0.030
0.035
0.040

0.050
0.050
0.060
0.070
0.100

0.040
0.060
0.100

0.120
0.150

0.040
0.050

0.013
0.015
0.017
0.017
0.019
0.022
0.020
0.027

0.035
0.050

0.040
0.045
0.050

0.070
0.060
0.080
0.110
0.160

0.050
0.080
0.120

0.160
0.200

0.050
0.070

0.015
0.016
0.020
0.020
0.023
0.025
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2. Concrete bottom float finished with sides of:

a. Dressed stone in mortar 0.015 0.017 0.020
b. Random stone in mortar 0.017 0.020 0.024
c. Cement rubble masonry, plastered 0.016 0.020 0.024
d. Cement rubble masonry 0.020 0.025 0.030
e. Dry rubble on riprap 0.020 0.030 0.035

3. Gravel bottom with sides of:

a. Formed concrete 0.017 0.020 0.025
b. Random stone in mortar 0.020 0.023 0.026
c. Dry rubble or riprap 0.023 0.033 0.036
4, Brick
a. Glazed 0.011 0.013 0.015
b. In cement mortar 0.012 0.015 0.018
5. Metal
a. Smooth steel surfaces 0.011 0.012 0.014
b. Corrugated metal 0.021 0.025 0.030
6. Asphalt
a. Smooth 0.013 0.013
b. Rough 0.016 0.016
7. Vegetal lining 0.030 0.500

C. Excavated or Dredged Channels
1. Earth, straight and uniform

a. Clean, recently completed 0.016 0.018 0.020
b. Clean, after weathering 0.018 0.022 0.025
c. Gravel, uniform section, clean 0.022 0.025 0.030
d. With short grass, few weeds 0.022 0.027 0.033

2. Earth, winding and sluggish

a. No vegetation 0.023 0.025 0.030
b. Grass, some weeds 0.025 0.030 0.033
c. Dense weeds or aquatic plants in deep channels 0.030 0.035 0.040
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d. Earth bottom and rubble side 0.028
e. Stony bottom and weedy banks 0.025
f. Cobble bottom and clean sides 0.030

3. Dragline-excavated or dredged

a. No vegetation 0.025

b. Light brush on banks 0.035
4. Rock cuts

a. Smooth and uniform 0.025

b. Jagged and irregular 0.035

5. Channels not maintained, weeds and brush

a. Clean bottom, brush on sides 0.040
b. Same as above, highest stage of flow 0.045
c. Dense weeds, high as flow depth 0.050
d. Dense brush, high stage 0.080

(Modificado de HEC-RAS User’s manual).

10. Relaciones geométricas en las secciones mas comunmente utili-

zadas

En este epigrafe analizamos las secciones transversales mas cominmente
empleadas en la construccion de canales artificiales y la relacion entre las
variables hidraulicas que intervienen en cualquiera de las ecuaciones vistas en
el epigrafe anterior (Chézy, Bazin o Manning), es decir perimetro mojado (c),
radio hidraulico (Rs), seccion mojada (S) y la geometria de la seccién.

10.1. Seccién rectangular

0.030
0.035
0.040

0.028
0.050

0.035
0.040

0.050
0.070
0.080
0.100

En la siguiente figura podemos ver una seccion de tipo rectangular.

0.035
0.040
0.050

0.033
0.060

0.040
0.050

0.080
0.110
0.120
0.140
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< »
< »

Figura 7-6. Geometria rectangular.

Variables hidraulicas

Superficie mojada S=b-h (7.30)

Perimetro Mojado  c=2h+b (7.31)

Radio hidraulico R, = =_2-" (7.32)
C b+2h

10.2. Seccién trapecial

En la siguiente figura podemos ver una seccidén de tipo trapecial. Su rasgo
fundamental es que las paredes presentan una determinada inclinacién la cual
puede venir indicada en funcion del angulo que forma con la horizontal. Esto
hace que el ancho de la lamina de agua ya no sea constante sino que dependa
del calado

i »
Fa

Ty

< —

Figura 7-7. Geometria trapecial.
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De la figura 7-6 podemos extraer las siguientes relaciones:

L+b
wetg e B L=b+2n (7.34)
Por otro lado podemos escribir:
n=———-sen(90 - a)= ~cosa =hcotga (7.35)
cos(90 - a) sena

Sustituyendo el valor de n obtenido en (7.35) en (7.34), el ancho L valdra:
L=b+2hcotga (7.36)
Sustituyendo (7.36) en (7.33):

_b+2hcolga+b.h_

5 h(b + heot gar) (7.37)

S

Despejamos b en (7.37):
b=l£—l1corga (7.38)
1

Por otro lado definimos el perimetro mojado c a partir de la figura 7-6 como:

2h
sena

c=b+ (7.39)

A la definicién de perimetro mojado le sustituimos (7.38):

c=£—hcotga+ 2 (7.40)
h sena
c___£+h(2—cosa) (7.41)

h sena

Por lo que finalmente el radio hidraulico quedara definido como:

R= h(b+hcolga) (7.42)
& 2h

sena

157



158

Fundamentos de Mecdnica de Fluidos

10.3. Seccion circular

En la siguiente figura podemos ver una seccion de tipo circular. La seccion
circular queda perfectamente definida conociendo el radio del mismo vy el
angulo v que forman los dos puntos A y B de contacto de la lamina libre con la
pared del canal.

Figura 7-8. Geometria circular.

La seccién ocupada por el fluido podemos obtenerla por diferencia entre el
area del sector circular 0AB y el triangulo 0AB.

S=mer? -—2‘9;— érzsenH =%r2(6-sen0) (7.43)

SectorOAB  TridnguloOAB
El perimetro mojado sera la longitud de la cuerda AB, por lo que se obtiene
facilmente a parir de la expresion:
c=0-r (7.44)

Finalmente, el radio hidraulico vendra dado por la relacion entre (7.43) y (7.44):

r sen@
R=—|1- 3
2( 2 j (6.45)

11. Seccion hidraulicamente 6ptima

Como se ha visto en el apartado anterior, existe una relacion entre la geometria
de la seccion transversal y las variables hidraulicas. En cada seccion, existira una
relacion entre las distintas dimensiones de la seccion transversal que hara que el
caudal que es capaz de transportar sea maximo. Esto coincidira con aquella
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seccion mojada que genera un perimetro mojado minimo, ofreciendo por tanto
minima resistencia.

11.1. Seccion rectangular
De (7.30) despejamos b y lo sustituimos en (7.31) para obtener c:

S=b-h = b=l£ (7.46)
1
c=2h+-‘f7 (7.47)

Para obtener la funcién que hace minimo el perimetro mojado debemos
derivar (7.47) respecto de h e igualarlo a cero.

e 5.8 5 = §=0F = h=\/§ (7.48)

Sustituyendo el valor de S de (7.48) en (7.47):

2
c=2h+2—7—=4h (7.49)
h

Que nos indica la relacién que debe haber entre calado y perimetro mojado
en la seccion de minima resistencia. Sustituyendo (7.49) en (7.31) obtendremos
la relacion entre calado y anchura:

4h=2h+b = b=2h (7.50)

Por lo que finalmente el radio hidraulico de la seccion de minima resistencia
sera, sustituyendo (7.50) en (7.32):

b-h b 2h _h

"“qh 4 4 2

11.2. Seccion trapecial

Partimos de la expresion obtenida para el perimetro mojado en .('7.41)‘ Para
obtener el perimetro mojado minimo debemos derivar dicha expresion respecto

de h e igualarla a cero:

S 2-cosa de S 2-cosa -0

pE e ==

— = (7.51)
h sena dh h- sena
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De donde podemos despejar la seccion y el calado de minima resistencia:

h= JM (7.52) Gupft S8 ey
2-cosa

sena

Sustituimos (7.53) en (7.41) y obtendremos el perimetro mojado de minima
resistencia:

% 2-cosa
sena +hZ—cosa=2h2—cos¢z (7.54)

h sena senx

c=

Finalmente para obtener el radio hidraulico de minima resistencia,
planteamos el cociente entre (7.53) y (7.54):

h’(2-cosa)
Ry=S-_sena _h
< 2-cosa 2
sena

Para determinar completamente el problema debemos obtener el ancho de la
lamina libre L. Para ello partimos de (7.36) de donde despejo b.

b=L-2hcotga (7.56)
Sustituyendo (7.56) en (7.37):
S=h(L-2hcotga+hcotga)=h(L-hcotga) (7.57)
Igualando (7.53) y (7.57):
=
hzﬂ=h(L—hcolga) (7.58)
sena
Despejamos L:
L=h2—cosa+hcosa (7.59)
sena sena
Bt (7.60)
sena

Expresion que resultara de suma utilidad a la hora de resolver problemas de
disefno de canales.
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11.3. Seccion circular

Para la seccion circular se pueden plantear dos problemas. La obtencion del
calado que proporciona la velocidad maxima o el calado que proporciona el
caudal maximo.

Calado de velocidad maxima

Para una pendiente y rugosidad conocidas, la velocidad sera maxima cuando
lo sea también el radio hidraulico.

Partimos de la expresion del radio hidraulico en la seccion circular (7.45) y la
derivamos respecto de 8 y la igualamos a cero para que cumpla la condicién
de maximo:

drR _r sen9—cas@~0=0 (7.61)

a0 2 9’

sen@—-0-cos@=0 (7.62)

Ecuacion que se cumple para los siguientes valores:
6=257°37" y h=1,62r
0 =4,5 rad.
Calado de caudal maximo

En el caso de un canal en el cual pendiente y rugosidad permanecen constan-
tes, podemos despejar el caudal de la formula de Manning:

2 )
2 3 s3
0=K-S-R}=K-S- 5— =K-=5 (7.63)
C} Cg
5
3 s
El caudal sera proporcional a —- 6 lo que es lo mismo a —-. Derivando esta

= (&
e’ )
Ultima expresién con respecto a @ e igualando a 0 para obtener la condicion
de maximo:

s 5-S4|iir"(l—cos0)]~c"—S"~2c‘~r
‘_’(5_,]= 2 = =0 (7.64)
.

do c
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operando y simplificando la ecuacion anterior:

%(l—cos@)-c-r:ZS (7.65)
i;(/-cose)-,-.oq-=r-’(0-sen0) (7.66)

%(l—cos@)@:&—sen@ (7.67)
5(1-cos0)9 = 2(0 - send) (7.68)
50-50cos@ =20 - 2senf (7.69)
30-50cos0+2send@ =0 (7.70)

Ecuacion que puede ser resuelta por tanteos y se verifica para:
6=5,28 rad
0=302°20°
h=1,88r

12. Curva de capacidad de un canal en régimen uniforme

En un canal en el cual esta establecido el régimen uniforme, es posible em-
pleando la formula de Manning, dejar el caudal en funcién Gnicamente del
calado, siendo el resto de variables un parametro conocido.

!
Q=;~S-R,,2”~10”2 (7.71)
1/2 ) 1[/2
0= SRS = ——f(h) (7Y

Logicamente la funcion f(h), serd distinta segin las relaciones geométricas
vistas en cada seccion transversal. Para el caso de la seccion circular su re-
presentacion puede verse en la figura 7-8.
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Q
Figura 7-9. Curva de capacidad del can(alr.m

13. Velocidades maximas y minimas

En el interior de un canal no deben superarse unas determinadas velocidades
maximas, por criterios de erosion, y minimas por problemas de sedimentacion.
El valor minimo dependera del tamaiio de los solidos en suspension, siendo un
valor totalmente orientativo el de 0,5 m/s. Segun el U.S. Bureau of Reclama-
tion del gobierno de los Estados Unidos, unos posibles valores maximos son los de
la siguiente tabla.

Material Agua clara Agua con sedimentos

Arena fina 0,45 0,75

Limo arenosos 0,50 0,75

Arcillo limoso 0,60 0,90

Arcilla aluvial 0,60 1,10

Limo firme 0,75 1,10

Arcilla compacta 1,15 1,50

Sedimentos aluviales 1,15 1,50

Pizarras 1,80 1,80

Grava fina 0,75 1,50

Limo con cantos rodados 1,10 1,50

Arcilla con cantos rodados 1,20 1,65

Grava gruesa 1,20 1,80

Cantos rodados y piedras sueltas 1,50 1,65

Hormigon 6,0 6,0

Fabrica de ladrillo rejuntado de 2,5 2,5
mortero

Fabrica de ladrillo revestido de 40 40
mortero

Acero 10 10
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14. Diseno de canales

A la hora de disefar una conduccion en lamina libre, el numero de variables que
hay que decidir es muy superior al caso de tuberias. A continuacion se expone
una posible metodologia para realizar el disefo.

a) Fijar como datos de partida el caudal Q, la rugosidad n y la pendiente .

b) De la formula de Manning separamos los términos conocidos de las variables.

s-RY = 2" (7.73)

T

¢) Sustituir S y Ry, por las expresiones hidraulicamente 6ptimas en funcion de h.
El resultado sera una ecuacion en la que h es la Unica incognita. Se resuelve por
tanteos, y a partir de las relaciones geométricas vistas en epigrafes anteriores se
deducen el resto de dimensiones del canal.

15. Flujo permanente no uniforme

El flujo uniforme se da exclusivamente en canales artificiales. En cauces natura-
les el calado es variable a lo largo del eje de las x pues es muy dificil que la
pendiente, la rugosidad o la seccion transversal se mantengan constantes.

La principal cualidad del flujo permanente no uniforme es que la superficie libre
del agua ya no es paralela a la solera ni paralela a la linea de energia.

Calado normal: Para analizar la situacién de movimiento no uniforme, es habi-
tual tomar como referencia el movimiento uniforme. Un determinado caudal
circula entre dos secciones transversales de un canal en el cual se mantienen
constantes la seccion transversal, la rugosidad y la pendiente de distinta forma
segun se aprecia en la figura siguiente. Solamente en la situacion en la que la
superficie libre es paralela a la solera el flujo sera uniforme. En las otras dos
situaciones el flujo es variado. Al calado y, establecido en situacion de movi-
miento permanente lo llamaremos calado normal.
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y>Yo I<lo M.Retardado

y<¥Yo I>lo
M.Acelerado

Figura 7-10. Calado normal.

En movimiento uniforme la velocidad media se mantiene constante puesto que
la fuerza de gravedad que interviene sobre el peso y pone en marcha al fluido,
es contrarrestada por el esfuerzo tangencial de rozamiento contra las paredes
del canal.

En el movimiento variado la pérdida de energia varia de una seccion a otra en
funcion del calado observado. Un calado superior al calado normal y>y, implica
una velocidad menor a la velocidad en flujo uniforme por lo que las pérdidas de
carga se reducen de forma proporcional. En esta situacion la pendiente de la
superficie libre es menor a la pendiente de la solera I<lo.

Con calados inferiores al calado normal, la situacion serd la contraria, es decir
existe una velocidad superior a la uniforme, mayores pérdidas, verificandose que
|>|o.

16. Energia Especifica

Llamamos energia especifica, a la energia por unidad de peso disponible en
una seccion transversal, medida desde la solera de la conduccion, sin tener en
cuenta la energia de posicion respecto a un plano de referencia comun. Asi

tenemos:
2

H,= y+% (7.74)
Donde:
- H,, energia especifica
-y, calado o tirante de agua en el interior del canal

-V, velocidad media del fluido

y=yo I=lp M. Uniforme
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V3/2g

Yo

A4

Figura 7-11. Energia especifica.

Como la energia total viene dada por la expresion:

p?
H=z+y+— (7.75)
2g

Podemos expresarla también asi:

H=z+H, (7.76)

En movimiento uniforme H, permanece constante en todas las secciones pues o
hace el calado y la velocidad, sin embargo en flujo variado H, puede aumentar o
disminuir entre dos secciones debido a que la cantidad de trabajo de mas o de
menos que produce el peso del fluido atraido por la gravedad en la direccion de
la pendiente del canal y que no es contrarestado por el rozamiento, se suma 0
resta directamente a la energia especifica.

Para ver como varia la energia especifica en la direccion de la corriente derive-
mos la expresion anterior:

dH _dz dH,

—_——

dX dX dX

(7.77)

dH
—— =-[; pendiente motriz (7.78)
ax P

—di =-1,; pendiente de la solera (7.79)

dX
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La variacion longitudinal de la energia especifica viene dada por la diferencia
entre la pendiente motriz y de la solera del canal:
dH,

—=1,-1 7.80
g e (7.80)

Como principales caracteristicas del flujo no uniforme tendremos:

e Las pendientes de la solera y motriz no tienen porqué ser paralelas entre si
ni paralelas a la lamina del fluido.

¢ Cuando el calado es superior al calado normal y>y,, H, crece en la direc-
cion de la corriente, decreciendo cuando y<y, siendo esta la principal dife-
rencia entre H y H,, ya que H decrece siempre en la direccion del movi-
miento.

e Por otro lado, cuando y<y, la pendiente de la linea de energia | es mayor
que la pendiente de la solera lo (I>lp) ocurriendo lo contrario cuando y>y,,
(I<lg). La diferencia entre ambas pendientes I, e | nos indica la variacion
de energia especifica en la direccion del movimiento.

17. Curva de energia especifica

Si representamos el calado y, frente a energia especifica H, para una conduc-
cién en lamina libre, obtendremos una parabola con dos ramas asintoticas
como las de la figura siguiente.
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y
gi [t
ye [ ... Régimen lento_ ¢ e
) ‘y Régimen Rapido
y: [
\4 H
Hoc Ho Ho

Figura 7-12. Curva de energia especifica.

La recta y = H,, es una recta con 45 grados de pendiente y muestra el limite
al cual se produce que toda la energia esta en forma de calado, y por tanto la
velocidad es nula. En esa situacion v=0, y no hay movimiento. Es por ello

que la curva de energia especifica tiene dos ramas asintdticas, una para y=x y
otra para y=0.

La distancia horizontal hasta la recta es el calado y, mientras que la distancia
hasta la curva es el término cinético v*/2g, siendo la suma de ambas H.

Para cualquier nivel de energia Hy,>Hq, el movimiento del agua se puede rea-
lizar con dos calados distintos, y>y; y2<Yy.. Para un nivel de energia
Ho<Hoc,el movimiento no es posible.

La curva anterior realmente estad definida para una seccién rectangular de
gran anchura, por facilidad de estudio, pero se cumple de forma generalizada.

Para este caso concreto, el caudal circulante Q, se expresa como caudal por
unidad de anchura q:

q=Q V:i:i (7.81)
T y
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Por tanto la funcion representada es:

2
(7.82)

Hy=y+
2g-y?

N

Figura 7-13. Seccion trasversal representada en la curva de energia
especifica.

Para un cierto caudal q=constante, cualquier variacién de |, de S o de n, pro-
ducen cambios de calado y.

Propiedades del régimen critico

- La energia especifica es minima para un caudal dado

- El caudal es maximo para una energia especifica dada

- ElnUmero de Froude es 1 (ver epigrafe siguiente)

- La velocidad es igual a la celeridad de onda (ver epigrafes siguientes)

18. Calado critico

Denominamos calado critico, al calado que permite trasegar un cierto caudal
con energia especifica minima. Para este calado, al ser H, minima, es un va-
lor Gnico para el cual existe solamente un calado, que llamaremos critico, y
una velocidad que también llamaremos critica.
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Ya sabemos que la energia especifica vale:

VZ
H,=y+— (7.83)
2g

ademas, en cualquier caso, se debe cumplir la ecuacion de continuidad:

0=5V = V=% (7.84)

2
or tanto: H,=y+—— (7.85)
P 2gS?
Hemos dicho que el calado critico se produce, cuando la energia especifica es
minima. Para obtener dicha condicion, derivamos H, respecto a y, y lo iguala-
mos a cero:

Bl i (7.86)
dy

Como la condicion que buscamos se debe cumplir para cualquier geometria de la
conduccion, y en ésta, la seccion es funcion del calado:

S=S(y) (7.87)

T=T(y) (7.88)

dH
=0 7.89
5 (7.89)
et
I+= Y -0 7.
22 - (7.90)
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V¥/2g

Figura 7-14, Seccion trasversal condicion de calado critico.

como:
Tdy=dS
Entonces:
2
1+ _Q___ =0
g
Resultando finalmente:
v
TQJ -
gSs

la condicion que debe cumplir una seccion transversal para poder afirmar que

(7.91)

(7.92)

(7.93)

el calado y por tanto la velocidad son criticos, y H, la minima.

Dada una seccién transversal cualquiera, debemos obtener las secciones mo-
jadas (S) y las anchuras de la lamina del agua (T) que generan pequenos in-
crementos de calado (y), para llegar por tanteos a aquella combinacion que

da como resultado la unidad.
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En el caso particular de un canal rectangular, S se puede poner en funcién de y,
llegando a una ecuacion explicita que es la Unica que tiene solucion directa:

2
Yeritico = 3 q_ (7 .9 4)
U g

19. El nimero de Froude

Para poder caracterizar el régimen de flujo establecido en la conduccién en
lamina libre, al igual que ocurre en conducciones, se recurre a la relacion
entre la energia cinética y la potencial (fuerzas de inercia/fuerzas de grave-
dad), siendo éste el denominado nimero de Froude.

(7.95)

Donde:
- F, nimero de Froude
-V, velocidad media en el canal
- g, aceleracion de la gravedad

- ; , calado medio en la seccion obtenido como S/T.

La raiz del producto V&” nos indica la velocidad de propagacién de una onda
en la superficie libre del fluido en el interior del canal. De esta forma, la
relacion entre la velocidad del fluido y la velocidad de propagacion de la per-

turbacion nos da un nimero que permite establecer la siguiente clasificacion
para el régimen:

Flujo Calado Velocidad F

Fluvial, lento o subcritico Y>Ye V<V, <1
Critico = v=v, =1

Torrencial, rapido o supercritico y>Ye V>V, >1
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En el régimen torrencial la velocidad del fluido supera a la velocidad de pro-
pagacion de la onda por lo que solo podra trasmitirse aguas abajo ya que es
arrastrada. En el régimen fluvial la onda se propagara en ambas direcciones.

Una propiedad fundamental del flujo en cada uno de los regimenes es el au-
mento o la disminucion del calado para una variacion de la energia especifica:

i 1H
- Régimen lento: H, aumenta cony: = 52" >0
y

o o dH
- Régimen rapido: H, disminuye cony: = -(»{1 <0
y
Esto podemos observarlo en una elevacién local del fondo de un canal. En
régimen lento (y>y.) la lamina de agua se deprime mientras que en régimen
rapido (y<y.), la lamina de agua se eleva.

En los canales artificiales, es habitual disefios donde F oscila alrededor de 0,5.

20. La curva de remanso

Es la maxima expresion del flujo permanente no uniforme gradualmente va-
riado. Se produce siempre aguas arriba de un obstaculo importante en un
cauce.

Recordemos que la energia total en una seccion transversal viene dada por la
expresion:

v?
H=z+y+— (7.96)
2g

La variacién de energia entre dos secciones vendra dada por su derivada:

2
_‘ﬂ=£+‘_i«‘i+_l_ﬂ_ (7.97)
dX dX dv 2g dX

) y?
sy, W L B g

° dx 2g dX

Si derivamos aparte el ultimo término:

bd

av? d Q’

_d 2 d 1
dX dx §? dx S

—525— (7.99)
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si multiplicamos y dividimos por dy/dx, y sustituyo ds/dy = T
dv? _-20"dsdy -20°Tdy

= 2= (7.100)
dx s dydx S dx
Sustituyendo en la ecuacion inicial
2
-1=-IO+Q+L‘2Q i/ (7.101)

dx 2g S dx

2
10-1=f’—y-[ —ﬂ] (7.102)

dx gSJ
% = —% (7.103)
=

Si empleamos la expresion de Manning para estimar las pérdidas de carga:

0= s-ileo’“ (7.104)
n

Resulta finalmente:

I ( x ]
0~ 273
SRy’
%=—~—Q;’T—— (7.106)

Ecuacion diferencial de la curva de remanso, la cual permite obtener el perfil de
la lamina libre del agua, siempre y cuando se disponga de un punto donde el
tirante es conocido. La curva de remanso puede resolverse por el método por
tramos, por el método de las iteraciones o por el método numérico de Runge-
Kutta.
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21. Resalto hidraulico

Es el caso mas tipico de flujo permanente no uniforme, rapidamente variado.
Se produce en los pasos de régimen rapido a régimen lento, produciéndose
una pérdida de energia. Se puede observar a la salida de un desagiie bajo una
compuerta o en un cambio brusco de nivel de un canal.

Para un caso de geometria rectangular, con un caudal unitario q=Q/b (b ancho
del canal), suponiendo como hasta ahora una distribucion hidrostatica de pre-
siones, podemos observar:

Vi /Zg V22/2g

A Yeritico Y2

Y1

Figura 7-15. Resalto Hidraulico.

Segln la ecuacion de continuidad se debera cumplir:
q,=q, (7.107)

VIV =YV, (7.108)
A su vez, segln la ecuacién de la energia, se debera cumplir:

2 >

v, v,?
S AH =y, + —— (7.109)
Yi 2g Y 2g

Finalmente, segun la ecuacion de cantidad de movimiento, debera cumplirse:

Z[? =pQ(vy-v,) (7.110)
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