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              p i r v e l i   n a w i l i 
 

s t a t i k a 
 
   §1.1.  ØÄÑÀÅÀÊÈ.  ûÈÐÈÇÀÃÈ  ÚÌÄÁÄÁÈ 

 
 ùåäìñ  âàðøäëí  ñàë÷àðíøè  àðñäáóêè  ÷åäêà  ëíåêäìà  àðèñ  
ëàòäðèèñ  ëíûðàíáèñ  ãà  óðçèäðçõëäãäáèñ  ñþåàãàñþåà  ôíðëa.   
ëàòäðèèñ  ëíûðàíáèñ  ôíðëäáè  ëðàåàêñàþàà  ãà  
óðçèäðçãàéàåøèðäáóêè.  ëàç  øíðèñ  äðç-äðçè  óëàðòèåäñè  ôíðëà  
àðèñ  ëäõàìèéóðè  ëíûðàíáà. 
 ëäõàìèéóðè  ëíûðàíáà  äüíãäáà  ìèåçèäðè  ñþäóêäáèñ  
âàãààãâèêäáàñ  ñþåà  ñþäóêäáèñ  ëèëàðç  ñèåðúäñà  ãà  ãðíøè. 
  ëäõàìèéóðè  ëíûðàíáèñ  âàìþèêåèñàñ  ñèåðúäñà  ãà  ãðíøè  
ñàýèðíà  åèúíãäç  ðà  ëíûðàíáñ,  ä.è.  âàìåñàæöåðíç  ëíûðàåè  
íáèäõòè,  ìèåçèäðè  ñþäóêè.  ëäõàìèéàøè  ûèðèçàãàã  âàìèþèêàåäì  

ëíûðàåè ñþäóêèñ  íð  ëìèøåìäêíåàì  ìèøàìñ  ëèñ  âàìôäìèêíáàñ  
(ìèåçèäðè  ñþäóêèñ  âäíëäòðèóê  ôíðëàñ)  ãà  ìèåçèäðäáàñ  (ëàñàñ  
ãà  ëèñ  âàìàüèêäáàñ  ëíúäëóê  âäíëäòðèóê  ñèåðúäøè).  
àëàñçàìàåä,  ëèöäáóêèà  ãàøåäáà,  ðíë  àë  ñþäóêèñ  ÷åäêà  ñþåà  
ôèæèéóðè  çåèñäáäáè  äðçìàèðèà. 
 Mmecnierebis im dargs, romelic Seiswavlis nivTieri 
sxeulebis meqanikur moZraobas da adgens am moZraobis 
zogad kanonebs, ewodeba  T e o r i u l i   m e q a n i k a. 
 Teoriuli meqanika Tavisi safuZvlebidanve mWidrod 
aris dakavSirebuli teqnikasTan. igi iqmneboda da 
viTardeboda teqnikis  ganviTarebasTan erTad.  teqnikis  
ganviTareba sul axal-axal amocanebs ayenebda meqanikis 
winaSe, rac xels uwyobda meqanikis ganviTarebas. Tavis 
mxriv meqanikac did zegavlenas axdenda da xels uwyobda 
teqnikur progress. 
 ëäõàìèéóðè  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêà  üàðëíàãâäìñ  òäõìèéóðè  
ëäúìèäðäáèñ  ÷åäêàæä  ëçàåàð  ãà  êíâèéóðàã  áóìäáðèå  àëíúàìàñ. 
 ðíâíðú  ÷íåäê  ëäúìèäðäáàñ,  çäíðèóê  ëäõàìèéàñàú  éåêäåèñ  
ñàôóûåêàã  óãäåñ  ãàéåèðåäáà,  úãà,  îðàõòèéà.  çäíðèóê  ëäõàìèéàøè  
ôàðçíã  âàëíè÷äìäáà  ëàçäëàòèéóðè  ëäçíãäáè,  àáñòðàõòóêè  
(âàì÷äìäáóêè)  úìäáäáè,  ëíåêäìàçà  ëíãäêäáè,  êíâèéèñ  éàìíìäáè. 
 çäíðèóê  ëäõàìèéàøè  øäëíöäáóêè  çèçõëèñ  ÷åäêà  ñàü÷èñè  
úìäáà  àðñäáèçàã  üàðëíàãâäìñ  âàðéåäóê  àáñòðàõúèàñ  àì  ëíãäêñ.  
ëàçè  øäëíöäáèñàñ  âàçåàêèñüèìäáóêèà  èñ  ûèðèçàãè,  
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âàìëñàæöåðäêè,  ðàú  àðñäáèçèà  âàìñàþèêåäê  ëäõàìèéóð  
ëíûðàíáàøè.  àñä  ëàâàêèçàã,  ðäàêóðè  ìèåçèäðè  ñþäóêèñ  ëàâèåðàã  
ëäõàìèéàøè  âàìèþèêàåäì  ëèñ  èñäç  àáñòðàõúèóê  ëíãäêñ,  
ðíâíðèúàà  ìèåçèäðè  üäðòèêè,  àáñíêóòóðàã  ë÷àðè  ñþäóêè  ãà  
ñþå.  ëþíêíã  àñäç  ëíãäêäáæä   àâäáóêè  ëäõàìèéèñàçåèñ  øäèûêäáà  
øäëóøàåãäñ  èñ  ëäçíãäáè,  ðíëêäáèú  ñàøóàêäáàñ  ëoâåúäëäì  
øäåèñüàåêíç  ðäàêóðè  íáèäõòäáèñ  ëíûðàíáà.  øäëãäâ  ëèöäáóêè  
øäãäâäáè  ëíüëãäáà  úãèç,  îðàõòèéèç. 
 Teoriuli meqanikis kursi iyofa sam nawilad: statika, 

kinematika, dinamika. 

 s t a t i k a  Seiswavlis ZalTa erTi sistemis gardaqmnas mis 
ekvivalentur sxva ufro martiv sistemad da nivTieri sxeulebis 
wonasworobis pirobebs masze modebuli Zalebis moqmedebisas. 
      statika – berZnuli sityvaa statike - ëíûöåðäáà üíìèñ,  
üíìàñüíðíáèñ  øäñàþäá. 

     é è ì ä ë à ò è é à  øäèñüàåêèñ ñþäóêçà ëíûðàíáèñ éàìíìäáñ;  
amasTanave ar Rebulobs mxedvelobaSi am  ëíûðàíáèñ  âàëíëüåäå  
ëèæäæäáñ  (ûàêäáñ),   ä.è. øäèñüàåêèñ  ëíûðàíáèñ  âäíëäòðèóê  
çåèñäáäáñ. 

kinematika -– berZnuli sityvaa. kinema (kinematos) – ëíûðàíáà. 
 Dd i n a m i k a  øäèñüàåêèñ ìèåçèäð ñþäóêçà ëíûðàíáèñ 
éàìíìäáñ, am  ëíûðàíáèñ  âàëíëüåäå   ZalebTan kavSirSi. 
 Ddinamika – berZnuli sityvaa  dynamis – ûàêà. 
     dinamikaSi gamoyavT meqanikuri moZraobis ZiriTadi kanonebi. 

çäíðèóêè  ëäõàìèéèñ  ÷íåäê  ìàüèêñ  àõåñ  çàåèñè  úìäáäáè  ãà  
àõñèíëäáè  (îðèìúèîäáè).   
 âàåäúìíç  ëäõàìèéèñ  æíâèäðç  ûèðèçàã  úìäáàñ  ãà  âàìëàðòäáàñ. 
 ì è å ç è ä ð è    ü ä ð ò è ê è  äüíãäáà  ñþäóêñ,  ðíëêèñ  
âàìæíëèêäáäáè  ëíúäëóê  øäëçþåäåàøè  øäèûêäáà  óâóêäáäêå÷íç. 

ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  úìäáà äèêäðëà  øäëíèöí,  ðíëêøèú    
èâóêèñþëäáíãà  èëãäìàã  ëúèðä  æíëäáèñ  ñþäóêè,  ðíë  ëíûðàíáèñ  
îðíúäñøè  øäèûêäáà  óâóêäáäêå÷íç  ëèñè  ìàüèêäáèñ  âàìñþåàåäáà  
(éèìäëàòèéóðè  âàìñàæöåðà),  àì  èñäçè  ñþäóêè,  ðíë  ëèñè  ëúèðä  
æíëäáèñ  øäãäâàã  øäèûêäáà  ùàåçåàêíç  çèçõíñ  ÷åäêà  ûàêà  
ëíãäáóêèà  äðç  âäíëäòðèóê  üäðòèêøè  (ñòàòèéóðè  âàìñàæöåðà).   
äèêäðëà  øäëíèöí  ëäíðä  úìäáàú - àáñíêóòóðàã  ë÷àðè  ñþäóêèñ  
úìäáà. 
 ì è å ç è ä ð    ü ä ð ò è ê ç à   ñ è ñ ò ä ë à   (àìó    ë ä õ à ì è 
é ó ð è     ñ è ñ ò ä ë à)  äüíãäáà  üäðòèêçà  èñäç  äðçíáêèíáàñ,  
ðíëäêøèú  ÷íåäêè  üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáà  àì  ëíûðàíáà  
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ãàëíéèãäáóêèà  àë  ñèñòäëèñ  ñþåà  üäðòèêäáèñ  ëãäáàðäíáàæä  àì  
ëíûðàíáàæä. 
 ÷íåäê  ôèæèéóð  ñþäóêñ  ëäõàìèéàøè  âàìèþèêàåäì,  ðíâíðú  
ìèåçèäð  üäðòèêçà  âàðéåäóê  ñèñòäëàñ. 
 ìèåçèäð üäðòèêçà  èñäç  ñèñòäëàñ, ðíëêèñ ìäáèñëèäð  íð 
üäðòèêñ  øíðèñ  ëàìûèêè  àð  èúåêäáà ëíûðàíáèñ mTeli drois 

ganmavlobaSi  äüíãäáà óúåêàãè  ëäõàìèéóðè ñèñòäëà àìó  à á ñ í ê ó 
ò ó ð à ã   ë ÷ à ð è   ñ þ ä ó ê è. 

äñ àðèñ ë÷àðè ñþäóêèñ çäíðèóêè ëíãäêè, ðíëêèñ ÷íåäê íð 
üäðòèêñ øíðèñ ëàìûèêè óúåêäêè ðùäáà, ðàâèìã ãèãè ûàêàú óìãà 
ëíõëäãäáãäñ ëàñæä; ä.è. äñ àðèñ ñþäóêè, ðíëêèñ  âäíëäòðèóêè ôíðëà 
ãà æíëäáè àð èúåêäáà ñþåà ñþäóêäáèñ ëäõàìèéóðè æäëíõëäãäáèñ 
øäãäâàã. ëàñ æíâÿäð  óúåêàã  ìèåçèäð  ñþäóêñ   óüíãäáäì. 
 àáñíêóòóðàã  ë÷àðè ñþäóêèñ úìäáà ãààãâèìà  äèêäðëà. äñ úìäáà 
àóúèêäáäêè îèðíáà è÷í, ðàçà øäëíäöíç îèðãàîèðçàìàüèìààöëãäâè 
ûàêäáèñ  àõñèíëà.   
 üäðòèêñ, ðíëäêæäú àð  ëíõëäãäáäì  ñþåà  ìèåçèäðè  üäðòèêäáè  
(ñþäóêäáè),  äüíãäáà   è æ í ê è ð ä á ó ê è. 
  ëíúäëóêè  ñþäóêèñ  óûðàíáà  àì  ëíûðàíáà  ãàëíéèãäáóêèà  
ñþåà  ñþäóêäáçàì  ëèñè  ëäõàìèéóðè  óðçèäðçõëäãäáèñ  þàñèàçæä,  ä.è.  
ëèñè  éèìäëàòèéóðè  ëãâíëàðäíáèñ  úåêèêäáèñ  þàñèàçæä.  
     ñèãèãäñ,  ðíëäêèú  üàðëíàãâäìñ  ìèåçèäðè  ñþäóêäáèñ  
ëäõàìèéóðè  óðçèäðçõëäãäáèñ  ðàíãäìíáðèå  ñàæíëñ,   û à ê à   
äüíãäáà. 

 äñ  óðçèäðçõëäãäáà  èüåäåñ  ñþäóêèñ  üäðòèêäáèñ  
ñèùõàðäçà  úåêèêäáàñ  àì  ñþäóêèñ  ãäôíðëàúèàñ  ãà  øäèûêäáà  
üàðëíèõëìàñ  ðíâíðú  ñþäóêçà  óøóàêí  éíìòàõòèñàñ  (øäëþäáè  
ñþäóêäáèñ  üìäåà,  þàþóìè),  èñä  ñþäóêçà  ëèäð  øäõëìèêè  åäêäáèñ  
ëäøåäíáèç  (âðàåèòàúèóêè  åäêè,  äêäõòðíëàâìèòóðè  åäêè) .  

ûàêà  åäõòíðóêè  ñèãèãäà  ãà ãðíèñ ÷íåäê  ëíëäìòøè  
þàñèàçãäáà  ëèñè  ðèúþåèçè  ëìèøåìäêíáèç  (ñèãèãèç),  ëèëàðçóêäáèç  
ñèåðúäøè  ãà  ëíãäáèñ  üäðòèêèç. 

ûàêèñ  úìäáà  ëäõàìèéàøè  ëìèøåìäêíåàìèà  èëèç,  ðíë  äñ  úìäáà  
âàëíþàòàåñ  àðà  ëàðòí  ñþäóêçà  óðçèäðçõëäãäáàñ,  àðàëäã  èûêäåà  
àë   óðçèäðçõëäãäáèñ  ñàæíëñàú. 

ôèæèéóð  ñèãèãäçà âàæíëåèñ  äðçäóêçà  ñàäðçàøíðèñí 
ñèñòäëàøè  (ñÈ)  ûàêèñ  äðçäóêàã  ëèöäáóêèà  äðçè  ìèóòíìè  (1ì),  
þíêí    òäõìèéóð äðçäóêçà ñèñòäëàøè - äðçè éèêíâðàë ûàêà (1éâû). 
äñ äðçäóêäáè  ãàéàåøèðäáóêèà  ãàëíéèãäáóêäáèç: 
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       1 ì = 1 éâë /üë2;        1 éâû   9, 81 ì ;       1 ì   0, 102 
éâû. 

ûàêèñ  ñàæíëàã  âàëíè÷äìäáà  éèãäå  óôðí  ãèãè  äðçäóêäáèú:  
1 éì = 103 ì  (éèêíìèóòíìè);           1 ëì = 106  ì  (ëäâàìèóòíìè). 
ûàêèñ   ëúèðä  ñàæíëè  äðçäóêèà  ãèìè:  1 ãèìè  = 10-5 ì = 1 

âñë/ üë2. 
       ûàêàñ,  èñäåä,  ðíâíðú  ÷íåäê  åäõòíðóê  ñèãèãäñ,   

àöåìèøìàåç äðçè àñíçè æäåèãàì  þàæèç :  F


, RQP


,,   ãà  à. ø. F


   

ûàêèñ  ñèãèãäñ  àñä àöåìèøìàåç     F


|  àì  F.   
          ûàêèñ  àöìèøåìà  çàåæä  èñðèç  øäëíèöí holandielma 

maTematikosma da meqanikosma  ñèëíì  ñòäåèìëà  (1548 – 1620). 
          ñòàòèéàøè  ûèðèçàãàã  åèþèêàåç  ëóãëèå  ûàêäáñ.  ãèìàëèéàøè  
âàìåèþèêàåç  ñþäóêæä  ëíõëäã  ûàêäáñ,  ðíëêäáèú  àðà  ëàðòí  
ëóãëèåèà,  àðàëäã  úåàêäáàãèú. 
 ûàêèñ úìäáà ëäõàìèéàøè  ëìèøåìäêíåàìèà ñàþäêãíáð èëèç, ðíë äñ 
úìäáà âàëíþàòàåñ àðà ëàðòí ñþäóêçà ëäõàìèéóð óðçèäðçõëäãäáàñ, 
àðàëäã èûêäåà àë óðçèäðçõëäãäáèñ ñàæíëñàú. 
 çäíðèóê ëäõàìèéàøè ûàêèñ ôèæèéóðè  áóìäáà àð çàëàøíáñ ðàèëä  
ðíêñ, ðàãâàìàú âåàèìòäðäñäáñ ëþíêíã èñ 
äôäõòè, ðíëäêñàú ëíúäëóê ë÷àð ñþäóêæä àì 
ìèåçèäð üäðòèêæä àþãäìäì  ëíõëäãè ûàêäáè  àë  
ûàêäáèñ  ôèæèéóðè áóìäáèñàâàì  
ãàëíóéèãäáêàã. 

 üðôäñ,  ðíëêèñ  âàñüåðèåàú   F


 ûàêà   
ëíõëäãäáñ    û à ê è ñ    ô ó û ä    äüíãäáà. 
 ñþäóêæä  ëíõëäã  ûàêçà  ðàèëä äðçíáêèíáàñ  äüíãäáà  û à ê ç 

à         ñ è ñ ò ä ë à.  ñþäóêæä  ëíõëäã  F


1, F


2 ,... F


n    ûàêçà 

ñèñòäëàñ  øäëãâíëøè  àñä  àöåìèøìàåç    ( F


1 

, F


2 ,..., F


n ). 
 çó ñþäóêæä ëíõëäãè ûàêçà ðàèëä 

( F


1, F


2,..., F


n) ñèñòäëà øäâåèûêèà 

øäåúåàêíç  ñþåà   ( P


1, P


2 ,... , P


m)  
ñèñòäëèç  èñä,  ðíë  ñþäóêèñ  ëäõàìèéóðè  ëãâíëàðäíáà  àð  
øäèúåàêíñ,  ëàøèì     àëáíáäì,     ðíë    ûàêçà  äñ   íðè   ñèñòäëà  ò í 
ê ô à ñ è à  (äéåèåàêäìòóðèà). àë îèðíáàñ àñä ùàåüäðç: 

                           ( F


1 , F


2 ,... F


 n )   ~  ( P


 1, P


2 ,... P


m ).  
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           èñäç äðç  R


 ûàêàñ, ðíëäêèú ûàêçà  ðàèëä  ( F


1 , F


2 ,. . 

, F


n)  ñèñòäëèñ  òíêôàñèà, äüíãäáà  àë ñèñòäëèñ   ò í ê õ ë ä ã è   û 
à ê à: 

                  R


~ ( F


1 , F


2 ,. . . , F


n). 
 øäåìèøìíç,  ðíë  ûàêçà  ÷åäêà ñèñòäëàñ  àðà àõåñ  òíêõëäãè. 
  çó ûàêçà ðàèëä ñèñòäëèñ ëíõëäãäáèç ë÷àðè ñþäóêè  (àì 
üäðòèêè)   ðùäáà óûðàåè àì àñðóêäáñ üðôèå, âàãàòàìèç, çàìàáàð 
ëíûðàíáàñ  (èìäðúèóê ëíûðàíáàñ),     ëàøèì    àëáíáäì,    ðíë    ë÷àðè    
ñþäóêè     (üäðòèêè)     èë÷íôäáà  ü í ì à ñ ü í ð í á  è ñ   
ëãâíëàðäíáàøè. 
                 ûàêçà  ñèñòäëàñ, ðíëêèñ ëíõëäãäáèçàú ñþäóêè  èë÷íôäáà  
üíìàñüíðíáàøè,  äüíãäáà   â à ü í ì à ñ ü í ð ä á ó ê è    ñ è ñ ò ä ë 
à, àìó  ìóêèñ òíêôàñè ñèñòäëà. ûàêçà àñäçè ñèñòäëà àð úåêèñ 
ñþäóêèñ éèìäëàòèéóð ëãâíëàðäíáàñ. èâè àñä  àöèìèøìäáà: 

      ( F


1 , F


2 ,  . . . , F


 n)  ~  0. 
 øäëãâíëøè, ñþäóêèñ üíìàñüíðíáèñ õåäø åèâóêèñþëäáç ñþäóêèñ 
óûðàå  ëãâíëàðäíáàñ. 
 ûàêàñ, ðíëäêèú ñèãèãèç òíêõëäãèñ òíêèà, ëèñè îèðãàîèð 
ñàüèìààöëãäâí    ëèëàðçóêäáèñàà    ãà     ëíõëäãäáñ     èëàåä     
ôóûäæä,    äüíãäáà   ë  à ü í  ì  à ñ  ü  í  ð  ä á ä ê è     û à ê à.  
 ëàüíìàñüíðäáäêè ûàêà ëþíêíã ûàêçà èñäç ñèñòäëàñ øäèûêäáà  
¾õíìãäñ, ðíëäêñàú âààùìèà  òíêõëäãè. 

 

            §1. 2.   ÑÒÀÒÈÉÈÑ  ÀÕÑÈÍËÄÁÈ 
 

Mmyari sxeulis statika dafuZnebulia zogierT ZiriTad 

winadadebaze (aqsiomebze), romlebic miiRebian maTematikuri 

damtkicebis gareSe. statikis aqsiomebSi formulirebulia is martivi 

da ZiriTadi kanonebi, romlebsac emorCilebian erT da imave sxeulze, 

an urTierTmoqmed sxeulebze modebuli Zalebi. statikis aqsiomebSi 

laparakia ZalTa iseT Tvisebebze, romlebic dadgenilia uSualod 

dakvirvebisa da mravali cdis Sedegad. 

  ÀÕÑÈÍËÀ.  ë÷àð ñþäóêæä ëíõëäãè 
íðè ûàêà ëþíêíã ëàøèì àðèñ 
âàüíìàñüíðäáóêè, çó èñèìè ñèãèãèç òíêìè 
àðèàì, ëãäáàðäíáäì äðç ôóûäæä ãà äðçëàìäçèñ  
ñàüèìààöëãäâíã  àðèàì ëèëàðçóêìè. 

àñäç  íð F


1  ãà  F


2   ûàêàñ  
îèðãàîèðçàìàüèìààöëãäâè ûàêäáè äüíãäáàç.   
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úþàãèà  ( F


1, F


2) ~ 0. 

ØÄÃÄÂÈ  çó ë÷àðè ñþäóêè  üíìàñüíðíáàøèà  íðè  ûàêèñ  
ëíõëäãäáèç, ëàøèì  äñ  ûàêäáè   îèðãàîèðçàìàüèìààöëãäâè   ûàêäáèà. 

 ÀÕÑÈÍËÀ. ë÷àð ñþäóêæä ëíãäáóêè ûàêçà ñèñòäëèñ     
ëíõëäãäáà  àð øäèúåêäáà, çó  ëàñ   ãàóëàòäáç  
àì   âàëíåàéêäáç îèðãàîèðçàìàüèìààöëãäâ  
ûàêäáñ. 

ØÄÃÄÂÈ ë÷àð ñþäóêæä  ëíãäáóêè 
ûàêà øäèûêäáà ëèñ ôóûäæä âàåàñðèàêíç  ãà  
ëíåãíç  ñþäóêèñ  ñþåà  üäðòèêøè.  
          æäëíç ùàëí÷àêèáäáóêè çåèñäáèãàì 
âàëíëãèìàðäíáñ, ðíë ë÷àð ñþäóêæä  ëíãäáóêè  
ûàêà  âàìèþèêäáà  ðíâíðú  ñðèàêà  åäõòíðè. 

  ÀÕÑÈÍËÀ.  ë÷àðè ñþäóêèñ  äðç 
üäðòèêæä  ëíãäáóêè íðè ûàêà  øäâåèûêèà  
øäåéðèáíç, ëèåèöäáç äðç òíêõëäã ûàêàñ, 
ðíëäêèú èëàåä üäðòèêæäà ëíãäáóêè  ãà  
ëíúäëóê ûàêäáæä àâäáóêè îàðàêäêíâðàëèñ 
ãèàâíìàêñ üàðëíàãâäìñ. 

                                             R


~   F


1, F


2,                                                              

                        R

 =  F


1+ F


2 ,   

          R

= )cos(2 2121

2

2

2

1 FFFFFF


     

   Sedegi 1:  yoveli mocemuli R

 Zala  SeiZleba Seicvalos 

ori sxva ZaliT, e.i. SeiZleba daiSalos or Semadgenel Zalad, Tu es 

Semadgeneli Zalebi warmoadgenen im paralelogramis gverdebs, romlis 

diagonalsac mocemuli R

 Zala warmoadgens. 

 ûàêèñ  ãàøêà  øäèûêäáà  âàìåèþèêíç,  ðíâíðú  
íîäðàúèà,  ðíëäêèú  ûàêçà  øäéðäáèñ  øäáðóìäáóêèà.  ûàêèñ  ãàøêèñ  
àëíúàìà úàêñàþàã  âàìñàæöåðóêè  ðíë  è÷íñ  ñàýèðíà  ãàëàòäáèçè  
îèðíáäáè.  ëàâàêèçàã,   ñèáðò÷äøè  ëãäáàðä  ûàêà  ðíë  ãàåøàêíç  
èëàåä  ñèáðò÷äøè  ëãäáàðä  íð  ëãâäìäêàã,  ñàýèðíà  åèúíãäç  
ëãâäìäêè  ûàêäáèñ  ëèëàðçóêäáà,  àì  ëàçè  ðèúþåèçè  ñèãèãääáè,  àì  
äðç-äðçèñ  ëèëàðçóêäáà  ãà  ðèúþåèçè  ñèãèãä. 

 èñòíðèóêàã  ûàêçà  îàðàêäêíâðàëèñ  üäñèç  
øäéðäáèñ  éàìíìè  îèðåäêàã  ùàëíà÷àêèáà  êäíìàðãí  ãà  åèìùèë,  þíêí  
øäëãâíëøè  óôðí  úþàãàã - ñ. ñòäåèìëà. 
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 Sedegi 2:   aqsioma SeiZleba ganvazogadoT: myari sxeulis 

erT wertilze moqmedi ZalTa ( F


1 , F


2 ,. . ,F


n) sistema  erTi iseTi 

R

  Zalis tolfasia, romelic am wertilzea modebuli da mdgeneli 

Zalebis geometriuli jamis tolia: 

  R

= F


1 + F


2+. . . + F


n       anu    R


= 



n

k 1

F


k. 

 aseTi R

 Zala warmoadgens ZalTa mocemuli sistemis tolqmeds 

 wertilze modebuli 

Zalebis geometriuli jami miiReba 

ZalTa  mravalkuTxedis 

(mravalgverdis) agebiT, romelic 

cnobilia veqtoruli  algebridan.  

ZalTa  mravalkuTxedis  Camketia R

 

Zala. 

 çó   ûàêçà  ëðàåàêéóçþäãè  
øäéðóêè  òäþèêè  üèðèà,  ëàøèì  ëàñ  óüíãäáäì ùàéäòèêñ.  àë 
øäëçþåäåàøè  ûàêçà  ñèñòäëèñ  ìàéðäáè  åäõòíðè  ìóêèñ  òíêèà. 

ûàêçà  ëðàåàêéóçþäãèñ  àâäáèç  ñàðâäáêíáäì  äðç  ñèáðò÷äøè  
ëãäáàðä  ûàêçà  ñèñòäëèñ  ñòàòèéóðè  àëíúàìäáèñ  âðàôèéóêè  
àëíþñìèñàñ.  
       ZalTa sistemas ewodeba brtyeli Tu maTi, fuZeebi erT 
sibrtyeSi mdebareoben.  

 SemdgomSi saWiroa ganvasxvaoT erTmaneTisagan ZalTa sistemis 

geometriuli jamis (nakrebi veqtoris) da ZalTa sistemis tolqmedis 

cneba. 

IV  ÀÕÑÈÍËÀ. Yyoveli  íðè  ñþäóêè äðçëàìäçæä  ëíõëäãäáäì 
ûàêäáèç, ðíëêäáèú ñèãèãèç äðçëàìäçèñ òíêèà, ëãäáàðäíáäì  äðç  
ôóûäæä ãà  äðçëàìäçèñ  ñàüèìààöëãäâíã  àðèàì  ëèëàðçóêìè. 

Ees kanoni pirvelad i. niutonma Camoayaliba da ewodeba 

qmedebisa da ukuqmedebis tolobis kanoni. igi gviCvenebs, rom bunebaSi  
ara aqvs adgili Zalis calmxriv moqmedebas. amasTanave, SevniSnoT, rom 

qmedeba da ukuqmedeba warmoadgens or Zalas, romlebic yovelTvis or 

sxvadasxva sxeulzea modebuli. Aamitom, am Zalebis toloba ar 

niSnavs, rom es Zalebi erTmaneTs awonasworebs. 

V  ÀÕÑÈÍËÀ. ãäôíðëèräáàã  ñþäóêæä ëíãäáóêè ûàêäáèñ 
üíìàñüíðíáà  àð  èðöåäåà àë  ñþäóêèñ  âàë÷àðäáèñàñ. 
 øäëãâíëøè, çó àð èõìà ãàëàòäáèçè øäìèøåìà, ÷íåäêçåèñ 
ùàåçåêèç, ðíë  ëíúäëóêè  ñþäóêè  àáñíêóòóðàã   ë÷àðèà. 
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    1. 3   araTavisufali. myari sxeuli 

                úèà  (bmebis saxeebi) 

 
 ë÷àð  ñþäóêñ (ìèåçèäð üäðòèêñ)  ç à å è ñ ó ô à ê è äüíãäáà,   
çó  ëíúäëóêè ëãäáàðäíáèãàì ëèñè ìäáèñëèäðè âàãààãâèêäáà ñèåðúäøè  
àð  àðèñ øäæöóãóêè  ðàèëä  âäíëäòðèóêè îèðíáèç. 
 çó ñþäóêèñ (ìèåçèäðè üäðòèêèñ) âàãààãâèêäáà çóìãàú äðçè  
ëèëàðçóêäáèç  øäæöóãóêèà     ðàèëä     îèðíáèç,    ëàøèì    àñäç    
ñþäóêñ    (üäðòèêñ)    äüíãäáà    à  ð à ç à å è ñ ó ô à ê è .  
  ñþäóêèñ àì ëäõàìèéóðè ñèñòäëèñ  çàåèñóôàêè  âàãààãâèêäáèñ  
øäëæöóãàå    îèðíáäáñ          á ë ä á è. äüíãäáàç.  ëàâàêèçàã,  çó  
üäðòèêè  ëíûðàíáñ  üèðæä  àì  æäãàîèðæä, ëàøèì  ëèñè  ëíûðàíáà  
àðàçàåèñóôàêèà,  þíêí  áëàñ  üàðëíàãâäìñ  çåèç  üèðè  àì  æäãàîèðè. 
 ìèóòíìèñ  ëäñàëä  éàìíìèñ çàìàþëàã, áëäáèñ ëíõëäãäáà 
àðàçàåèñóôàê  ñþäóêæä  âàëíèñàþäáà  ûàêäáèç, ðíëêäáñàú  á ë è ñ  ð ä 
à õ ú è ä áè äüíãäáàç. . áëèñ ðäàõúèà ëèëàðçóêèà ëíúäëóêè ñþäóêèñ èë 
ëíûðàíáèñ ñàüèìààöëãäâíã, ðíëäêñàú  äñ  áëà  äüèìààöëãäâäáà. 

áëèñ úìäáà øäëíèöí ôðàìâëà ëàçäëàòèéíñëà  ïàì ôóðèäë (1798). 
óôðí àãðä  ñèëíì ñòäåèìè èþèêàåãà áëäáèñ ëèäð ãàñàøåäá 
âàãààãâèêäáàñ áêíéäáèñ  éäðûí  øäëçþåäåàøè (1608).  

ñþäóêèñ àðàçàåèñóôàêè  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêèñàñ  
ñàðâäáêíáäì  øäëãäâè  îðèìúèîèç: 

VI   ÀÕÑÈÍËÀ. ÷íåäêè  àðàçàåèñóôàêè ñþäóêè øäèûêäáà 
âàìåèþèêíç  ðíâíðú  çàåèñóôàêè, çó  áëäáèñ  ëíõëäãäáàñ  øäåúåêèç  
ûàêäáèç  (ðäàõúèèñ  ûàêäáèç),  ðíëêäáèú  ñþäóêæä  èñäçèåä  
ëäõàìèéóð  ëíõëäãäáàñ  àþãäìäì  ðàñàú  àöìèøìóêè  áëäáè. 
 äñ ìèøìàåñ, ðíë çó àðàçàåèñóôàê ñþäóêæä áëäáèñ ëàâèåðàã 
ëíåãäáç ÷åäêà ðäàõúèèñ  ûàêàñ, ëàøèì ñþäóêèñ ëäõàìèéóðè ëãâíëàðäíáà 
àð øäèúåêäáà. 
 áëäáèñ  ðäàõúèèñ  ûàêäáèñ  âàìñàæöåðà warmoadgens statikis 
erT-erT mniSvnelovan amocanas.. 

ðäàõúèèñ  ûàêèñ  ëèëàðçóêäáà ãàëíéèãäáóêèà  áëèñ  ñàþäæä. 
qvemoT moyvanilia bmis yvelaze gavrcelebuli saxeebi, romlebic 

meqanikaSi gvxvdeba. 

 bëà  óìãà   ganvixiloT,  ðíâíðú  âàðéåäóê  îèðíáàñ,  
ðíëäêñàú  óìãà  àéëà÷íôèêäáãäñ  üäðòèêè  çàåèñè  üíìàñüíðíáèñ  àì  
ëíûðàíáèñ  ãðíñ.  äñ  îèðíáà  ñàæíâàãíã   âàìèñàæöåðäáà  âàìòíêäáèç  
àì  óòíêíáèç. 
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 qvemoT mocemulia bmebis zogierTi saxe Sesabamisi reaqciis 

ZaliT: 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
            

           

òíêíáèç   
âàëíñàþóê   áëàñ   í ð ë þ ð è å è   àìó   ã à ë ý ä ð è  áëà  äüíãäáà.   
 óòíêíáèç âàëíñàþóê áëàñ  ú à ê ë þ ð è åè  àìó  à ð à ã à ë ý 
ä ðè   áëà  äüíãäáà. 
 ëàâàêèçàã,  çó  0xyz  ñèåðúäøè M(x,y,z)  üäðòèêè  ëíûðàíáñ  
æäãàîèðæä,  ðíëêèñ  âàìòíêäáàà  
    f (x, y, z)  = 0, 
ëàøèì  àë  üäðòèêèñàçåèñ  äñ  àðèñ  áëèñ  âàìòíêäáà  (íðëþðèåè  áëà). 
 çó  üäðòèêè  ëíûðàíáñ R ðàãèóñèñ  ñôäðíñ  øèâìèç,  ëàøèì  
áëèñ  âàìòíêäáà  èõìäáà  (úàêëþðèåè  áëà) 
   x2+y2+z2 < R2. 
 ëàøàñàãàëä,  çó  ðàèëä  æäãàîèðè,  ðíëêèñ  âàìòíêäáàà 
f(x,y,z)=0,  æöóãàåñ  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  àðäñ,  ëàøèì  áëèñ  

âàìòíêäáàñ  äõìäáà  àñäçè  ñàþä          f (x, y, z)  0,   àì      

f (x, y, z)  0. 
áëàñ, ðíëäêèú úþàãàã àð àðèñ ãàëíéèãäáóêè  ëäõàìèéóðè 

ñèñòäëèñ üäðòèêäáèñ ñèùõàðäæä, ä.è. àð æöóãàåñ ñèùõàðäñ, äüíãäáà  
geometriuli (¾íêíìíëóðè)   áëà.  èâè âàëíèñàþäáà òíêíáèç:  f(x,y,z) 
= 0. 
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           áëàñ, ðíëäêèú ãàëíéèãäáóêèà ara marto ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ 
üäðòèêäáèñ mdebareobis koordinatebze, aramed, am wertilebis 

siCqaris koordinatebzec ä.è. æöóãàåñ  ëàç  ñèùõàðäñ, äüíãäáà 

kinematikuri (àðà¾íêíìíëóðè)   áëà.  ëàâàêèçàã:  f (x, y, z, x, y, z) 
= 0. 
  çó  áëà  ãðíèñ  âàìëàåêíáàøè  àð  èúåêäáà, ä.è. çó  áëèñ  
âàìòíêäáàøè  ãðí  úþàãàã  àð  øäãèñ,  ëàøèì  áëàñ  äüíãäáà  
ñòàúèíìàðóêè  (ñéêäðíìíëóðè). 
  çó  áëà  ãðíèñ  âàìëàåêíáàøè èúåêäáà  ëíúäëóêè  ñàþèç, ä.è. 
çó  áëèñ  âàìòíêäáàøè  ãðí  úþàãàã øäãèñ,  ëàøèì  áëàñ  äüíãäáà  
àðàñòàúèíìàðóêè   (ðäíìíëóðè).  àñäçèà  áëà 
  f (x, y, z, t)  = 0. 
  
        VII ÀÕÑÈÍËÀ. çàåèñóôàêè ìèåçèäðè üäðòèêèñ 
üíìàñüíðíáèñàçåèñ  àóúèêäáäêèà   ãà  ñàéëàðèñè, ðíë ëàñæä ëíãäáóêè 
ûàêäáèñ òíêõëäãè è÷íñ  ìóêèñ  òíêè. 

 çó ìèåçèäðè üäðòèêè üíìàñüíðíáàøèà   F


1, F


2,.., F


n  
ûàêäáèñ ëíõëäãäáèç, ëàøèì  

 F


 1+ F


2 + . . . + F


n = 0,     àìó               F


k  = 0   
 çàåèñóôàêè ìèåçèäðè üäðòèêèñ üíìàñüíðíáèñ øäëçþåäåàøè ëàñæä 
ëíãäáóêè  ûàêäáèñ  ëðàåàêâåäðãè  øäéðóêèà (ùàéäòèêèà). 

 åçõåàç ëíúäëóêèà àðàçàåèñóôàêè  ìèåçèäðè üäðòèêè, ðíëäêèú 

üíìàñüíðíáàøèà ëàñæä ëíãäáóêè  àõòèóðè  F


1, F


2,..., F


n ûàêäáèñ 
ëíõëäãäáèç.    çó  üäðòèêæä    ãàãäáóê    áëàñ    øäåúåêèç  ðäàõúèèñ   

N


  ûàêèç, ëàøèì  üäðòèêè  øäâåèûêèà  âàìåèþèêíç  ðíâíðú 

çàåèñóôàêè,   ðíëäêæäú  ëíõëäãäáäì      F


1, F


2,.., F


n  , N


  ûàêäáè. 
 ëä-7  àõñèíëèñ çàìàþëàã àë üäðòèêèñ üíìàñüíðíáèñàçåèñ  unda 

øäñðóêãäñ   îèðíáà: 

     F


1 + F


2+. . . + F


n+ N


= 0,    àìó        F


k + N


 = 0. 
 ëàøàñàãàëä, àðàçàåèñóôàêè ìèåçèäðè üäðòèêèñ 
üíìàñüíðíáèñàçåèñ àóúèêäáäêèà ãà ñàéëàðèñè, ðíë üäðòèêæä ëíõëäãè  
àõòèóðè  ûàêäáèñ  ãà ðäàõúèèñ  ûàêèñ  ÿàëè  è÷íñ  ìóêèñ  òíêè.    
 ìèåçèäð üäðòèêçà (ñþäóêçà)  ñèñòäëèñ üíìàñüíðíáèñàçåèñ 
ñàýèðíà ñèñòäëàøè øäëàåàêè çèçíäóêè üäðòèêè (ñþäóêè) è÷íñ 
üíìàñüíðíáàøè. 
 

       § 1. 4.   ÛÀÊÈÑ  ÂÄÂËÈÊÈ  ÖÄÐÛÆÄ  ÃÀ  ÑÈÁÐÒ×ÄÆÄ. 
                                                     ÛÀÊÈÑ  ÀÌÀÊÈÆÓÐÈ   ÂÀËÍÑÀÞÅÀ 
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       ùåäì øäëíåèöäç ûàêèñ úìäáà. ûàêà üàðëíàãâäìñ åäõòíðñ, 
ðíëäêñàú âààùìèà ëíãäáèñ üäðòèêè, ñèãèãä ãà ëèëàðçóêäáà. ûàêà 
øäèûêäáà ëíúäëóêè è÷íñ èëàåä ëäçíãèç, ðíâíðú âàìèñàæöåðäáà 
åäõòíðè. ñàþäêãíáð, ñàéííðãèìàòí öäðûäáæä ëèñè âäâëèêäáèç ãà 
ûàêèñ ëíãäáèñ üäðòèêèñ ëãäáàðäíáèç. 
 ñòàòèéèñ  àëíúàìäáèñ àëíþñìèñ  àìàêèæóðè ëäçíãè  
ãàë÷àðäáóêèà öäðûæä àì ñèáðò÷äæä  ûàêèñ âäâëèêèñ  úìäáàæä. 
 û à ê è ñ   â ä â ë è ê è   ö ä ð û æ ä    ñéàêàðóêè ñèãèãäà, 
ðíëäêèú óãðèñ ûàêèñ ñèãèãèñà ãà àë 
ûàêèñ ëèäð öäðûèñ ãàãäáèç 
ëèëàðçóêäáàñçàì øäãâäìèêè éóçþèñ 
éíñèìóñèñ ìàëðàåêñ: 

âäâëX F


 =  FX = X =  ab  =   F

 Cos 

  . 
 0xy ñèáðò÷äæä ëíçàåñäáóêè 

F


 ûàêà øäèûêäáà ãàåàâäâëèêíç ñàéííðãèìàòí   0x     ãà  0y    
öäðûäáæä    (ìàþ.4.2).  ëèåèöäáç 

       âäâëX F


= FX = X =  F

 Cos ( F


,^ x 

);       

       âäâëy F


 = F y = Y = F

 Cos ( F


,^ 

y) 

 ÷íåäêè  F


   ûàêà øäèûêäáà  
üàðëíåàãâèìíç ðíâíðú  íðè  ëãâäìäêè  

ûàêèñ  ÿàëè:              F


 = F


X + F


Y ,   

 (ñàãàú  F


X = CA


,  F


Y= DA


) .  

 F


X  ãà  F


Y  ûàêäáè ñèãèãèç òíêèà ñàéííðãèìàòí öäðûäáæä 

F


 ûàêèñ øäñàáàëèñè âäâëèêäáèñ àáñíêóòóðè  ëìèøåìäêíáäáèñà.  

àëàñçàìàåä, çó  x  ãà y  öäðûäáèñ ëâäæàåäáèà i  ãà j  åäõòíðäáè,  ëàøèì 

      F


X = i FX = i X  ,      F


y = j Fy = j Y;      ä.è.    F


= i X + 

j Y.  

            F


  ûàêèñ ñèãèãä       F

 =.

22 YX  .    
 øäëãâíëøè äðçëàìäçèñâàì óìãà âàåàðùèíç ûàêèñ âäâëèêè 
öäðûæä ãà ûàêèñ ëãâäìäêè. ûàêèñ âäâëèêè öäðûæä - ñéàêàðóêè 
ñèãèãäà,  ûàêèñ ëãâäìäêè - åäõòíðóêè  ñèãèãä. 
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 0xyz Ñèåðúäøè A wertilze modebuli F


  ûàêèñ ãàâäâëèêäáà 
éííðãèìàòçà  0xyz sistemis  öäðûäáæä  
øäèûêäáà âàìåàþíðúèäêíç 

Semdegnairad:E F


  ûàêàñ  ÿäð 
åàâäâëèêäáç  äðç-äðç ñàéííðãèìàòí 
öäðûæä (ëàâàêèçàã  0z    öäðûæä).  

Semdeg, F


  ûàêàñ    åàâäâëèêäáç 
ãàìàðùäì or RerZze  íðëàâè 
ãàâäâëèêäáèñ  üäñèç  (ìàþ. 4.3) :  ÿäð     
àë 
 íðè öäðûèñ øäëúåäê  ñàéííðãèìàòí ñèáðò÷äæä  (0xy    ñèáðò÷äæä),  
romelic   åäõòíðóêè ñèãèãäà (ðàãâàìàú äñ âäâëèêè þàñèàçãäáà àðà 
ëàðòí ñèãèãèç, àðàëäã àë ñèáðò÷äøè ëèëàðçóêäáèçàú), xolo Semdeg 

am veqtors åàâäâëèêäáç sibrtyeze mdebare sakoordinato 0xy 
sistemis 0x  ãà 0y   RerZebze.  ûàêèñ   âäâëèêè  0xy   ñèáðò÷äæä  
aRvniSnoT ormagi indeqsiT.   âåäõìäáà: 

     âäâë0Z F


=  F

 Sin ,       

                   âäâë 0XY F


= F


XY .     

 ñèãèãèç    F


XY  =  F

 Cos  ; 

 - éóçþäà  F


  ûàêàñà  ãà  0xy   ñèáðò÷äñ   øíðèñ.   -éóçþä  F


XY   
åäõòíðñà  ãà  0x  öäðûñ   øíðèñ 

øäëãäâ  F


XY   åäõòíðñ  åàâäâëèêäáç  0xy  ñèáðò÷äøè ëíçàåñäáóê  

éííðãèìàòçà  0x   ãà   0y  öäðûäáæä;    àë üäñèç ãàâäâëèêäáèñ 

øäãäâàã  ñàéííðãèìàòí öäðûäáæä  F


  ûàêèñ âäâëèêäáè èõìäáèàì: 

   X =  FX = âäâë X F


= âäâëX F


XY = F


XY  Cos  = F

  Cos   Cos 

 

   Y =  FY = âäâë Y F


= âäâëY F


XY =  F


XY  Sin  =  F

 Cos   Sin 

 

   Z  = FZ  = âäâë Z F


 =  F

 Sin   . 

  çó ãäéàðòèñ ëàðçéóçþà éííðãèìàòçà ñèñòäëèñ öäðûäáèñ 

ëâäæàåäáèà äðçäóêíåàìè     i  , j   , k    åäõòíðäáè.  ëàøèì 

    F


 = i  X + j  Y + k  Z . 

  F


  ûàêèñ ñèãèãä âàëíèçåêäáà ôíðëóêèç:   

                          F


   = F   =  
222 ZYX    ;    
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þíêí  F


 -èñ  ëèëàðçóêäáà âàìèñàæöåðäáà ôíðëóêäáèç: 

         Cos ( F


,^x) = 
F

X
  ,     Cos ( F


,^y) =  

F

Y
 ,    Cos ( F


,^ z) = 

F

Z
. 

  ûàêèñ ëèäð éííðãèìàòçà öäðûäáçàì øäãâäìèêè éóçþääáèñ 
éíñèìóñäáè  àéëà÷íôèêäáäì  îèðíáàñ 

                        Cos 2 ( F


,^ x)  +  Cos 2 ( F


,^ y)  +  Cos 2 ( F


,^z)  
=  1. 
ñàëè éóçþèãàì ãàëíóéèãäáäêèà ëþíêíã íðè. àëèòíë   ñèåðúäøè 
ëàðçéóçþà éííðãèìàòçà ñèñòäëèñ öäðûäáæä ûàêèñ ãàâäâëèêäáèñ ãðíñ 
ëèæàìøäüíìèêèà  gamoviyenoT  ëþíêíã íðè éóçþä (ùåäìñ ëèäð 

âàìþèêóê øäëçþåäåàøè àñäçè éóçþääáèà    ãà    ). 
 
 

                        §  1. 5   ÇÀÅËÍ×ÐÈÊ  ÛÀÊÇÀ  ÑÈÑÒÄËÀ.                     
                           ÒÍÊÕËÄÃÈÑ  ÀÌÀÊÈÆÓÐÈ  ÂÀËÍÑÀÞÅÀ 
 
              ç à å ë í ÷ ð è ê è    û à ê ä á è   äüíãäáàç èñäç  ûàêäáñ, 
ðíëäêçà  ôóûääáè  äðç  üäðòèêøè  èéåäçäáèàì. àë üäðòèêñ äüíãäáà  ç 
à å ë í ÷ ð è ñ   ú ä ì ò ð è . 
 ÇÄÍÐÄËÀ.  ñþäóêæä ëíãäáóêè çàåëí÷ðèê ûàêçà ñèñòäëà 
äðçè èñäçè ûàêèñ òíêôàñèà, ðíëäêèú òíêèà  ÷åäêà øäëàãâäìäêè 
ûàêäáèñ âäíëäòðèóêè  ÿàëèñà  ãà  ëíãäáóêèà  àë  ûàêäáèñ  çàåëí÷ðèñ  
úäìòðøè. 
             Ddamtkiceba: vTqvaT 0xyz sivrúeSi sxeulze   moqmedäáñ 

ZalTa çàåëí÷ðèêè  sistema F


1(X1,Y1, Z1) , F


2(X2,Y2, Z2) 

,…, F


n(Xn,Yn, Zn) .  gavasrialoT es Zalebi TavianTi fuZeebis 

gaswvriv da movdoT maTi Tavmoyris A centrSi. miviRebT Ñèåðúäøè 
erT wertilze modebul ZalTa sistemas. maTi SekrebiT miviRebT erT 

R


(X,Y, Z)  Zalas 
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    R


= F


1 + F


2+  …+ F


n ,   anu    R


=


n

k 1

F


k .          (5.1) 

     àë R


 ûàêàñ äüíãäáà çàåëí÷ðèêè ûàêäáèñ òíêõëäãè. 
çàåëí÷ðèêè ûàêäáèñ  òíêõëäãè øäëàãâäìäê ûàêäáæä àâäáóêè   ûàêçà   
ëðàåàêâåäðãèñ  ùàëéäòè  åäõòíðèà. 
       òíêõëäãè  âàëíåñàþíç àìàêèæóðàã.  
åäõòíðóêè àêâäáðèãàì úìíáèêèà, ðíë   åäõòíðçà ÿàëèñ âäâëèêè 
ðàèëä öäðûæä òíêèà èëàåä öäðûæä øäñàéðäáè åäõòíðäáèñ âäâëèêäáèñ 
àêâäáðóêè ÿàëèñà. àëèòíë, çó (5.1) òíêíáàñ ãàåàâäâëèêäáç  
ñàéííðãèìàòí öäðûäáæä, ëèåèöäáç:                                                               

                   X=X1 +X 2 + . . . +Xn ,          àìó           X = 


n

k 1

  Xk, 

      Y=Y1 +Y 2 + . . . +Yn ,                  Y = 


n

k 1

  Yk, (5.2) 

      Z=Z 1 +Z 2 + . . . +Zn ,                   Z = 


n

k 1

  Zk, 

  àõ  X, Y, Z   üàðëíàãâäìäì R


 òíêõëäãèñ âäâëèêäáñ. 
òíêõëäãèñ ñèãèãä  ãà  ëèëàðçóêäáà  âàìèñàæöåðäáà  ôíðëóêäáèç: 

        R= R

=    222222 )()()( kkk ZYXZYX        

(5.3) 

        Cos ( R


,^x) =  
R

X
 ;     Cos ( R


^y) = 

R

Y
,    Cos ( R


^y) = 

R

Z
 .       

           Tu mocemulia sxeulze 0xy sibrtyeSi moqmedi çàåëí÷ðèêè 

ZalTa sistema F


1(X1,Y1), F


2(X2,Y2),… F


n(Xn,Yn), maSin (5.2) 

tolobebi aseT saxes miiReben: 

       X=X1  +X 2 + . . .  +Xn ,      àìó         X = 


n

k 1

  Xk, 

 Y=Y 1 +Y 2 + . . .  +Yn ,                      Y = 


n

k 1

  Yk,              

(5.4)    àõ  X, Y,    üàðëíàãâäìäì òíêõëäãèñ 
âäâëèêäáñ. òíêõëäãèñ ñèãèãä ãà ëèëàðçóêäáà âàìèñàæöåðäáà 
ôíðëóêäáèç: 
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              R =  R

 =   2222 )()( kk YXYX              

(5.5) 

                    Cos ( R


,^x) =  
R

X
 ;        Cos ( R


^y) = 

R

Y
.        

   
Aamocana 1. ganvsazRvroT 101 F n, 152 F n da 203 F n 

Tavmoyrili Zalebis tolqmedis modulis 
sidide, Tu cnobilia am Zalebis 
veqtorebis mier Sedgenili kuTxeebi ox 

RerZTan:  301 ,  452 ,  603 . 

Aamoxsna. Tavmoyrili Zalebis tol-qmedi 
Zalis ganmartebis Tanaxmad:               

               1 2 3F F F F   .  

 Ees veqtoruli toloba davagegmiloT sakoordi-nato 
RerZebze. Zalis RerZze gegmilis ganmartebis Tanaxmad 
gveqneba: 

        

 

 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

cos 10 cos 30 8,5;

cos 15 cos 45 10,6;

cos 20 cos 60 10;

cos 90 10 cos 60 5;

cos 90 15 cos 45 10,6;

cos 90 20 cos 30

ox

ox

ox

oy

oy

oy

X F F

X F F

X F F

Y F F

Y F F

Y F F













   

   

   

    

    

   

geg

geg

geg

geg

geg

geg 17,3,

 

sadac    1 1 2 2, , ,X Y X Y  da  3 3,X Y Sesabamisad  
1 2 3, ,F F F  

Zalebis gegmilebia sakoordinato RerZe-bze. 

   Tu tolqmedi F  Zalis  gegmilebs sakoordinato RerZebze 
aRvniSnavT X da Y_iT, maSin  

       1 2 3

1 2 3

8,5 10,6 10 29,1

5 10,6 17,3 32,9

X X X X

Y Y Y Y

     

     
 

sabolood, tolqmedi Zalis sidide tolia 

          
2 2

2 2 29,1 32,9 44F X Y    . 

pasuxi: 44 n.  
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amocana 2. moduliT rogori 3F

 Zala unda movdoT, 

Tavmoyril 21 F n da 42 F n Zalebs, 

romlebic ox RerZTan adgenen Sesabamisad 
 30  da  60  kuTxeebs, ise, rom am sami 

Zalis tolqmedi iyos 0-is toli.  
    amoxsna. Ppirobis Tanaxmad                         

            
1 2 3 0F F F   .  

Tu sakoordinato RerZebze 1 2,F F  da 
3F  Zalebis gegmilebs 

aRvniSnavT    1 1 2 2, , ,X Y X Y  da  3 3,X Y - iT, maSin gveqneba 

                  1 2 3

1 2 3

0;

0.

X X X

Y Y Y

  

  
 

 

 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

2 2 2

cos 2 cos 30 1,7;

cos 4 cos 60 2;

cos 90 2cos 60 1;

cos 90 4cos 30 3,4;

ox

ox

oy

oy

X F F

X F F

Y F F

Y F F









  

   

    

   

geg

geg

geg

geg

 

3 1 2

3 1 2

1,7 2 3,7;

1 3,4 4,4.

X X X

Y Y Y

       

       
 

sabolood, F3  Zalis sididis gansasazRvravad gveqneba 

          
2 2

2 2
3 3 3 3,7 4,4 6F X Y      . 

pasuxi: 6 n.  
 
  amocana 3. .  myar sxeulze A wertilSi moqmedebs ori 

61 F n da 32 F n Zala. maTi fuZeebi mdebareoben oxy 

sibrtyeSi. ganvsazRvroT am Zalebis 
gegmilebis jami ox RerZze, Tu kuTxe 

 60 . 

 amoxsna. vTqvaT  1 2F Fda Zalebis 

gegmilebi ox RerZze  Sesabamisad tolia 

1X  da 
2X -is, maSin               

                   1 2X X X                                     
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 1 1 1

2 2 2

cos 90 6 cos 30 5,2;

cos 3 cos 60 1,5.

ox

ox

X F F

X F F





   

   

geg

geg
 

sabolood, gveqneba 

      1 2 5,2 1,5 6,7X X X       . 

pasuxi: 6,7 n.  
 
     amocana 4. myar sxeulze O wertilSi moqmedebs 

brtyeli Tavmoyrili ZalTa sistema 11 F n, 22 F n, 33 F n, 

44 F n. ganvsazRvroT am Zalebis 

gegmilebis jami oy RerZze, Tu mocemulia 
 30 ,  45 ,  60 .  

  amoxsna.PvTqvaT mocemuli Zalebis         
gegmilebi oy RerZze  Sesabamisad tolia:  

1 2 3 4, , ,Y Y Y Y -is, maSin               

                   1 2 3 4Y Y Y Y Y              

                           

    
 

 
1 1 1

2 2 2

cos 90 1cos 60 0, 5;

cos 90 2 cos 45 1,4;

oy

oy

Y F F

Y F F





    

   

geg

geg
 

    
 3 3 3

4 4 4

cos 180 3 cos120 1,5;

cos180 4 cos180 4.

oy

oy

Y F F

Y F F

     

    

geg

geg
 

sabolood, gveqneba 

     1 2 3 4 0,5 1,4 1,5 4 3,6.Y Y Y Y Y            . 

pasuxi: -3, 6 n.  
 
    amocana 5. mocemuli brtyeli Tavmoyrili ZalTa  

sistemisaTvis(n):  1 2 33 4 , 6 2 , 8F i j F i j F i j       .  

ganvsazRvroT tolqmedi Zalis sidide.  
A amoxsna. vTqvaT, mocemul ZalTa sistemis tolqmedia 

 ,F X Y , maSin F Xi Yj  . Tanaxmad tolqmedis ganmartebis 

    1 2 3 3 6 1 4 2 8 2 2F F F F i j i j            . 

Aaqedan gamomdinare SeiZleba davweroT, rom            
               X = _ 2;  YYYY = _ 2. 

tolqmedi Zalis sidide gamoiTvleba formuliT: 
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          2 2 4 4 2 2 2,8F X Y     . 

Ppasuxi: 2,8 n. 
 
   amocana 6. marTkuTxa oxyz koordinatTa sistemis sa-Taveze 

modebulia ori 1 5 7 9F i j k    da 2 3 2 3F i j k     Zala. 

 
ganvsazRvroT tolqmedi Zalis mier sakoordi-nato 
RerZebTan Seqmnili kuTxeebis kosinusebi  sdi-de.  
    amoxsna. vTqvaT, mocemul ZalTa sistemis tolqme-dia 

 , ,F X Y Z , maSin F Xi Yj Zk   . Tavmoyrili Zalebis 

tolqmedis ganmartebis Tanaxmad  

     1 2 5 3 7 2 9 3 2 5 6F F F i j k i j k           aqedan 

gamomdinare SeiZleba davweroT, rom 
              
           X = 2;  YYYY =  5;         Z = 6.           Y 

tolqmedi Zalis sidide gamoiTvleba formuliT: 
 

    2 2 2 4 25 36 65 8,1F X Y Z       . 

mimarTulebis kosinusebisaTvis gveqneba 

           

 

 

 

cos , 0,2467,

cos , 0,6173,

cos , 0,7407.

X
F i

F
Y

F j
F
Z

F k
F







  

amocana 7. ganvsazRvroT 121 F n, 102 F n da 93 F n 

Zalebis tolqmedis sidide. romlebic 
modebulia A wertilSi ise, rogorc es 
naCvenebia naxazze  
  amoxsna. Tu tolqmedi Zalisa da 
mocemuli Zalebis sakoordi-nato 
RerZebze gegmilebi Sesa-bamisad tolia 

       1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3, , , , , , , , , , ,F X Y Z F X Y Z F X Y Z F X Y Z

, 
maSin 
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1 2 3F F F F    

da 

                    
1 2 3

1 2 3

1 2 3

;

;

.

X X X X

Y Y Y Y

Z Z Z Z

  

  

  

 

1 1 1 1 1 1

1

2 2 2 2 2 2

2

3 3 3 3 3 3

3

0, 0,

cos90 12 ;

0, 0;

cos180 10,

0, 0.

cos180 9,

ox oy ox

ox oy ox

ox oy ox

X F Y F Z F

F

X F Y F Z F

F

X F Y F Z F

F

     

 

     

  

     

  

geg geg geg

geg geg geg

geg geg geg

 

                  

0 10 0 10,

0 0 9 9,

12 0 0 12.

X

Y

Z

    

    

   

 

 
tolqmedi Zalis sidide iqneba: 
 

    2 2 2 100 81 144 18F X Y Z       

pasuxi.  18 n. 
 

    amocana 8. ganvsazRvroT sivrceSi Tavmoyrili  151 F n, 

202 F n da 253 F n Zalebis tolqmedis 

moduli, Tu 1F

 da 3F


 Zalebis  fuZeebis 

mier sakoordinato RerZebTan Sedgenili 
kuTxeebi, Sesabamisad tolia  60  da 

 45 .  

  amoxasna.фtolqmedi Zalisa da sis-temaSi 
Semavali Zalebis gegmilebi Sesabamisad 
aRvniSnoT 

            1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3, , , , , , , , , , ,F X Y Z F X Y Z F X Y Z F X Y Z _iT. 

tolqmedi Zalis ganmartebis Tanaxmad 

                   1 2 3F F F F   . 

Sesabamisad gveqneba                       
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     1 2 3 1 2 3 1 2 3; ; .X X X X Y Y Y Y Z Z Z Z          

      1 1 1 cos 90 15cos30 12,8;o xX F F    geg  

     1 1 1 cos 15cos60 7,5;o yY F F    geg      

     1 1 0;o zZ F geg  

 

     2 2 1 cos90 20;o xX F F  geg  

2 2 0;o yY F geg     2 2 0;o zZ F geg  

     3 3 0;o xX F geg       

   3 3 3 cos 90 25cos45 17,5;o yY F F    geg    

  3 3 3 cos 25cos45 17,5;o zZ F F    geg  

 
 

           

12,8 20 0 32,8;

7,5 0 17,5 25;

0 0 17,5 17,5.

X

Y

Z

   

   

   

 

 
tolqmedi Zalis sidide iqneba: 

      
2 2

2 2 2 232,8 25 17,5 44,8F X Y Z       

pasuxi.  44,8 n. 
 
 
 
 

                                      § 1. 6.  ÇÀÅËÍ×ÐÈÊ  ÛÀÊÇÀ  ÑÈÑÒÄËÈÑ      
                                                          ÜÍÌÀÑÜÍÐÍÁÀ  

  
 çàåëí÷ðèê  ûàêçà ñèñòäëèñ üíìàñüíðíáèñàçåèñ àóúèêäáäêèà 

ãà ñàéëàðèñè, ðíë  ëàçè òíêõëäãè  ìóêèñ òíêè è÷íñ: R


= 0.  äñ  
îèðíáà øäèûêäáà  âàëíåþàòíç  íðè  ôíðëèç:   

1. âäíëäòðèóêàã äñ ìèøìàåñ, ðíë çàåëí÷ðèê ûàêäáæä àâäáóêè 
ûàêçà ëðàåàêâåäðãè   ùàéäòèêè  óìãà  è÷íñ; 
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              2.     0xyz Ñèåðúäøè çàåëí÷ðèêè ZalTa sistemis üíìàñüíðíáèñ   
àìàêèæóðè  îèðíáà  âåàûêäåñ:                         

 R

 =    222222 )()()( kkk ZYXZYX = 0,            

ñàèãàìàú           X= 0, Y= 0,          Z= 0 

àìó                     


n

k 1

  Xk = 0,     


n

k 1

  Yk = 0,    . 


n

k 1

  Zk = 0.              

(6.1) 
 äñ âàìòíêäáäáè üàðëíàãâäìäì  çàåëí÷ðèêè ûàêäáèñ 
üíìàñüíðíáèñ  âàìòíêäáäáñ   Ñèåðúäøè.   
 0xy sibrtyeSi çàåëí÷ðèêè ZalTa sistemis üíìàñüíðíáèñ  
àìàêèæóðè  îèðíáà  aseTia: 

             R

 =   2222 )()( kk YXYX = 0,            

ñàèãàìàú           X= 0, Y= 0,   

àìó                      


n

k 1

  Xk = 0,     


n

k 1

  Yk = 0,      .                               

(6.2) 
 äñ âàìòíêäáäáè üàðëíàãâäìäì  çàåëí÷ðèêè ûàêäáèñ 
üíìàñüíðíáèñ  âàìòíêäáäáñ  ñèáðò÷äæä.   
              ëàøàñàãàëä,  çàåëí÷ðèêè   ûàêäáèñ   ü í ì à ñ ü í ð í á è ñ 
à ç å è ñ  àóúèêäáäêèà ãà ñàéëàðèñè, ðíë  ÷åäêà ûàêèñ  âäâëèêäáèñ 
àêâäáðóêè ÿàëè  çèçíäóê  ñàéííðãèìàòí  
öäðûæä  è÷íñ  ìóêèñ  òíêè. 
           ÑÀËÈ  ÛÀÊÈÑ  ÇÄÍÐÄËÀ    çó ñþäóêè 
üíìàñüíðíáàøèà ñàëè ûàêèñ ëíõëäãäáèç ãà íðè  
ëàçâàìèñ ôóûä èéåäçäáà äðç üäðòèêøè, ëàøèì ëäñàëä 
ûàêèñ ôóûäú   gaivlis  èëàåä  üäðòèêøè. 
 Ddamtkiceba: vTqvaT wonasworobaSi myof 

myar sxeulze moqmedebs sami Zala F


1 , F


2, F


3.  

maSin  ( F


1 , F


2, F


3)  0; amasTanave F


1  da F


2   Zalebis fuZeebi 

ikveTebian erT A wertilSi. SevkriboT es F


1  da F


2    Zalebi  F


1 

+ F


2 = R


   ( R


 Zala modebulia A wertilSi). âåäõìäáà:   ( F


1 , 

F


2, F


3)  ( R


, F


3)  0. 
 miviReT, rom sxeuli wonasworobaSi aRmoCnda ori Zalis 

moqmedebiT. I aqsiomis Sedegidan gamomdinare aseTi Zalebi 
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pirdapirTanawinaaRmdegi Zalebia.Aamitom, R


 da F


3   Zalebi 

mdebareoben erT fuZeze; e.i. F


3    Zalis fuZec gadis  A wertilSi 
  ðàãâàìàú äñ ñàëè ûàêà üíìàñüíðíáàøèà, ëàçè âäíëäòðèóêè 
øäéðäáèñàñ åèöäáç ûàêçà ùàéäòèê ñàëéóçþäãñ. ëàøàñàãàëä,  ñàëèåä ûàêà   
äðç ñèáðò÷äøèà ëíçàåñäáóêè. 
 øäìèøåìà. äñ çäíðäëà üàðëíàãâäìñ üíìàñüíðíáèñ ëþíêíã 
àóúèêäáäê îèðíáàñ, ëàâðàë àðà ñàéëàðèññ, åèìàèãàì úþàãèà, ðíë äðç 
ñèáðò÷äøè ëãäáàðä ãà äðç üäðòèêøè âàãàëéåäçè àðà ÷íåäêè ñàëè  ûàêà 
èõìäáà üíìàñüíðíáàøè.    

ÀËÍÚÀÌÀ  1 . P = 12 ì  üíìèñ  äðçâåàðíåàìè  ñôäðí  
øäéàåäáóêèà üíìàñüíðíáàøè  

åäðòèéàêèñàãëè  = 60o   
éóçþèç  ãàþðèê  âêóå  
ñèáðò÷äæä  AB  çíéèñ  
ñàøóàêäáèç.  âàìñàæöåðäç  
ñôäðíñ  üìäåà  ñèáðò÷äæä  ãà  
çíéèñ  ãàýèëóêíáà,  çó  AB  
çíéè  ñèáðò÷èñ  îàðàêäêóðèà. 
       ÀËÍÞÑÌÀ.  åèþèêàåç  
ñôäðíñ  üíìàñüíðíáàñ.  ëàñæä 

ëíõëäãäáñ ñèëûèëèñ  P


   ûàêà,  ëíãäáóêè  ñôäðíñ C úäìòðøè ãà 

ëèëàðçóêè  åäðòèéàêóðàã õåäåèç;  âêóåè  ñèáðò÷èñ  ðäàõúèèñ  N


 
ûàêà, ðíëäêèú ñèáðò÷äæä ñôäðíñ  üìäåèñ òíêèà, ëíãäáóêèà øäþäáèñ D  
üäðòèêøè ãà ëèëàðçóêèà ñèáðò÷èñ ëàðçíáóêàã  (âàãèñ ñôäðíñ 

úäìòðøè); àâðäçåä ëíõëäãäáñ  çíéèñ ãàýèëóêíáèñ  T


   ûàêà, 
ëèëàðçóêè  çíéèñ âàñüåðèå. âåàõåñ çàåëí÷ðèê ûàêçà ñèñòäëà, ðíëêäáèú 
ëíçàåñäáóêè àðèàì äðç ñèáðò÷äøè ãà çàåñ è÷ðèàì  C  üäðòèêøè. ä.è. 
ñôäðí üíìàñüíðíáàøèà  C  üäðòèêøè çàåëí÷ðèêè ñàëè ûàêèñ 
ëíõëäãäáèç. àåàâíç  ûàêçà  abc  ñàëéóçþäãè.  àâäáà  èü÷äáà  úìíáèêè  P 

ûàêèç.  ðàèëä  a  üäðòèêèãàì  âàðéåäóêè  ëàñøòàáèç àåàâíç  P


  ûàêèñ 
òíêè   ab  åäõòíðè.  øäëãäâ  ëèñ  ñàü÷èñ ãà áíêí üäðòèêäáæä  

âàåàåêíç  N


 ãà  T


  ûàêäáèñ  îàðàêäêóðè  üðôääáè. ëàçè âàãàéåäçèç 

ëèåèöäáç ûàêçà ùàéäòèê   abc  ñàëéóçþäãñ,  ðíëäêøèú cb   åäõòíðèñ 

sigrZe T


 ûàêèñ sididis òíêèà,  þíêí  ac    åäõòíðèñ sigrZe  N


  

ûàêèñ sididis  òíêè.  äñ   ñàëéóçþäãè    ëàðçéóçþàà   acb = 90o ,   

(T

 N


) . àëàñçàìàåä,     abc =  ( P


,^ N


) = .  àë  ñàëéóçþäãèãàì N 

= P  Sin   = 10,38  ì.    
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   T = P  Cos  = 6 ì . 
 
       

Aamocana 2: AC da BC Reroebi C wertilSi SeerTebulia 
saxsrulad. C saxsar-Tan mierTebuli da D blokze gada-

kidebuli Tokis boloze Camokide-
bulia 12n wonis 1 tvirTi. 
GganvsazRvroT AB da BC Reros 
reaqcia, Tu kuT-    

xe  60 . 
amoxsna. GganvixiloT C wertilze 

modebuli Tav-moyril ZalTa 

sistema, romelTagan AR  da BR _ 

ReroebSi aRZruli reaqciis Zalebia, xolo T _Tokis 
daWimulobis Zala, romelic sididiT tvirTis P wonis 
tolia.  

   amocanis amosaxsnelad gamoviyenoT  amoxsnis 
geometriuli da analizuri xerxi. 

1) amoxsnis geometriuli xerxi: amocanaSi wonasworobis 
obieqtia c kvanZi. yvela am Zalis fuZe ikveTeba c wertilSi 
da imyofeba wonasworobaSi.  

maSasadame,vvaqvs wonasworobaSi 
myofi Tavmoyrili ZalTa 
sistema, amitom ZalTa 
samkuTxedi unda iyos Caketili. 
avagoT es samkuTxedi. es 
samkuTxe-di _ marTkuTxa, sadac 
cnobilia α maxvili kuTxe da 

hipotenuza: 12NK T P   . 

aqedan gamomdi-nare, SegviZlia davweroT:  

         sin 12sin 60 6 3 10,2AR T     

         s 12cos60 6.BR Tco     

  2) amoxsnis analizuri xerxi: davweroT c wer-tilze 
modebul Tavmoyril ZalTa sistemis wona-sworobis 
veqtoruli gantoleba: 

                0A BR R T   . 

 x 

y 

T

 

AR

 

   AR  

M 

 N  K 
T  

A
R

 

B
R  
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vinaidan CA   CB, amitom koordinatTa sistemis saTave 
SevarCioT c wertilSi da cx RerZi mivma-rToT cB-s 
gaswvriv, xolo cy RerZi – cA _ s gaswvriv. wonasworobis 
veqtoruli toloba dava-gegmiloT am RerZebze. Gveqneba:  

 

   

3

1
3

1

0; cos cos90 cos180 0, 1

0; cos 90 cos90 cos90 0. 2

k A B

n

k A B

n

X T R R

Y T R R










   


     





  

(1) gantolebidan miviRebT 

            cos60 0 0, 12cos60 6 .B BT R R      n  

   (2)  gantolebidan miviRebT 
        

         sin 0 0, sin 12sin 60 10,2 .A AT R R T        n  

   pasuxi:  

             
10,2

6
A

B

R

R





n,

n.
    

   amocana 3.ganvsazRvroT BC bagiris daWimulobis 
3F  

Zalisa da 1F  Zalis sidide, Tu cno-bilia, 

rom AC bagiris daWimulobis Zala 152 F n. 

wonasworobis mdgoma-reobaSi kuTxeebi 
 30  da  75 .      

 
 
 

 
amoxsna. ganvixiloT c kvanZi, rogorc  wonasworobis 
obieqti. 
C wertili emorCileba bmebs, romlebic ganxorci-elebulia 
AC da  BC bagirebis saSualebiT, xolo maTSi aRZruli 

Zalebia 2F  da 3F . vixilavT C wer-tilSi modebul 

Tavmoyril ZalTa sistemis wona-sworobas. 
  amocanis amosaxsnelad gamoviyenoT amoxsnis geo-metriuli 

xerxi. amisaTvis avagoT ZalTa samkuTxe-

di da davakavSiroT masTan  da  
  

M 

1F

 

N 
2F  

K 

3F  
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kuTxeebi. Gamovi-yenoT sinusebis Teorema. Tu 
gaviTvaliswineT,   rom 

 180K      , maSin gve- 

qneba:
  

31 2 ;
sin sinsin 180

FF F

  
 

 
  

am Tanafardobidan vRebulobT: 

         
  

1 2 ;
sinsin 180

F F

 


 
   

  
  2

1

sin 180 15sin 75
15;

sin sin 75

F
F

 



 
    

 32 ;
sin sin

FF

 
         2

3

sin 15sin30
7,8;

sin sin 75

F
F




    

pasuxi:  1 15F  n. ,   3 7,8F n.    
 
 

amocana 4.  G Gwonis cilindri wonasworobaSi Sekave-bulia 
AB Tokis saSualebiT. sayrdeni zedapiris normaluri 

reaqcia 40N n. ganvsazRvroT Tokis F

 daWimuloba da 

cilindris G  wona, Tu cnobilia kuTxeebi  45  da  30 . 

Aamoxsna. vixilavT cilindris 
wonasworobas. zedapiris normaluri 
reaqciis  Zalis da Tokis  daWimu-
lobis Zalis fuZeebi gadian cilindris A  
centrSi. A wertilSi modebulia erT 

sibrtyeSi mdebare  Tavmoyrili F , N da 

G  Zalebis sistema. gamoviyenoT amocanis 
amoxsnis analizuri xerxi. 

 DdavweroT A wertilze moqmedi Tavmoyril F , N da G  
ZalTa sistemis wonasworobis veqtoruli gantoleba:  

                    0F N G   .                 1  

  koordinatTa sistemis saTave avirCioT A  wertilSi da 
RerZebi mivmarToT ise, rogorc es naCvene-bia naxazze. 

          

x     

  
        
y 

 y 
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wonasworobis veqtoruli gantoleba davagegmiloT 

sakoordinato Ax da Ay  RerZebze, gveqneba: 

  

   

   

3

1
3

1

0; cos cos 90 cos90 0, 2

0; cos 90 cos cos180 0. 3

k

n

k

n

X N F G

Y N F G

 

 






    


     





 

 sistemis meore gantolebidan vRebulobT: 

         cos45 sin30 0 0N F   . 

Aaqedan 

    

2
40

cos 45 2 56,6
1sin 30

2

N
F   n .  

Aanalogiurad meore gantolebidan miviRebT: 
 

 

sin 45 cos30 0,

2 3
sin 45 cos30 40 40 2 77,3

2 2

N F G

G N F

  

    n
 

pasuxi:      56,6 ; 77,3F Gn n . 

amocana 5. AO, BO da CO Reroebi saxsruladaa SeerTebuli 
O wertilSi. ganvsazRvroT CO Reros reaqcia. Tu O 
saxsarze moqmedebs 12F n Zala ADAOAB  . 

amoxsna: 
gamoTvlebis gasamartiveb-lad 
vigulisxmoT, rom samive Rero 
gaWimulia da Zalvebi mivmarToT OO 
wertilidan Reroebis gaswvriv A, B da 
C wertilebi-saken. miviRebT O 
wertilze modebul Tavmoyril Za-lTa 
sistemas. davweroT wonasworobis 
gantoleba  

               1 2 3 0S S S F     

da davagegmiloT igi Cvens mier winaswar arCeul 
koordinatTa sistemis RerZebze. viTvaliswinebT imasac, rom 
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mocemulobis Tanaxmad O wertili war-moadgens kubis 
wveros: 

3

1 2 3

1
3

1 2 3

1
3

1 2 3

1

0; cos90 cos 45 sin 45 cos90 0,

0; cos90 sin 45 cos90 cos 45 0.

0; cos90 cos90 cos 45 sin 45 0,

k

n

k

n

k

n

X S S S F

Y S S S F

Z S S S F








    




    



    








 

martivi gardaqmnebis Sedegad miviRebT: 

 
 
 

2 3

1 2

3

0; 1

sin 45 cos 45 0; 2

0. 3

S S

S S F

S F

 


  
  

 

mesame gantolebidan: 3 12 ;S F    n  

pirveli gantolebidan: 2 3 12S S    n.   
meore gantolebidan:     

      1 2

2 2 2
24 12 2

2 2 2
S S F        n.  

miRebuli Sedegebidan SeiZleba davaskvnaT, rom AO da CO 
Reroebi SekumSulia. 
amocana 6. ipoveT Zalva AB ReroSi da AC da AD  jaW-vebSi, 
romlebiTac Sekavebulia 42 n wonis Q  tvi-rTi, Tu AB = 

145sm, AC = 80 sm,  AD = 60sm.  
CADEmarTkuTxedis  sibr-tye 
horizontaluria, xolo V da W sib-
rtyeebi vertikaluri. B wertilSi 
Camagreba saxsrulia. 
amoxsna: ganvixiloT A wertilis 
wonasworoba. masze moqmedebs 
tvirTiT gamowveuli Q Zala. 
agreTve,  AB Rerosa da AC da AD  

jaWvebSi aRZruli Zalvebi. vgu-
lisxmobT, rom jaWvebi da Rero 
imyofeba gaWimul mdgomareobaSi da 

Zalvebi mimarTulia A wertilidan                  

      

B 

      

1S    

2S  
 x 

y 

z 

C A 

D 

  
3S     B 
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B, D da C wertilebisaken. davweroT wonasworobis  
veqtoruli gantoleba:  

              1 2 3 0S S S Q    . 

es veqtoruli toloba davagegmiloT Cvens mier win-aswar 
arCeul koordinatTa sistemis RerZebze. gveq-neba: 
 

3

1 2 3

1
3

1 2 3

1
3

1 2 3

1

0; cos0 cos90 sin sin cos90 0,

0; cos90 cos0 cos sin cos90 0,

0; cos90 cos90 cos cos90 0.

k

n

k

n

k

n

X S S S Q

Y S S S Q

Z S S S Q

 

 










    




    



    








 

gamartivebis Semdeg miviRebT: 

 
 
 

1 3

2 3

3

sin sin 0; 1

cos sin 0; 2

cos 0. 3

S S

S S

S Q

 

 



 


 
  

 

gamovTvaloT: sin , cos , sin cos   da .  AED _ Si 

   

2 2 2 260 80 100.

60 3 80 4
cos ; s ;

100 5 100 5

AE AD DE

AD DE
in

AE AE
 

    

        

 AEB _ Si   

100 20
s .

145 29

AE
in

AB
   

 

amis gaTvaliswinebiT gveqneba: 

3

29
42 ;

cos 41

Q
S


      n  

1 3

20 4
sin sin ;

29 5
S S         n  

       1 3

20 3
cos sin ;

29 5
S S         n  

miRebuli Sedegebidan gamomdinare SeiZleba vTqvaT, rom AAC  

jaWvi SekumSulia.  
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                             Zalis  momenti 

 

                  § 1.  7..   ÛÀÊÈÑ  ËÍËÄÌÒÈ  ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ËÈËÀÐÇ 
 
       ZalTa nebismieri sistemis Seswavlisas mniSvnelovan cnebas 

warmoadgens Zalis momentis cneba. 

 ë÷àð ñþäóêæä ëíõëäãëà ûàêàë øäèûêäáà âàëíèüåèíñ àë ñþäóêèñ 
áðóìåèçè  ëíûðàíáà ðíëäêèëä üäðòèêèñ âàðøäëí. ñþäóêæä ëíõëäãè 
ûàêèñ ëàáðóìäáäêè äôäõòèñ  ãàñàþàñèàçäáêàã  øäëíàõåç  ûàêèñ   
ëíëäìòèñ  úìäáà. 
 meqanikaSi  wertlis mimarT Zalis momentis cneba SemoiRo  

italielma mecnierma da mxatvarma Lleonardo da vinCim (1452 - 1519). 

 åçõåàç  ñþäóêèñ   A   üäðòèêæä ëíõëäãäáñ  F


  ûàêà, ðíëäêèú 
àë ñþäóêñ øäëíàáðóìäáñ 0  üäðòèêèñ âàðøäëí. 0  üäðòèêñ  óüíãíç  

ëíëäìòèñ úäìòðè.  0 úäìòðèãàì  F


  ûàêèñ ôóûäæä ãàøåäáóê  OD  

ëàðçíáñ óüíãíç  0  úäìòðèñ  ëèëàðç  F


  ûàêèñ  ëþàðè.  ëèñè ñèâðûä 
è÷íñ  h = OD   

 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ. F


   û à ê è ñ   ñ é à ê à ð ó ê è    ë í ë ä ì ò 

è   0  úäìòðèñ ëèëàðç äüíãäáà  F


  ûàêèñ ñèãèãèñà ãà  h  ëþàðèñ  
ìàëðàåêñ àöäáóêñ  " + " àì    "-"    ìèøìèç. 

 F


  ûàêèñ ñéàêàðóê ëíëäìòñ  0  
úäìòðèñ ëèëàðç àñä àöåìèøìàåç 

                L 0 = ëíë 0 F


 =  F

  h.             

7.1) 
 øäåçàìþëãäç, ðíë "+"  ìèøàìè àèöäáà 

èë øäëçþåäåàøè çó F


  ûàêà  0 üäðòèêñ 
âàðøäëíóåêèñ ñààçèñ èñðèñ ëíûðàíáèñ ëèëàðçóêäáèç; vóüíãíç ëàñ  
ãàãäáèçè ëèëàðçóêäáà. üèìààöëãäâ øäëçþåäåàøè åèöäáç " -"  ìèøàìñ. 
 ðíâíðú  âàìëàðòäáèãàì  ãà  ìàþàæèãàì  ùàìñ  (ìàþ. 8.1) : 
 à)   ûàêèñ ñéàêàðóêè ëíëäìòè 0 úäìòðèñ ëèëàðç àð øäèúåêäáà, 
çó àë ûàêèñ ëíãäáèñ üäðòèêñ âàãàåèòàìç ëèñè ôóûèñ âàñüåðèå ñþäóêèñ 
ñþåà ðíëäêèëä üäðòèêøè; 
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 á) F


  ûàêèñ ñéàêàðóêè ëíëäìòè 0 úäìòðèñ ëèëàðç ñèãèãèç 
óãðèñ àë ûàêàæä ãà 0  úäìòðæä àâäáóêè ñàëéóçþäãèñ âàíðéäúäáóê 
ôàðçíáñ: 

                       L 0  =   ëíë 0 F

  =  2  ô( AOB);                  

(7.2) 
           â)   ûàêèñ ëíëäìòè ðàèëä úäìòðèñ ëèëàðç ìóêèñ 
òíêèà, çó àë  ûàêèñ  ôóûä  âàãèñ  ëíëäìòèñ  úäìòðæä   
(h=0).         
           âàìñàæöåðèãàì  ùàìñ, ðíë  ûàêèñ ëíëäìòè 0  úäìòðèñ  ëèëàðç 
þàñèàçãäáà ñèãèãèç, áðóìåèñ ëèëàðçóêäáèç ãà èë ñèáðò÷èç, ðíëäêøèú 
äñ ûàêà  ãà  0  úäìòðè ëãäáàðäíáñ. ÷íåäêèåä àëèñ ãàñàþàñèàçäáêàã  
SemoviRoT  ûàêèñ  åäõòíðóêè   ëíëäìòèñ   úìäáà: 

  ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ.  F


   û à ê è ñ   å ä õ ò í ð ó ê è    ë í ë ä ì 
ò è    0   úäìòðèñ   ëèëàðç    äüíãäáà     èñäç    

L 0    åäõòíðñ,  ðíëäêèú    1)   ñèãèãèç    

F


   ûàêèñ   ñèãèãèñà   ãà   h  ëþàðèñ    
ìàëðàåêèñ    òíêèà   

   L 0 =   F

 h ,   2)   ëíãäáóêèà  0  

úäìòðæä   ãà   3)   ëèëàðçóêèà  F


  ûàêàæä  ãà  0  úäìòðæä   

âàëàåàêè  ñèáðò÷èñ   ëàðçíáóêàã  èñä, ðíë  F


 ûàêà    L 0    åäõòíðñ  
óåêèñ  ãàãäáèçè   ëèëàðçóêäáèç. 

   çó  F


  ûàêèñ ëíãäáèñ  A  üäðòèêè  0  úäìòðèñ ëèëàðç 

âàìèñàæöåðäáà r   ðàãèóñ-åäõòíðèç, ëàøèì ñàëàðçêèàìèà 
ãàëíéèãäáóêäáà  (ìàþ.  8.2) 

   L 0=  ëíë 0 F


 =  r   F


 .                      (7.3) 
 ëàðçêàú, àë åäõòíðóêè ìàëðàåêèñ ñèãèãäà 

            L 0  =  r  F


  =  r    F

  Sin ( r ,^ F


 ) 

 ëàøàñàãàëä, ûàêèñ åäõòíðóêè ëíëäìòè ðàèëä úäìòðèñ ëèëàðç 
âàìèþèêäáà, ðíâíðú àë úäìòðèñ ëèëàðç ûàêèñ ëíãäáèñ üäðòèêèñ 
ðàãèóñ-åäõòíðèñ  ãà ûàêèñ åäõòíðèñ åäõòíðóêè ìàëðàåêè. 

 âàìñàæöåðäáèãàì  ùàìñ, ðíë    L 0  = L0 = 2 ô( A0B). 
 
 
                              1.8.  ÛÀÊÈÑ  ËÍËÄÌÒÈ  ÖÄÐÛÈÑ  ËÈËÀÐÇ 
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 ûàêèñ ëíëäìòè ðàèëä öäðûèñ ëèëàðç àþàñèàçäáñ ëàáðóìäáäê 
äôäõòñ, ðíëäêñàú õëìèñ ûàêà, ðàçà øäëíàáðóìíñ ñþäóêè àë öäðûèñ 
âàðøäëí. 

 âàìåèþèêíç ñþäóêè, ðíëäêèú A  üäðòèêæä ëíãäáóêè  F


 
ûàêèñ  ëíõëäãäáèç áðóìàåñ  0z öäðûèñ 

âàðøäëí.  åâóêèñþëíáç,ðíë  F


 ûàêà ãà  
0z  öäðûè äðç ñèáðò÷äøè àð ëãäáàðäíáäì. 

ãàåøàêíç  F


 ûàêà íð ëãâäìäêàã: 

F


= F


1+ F


2, ðíëäêçàâàì F


1 àðèñ 0z  

öäðûèñ ëàðçíáóêè, þíêí F


2  àðèñ  0z   
öäðûèñ îàðàêäêóðè  

 ( F


1  0z, F


2   0z;   ìàþ.  10 ) .                                                                            

 úþàãèà  F


2  ûàêàñ àð øäóûêèà 
ñþäóêèñ ëíáðóìäáà 0z  öäðûèñ âàðøäëí. 

àëèòíë  0z  öäðûèñ âàðøäëí  F


 ûàêèñ ëàáðóìäáäêè äôäõòè ëçêèàìàã 

äëçþåäåà ëèñè F


1   ëãâäìäêèñ  ëàáðóìäáäê äôäõòñ,  ä. è.  

                                  ëíëZ F


  = ëíëZ F


1 .  

F


1  üàðëíàãâäìñ  F


  ûàêèñ    âäâëèêñ 0z   öäðûèñ ëàðçíáóêàã 
âàåêäáóê (S)   ñèáðò÷äæä .  àëèñ  âàëí  øäâåèûêèà  øäëíåèöíç 

         ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ. F


 Û à ê è ñ   ë í ë ä ì ò è  0z  ö ä ð û è ñ   ë è 
ë à ðç   äüíãäáà  àë öäðûèñ  ëàðçíáóê  S  ñèáðò÷äæä ëíúäëóêè ûàêèñ 
âäâëèêèñ  ñéàêàðóê   ëíëäìòñ  öäðûèñà ãà ñèáðò÷èñ    âàãàéåäçèñ  0  
üäðòèêèñ   ëèëàðç. 

 çó   ëíúäëóêè  F


  ûàêèñ  ëíëäìòñ  0z  öäðûèñ ëèëàðç  
àöåìèøìàåç  LZ -èç, âåäõìäáà 

     LZ  = ëíëZ F


 = ëíë0 F


1,    ñàãàú     F


1 = âäâë S F


 . 
àìó 

    LZ =   F

  h  =   2  ô (0ab)  (8.1) 

 ëíëäìòèñ ìèøàìè àèöäáà èëèñ ëèþäãåèç çó ðíâíð øäëíóåêèñ  

F


1  ëãâäìäêè  0  üäðòèêñ. 
           âàìñàæöåðèãàì ùàìñ, ðíë ûàêèñ ëíëäìòè öäðûèñ ëèëàðç àð àðèñ 
ãàëíéèãäáóêè èëàæä, çó öäðûèñ ðíëäê üäðòèêøè âàåàåêäáç ëèñãàëè 
ëàðçíáóê S  ñèáðò÷äñ, ä.è. àð àðèñ ãàëíéèãäáóêè  z  öäðûæä  0  
üäðòèêèñ àðùäåàæä. 
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 öäðûèñ ëèëàðç ûàêèñ ëíëäìòèñ âàìñàæöåðèãàì ãà (8.1)  
òíêíáèãàì øäâåèûêèà ãàåàñéåìàç, ðíë   öäðûèñ  ëèëàðç  ûàêèñ  
ëíëäìòè  ìóêèñ  òíêèà, anu Zala sxeuls RerZis garSemo ver 
Semoabrunebs,  çó    ûàêèñ  ôóûä  ãà  öäðûè    äðç ñèáðò÷äøè  
ëãäáàðäíáäì,  ä.è. ðíúà:        à)  ûàêèñ ôóûä  öäðûèñ  îàðàêäêóðèà;     
á)  ûàêèñ  ôóûä  öäðûñ  éåäçñ;      â)  çåèç  ûàêà  àðèñ  ìóêèñ  òíêè. 

 F


 ûàêèñ ëíëäìòè  0 z  öäðûèñ ëèëàðç  ar udris nuls, Tu F

 

Zalis fuZe da  0z  RerZi acdenili wrfeebia. 
 
 
 
 
 
 
 

          §1.9. ÃÀËÍÉÈÃÄÁÓÊÄÁÀ  ÛÀÊÈÑ  ÅÄÕÒÍÐÓÊ  ËÍËÄÌÒÑÀ  
                               ÃÀ  ÖÄÐÛÈÑ  ËÈËÀÐÇ  ËÍËÄÌÒÑ  ØÍÐÈÑ  
 
 åçõåàç ñèåðúäøè ëíúäëóêè âåàõåñ ñþäóêèñ A üäðòèêæä 

ëíãäáóêè F


 ûàêà ãà 0z  öäðûè.  âàåàåêíç öäðûèñ ðíëäêèëä 01 
üäðòèêæä  ëèñãàëè  ëàðçíáóêè (S) ñèáðò÷ä  (ìàþ. 11).  åçõåàç 

F


1=âäâëS F


.   ðíâíðú  úìíáèêèà  

                      LZ = ëíëZ F


 = ëíëO1 F


1 = 2 ô(01ab).          (9.1) 

       àåèöíç  öäðûæä  ìäáèñëèäðè  0    üäðòèêè. F


  ûàêèñ  
åäõòíðóêè ëíëäìòè  0   úäìòðèñ   ëèëàðç   èõìäáà 

                          L 0  = ëíë0 F


 = A


0   

F


. 

 L 0  ëíãäáóêèà 0 úäìòðæä ãà 
ëàðçíáóêèà  0AB  ñàëéóçþäãèñ  ñèáðò÷èñà, 

ëèëàðçóêè ãàãäáèçàã. L O-èñ ñèãèãäà 

            L 0 = 2 ô ( 0AB)                 
(9.2)          

ðàãâàìàú  L 0   0AB  ãà  z  01ab ,  

àëèòíë  çó   L 0    ãà  z  öäðûè  äðçëàìäççàì   

àãâäìäì      éóçþäñ,  ëàøèì     0AB -ñà   ãà    01 ab -ñ  ñèáðò÷ääáñ 

øíðèñ éóçþäú èõìäáà  . çàåèñ ëþðèå   01ab  ñàëéóçþäãè 
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üàðëíàãâäìñ  0AB  ñàëéóçþäãèñ íðçíâíìàêóð âäâëèêñ  S  ñèáðò÷äæä 
ãà ðíâíðú  âäíëäòðèèãàì  úìíáèêèà  áðò÷äêè ôèâóðèñ âäâëèêèñ 
ôàðçíáè ðàèëä ñèáðò÷äæä óãðèñ  ãàñàâäâëèêäáäêè ôèâóðèñ ôàðçíáèñà 
ãà àë ôèâóðäáèñ ñèáðò÷ääáñ øíðèñ éóçþèñ éíñèìóñèñ ìàëðàåêñ. ä.è. 
øäâåèûêèà ãàåüäðíç: 

             ô( 01 ab) = ô( 0AB) Cos  ,  
àìó  

           2 ô(01 ab) = 2 ô(0AB)  Cos  .     (9.3) 
 çó âàëíåè÷äìäáç  (9.1)   ãà   (9.2)  òíêíáäáñ, ëàøèì  (9.3)  
òíêíáà àñä ùàèüäðäáà 

     LZ  =   L 0   Cos  . 

 äñ  âåèùåäìäáñ, ðíë     LZ  = âäâëZ L 0   = 0C. 

 ëàøàñàãàëä, F


 ûàêèñ ëíëäìòè  z  öäðûèñ ëèëàðç óãðèñ àë 

öäðûèñ ìäáèñëèäðè  üäðòèêèñ  ëèëàðç  F


  ûàêèñ  åäõòíðóêè  
ëíëäìòèñ âäâëèêñ àë  öäðûæä. 
     
 
 

    § 1.10. ÛÀÊÈÑ ËÍËÄÌÒÈ ÑÀÉÍÍÐÃÈÌÀÒÍ ÖÄÐÛÄÁÈÑ ËÈËÀÐÇ 
  
 çó âàëíåè÷äìäáç ûàêèñ åäõòíðóê 
ëíëäìòñà ãà öäðûèñ ëèëàðç ëíëäìòñ øíðèñ 
ãàëíéèãäáóêäáàñ, øäâåèûêèà ëèåèöíç 
ãäéàðòèñ ëàðçéóçþà éííðãèìàòçà öäðûäáèñ 
ëèëàðç ûàêèñ ëíëäìòèñ âàëíñàçåêäêè 
ôíðëóêäáè. 
 âàìåèþèêíç   0xyz   ñèåðúèñ    A 

(x,y,z)    üäðòèêæä    ëíãäáóêè    F


 
(X,Y,Z)    ûàêà.    àë   ûàêèñ   åäõòíðóêè  
ëíëäìòè  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ 0 ñàçàåèñ  

ëèëàðç  è÷íñ L O (LX, LY, LZ).     øäâåèûêèà ãàåüäðíç: 

    L X =  ëíë  X F


 = âäâë X L O  =  yZ - zY  , 

    L y  = ëíë  Y F


 = âäâë Y L O   =  zX - xZ,, 

     L z = ëíë  Z F


  = âäâë Z L O   =  xY – yX.. 

 LX , LY, LZ - éííðãèìàòçà öäðûäáèñ ëèëàðç F


 ûàêèñ 
ëíëäìòäáèà.        ØÄÌÈØÅÌÀ :  ûàêèñ ñéàêàðóêè ëíëäìòè ðàèëä 
üäðòèêèñ ëèëàðç øäâåèûêèà âàìåèþèêíç, ðíâíðú ëíúäëóêè ûàêèñ 
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ëíëäìòè èë öäðûèñ ëèëàðç, ðíëäêèú âàãèñ ëíúäëóê üäðòèêøè ûàêàæä 
ãà àë üäðòèêæä âàëàåàêè ñèáðò÷èñ ëàðçíáóêàã. 

 çó    ãàóøåäáç,  ðíë  F


  ûàêà  ëíçàåñäáóêèà    0xy  

ñèáðò÷äøè       (z = 0, Z = 0 ),  ëàøèì  F


 ûàêèñ ñéàêàðóêè  ëíëäìòè 
0  ñàçàåèñ ëèëàðç øäâåèûêèà  âàìåèþèêíç, ðíâíðú  ëèñè ëíëäìòè  0  
üäðòèêøè  âàëàåàêè  0z  öäðûèñ  ëèëàðç. àëèòíë   ûàêèñ  ñéàêàðóêè  
ëíëäìòè  0   üäðòèêèñ  ëèëàðç  àìàêèæóðàã  àñä  âàëíèñàþäáà 
   L O  =  LZ = xY - yX .        
 

        

 

 

                                § 1. 11.  ÅÀÐÈÌÈÍÌÈÑ  ÇÄÍÐÄËÀ 
 
 ÇÄÍÐÄËÀ.  çàåëí÷ðèê ûàêçà ñèñòäëèñ òíêõëäãèñ 
åäõòíðóêè ëíëäìòè ðàèëä úäìòðèñ ëèëàðç òíêèà  èëàåä úäìòðèñ 
ëèëàðç øäëàãâäìäêè ûàêäáèñ åäõòíðóêè ëíëäìòäáèñ âäíëäòðèóêè  
ÿàëèñà. 
 ãàëòéèúäáà.  ëèåèöíç ëíëäìòäáèñ úäìòðàã ðàèëä  0  üäðòèêè 
ãà àåèðùèíç éííðãèìàòçà ëàðçéóçþà xyz ñèñòäëà ñàçàåèç  0  
üäðòèêøè. åçõåàç  0xyz   ñèåðúäøè  ñþäóêæä 

ëíãäáóêèà çàåëí÷ðèê  ûàêçà  F


1, F


2 ,. . . 

, F


n                                        

  ñèñòäëà, çàåëí÷ðèñ úäìòðèç  A  üäðòèêøè. 

àë  ûàêäáèñ òíêõëäãè  R


 ûàêà ëíãäáóêèà  
èëàåä  A  üäðòèêæä ãà âàìëàðòäáèñ  çàìàþëàã               

   R


= F


1 + F


 2 + . . . + F


n.   àìó  R


=  F


k 
. 
 àë  òíêíáèñ  íðèåä  ëþàðä  âàåàëðàåêíç 

  åäõòíðóêàã  ëàðúþäìà  ëþðèãàì   A  üäðòèêèñ   0 A


 = r    ðàãèóñ - 
åäõòíðæä.  ëèåèöäáç: 

      r  R


= r  F


1 + r  F


2 + . . .+ r  F


n ,    àìó    r  R


=  

( r F


k) . 
 ûàêèñ åäõòíðóêè ëíëäìòèñ âàìëàðòäáèñ çàìàþëàã äñ 
óéàìàñéìäêè òíêíáà àñä ùàèüäðäáà 
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          L = L 1  + L  2 + . . . + L n,àìó        L  =  L k         
(11.1) 

ñàãàú  L   ãà  L 1, L  2 , . . . , L n  üàðëíàãâäìäì     øäñàáàëèñàã  R


   

ãà     F


1, F


2 , . . ., F


n    ûàêäáèñ åäõòíðóê ëíëäìòäáñ  0  úäìòðèñ 
ëèëàðç; (çäíðäëà ãàëòéèúäáóêèà). 
 äñ çäíðäëà ñàëàðçêèàìèà éííðãèìàòçà öäðûäáèñ ëèëàðç 
ëíëäìòäáèñçåèñàú. ëàðçêàú, çó (11.1)  òíêíáàñ ãàåàâäâëèêäáç  
éííðãèìàòçà  0x , 0y , 0z  öäðûäáæä, ëèåèöäáç: 

   LX =   L KX  ,       LY =   LKY  ,        LZ =  LKZ. 

åàðèìèíìèñ çäíðäëà àðèñ ñðèàêà åäõòíðçà çäíðèèñ äðç-äðçè 
ûèðèçàãè  çäíðäëà.    äñ  çäíðäëà  çàåëí÷ðèêè  ûàêäáèñ  
øäëçþåäåèñàçåèñ 1687 wels  ãààãâèìà   î. åàðèìèíìëà   (1654 - 1722)..  

ðàãâàìàú  ë÷àð ñþäóêæä ëíõëäãè ûàêà âàìèþèêäáà  ðíâíðú 
ñðèàêà  åäõòíðè,  àëèòíë  àë  çäíðäëàñ  ôàðçíã  è÷äìäáäì  ëäõàìèéàøè, 
ñàþäêãíáð,  âäíëäòðèóê  ñòàòèéàøè,  ë÷àðè ñþäóêèñ  éèìäëàòèéàøè,  
ëàñàêàçà   âàëûêäíáàøè.  
 ëòéèúãäáà, ðíë  ûàêçà ìäáèñëèäðè ñèñòäëèñàçåèñ,  ðíëäêñàú 
àõåñ òíêõëäãè, ñàëàðçêèàìèà  
             åàðèìèíìèñ  â à ì æ í â à ã ä á ó ê è   ç ä í ð ä ë à  
ìäáèñëèäð ûàêçà ñèñòäëèñ òíêõëäãèñ åäõòíðóêè  ëíëäìòè ðàèëä  
úäìòðèñ ëèëàðç òíêèà èëàåä úäìòðèñ ëèëàðç øäëàãâäìäêè ûàêäáèñ  
åäõòíðóêè  ëíëäìòäáèñ  âäíëäòðèóêè  ÿàëèñà. 
  
 

 

 

§  1.12.     ÛÀÊÇÀ  ÑÈÑÒÄËÈÑ  ÌÀÉÐÄÁÈ  ÅÄÕÒÍÐÈÑ 
 ÃÀ  ÌÀÉÐÄÁÈ  ËÍËÄÌÒÈÑ  ÚÌÄÁÀ 
 

       åçõåàç  0xyz ñèåðúäøè ëíúäëóêè ìäáèñëèäðàã âàìêàâäáóêè ûàêçà 

ñèñòäëà F


1(X1 ,Y1 ,Z1) , F


2 (X2  ,Y2 ,Z2 ) ,..., F


n (Xn ,Yn ,Z n )  
ðíëêäáèú ñþäóêèñ A1(x1,y1,z1) , A2(x2,y2, z2),...,An(xn, yn,zn)  
üäðòèêäáæäà ëíãäáóêè.   
            ñþäóêæä   ëíãäáóêè ûàêçà ñèñòäëà 
ñèåðúäøi, iseve, rogorc ZalTa brtyeli 

sistema, SeiZleba dayvanili iqnes nebismier  

wertilze. dayvanis wesis Tanamimdevrobac 

iseTivea rogoric ZalTa brtyeli 

sistemisaTvis; amasTanave, yoveli F


K         
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ZalisaTvis miviRebT dayvanis centrze modebul erT Zalas  da 

wyvilZalas. 

 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ.   ûàêçà     ëíúäëóêè    ñèñòäëèñ  øäëàãâäìäêè  
ûàêäáèñ  âäíëäòðèóê   ÿàëñ   ì à é ð ä á è       å ä õ ò í ð è    
äüíãäáà.  

 àöåìèøìíç ìàéðäáè åäõòíðè  F


 (X ,Y , Z ) - èç. ëàøèì 

                 F


= F


1 + F


2 + . . . + F


n  ,   àìó      F


 =  


n

k 1

 F


K          

éííðãèìàòçà  öäðûäáæä  ãàâäâëèêäáèç  ëèåèöäáç: 

                  X =  


n

k 1

XK,      Y =  


n

k 1

  YK,      Z =  


n

k 1

 Z K  .                 

(12,1) 
 ìàéðäáè  åäõòíðèñ ñèãèãä  âàìèñàæöåðäáà  ôíðëóêäáèç: 

        F= F

=    222222 )()()( kkk ZYXZYX       (12,2) 

 Bbrtyel ZalTa sistemisagan gansxvavebiT, sivrciT sistemis 

Zalebis momentebi dayvanis centris mimarT sxvadasxva sibrtyeSi 

moqmedeben, amitom sivrceSi  

          ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ.  Ûàêçà  ëíúäëóêè sivrciTi ñèñòäëèñ  ì à é ð ä 
á è   å ä õ ò í ð ó ê è   ë í ë ä ì ò è   dayvanis  úäìòðèñ  ëèëàðç  
äüíãäáà  èëàåä  úäìòðèñ  ëèëàðç øäëàãâäìäêè  ûàêäáèñ  åäõòíðóêè  
ëíëäìòäáèñ  âäíëäòðèóê  ÿàëñ. 
 åçõåàç  ûàêäáèñ  ëíãäáèñ  A 1 , A2 , . . . ,A n  üäðòèêäáèñ  

ðàãèóñ-åäõòíðäáè dayvanis 0 úäìòðèñ ëèëàðç àðèàì r 1, r 2,..., r n ,þíêí 

ìàéðäáè åäõòíðóêè ëíëäìòèà L O (LX,LY,LZ), .ëàøèì  âàìñàæöåðèñ 
çàìàþëàã âåäõìäáà: 

   L O = 


n

k 1

 ëíë0 F


K  = 


n

k 1

  ( r K  F


K  ) . 

 ìàéðäáè åäõòíðóêè  ëíëäìòèñ âäâëèêäáè éííðãèìàòçà  
öäðûäáæä  èõìäáèàì: 

                               L X =


n

k 1

(ykZk –zkYk);   

                               L Y =


n

k 1

 (zkX k- xkZk);                                      

(12,3) 
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                                L Z =


n

k 1

 (xkYk - ykXk). 

ìàéðäáè  åäõòíðóêè  ëíëäìòèñ ñèãèãä  âàìèñàæöåðäáà  ôíðëóêèç: 

                           0L =  
0L


  = 
222

zyx LLL                               

(12,4) 
        SeniSvna: varinionis  Teoremidan gamomdinareobs, rom 

ZalTa brtyeli sistemis nakrebi momenti misi tolqmedis fuZeze 

mdebare nebismieri wertilis mimarT, nulis tolia. 

 

 

§ 1.13     ÌÀÉÐÄÁÈ  ÅÄÕÒÍÐÓÊÈ  ËÍËÄÌÒÈÑ  ÚÅÊÈÊÄÁÀ 
           ËÍËÄÌÒÈÑ  ÚÄÌÒÐÈÑ  ÚÅÊÈÑÀÑ 

  

 åçõåàç ëíúäëóêèà ñèåðúèç ûàêçà  F


1, F


2 , . . . , F


n   

ñèñòäëà , ðíëêèñ ìàéðäáè åäõòíðèà  F


, þíêí  0  úäìòðèñ ëèëàðç 

ìàéðäáè åäõòíðóêè ëíëäìòè L O     (ìàþ. 
14) 

      F


 = 


n

k 1

 F


K,       L O = 


n

k 1

 ( r K  

F


K) . 
 àåèðùèíç ëíëäìòäáèñ  úäìòðàã 
àþàêè  01  üäðòèêè.  àë úäìòðèñ  ëèëàðç 
ìàéðäáè åäõòíðè èâèåäà, þíêí  ìàéðäáè  
åäõòíðóêè  ëíëäìòè  èõìäáà 

 L O1  =  


n

k 1

 ( 01 A


K  F


K ) . 

 àõ    01 A


K   àðèñ ñèñòäëèñ  F


K  ûàêèñ ðàãèóñ-åäõòíðè àþàêè  

01  úäìòðèñ  ëèëàðç.  ðíâíðú   ìàþàæèãàì ùàìñ    01 A


K = r K - 00 1 ,   
àëèòíë  âåäõìäáà : 

     L O1 =  ( 01 A


K  F


K) =  [ ( r K - 00 1)  F


K ] =  ( r K F


K) –  

                -( 00 1  F


K ) = L O  - ( 00 1  F


K )  = L O + ( 

01 0  F


) .   
ëèåèöäç                  



 40 

                                 L O1  =  L O +  ( 01 0   F


)         001


            

(13.1) 
 ëàøàñàãàëä,    àþàêè  01  úäìòðèñ  ëèëàðç  ûàêçà ñèñòäëèñ 
ìàéðäáè åäõòíðóêè ëíëäìòè òíêèà  ûåäêè  0  úäìòðèñ ëèëàðç 

ñèñòäëèñ ìàéðäáè åäõòíðóêè ëíëäìòèñ ( L  o )  ãà ûåäê  0  úäìòðæä 
ëíãäáóêè ñèñòäëèñ ìàéðäáè åäõòíðèñ àþàêè  01  úäìòðèñ ëèëàðç 
åäõòíðóêè ëíëäìòèñ âäíëäòðèóêè  ÿàëèñà. 
 àõäãàì âàëíëãèìàðäíáñ, ðíë  çó úìíáèêèà ûàêçà ñèñòäëèñ 
ìàéðäáè åäõòíðè ãà ìàéðäáè ëíëäìòè ðàèëä üäðòèêèñ ëèëàðç, ëàøèì 
ìàéðäáè ëíëäìòè âàìèñàæöåðäáà ÷íåäêè ñþåà üäðòèêèñ ëèëàðçàú. 
 ØÄÃÄÂÈ . åçõåàç,  ûàêçà ñèñòäëèñ  ìàéðäáè åäõòíðè ìóêèñ 
òíêèà ðàèëä úäìòðèñ ëèëàðç, ëàøèì èâè ìóêèñ òíêè èõìäáà ìäáèñëèäðè 

ñþåà úäìòðèñ ëèëàðçàú  ãà  (13.1) -ãàì âàëíëãèìàðä âåäõìäáà: L O1 = L O 

,    ä.è.  çó  ûàêçà  ñèñòäëèñ  ìàéðäáè  åäõòíðè  ìóêèñ   òíêèà, F


= 
0 , ëàøèì  ìàéðäáè  ëíëäìòèñ  ëìèøåìäêíáà  àð àðèñ  ãàëíéèãäáóêè  
ëíëäìòçà  úäìòðèñ  àðùäåàæä.  
 
 
                                      ü ÷ å è ê û à ê ç à    ç ä í ð è à 
 

                § 1.14.    ÍÐÈ  ÎÀÐÀÊÄÊÓÐÈ  ÛÀÊÈÑ  ØÄÉÐÄÁÀ 
 

  âàìåèþèêíç ë÷àð ñþäóêæä ëíãäáóêè  íðè  îàðàêäêóðè ûàêà. 
àñäçè ûàêäáèñ øäéðäáèñ àì òíêõëäãæä ãà÷åàìèñ üäñè ñàøóàêäáàñ ëíâåúäëñ 
îàðàêäêóð ûàêçà ìäáèñëèäðè  ñèñòäëà ãàåè÷åàìíç óëàðòèåäñ ñàþäëãä.  
              íðè  îàðàêäêóðè ûàêèñ øäéðäáèñ üäñè analogiuria ori 

veqtoris Sekrebis wesisa 
  íðè  äðçëþðèå  ëèëàðçóêè  îàðàêäêóðè        A               C           
B             
 ûàêèñ òíêõëäãè ñèãèãèç øäëàãâäìäêè     ûàêäáèñ                    
 ñèãèãääáèñ ÿàëèñ òíêèà, ëèëàðçóêèà èëàåä ëþàðäñ 

 ãà  ëèñè  ôóûä    âàãèñ   ëíúäëóêè   ûàêäáèñ          F


1                F


2     
ôóûääáñ  øíðèñ  èñäç  C  üäðòèêøè , ðíëäêèú                              

R


 
 øäëàãâäìäêè  ûàêäáèñ  ëíãäáèñ üäðòèêäáèñ    øäëàäðçäáäê  AB  
ëíìàéåäçñ ÷íôñ   àë  ûàêäáèñ  ñèãèãääáèñ  óéóîðíîíðúèóê  ìàüèêäáàã: 

  F


1  + F


2 = R

  da  AC

BC

F

F


2

1
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           íðè  sxvadasxva mxares ëèëàðçóêè           
'

1F           F


2,         

R


 
îàðàêäêóðè   ûàêèñ   òíêõëäãè   ñèãèãèç  
øäëàãâäìäêè  ûàêäáèñ ñèãèãääáèñ  sxvaobis      A 
 òíêèà, ëèëàðçóêèà udidesi Zalis ëþàðäñ                       B                 
C 

ãà ëèñè  ôóûä  âàãèñ  øäëàãâäìäêè  ûàêäáèñ      F


1     
 ëíãäáèñ   üäðòèêäáèñ    øäëàäðçäáäê  AB   
 ëíìàéåäçèñ èñäç  C  üäðòèêøè , ðíëäêèú øäëàãâäìäêè ûàêäáèñ ëíãäáèñ 
üäðòèêäáèdan  daSorebulia àë ûàêäáèñ ñèãèãääáèñ  óéóîðíîíðúèóêè 
manZilebiT: 

                    R


=  F


2 -F


1,    da  AC
BC

F

F


2

1

 ,    

   an   kidev           
2

12

F

FF

BC

AB 
        

 
 

           §1.15.  Ü×ÅÈÊÛÀÊÈÑ  ÚÌÄÁÀ.  Ü×ÅÈÊÛÀÊÈÑ  ËÍËÄÌÒÈ  
 
 O sxvadasxva mxares mimarTuli ori paraleluri ZalisaTvis 

gansakuTrebul SemTxvevas aqvs adgili, roca es Zalebi tolia,  

 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ.   íðè  ûàêèñ erTobliobas,, ðíëêäáèú 
ñèãèãèç òíêìè àðèàì, ëãäáàðäíáäì îàðàêäêóð ôóûääáæä ãà 
äðçëàìäçèñ ñàüèìààöëãäâíã  àðèàì     ëèëàðçóêìè    ü ÷ å è ê û à ê à   
ä ü í ã ä á à . 

 çó ü÷åèêûàêàñ àãâäìäì  P


   ãà   Q


   ûàêäáè, ëàøèì ü÷åèêûàêà 

àñä àöèìèøìäáà  ( P


,Q


).   âàìñàæöåðèñ çàìàþëàã    P


  = Q

     ãà  

P


 = - Q


 . 

 ü÷åèêûàêèñ  øäëàãâäìäêè  ûàêäáèñ  ôóûääáñ  øíðèñ  óëíéêäñ  
ëàìûèêñ  äüíãäáà ü ÷ å è ê û à ê è ñ    ë þ à ð è   ( h ) . 
 ü÷åèêûàêèñ øäëàãâäìäêè ûàêäáè àð 
àðèàì üíìàñüíðíáàøè, åèìàèãàì èñèìè àð   
ëãäáàðäíáäì  äðç  ôóûäæä; 
 ü÷åèêûàêàñ  àðà  àõåñ  òíêõëäãè; 
             ü÷åèêûàêèñ ìàéðäáè åäõòíðè ìóêèñ 

òíêèà: F


= P


+Q


 = 0 . 
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 ñþäóêæä ëíõëäãè ü÷åèêûàêà úãèêíáñ àë ñþäóêñ ëèàìèýíñ 
áðóìåèçè ëíûðàíáà. ü÷åèêûàêèñ áðóìåèçè  äôäõòèñ  ãàñàþàñèàçäáêàã  
øäëíàõåç  ü÷åèêûàêèñ  ëíëäìòèñ  úìäáà. 
 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ  ü ÷ å è ê û à ê è ñ   ñ é à ê à ð ó ê è  ë í ë ä 
ì ò è    äüíãäáà ü÷åèêûàêèñ øäëàãâäìäêè  äðç-äðçè  ûàêèñ  ñèãèãèñà 
ãà ëþàðèñ ìàëðàåêñ, àöäáóêñ  "+" àì  "-"  ìèøìèç  èëèñ ëèþäãåèç, çó  
ðíâíð áðóìàåñ ü÷åèêûàêà  çàåèñ  ñèáðò÷äøè. 

      ü÷åèêûàêèñ ñéàêàðóêè ëíëäìòè àöåìèøìíç  L -èç,  âåäõìäáà:     

                                       L = ëíë ( P


,Q


) =   P

 h =    Q


 

 h .  
            ñþäóêæä  ëíõëäãè ü÷åèêûàêèñ áðóìåèçè äôäõòè 
ãàëíéèãäáóêèà : 

            à)  ü÷åèêûàêèñ  øäëàãâäìäêè   P


  ãà  Q


  ûàêäáèñ  ãà  h  

ëþàðèñ  ñèãèãäæä; 
            á)   ü÷åèêûàêèñ  ëíõëäãäáèñ  ñèáðò÷èñ  ëãäáàðäíáàæä; 
            â)   àë  ñèáðò÷äøè ü÷åèêûàêèñ  áðóìåèñ  ëèëàðçóêäáàæä. 
            ñþäóêæä ü÷åèêûàêèñ ëíõëäãäáèñ ãàëàþàñèàçäáäêè ÷åäêà äñ 
äêäëäìòè ñèåðúäøè øäèûêäáà âàëíåñàþíç  äðçè åäõòíðóêè ñèãèãèñ 
ñàøóàêäáèç -  ü÷åèêûàêèñ åäõòíðóêè  ëíëäìòèç   (ìàþ. 16.2). 
            ÂÀ ÌÑÀÆÖÅÐÀ    ü ÷ å è ê û à ê è ñ    å ä õ ò í ð ó ê è   ë 

í ë ä ì ò è     äüíãäáà  èñäç  çàåèñóôàê  L    åäõòíðñ, ðíëäêèú 
ñèãèãèç  ü÷åèêûàêèñ äðç-äðçè ûàêèñ ñèãèãèñà  ãà ëèñè ëþàðèñ 
ìàëðàåêèñ òíêèà, ëíãäáóêèà ü÷åèêûàêèñ ñèáðò÷èñ ìäáèñëèäð 
üäðòèêøè ãà ëèëàðçóêèà ü÷åèêûàêèñ ñèáðò÷èñ ëàðçíáóêàã èñä, ðíë 
ü÷åèêûàêà ëàñ óåêèãäñ ãàãäáèçè ëèëàðçóêäáèç.   

             àñä àöèìèøìäáà L  =  ëíë ( P


,Q


) .  àëàñçàìàåä    L  = L = 

P h.   
            ü÷åèêûàêèñ  ìàéðäáè åäõòíðè  ìóêèñ  òíêèà. àëèòíë,  
ü÷åèêûàêèñ  ëíëäìòè ãàëíóéèãäáäêèà  
ëíëäìòçà  úäìòðèñ  àðùäåàæä. 
  ü÷åèêûàêèñ ëíëäìòè òíêèà 
ìäáèñëèäðè úäìòðèñ ëèëàðç ü÷åèêûàêèñ 
øäëàãâäìäêè  ûàêäáèñ   ëíëäìòäáèñ  ÿàëèñà.  
 ëàøàñàãàëä,  ü÷åèêûàêèñ  ëíëäìòè  
óãðèñ  ëèñè  äðç - äðçè  ûàêèñ  ëíëäìòñ 
ëäíðä  ûàêèñ  ëíãäáèñ   üäðòèêèñ  ëèëàðç   

      L =  ëíëB P


  =   ëíëA Q


. 
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     Sedegi: sxeulis meqanikuri mdgomareoba ar  Seicvleba, Tu 

masze modebul wyvilZalas gadavitanT Tavisive sibrtyeSi momentis 
Seucvlelad.  

 
 

 

amocana 1. kvadratuli firfitis A wveroSi, romlis 
gverdis sigrZe 0,2m, modebulia 150F n Zala. ganvsazRvroT 

am Za-lis momenti B wertilis mimarT.  
amoxsna. imisaTvis, rom gamovTva- 

loT F Zalis momenti B wertilis mimarT, 
ganvsazRvroT misi mxari am wertilis 
mimarT. igi tolia Zalis fuZeze 

daSvebuli marTobis sgrZisa. BCA.      

2
sin 45

2
ABC BC AC AB    _Si B 0, 2 0,14BBB

. 

 150 0,14 21BF F BC    
B

mom nm . 

aq momentis niSani aRebulia dadebiTia, radgan Zala  B 
wertilis mimarT brunavs saaTis isris moZraobis 
mimarTulebiT, Tumca es mimarTuleba SegveZlo agve-Ro 
uaryofiT mimarTulebad, maSin sawinaaRmdego mi-marTuleba 
iqneboda dadebiTi. 
 
 
amocana 2. gansazRvreT naxazze mocemuli wyvilZa-lis 

momenti, Tu 

 0,25 8AB F m, = 60 da F n .  

amoxsna. wyvilZalis skalaruli mom-entis 
gansasazRvravad gavixsenoT mi-si ganmarteba. 
ganvsazRvroT misi mxa-ri. igi warmoadgens 
wyvilZalis fuZeebs Soris manZ-ils:  

         sin 0,25sin 60 0,2 .h AB   m  

        
 

 

,

8 0,2 1,6 .

A BF R F R F h R h     

  

mom = mom mom

nm
 

  A 

B 
F  

R  

h 

           

                    D 

 
        
           

C  

 

           
           M 

 

 
 

 

 

45
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amocana 3. O wertilze uZravad Camagrebul berketze 

moqmedebs 41 F n da 2F

Zalebi. ganvsazRvroT iseTi 2F  Zalis 

moduli, roca berketi iqneba wonasworobaSi, Tu kuTxe 
 45 , 120 , manZili 

 5,0AO m, 6,0BO m. 

amoxsna. imisaTvis, rom 
2F  Zalis moqmedebiT 

berketi Sekavebuli iyos wonasworobaSi, 
saWiroa Sesruldes Semdegi piroba:  

               2 1 0.o oF F mom momF  

 
1 1 1 1 sin 4 0,5 sin 45

1,4 .
oF F h F AO          



mom

nm
 

 
 

2 2 2 2 2

2

sin 180 0,6 sin 60

0,51 .
oF F h F OB F

F

       mom

nm
 

sabolood gveqneba:  

                
 

2

2

0,51 1,4 0.

1.4
2,8 .

0,51

F

F

 

 n
 

 
 

   § 1. 16.   Ü×ÅÈÊÛÀÊÄÁÈÑ  ÒÍÊÔÀÑÍÁÀ  ÑÈÁÐÒ×ÄÆÄ 
 

ÇÄÍÐÄËÀ.   äðç  ñèáðò÷äæä  ëãäáàðä íðè  ü÷åèêûàêà  
òíêôàñèà,  çó  ëàçè  ñéàêàðóêè  ëíëäìòäáè  òíêèà.  

Ddamtkiceba: Aam Teoremis dasamtkiceblad vaCvenoT  
wyvilZalis  Semdegi mniSvnelovani Tviseba: myar sxeulze modebuli 
wyvilZala SegviZlia  nebismierad gadavitanoT Tavisive sibrtyeSi ise, 
rom ar dairRves sxeulis meqanikuri mdgomdreoba. 

vTqvaT myari sxeulze moqmedebs ( P


,Q


). wyvilZala, romlebic 

modebulni arian A da B wertilebze. wyvilZalis mxari iyos h, xolo 

momenti L. gavavloT  ( P


,Q


).   wyvilZalis sibrtyeSi A  da  B  

wertilebze ori nebismieri mimarTulebis paraleluri AC  da  BD   

wrfe, romelTa Soris manZilia h1. davSaloT P

 da Q


 Zalebi AB 

wrfisa da Sesabamisad  AC da  BD   wrfeebis mimarTulebis mdgenelebad. 

1h  

2h
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aaRvniSnoT es mdgenelebi Sesabamisad P


1, P


2 da Q


1, Q


2 veqtorebiT. 

Ggveqneba    P


= P


1+ P


2,  Q


=  Q


1+Q


2 . 

amasTanave  P

 da Q


 Zalebis  sidideebis tolobis gamo 

  P


1 = -Q


1 ,     P


2= -Q


2 . 

Aagebis Tanaxmad   ( P


,Q


)  ( P


1, P


2 , Q


1, Q


2) .          (16.1) 

 
 
 

         
 
 
 
 
 
  

 P


2 da Q


2    Zalebi mdebareoben erT AB wrfeze, amasTanave P


2=-Q


2, 

amitom isini pirdapirTanawinaaRmdegi Zalebia: ( P


2,Q


2 )0; isini  

SegviZlia CamovaciloT sxeuls ( aqsioma). gvrCeba P


1 da Q


1 Zalebi, 

romlebic Seadgenen  wyvilZalas.  (16.1)-dan gveqneba: 

   ( P


,Q


)  ( P


1, Q


1) . 

 Aamrigad miviReT, rom h mxaris mqone ( P


,Q


) wyvilZala 

SevcvaleT imave sibrtyeSi mdebare misi tolfasi ( P


1,Q


1) wyvilZaliT, 

romlis mxaria h1.  amasTanave P


1  da Q


1 Zalebi SegviZlia movdoT maTi 

moqmedebis fuZeebis nebismier C  da  D  wertilebSi. radganac A da B 

wertilebis,  agreTve AC  da  BD   wrfeebis mimarTuleba arCeulia 

nebismierad, amitom ( P


1,Q


1)  wyvilZala unda mdebareobdes  nebismier 

adgilas misi moqmedebis sibrtyeSi  

 Aaxla vaCvenoT, rom am wyvilZalebis skalaruli momentebi 

tolia. 

        Mmocemulia  P


= P


1+ P


2;       varinionis Teoremis Tanaxmad   

       momB P


= momB P


1+ momB P


2. 

 vinaidan   momB P


2= 0,   amitom  



 46 

    momB P


= momB P


1 ,  anu   P

h =  P


1h1 

 e. i. ( P


,Q


)  da ( P


1,Q


1) wyvilZalebis skalaruli momentebi 

tolia.  L = L1.   (Teorema damtkicebulia). 

çäíðäëèãàì  âàëíëãèìàðäíáñ, ðíë: 
 à)  ëíúäëóêè ü÷åèêûàêà   øäèûêäáà  çàåèñ ñèáðò÷äøè 
âàãàåèòàìíç  ìäáèñëèäð  àãâèêàñ  ëíëäìòèñ øäóúåêäêàã; 
 á)  ëíúäëóê ü÷åèêûàêàñ øäèûêäáà ìäáèñëèäðàã øäóúåàêíç 
øäëàãâäìäêè ûàêäáèñ ñèãèãä ãà ëþàðèñ ñèâðûä èñä, ðíë ëèñè 
skalaruli ëíëäìòè  ãà  ëíõëäãäáèñ  ñèáðò÷ä  óúåêäêè   ãàðùäñ. 
 ëàøàñàãàëä,  ñþäóêæä ü÷åèêûàêèñ ëíõëäãäáà þàñèàçãäáà ëèñè 
ëíëäìòèç. àëèòíë,   ñàéëàðèñèà ëíúäëóêè è÷íñ ü÷åèêûàêèñ ëíëäìòè 
ãà àðà àõåñ ëìèøåìäêíáà çó ðàñ  óãðèñ øäëàãâäìäêè ûàêäáèñ ñèãèãä  
àì  ëþàðèñ  ñèâðûä.   

 
 

  §1.17.erT sibrtyeze mdebareÜwyvilZalebis Sekreba   

     

wyvilZalebi SeiZleba SevkriboT: mocemuli wyvilZalebi 

tolfas (ekvivalentur) wyvilZalas ewodeba tolqmedi wyvilZala.  

ÇÄÍÐÄËÀ äðç ñèáðò÷äæä àì îàðàêäêóð ñèáðò÷ääáæä ëãäáàðä 
ü÷åèêûàêäáèñ øäéðäáà âåàûêäåñ äðç ü÷åèêûàêàñ, ðíëêèñ ëíëäìòè 
øäñàéðäáè ü÷åèêûàêäáèñ ñéàêàðóêè  ëíëäìòäáèñ  àêâäáðóêè  ÿàëèñ  
òíêèà.. 

Ddamtkiceba: simartivisaTvis ganvixiloT erT sibrtyeæä 

nebismierad ganlagebuli ori wyvilZala ( P


1, Q


1)  da  ( P


2, Q


2) , 

romelTa mxaria Sesabamisad  h1   da  h2,  xolo skalaruli 

momentebia L1   da L2.  e, i. 

                 L1  = P


1 h1     da   L2 = P


2 h2    

saWiroa es wyvilZalebi SevcvaloT erTi tolqmedi 

wyvilZaliT. amisaTvis mocemuli wyvilZalebis sibrtyeæä  avirCioT 
h sigrZis AB  monakveTiB da mocemuli wyvilZalebi daviyvanoT 

saerTo AB = h mxarze. Aamitom, mocemuli  ( P


1, Q


1)  da  ( P


2, 

Q


2)  wyvilZalebis Semadgeneli Zalebi ise unda SevcvaloT, rom 

maTi momentebi ar Seicvalos. es niSnavs, rom Tu AB = h mxarze 

dayvanili wyvilZalebia  ( P

1, Q


1 )  da  ( P


2, Q


2),  maSin unda 

Sesruldea  pirobebi:    
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        L1 = mom ( P


1,Q


1) = mom ( P

1,Q


 1) = mom B P


1                  

        L2  = mom ( P


2,Q


2) = mom ( P

2,Q


2) = mom B P


2      

 anu                                          Q


1                 P


2 

L1  =  P


1 h1  =  P

1 h,                                                                                         

L2  =  P


2h2   =   P

2 h                                                     h1                        

h2                

  amasTanave  A  wertilze       P


1                P


  

modebulia P

1 da P


2 Zalebi, xolo B                          P


1      Q


2 

 wertilze modebulia Q

1  da Q


2                                                     P


2 

 Zalebi.  SevkriboT A da B  wertilebze            A          h             B 

modebuli Zalebi;  gveqneba B                              Q

2        

      P


= P

1 + P


2 ,       Q


= Q


1 +Q


2                                          

Q

1   

sadac   P

1 = - Q


1 ,      P


2 = -Q


2                                       

Q


 

miviReT ori P

 da Q


 Zala, romlebic sididiT tolni arian da 

qmnian  ( P


, Q


)  wyvilZalas, romlis mxaria AB = h, xolo momenti 

L   = mom ( P


 ,Q


 ) = mom B P


=  P

h.  

( P


, Q


)  wyvilZala warmoadgens tolqmed wyvilZalas, 

Uukanasknel tolobaSi SevitanoT P


-s mniSvneloba.Ggveqneba: 

 L  = mom B P


= mom B  ( P

1 + P


2) = mom B P


1 +mom B P


2= L1+ L2 . 

 maSasadame    

              L= L1+ L2. 

Aamrigad, miviReT, rom tolqmedi wyvilZalis momenti Sesakrebi 

wyvilZalebis momentebis algebruli jamis tolia. 

Aanalogiuri msjeloba SeiZleba gamoviyenoT erT sibrtyeSi 

ganlagebuli nebismieri n raodenobis wyvilZalebis SekrebisaTvis. 

    L= 


n

k 1

  Lk . 
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ØÄÃÄÂÈ.  1)  ü÷åèêûàêà øäèûêäáà âàüíìàñüíðãäñ ëþíêíã 
ü÷åèêûàêèç ãà àðàåèçàð øäëçþåäåàøè äðçè ûàêèç àì ûàêçà ñèñòäëèç, 
ðíëäêèú  àð  ãàè÷åàìäáà ü÷åèêûàêàæä. 

2)    äðç ñèáðò÷äæä  (àì îàðàêäêóð ñèáðò÷ääáæä)   ëãäáàðä  
ü÷åèêûàêäáèñ ñèñòäëèñ  üíìàñüíðíáèñàçåèñ  àóúèêäáäêèà  ãà  
ñàéëàðèñè øäñàéðäáè  ü÷åèêûàêäáèñ  ñéàêàðóêè  ëíëäìòäáèñ  

àêâäáðóêè  ÿàëè  è÷íñ  ìóêèñ  òíêè: L= 


n

k 1

 Lk = 0. 

 
 
 
 
 
 

          §1.18. Ü×ÅÈÊÛÀÊÈÑ  ÂÀÃÀÒÀÌÀ  ÎÀÐÀÊÄÊÓÐ  
ÑÈÁÐÒ×ÄØÈ   
 

            ÇÄÍÐÄËÀ   ëíúäëóê  ñèáðò÷äøè  ëãäáàðä  ( P


,Q


)  

ü÷åèêûàêà øäâåèûêèà  âàãàåèòàìíç  ëèñ  îàðàêäêóð  ñèáðò÷äøè. 
            ãàëòéèúäáà.:  åçõåàç  S  

ñèáðò÷äøè ëíúäëóêèà ( P


,Q


)  

ü÷åèêûàêà, ðíëêèñ ëþàðèà  AB   
ëíìàéåäçè.  S ñèáðò÷èñ 
îàðàêäêóð  S1 ñèáðò÷äæä àåèöíç  
CD  ëíìàéåäçè,  ðíëäêèú AB  
ëíìàéåäçèñ  òíêè ãà 
îàðàêäêóðèà (ìàþ.17) .  C  ãà  D  
üäðòèêäáøè ëíåãíç  S1  
ñèáðò÷äøè ëãäáàðä  

óðçèäðçëàüíìàñüíðäáäêè  P


1, 

P


2  ãà Q


1, Q


2   ûàêäáè,  ðíëêäáèú ñèãèãèç ëíúäëóêè   ( P


,Q


)   

ü÷åèêûàêèñ  øäëàãâäìäêè   P


   ãà  Q


  ûàêäáèñ  òíêìè  ãà  

îàðàêäêóðìè  àðèàì:  P = Q = P1 = P2 = Q81 = Q2   
úþàãèà      

                    ( P


,Q


)  ~  ( P


, Q


, P


1 , P


2 , Q


1 , Q


2 ).     (18.1) 
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 øäåéðèáíç  ü÷åèê-ü÷åèêàã îàðàêäêóðè ãà äðç  ëþàðäñ  

ëèëàðçóêè òíêè  ñèãèãèñ  P


   ãà  Q


2 ,  àâðäçåä  Q


    ãà  P


2    

ûàêäáè. ëèåèöäáç ëàç òíêõëäã ûàêäáñ : 

 R


1  = P


 + Q


2  = 2 P


 ,      R


2 =  Q


 + P


2  = 2 Q


 . 

 R


1  ãà  R


2   ûàêäáè ëíãäáóêìè àðèàì  AD  ãà  BC  
ëíìàéåäçäáèñ øóà  0  üäðòèêæä.  
 (18.1) ãàëíéèãäáóêäáà àñä ùàèüäðäáà :   

                          ( P


,Q


) ~ ( P


1, Q


1 , R


1 , R


2 ) .          

(18.2) 

           R


1  ãà  R


2 ûàêäáè äðçëàìäçñ àüíìàñüíðäáäì, åèìàèãàì èñèìè 
ñèãèãèç òíêìè àðèàì  (P = Q), ëíãäáóêìè àðèàì  ABDC  
îàðàêäêíâðàëèñ ãèàâíìàêäáèñ âàãàéåäçèñ  0  üäðòèêøè ãà 
ëèëàðçóêìè  àðèàì    óðçèäðçñàüèìààöëãäâíã.  ëàøàñàãàëä   

                                   ( R


1 , R


2 ) ~ 0. 

 àëèòíë      (18.2)-ãàì   âåäõìäáà    ( P


,Q


) ~ ( P


1 , Q


1), 

àëàñçàìàåä, ( P


1,Q


1) üàðëíàãâäìñ S1 ñèáðò÷äøè ëãäáàðä  ü÷åèêûàêàñ. 

 ëàøàñàãàëä,   ëíúäëóê   S  ñèáðò÷äøè  ëãäáàðä  ( P


,Q


)  

ü÷åèêûàêà øäåúåàêäç  ëèñè  òíêôàñè  ( P


1, Q


1)   ü÷åèêûàêèç, 

ðíëäêèú  S  ñèáðò÷èñ îàðàêäêóð  S1 ñèáðò÷äøè ëãäáàðäíáñ.   
(çäíðäëà ãàëòéèúäáóêèà).             
 çäíðäëèãàì âàëíëãèìàðäíáñ, ðíë ñþäóêæä ëíõëäãäáèñ 
øäóúåêäêàã  ü÷åèêûàêà øäèûêäáà âàãàåèòàìíç ëèñ îàðàêäêóðàã 
ñþäóêøè âàåêäáóê  ìäáèñëèäð ñèáðò÷äøè. 
 ü÷åèêûàêà ñèåðúäøè ñàåñäáèç þàñèàçãäáà ëèñè åäõòíðóêè 
ëíëäìòèç. 
 
 
 
 

 
          ZalTa sistemis dayvana umartives saxeze 

 

          § 1. 19. ÃÄáÓÊÄáÀ  ûÀÊÈÑ ÎÀÐÀÊÄÊÓÐÈ ÂÀÃÀÒÀÌÈÑ 
ØÄÑÀþÄá 
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 rogorc cnobilia sxeulze moqmedi yoveli Zala SeiZleba 

gadavitanoT Tavisi fuZis gaswvriv nebismier wertilSi sxeulis 

meqanikuri mdgomareobis Seucvlelad. 

 ganvixiloT sakiTxi Zalis  paraleluri gadatanis Sesaxeb 

nebismier wertilSi, romelic mis fuZeze ar mdebareobs. 

davamtkicoT 

Ê Ä Ë À  .   ñþäóêèñ  ëíúäëóê   A  üäðòèêæä ëíãäáóêè  F


  
ûàêà  
øäèûêäáà ãà÷åàìèêè èõìäñ àë ñþäóêè  ìäáèñëèäð  0  üäðòèêæä 

ëíãäáóê èëàåä F


 ûàêàæä ãà äðç ü÷åèêûàêàæä, ðíëêèñ  ëíëäìòè 

óãðèñ  A  üäðòèêøè  ëíãäáóêè  F


  ûàêèñ  ëíëäìòñ  0  üäðòèêèñ  
ëèëàðç..      

 Ddamtkiceba: vTqvaT sxeulis A wertilSi modebulia raime F


 

Zala. aviRoT sxeulis nebismieri 0 wertili, romelic F


 Zalis 

fuZeze ar mdebareobs. Mmas dayvanis centri 
ewodeba. 0 centrSi movdoT ori 

pirdapirTanawinaaRmdegi (gawonasworebuli) 

Zala F

1  da  F


1, romlebic sididiT F


 

Zalis tolni da am Zalis paralelurni 

arian:     

             F

1= F


1= F


. 

 vinaidan ( F

1, F


1)  0, amitom gveqneba:  F


  ( F


, F

1, F


1). 

   Aagebis Tanaxmad F


  da F

1 Zalebi adgenen wyvilZalas. Mmas 

mikavSirebuli wyvilZala ewodeba. gveqneba:    

   F


  ( F

1  ( F


, F

1)). 

sami Zalis es sistema warmoadgena dayvanis 0 centrSi modebul 

F

1 Zalas (romelic F


 Zalis toli da paraleluria) da 

mikavSirebul  ( F

, F

1) wyvilZalas, romlis 0L  momenti tolia F


  

Zalis momentisa dayvanis 0 centris mimarT: 

  0L  = mom ( F

, F

1) = mom0 F


. 

 maSasadame gveqneba    F


  ( F

1 , 0L ).  

      Teorema damtkicebulia.. 
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  §  1.20.  ûÀÊÇÀ  ÌÄáÈÑËÈÄÐÈ  ÑÈÑÒÄËÈÑ  ÃÀ×ÅÀÌÀ   
                                        ËÍÚÄËÓÊ  ÚÄÌÒÐÆÄ   

 
      zemoT damtkicebuli lema SeiZleba ganvazogadoT sxeulze 

moqmedi da ìäáèñëèäðàã ganlagebuli ZalTa  sistemisaTvis. 

                åçõåàç ñèåðúäøè  ñþäóêèñ     A1, A 2, . . . , An     

üäðòèêäáæä    ëíõëäãäáäì      ( F


1, F


2,..., F


n)  ûàêäáè, ðíëêäáèú 
ìäáèñëèäðàã àðèàì âàìêàâäáóêè ñèåðúäøè  (ìàþ.22). 

 ñþäóêæä àåèöíç ðàèëä  0  úäìòðè ãà ãàåè÷åàìíç ûàêçà 
ëíúäëóêè ñèñòäëà  0  úäìòðèñ  ëèëàðç. 
àëèñàçåèñ ñàýèðíà ÷åäêà ûàêà 
âàãàåèòàìíç  0  úäìòðøè.  æäëíç 
ãàëòéèúäáóêè êäëèñ çàìàþëàã ñèñòäëèñ 

÷íåäêè   F


K  ûàêèñ âàãàòàìèç  0  

úäìòðøè  ëèåèöäáç  äðç   F


'K   ûàêàñ 

( F


K = F


'K)   ãà  äðç   ëèéàåøèðäáóê 

( F


K, F


"K)  ü÷åèêûàêàñ, ðíëêèñ   

L K   ëíëäìòè àðèñ  F


K   ûàêèñ  
åäõòíðóêè  ëíëäìòè  0  úäìòðèñ ëèëàðç.  ä.è. ëèåèöäáç ãà÷åàìèñ  0  

úäìòðæä  ëíãäáóê  ( F


'1, F


'2 ,.., F


'n )  ûàêäáñ ãà  ëèéàåøèðäáóê 
ü÷åèêûàêäáñ 

         ( F


1, F


"1 ) ,   ( F


2  , F


"2 ) , . . . , ( F


n, F


"n ) , 

ðíëäêçà ëíëäìòäáèà øäñàáàëèñàã  L 1, L 2 ,..., L n,  àëàñçàìàåä               

                                L K = ëíëo F


K           (k=1,2,...,n). 
 úþàãèà  âåäõìäáà: 

     ( F


1, F


2, . . . , F


n) ~ 

           ~ [ ( F


'1, F


'2, . . . , F


'n)  ãà ( F


1, F


"1) , ( F


2,, F


"2) , . . . 

,( F


n , F


'n)]. 
       0  úäìòðæä  ëíãäáóêè  ûàêäáè øäèûêäáà øäåéðèáíç. ëèåèöäáç 

äðç F


 ûàêàñ, ðíëäêèú  0  úäìòðæäà  ëíãäáóêè : 

            F


~ ( F


'1, F


'2  , . . . , F


'n) . 
 àëàñçàìàåä 
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                     F


 =  F


'K   =  F


K. 

 F


 àðèñ  ëíúäëóê  ûàêçà  ñèñòäëèñ  ìàéðäáè  åäõòíðè. 
 àþêà øäåéðèáíç ëèéàåøèðäáóêè ü÷åèêûàêäáè. ëèåèöäáç äðç 

òíêõëäã  ( P


,Q


)   ü÷åèêûàêàñ, ðíëêèñ  L o  åäõòíðóêè ëíëäìòè 

øäëàãâäìäêè ü÷åèêûàêäáèñ åäõòíðóêè  ëíëäìòäáèñ  âäíëäòðèóêè  
ÿàëèñ  òíêèà  (èþ. î. 19): 

   L  o = ëíë( P


 , Q


) =  L  K  . 

 ä.è. òíêõëäãè  ( P


,Q


)  ü÷åèêûàêèñ ëíëäìòè òíêèà ëíúäëóêè 

ûàêçà ñèñòäëèñ ìàéðäáè åäõòíðóêè  L o  ëíëäìòèñà   ãà÷åàìèñ  0  
úäìòðèñ  ëèëàðç.  ãàëòéèúãà  øäëãäâè  
 ÇÄÍÐÄËÀ ñèåðúäøè  ëãäáàðä  ûàêçà  ìäáèñëèäðè ñèñòäëà  
øäèûêäáà daviyvanoT ìäáèñëèäðè  0  úäìòðèñ ëèëàðç  äðç  ûàêàæä  ãà  
äðç  ü÷åèêûàêàæä.  ûàêà  òíêèà  ûàêçà ëíúäëóêè  ñèñòäëèñ  
ìàéðäáè  åäõòíðèñà ãà  ëíãäáóêèà  ãà÷åàìèñ  0  úäìòðøè,  þíêí  
ü÷åèêûàêèñ  åäõòíðóêè  ëíëäìòè  òíêèà àë  úäìòðèñ  ëèëàðç  
ûàêçà  ñèñòäëèñ  ìàéðäáè  åäõòíðóêè  ëíëäìòèñà.  ä.è. 

   ( F


1 , F


2 , . . . , F


n) ~  { F


, ( P


 , Q


)  ~  ( F


, L o 

)..    
 ØÄÃÄÂÈ 1. ëíúäëóêè ñèåðúèç  ûàêçà ñèñòäëèñ ðàèëä  0  

úäìòðèñ ëèëàðç ãà÷åàìèñàñ äðç  F


  ûàêàëãä    ãà  äðç  ( P


,Q


)  

ü÷åèêûàêàëãä ,  ëíëäìòèç  L o , øäèûêäáà  àãâèêè  õíìãäñ  øäëãäâ  
øäëçþåäåäáñ: 

 1). F


 = 0, L o= 0,   ëàøèì  ûàêçà  ñèñòäëà  èë÷íôäáà  
üíìàñüíðíáàøè. 

 2). F


 = 0 , L o  0 ,   ëàøèì ûàêçà ñèñòäëà ãàè÷åàìäáà  

ü÷åèêûàêàæä, ëíëäìòèç  L o. 

 3) F


  0 , L o = 0 ,   ëàøèì ûàêçà ñèñòäëà ãàè÷åàìäáà äðç  

òíêõëäã  F


 ûàêàæä. 

 4) F


  0 , L o  0 ,  à)  çó  F

 L o,  ûàêçà ñèñòäëà 

ãàè÷åàìäáà  òíêõëäãæä. 

  á)  çó  F


   L o , ûàêçà ñèñòäëà ãàè÷åàìäáà ûàêçþðàþìæä   
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ØÄÃÄÂÈ 2.  äðç ñèáðò÷äøè ëãäáàðä ûàêçà ìäáèñëèäðè ñèñòäëèñàçåèñ 
ñàëàðçêèàìèà 
 ÇÄÍÐÄËÀ äðç ñèáðò÷äæä ëãäáàðä ûàêçà ñèñòäëà øäèûêäáà 
daviyvanoT àë ñèáðò÷èñ ìäáèñëèäð  0  üäðòèêæä ëíãäáóê äðç ûàêàæä 
ãà äðç ü÷åèêûàêàæä. ûàêà òíêèà ûàêçà ëíúäëóêè ñèñòäëèñ ìàéðäáè 
åäõòíðèñà, þíêí  ü÷åèêûàêèñ ñéàêàðóêè ëíëäìòè òíêèà  àë 
üäðòèêèñ ëèëàðç ñèñòäëèñ ìàéðäáè ñéàêàðóêè  ëíëäìòèñà.  ä.è. 

   ( F


1, F


2  , . . . , F


n ) ~ ( F


 , L o). 
 

 ØÄÃÄÂÈ 3 ëíúäëóêè brtyel ûàêçà ñèñòäëèñ ðàèëä 0 úäìòðèñ 

ëèëàðç  ãà÷åàìèñàñ  äðç F


  ûàêàëãä   ãà  äðç   ü÷åèêûàêàëãä ,  

ëíëäìòèç  0L ,    øäèûêäáà  àãâèêè  hõíìãäñ  øäëãäâ  øäëçþåäåäáñ: 

 1). F


 = 0 , 0L   0 ,   ëàøèì ûàêçà ñèñòäëà ãàè÷åàìäáà  

ü÷åèêûàêàæä, ëíëäìòèç  L0. 

 2) F


  0 , 0L = 0 ,   ëàøèì  ûàêçà ñèñòäëà ãàè÷åàìäáà äðç  

òíêõëäã  R


 ûàêàæä.  

 3). F


  0 , 0L   0 ,   qvemoT davamtkicebT, rom am SemTxvaSic 

ûàêçà ñèñòäëà  ãàè÷åàìäáà  äðç  òíêõëäã   ûàêàæä.  

 4)  F


 = 0 , 0L = 0 , ëàøèì  ûàêçà  ñèñòäëà  èë÷íôäáà  

üíìàñüíðíáàøè.  
 

                     § 1.21.  ÁÐÒ×ÄÊ  ÛÀÊÇÀ  ÑÈÑÒÄËÈÑ  tolqmedi 

 

davamtkicoT, rom zogad SemTxvevaSi, roca F


  0 , 0L   0,                                      

arsebobs wertili C, romlis mimarTac  ZalTa sistema daiyvaneba erT 

Zalaze – tolqmedze.                                            
  ganvixiloT ZalTa nebismieri brtyeli sistema, romelic 

dayvanilia 0 centris mimarT.  zogad SemTxvevaSi miviRebT 0 centrze 

modebul nakreb F


1  veqtors da nakreb (tolqmed) wyvilZalas 

( F

, F


2),  romlis momentia 0L . dauSvaT  L0 > 0. wyvilZala ise 

SevarCioT, rom misi Semadgeneli Zalebis moduli nakrebi F


1  veqtoris 

modulis toli iyos. wyvilZalis Semadgeneli erTi Zala F


2   movdoT 

dayvanis 0 centrSi. meore F


 Zala movdoT romelime C wertilSi; 
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amasTanave, wyvilZalis mxari 0C ise SevarCioT, rom Sesruldes piroba:   

0L = OC F. 

   MmaSasadame   OC =
F

L0
.             F


                         

F


1 

     wyvilZala  ( F

, F


2) ise ganvaTavsoT,      C                0 

 rom  F


2 Zala mimarTuli iyos nakrebi F


1                                                      

F


2     

  veqtoris sapirispirod. miviRebT 0 wertilSi    

modebul erTi wrfis gaswvriv urTierTsawinaaRmdegod mimarTul     

F


1 da F


2 . Zalebs, romlebic II aqsiomis Tanaxmad SegviZlia 

ukuvagdoT. 

     maSasadame, ZalTa gansaxilveli sistemis C wertilis 

mimarT dayvanisas miviReT sami Zala ( F


, F


1, F


2), romelTagan ori F


1  

da F


2  pirdapirTanawinaaRmdegia   ( F


1, F


2)  0.  maSasadame ( F


, F


1, 

F


2)  F


;    e. i. ZalTa sistema daiyvaneba erT Zalaze  – F


  
tolqmedze.      

  
 
                                           

     §  1.22. ÁÐÒ×ÄÊ  ÛÀÊÇÀ  ÑÈÑÒÄËÈÑ  ÜÍÌÀÑÜÍÐÍÁiÑ 
                                       ÎÈÐÍÁÄÁÈ  da  ÂÀÌÒÍÊÄÁÄÁÈ 

 
 âàìåèþèêíç  sxeulze moqmedi da  äðç  ñèáðò÷äæä ìäáèñëèäðàã  

âàìêàâäáóêè ûàêçà  ( F


1, F


2, ..., F


n )  ñèñòäëà. rogorc zemoT 

vaCveneT aseTi  ûàêçà ñèñòäëà øäèûêäáà ãà÷åàìèêè èõìäñ äðç ìàéðäá R


 

åäõòíðæä  ãà ìàéðäá  ü÷åèêûàêàæä  0L     ëíëäìòèç.  Aamitom, 

sibrtyeze ëãäáàðä  ûàêçà  ìäáèñëèäðè  ñèñòäëèñ  üíìàñüíðíáèñ   
àóúèêäáäê  pirobebs aseTi saxe  aqvs:  

             F


 = 


n

k 1

 F

k=



n

k 1

F


k = 0  ,  

                           0L  = 


n

k 1

mom0 F


k = 0                                (22.1) 
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E     es (22.1) pirobebi sakmarisic aris sxeulis wonasworobisaTvis. 

marTlac, toloba R


 = 0  gviCvenebs, rom dayvanis 0 centrze 

modebuli yvela( F

1, F


2,..., F


n) Zala, romlebic mocemuli  

( F


1, F


2,..., F


n)  Zalebis tolni arian- wonaswordebian.Aanalogiurad, 

L o = 0  tolobidan gamomdinareobs, rom mikavSirebuli( F


1, F

1), 

( F


2,F

2),...,( F


n, F


n)    wyvilZalebis momentebis jami nulis 

tolia, e. i. es wyvilZalebi aseve wonaswordebian. 

 maSasadame.  äðç ñèáðò÷äze ëãäáàðä ûàêçà ìäáèñëèäðè 
ñèñòäëèñàçåèñ ñàëàðçêèàìèà 

 ÇÄÍÐÄËÀ:   äðç  ñèáðò÷äøè  ëãäáàðä  ûàêçà  ìäáèñëèäðè  
ñèñòäëèñ  üíìàñüíðíáèñàçåèñ   àóúèêäáäêèà  ãà  ñàéëàðèñè,  ðíë   àë  
ûàêçà  ñèñòäëèñ  ìàéðäáè  åäõòíðè  ãà  ìàéðäáè  ñéàêàðóêè  ëíëäìòè  
àë  ñèáðò÷èñ  ìäáèñëèäðè  üäðòèêèñ  ëèëàðç  è÷íñ  ìóêèñ  òíêè 

                                           F


 = 0 ,         0L = 0 .                    

(22.2) 
 åçõåàç, ûàêçà ëíúäëóêè ñèñòäëà ëíçàåñäáóêèà 0xy ñèáðò÷äæä.  
ñèñòäëèñ  øäëàãâäìäêè  ûàêäáèñ gegmilebi sakoordinato RerZebze ase 

aRvniSnoT: F


1(X 1,Y1) , F


2(X 2 ,Y2) ,..., F


n (Xn ,Yn) ;   ëàçè ìàéðäáè  

åäõòíðè  è÷íñ  R


 ( X ,Y). 
 yvela Zalebis  gegmilebis jami sakoordinato  x da y RerZebze 

Sesabamisad arian   X = 


n

k 1

 XK      da  Y Y = 


n

k 1

 Y K, 

amitom ìàéðäáè  åäõòíðès sidide  ganisazRvreba formuliT: 

 

    F

 =   22 )()( kk YX . 

 ìàéðäáè  åäõòíðès nulTan tolobis SemTxvevaSi  ( F


= 0) 
gveqneba: 

       


n

k 1

 XK  = 0 ,     


n

k 1

 Y K = 0. 

 maSasadame.  äðç ñèáðò÷äze ëãäáàðä ûàêçà ìäáèñëèäðè 
ñèñòäëèñàçåèñ üíìàñüíðíáèñ    (16. 2)   âàìòíêäáäáè  éííðãèìàòäáøè  
àñä  ùàèüäðäáà: 
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  


n

k 1

 XK  = 0 ,     


n

k 1

 Y K = 0. 0L   = 0 ,      (22. 3) 

 
  áðò÷äê  ûàêçà  ñèñòäëèñ  üíìàñüíðíáèñàçåèñ  àðñäáíáñ  ñþåà  
îèðíáäáèú, ðíëêäáñàú õåäëíç  ùàëíåà÷àêèáäáç  ãàëòéèúäáèñ  âàðäøä. 

 à)     ÇÄÍÐÄËÀ   (ñàëè  ëíëäìòèñ  çäíðäëà) .  áðò÷äê  ûàêçà  
ìäáèñëèäðè  ñèñòäëèñ  üíìàñüíðíáèñàçåèñ  àóúèêäáäêèà  ãà  ñàéëàðèñè  
ìäáèñëèäðè,    äðç  üðôäæä  àðàëãäáàðä   ñàëè   üäðòèêèñ   ëèëàðç    
÷åäêà   ûàêèñ  ñéàêàðóêè  ëíëäìòäáèñ  ÿàëè  úàê-úàêéä è÷íñ  ìóêèñ  
òíêè. 
 èë ñèáðò÷äæä,  ñàãàú  ûàêäáè  àðèàì  ëíçàåñäáóêè, àåèöíç   äðç   
üðôäæä   àðàëãäáàðä   A ,  B , C   üäðòèêäáè,  ëàøèì   üíìàñüíðíáèñ   
âàìòíêäáäáè   èõìäáèàì 

                            LA =  ëíëA F


K = 0 ,    

                            LB =  ëíëB F


K= 0 ,                                   
(22.4) 

                            LC =  ëíëC F


K= 0 .                       
 øäåìèøìíç, ðíë  çó  A, B , C   üäðòèêäáè  ëãäáàðäíáäì  äðç  
üðôäæä, ëàøèì  (22.3) îèðíáäáè àð èõìäáèàì  üíìàñüíðíáèñ  ñàéëàðèñè  
îèðíáäáè.  àë  øäëçþåäåàøè  ûàêçà  ëíúäëóêè  ñèñòäëà  øäèûêäáà  

ãàåèãäñ  äðç  òíêõëäã  R


  ûàêàæä,  ðíëêèñ  ôóûäú  àë  üäðòèêäáæä  
âàèåêèñ. 
 á) ÇÄÍÐÄËÀ  áðò÷äê  ûàêçà  ìäáèñëèäðè ñèñòäëèñ 
üíìàñüíðíáèñàçåèñ  àóúèêäáäêèà  ãà  ñàéëàðèñè,  ðíë àë ñèáðò÷äæä 
ëãäáàðä ìäáèñëèäðè íðè  A  ãà B  üäðòèêèñ  ëèëàðç  ÷åäêà ûàêèñ 
ñéàêàðóêè ëíëäìòèñ  ÿàëè  úàê-úàêéä è÷íñ ìóêèñ òíêè ãà  ñèñòäëèñ 
÷åäêà ûàêèñ âäâëèêäáèñ  ÿàëè  èë  öäðûæä,  ðíëäêèú àð  àðèñ ëàðçíáè  
íð  àðùäóê  üäðòèêæä  âàëàåàêè  üðôèñà  àâðäçåä  è÷íñ  ìóêèñ  
òíêè. 

       LA =  ëíëA F


K = 0,     LB =   ëíëB F


K  = 0,       FKX = 0.       
(22. 5) 
 àõ     x  öäðûè   àð  àðèñ  A  ãà  B  üäðòèêäáæä âàëàåàêè  üðôèñ  
ëàðçíáè. 
 üíìàñüíðíáèñ  àë  îèðíáäáèñ  âàëí÷äìäáèñàñ ëíñàþäðþäáäêèà 
ëíëäìòäáèñ úäìòðàã àðùäóê èõìàñ èñäçè  A  ãà  B  üäðòèêäáè, 
ðíëêäáæäú âàãèàì  óúìíáè ûàêäáè, ëàâàêèçàã  ðäàõúèèñ  ûàêäáè. 
 øäåìèøìíç,  ðíë  çó  x   öäðûè  AB    üðôèñ  ëàðçíáóêèà, ëàøèì  
(22.5)  âàìòíêäáäáè àð èõìäáèàì üíìàñüíðíáèñ ñàéëàðèñè îèðíáäáè, 
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ðàãâàìàú àë  øäëçþåäåàøè ûàêçà ñèñòäëà øäèûêäáà ãàåè÷åàìíç òíêõëäã 
ûàêàæä, ðíëêèñ ôóûä âàãèñ  A  ãà  B  üäðòèêäáæä. 
 â)    0xy   ñ è á ð ò ÷ ä æ ä    0y  öäðûèñ   î à ð à ê ä ê ó ð    
û à ê ç à              ñ è ñ ò ä ë è ñ à ç å è ñ  üíìàñüíðíáèñ   (22.3)   
âàìòíêäáäáè  ëèèöäáäì øäëãäâ ñàþäñ: 

                 FK  = 0 ,         xK FK   = 0. 
 øäãäâè .   ñèáðò÷äæä  îàðàêäêóðè  ûàêäáèñàçåèñ  üíìàñüíðíáèñ  
âàìòíêäáäáè  øäèûêäáà  ùàèüäðíñ  øäëãäâè  ñàþèçàú: 

  LA =  ëíëA F


K  = 0 ,            LB =  ëíë B F


K  = 0 , 
àëàåä  ãðíñ  A   ãà   B   üäðòèêäáè  àð  óìãà  ëãäáàðäíáãìäì  ûàêäáèñ  
îàðàêäêóð  üðôäæä.   

  ÀËÍÚÀÌÀ   1 .   BC = 8  ë  ñèâðûèñ  ãà  G = 8 éì  üíìèñ  
äðçâåàðíåàìè  ûäêè  A  üäðòèêøè  ùàëàâðäáóêèà  ñàþñðèç, þíêí  B  
áíêíçè  ä÷ðãìíáà  ñàâíðàåñ,  ðíëêèñ ñèáðò÷ä   ãàþðèêèà  

¾íðèæíìòèñàãëè    = 30o   éóçþèç.  ûäêæä   ëíõëäãäáäì  P = 10 éì  
ûàêà,  M = 6 éìë  ëíëäìòèñ  ëõíìä  ü÷åèêûàêà  ãà  üðôèåè  éàìíìèç  

âàìàüèêäáóêè  ãàòåèðçåà  ëàõñèëàêóðè  èìòäìñèåíáèç  max= 2 éì  ë ;   

= 60o;   BD = AC = 3 ë.  âàìñàæöåðäç  A  ãà  B  ñà÷ðãäìçà  ðäàõúèäáè. 
   
              ÀËÍÞÑÌÀ .  âàìåèþèêíç  BC   ûäêèñ  üíìàñüíðíáà;  ëàñæä  

ëíõëäãäáñ  óøóàêíã  ëíãäáóêè  P


  ûàêà,  ü÷åèêûàêà - M  ëíëäìòèç,  
öäðíñ  üíìà  G, ëíãäáóêè  öäðíñ  øóà  0  üäðòèêøè. àâðäçåä  üðôèåè  

éàìíìèç  âàìàüèêäáóêè  ãàòåèðçåà,  ðíëêèñ  òíêõëäãèà      Q =  

0,5AC max = 3 éì,   

èâè  ëíãäáóêèà  K  üäðòèêøè,  ñàãàú   KC = ⅓AC= 1 ë. 
   ûäêè  âàåàìçàåèñóôêíç  áëäáèñàâàì.  ûäêæä  èëíõëäãäáñ  

ñàâíðàåèñ  ðäàõúèèñ  R


B  ûàêà, ðíëäêèú ñàâíðàåèñ  ñà÷ðãäìè  ñèáðò÷èñ  
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ëàðçíáóêèà. ëíõëäãäáñ  àâðäçåä  óûðàåè  A  ñàþñàðèñ  ðäàõúèèñ  R


A  
ûàêà,  ðíëêèñ  ñèãèãä  ãà  ëèëàðçóêäáà  üèìàñüàð  óúìíáèà.  
éííðãèìàòçà  0xy   ñèñòäëèñ  x  öäðûè  ëèåëàðçíç  ûäêèñ  âàñüåðèå  

¾íðèæíìòàêóðàã, þíêí  y  öäðûè  åäðòèéàêóðàã æäåèç.  ëàøèì  R


A  
ûàêà  øäâåèûêèà  ãàåøàêíç  àë  éííðãèìàòçà  öäðûäáèñ  îàðàêäêóð 

AX


   ãà  AY


  ëãâäìäêäáàã. àþêà  ûäêè øäâåèûêèà âàìåèþèêíç, ðíâíðú  

üíìàñüíðíáàøè  ë÷íôè  çàåèñóôàêè  ë÷àðè  ñþäóêè, ðíëäêæäú  

ëíõëäãäáäì  äðç  ñèáðò÷äøè  âàìêàâäáóêè  úìíáèêè  P


, G


, Q


   

ûàêäáè,  M  ëíëäìòèñ  ü÷åèêûàêà  ãà  óúìíáè  ûàêäáè   R


B, AX


, AY


.  

ä.è.  àëíúàìà  ñòàòèéóðàã  âàìñàæöåðóêèà  (ðéåäåàãèà) .   
           øäåàãâèìíç    üíìàñüíðíáèñ  âàìòíêäáäáè. ëíëäìòäáèñ  úäìòðàã  
ëèæàìøäüíìèêèà  àåèðùèíç üäðòèêè, ñàãàú  çàåñ è÷ðèñ  ëäòè 
ðàíãäìíáèñ  óúìíáè  ûàêà. äðç-äðçè àñäçèà B üäðòèêè.  ü÷åèêûàêèñ  
ìàéðäáè  åäõòíðè  ìóêèñ  òíêèà, àëèòíë ëèñè âäâëèêè  ìäáèñëèäð  
öäðûæä  ìóêèñ òíêèà, þíêí ü÷åèêûàêàøè øäëàåàêè  ûàêäáèñ  
ëíëäìòäáèñ ÿàëè  ìäáèñëèäðè üäðòèêèñ ëèëàðç  òíêèà  ü÷åèêûàêèñ 
ëíëäìòèñà. 
  üíìàñüíðíáèñ  âàìòíêäáäáèà: 

   Xk = 0 ;            XA+ P Cos + RB  Sin  = 0;      
(à) 

   Yk = 0 ;            YA  Q  G P  Sin + RB Cos = 0;          
(á) 

   LkB= 0 ;            P BE + G B0  YABA+ QBK M = 0 .     
(â) 

 ðíâíðú  ìàþàæèãàì  ùàìñ  BE = BD  Sin= 2,58;    B0 = 4 ;  BA = 5;  
BK = 7 . 
  (â)  âàìòíêäáèãàì :   YA= 14,58  éì ; 
  (á)  âàìòíêäáèãàì :    RB=  5,86  éì ; 
  (à)  âàìòíêäáèãàì :    XA= - 7,93 éì . 

            RA=  
22

AA YX  = 
22 )58,14()93,7(  = 16,82 

amocana 2. gansazRvreT naxazze gamosaxuli konso-luri 
Zelis Camagrebis reaqciebi, Tu 

masze moq- medebs 1,5q  kn m  
intensivobis Tanabradganawilebu-

li datvirTva, 4F  kn -is  toli 

 
 

  M 

y 

 

y 

F    

A 

q 

   
 B 
B 

    

    C  

Q

 
 

AX  

 

      
AY
 

F  
M 
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Seyursuli Zala da 2M  knm  momentis mqone wyvilZala.  

amoxsna. amocanis amosaxsnelad SevadginoT saanga-riSo sqema. 
Zeli pirobiTad gavanTavisufloT bmebi-sagan da movdoT 
Sesabamisi reaqciis Zalebi. koor-dinatTa saTave avirCioT A 

wertilSi da RerZebi ise mivmarToT, rogorc naxazzea 
naCvenebi. A wertilSi gvaqvs xisti (konsoluri) Camagreba, 
romelic gamo-ricxavs sxeulis yovelgvar moZraobas _ 
gadaadgi-lebas da Semobrunebas, amitom Camagrebul nawilze 

moqmedi reaqciis Zalebi Seicvlebian erTi 
AR   rea-qciis 

ZaliT da AM momentis mqone erTi wyvilZa-liT. maTi 

mimarTulebebi ucnobia. davSaloT  Zala or AX  da AY  

mdgenelebad. ase, rom A sayrdenSi gva-qvs sami ucnobi sidide 

AX , AY  da AM . 

AB ubanze q intensivobis Tanarad ganawilebuli dat-virTva 
SevcvaloT tolqmedi ZaliT: 

              1,5 3 4,5Q q AB     kn.  

Q Zala modebulia AB ubanis Sua wertilSi. Zelze moqmedi 

brtyel ZalTa sistemisaTvis davweroT wo-nasworobis sami 
gantoleba. SevniSnoT, rom momen-tTa centrad virCevT im 
wertils, romelSic meti ucnobi Zalis fuZe gaivlis, radgan 
skalaruli momentis Tvisebis gamo am wertilis mimarT  
ucnob ZalTa momentebi nulis tolia. aseT centrad avi-
rCevT A wertils. wonasworobis gantolebebs aseTi saxe 
eqnebaT: 

 

 
 
 

0; cos 45 0; 1

0; sin 45 0; 2

0; 1,5 5sin 45 0. 3

k A

k A

kA A

X X F

Y Y Q F

M M Q M F

  

   

      





  

pirveli gantolebidan miviRebT: 
 

        
2

cos 45 4 2,8
2

AX F  kn.  

meore gantolebidan miviRebT: 

        
2

sin 45 4,5 4 1,7
2

AY Q F    kn.  
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mesame gantolebidan miviRebT: 

 

2
5sin 45 1,5 4,5 4,5 1.5

2
2 5,25

AM F Q M         

 kn.

 

AX , AY  da AM  miRebuli mniSvnelobebi dadebiTia. es ki 

imaze miuTiTebs, rom Cvens mier am Zalebisa-Tvis arCeuli 
mimarTulebebi emTxveva maT namdvil mimarTulebebs.  
 
amocana 3. xidis awyobisas saWiro gaxda xidis  fermis ABC 
nawilis awva sami bagiris saSualebiT ise, rogorc es  
naCvenebia naxazze. fermis am nawilis wonaa 4,2 n, xolo 
simZimis centri mdebareobs D wertilSi. cnobilia, rom AD = 
4 m, DB = 2 m, BF = 1 m. gansazRvreT bagirebis daWimulobebi, 
Tu AC horizontaluria. 
 Aamoxsna: ganvixiloT xidis ABC nawilis  wonasworoba da 
gavaTavisufloT igi bmebisagan. Ffermaze moqmedebs simZimis 

P Zala da bagirebSi aRZruli ,AR  BR da CR  reaqciis 

Zalebi. SevadginoT wonasworobis gantolebebi. momentebis 

centrad avirCioT BR da CR  reaqciis Zalebis fuZeebis gada-  

kveTis E werti-li, radgan am  wertilis mimarT maTi 
momentebi nulis tolia. 
     wonasworobis gantolebebia: 

   
BR  

B      F     

  E 

C 

     
AR  

    

A 

y 

        D     x 

     
CR  

P  
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3

1
3

1
3

1

0; cos90 cos90 cos60 cos 45 0,

0; cos0 cos180 cos30 cos 45 0,

0; 0.

k A B C

n

k A B C

n

Ek A

n

X R P R R

Y R P R R

M R AF P DF








    




    



    








 

sistemis gamartivebis Semdeg miviRebT: 

cos60 cos 45 0,

cos30 cos 45 0,

0.

B C

A B C

A

R R

R P R R

R AF P DF

  


   
    

 

7 3

A

AF AD DB BF DF DB BF

P DF
R

AF

     

 

m, DF = m.
P D 4, 2 3

= = =1,8 kn.DB
7

 

sistemis pirveli gantolebidan gvaqvs, rom  

               2B CR R  . 

CavsvaT es mniSvneloba meore gantolebaSi. Gveqneba: 

         

6 2
1,8 4,2 0,

2 2
2 2,4

1,2 1,7
6 2

C C

C B

R R

R R

   





kn, kn.

  

7 3

A

AF AD DB BF DF DB BF

P DF
R

AF

     

 

m, DF = m.
P D 4, 2 3

= = =1,8 kn.DB
7

 

pasuxi: AR = 8 kn, DB 1,2 1,7C BR Rkn, kn.  
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§ 1.23.  ÌÄáÈÑËÈÄÐ  ÑÈÅÐÚÈÇ  ÛÀÊÇÀ  ÑÈÑÒÄËÈÑ 
                                                 ÜÍÌÀÑÜÍÐÍÁÀ  
 

                 åçõåàç, ñèåðúäøè ëãäáàðä ë÷àð ñþäóêæä  ëíõëäãäáñ 
ûàêçà ðàèëä ñèñòäëà:. 

  F


1 ( X 1 , Y1 , Z1 )  , F


2 ( X 2 , Y 2 , Z 2 ) , . . . , F


n  ( X n  
, Yn  , Z n )  

ûàêçà  ëíúäëóêè  ñèñòäëèñ  ìàéðäáè  åäõòíðè  è÷íñ F


(X ,Y,Z),  

þíêí    ìàéðäáè  åäõòíðóêè  ëíëäìòè 0 ñàçàåèñ   ëèëàðç  è÷íñ L o 
(LX, LY , LZ) . ÇÄÍÐÄËÀ.  ûàêçà ìäáèñëèäðè ñèñòäëèñ  
üíìàñüíðíáèñàçåèñ  àóúèêäáäêèà ãà ñàéëàðèñè  ñèñòäëèñ   ìàéðäáè  
åäõòíðè  ãà  ìàéðäáè  åäõòíðóêè   ëíëäìòè   ðíëäêèëä     úäìòðèñ 
ëèëàðç  è÷íñ  ìóêèñ  òíêè  

         F


 = 0 ,     L o =  0 .                          
(23.1) 

 äñ  îèðíáäáè  âäâëèêäáøè  àñä  ùàèüäðäáà: 
   X = 0,       Y  = 0 ,       Z = 0 , 
                                        LX = 0 ,     LY = 0 ,      LZ = 0 .            
(23.2) 
          çó âàëíåè÷äìäáç ûàêçà ìäáèñëèäðè ñèñòäëèñ ìàéðäáè åäõòíðèñ  
(12.1) ãà ìàéðäáè åäõòíðóêè  ëíëäìòèñ (12.3) àìàêèæóð âàëíñàþåàñ, 
ëàøèì (23.2) òíêíáäáè àñäç ñàþäñ  ëèèöäáäì:  

       


n

k 1

XK, = 0,                


n

k 1

 (ykZk – zkYk) = 0 ,   

                               


n

k 1

 YK, = 0 ,              


n

k 1

 (ykZk – zkYk) = 0  

,       (23.3) 

                               


n

k 1

 Z K  = 0 ,              


n

k 1

 (xkYk - ykXk).= 0.   

 

 äñ   âàìòíêäáäáè   üàðëíàãâäìäì    ì ä á è ñ ë è ä ð     ñ è å ð ú è 
ç        û à ê ç à  ñ è ñ ò ä ë è ñ     ü í ì à ñ ü í ð í á è ñ   â à ì ò í 
ê ä á ä á ñ   ãäéàðòèñ  ëàðçéóçþà éííðãèìàòçà  ñèñòäëàøè.  àõ     xK , 
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yK , zK   àðèàì  F


K  ûàêèñ  ëíãäáèñ  AK   üäðòèêèñ  éííðãèìàòäáè,  

þíêí XK ,YK , ZK  àðèàì   F


K   ûàêèñ âäâëèêäáè  éííðãèìàòçà  
öäðûäáæä. 
 àëâåàðàã, ñèåðúäøè ë÷àð ñþäóêæä ëíõëäãè ûàêçà ìäáèñëèäðè 
ñèñòäëèñ üíìàñüíðíáèñ  àëíúàìèñ âàìþèêåèñ ãðíñ øäâåèûêèà 
øäåàãâèìíç  üíìàñüíðíáèñ äõåñè âàìòíêäáà. äñ ìèøìàåñ, ðíë øäâåèûêèà 
âàìåñàæöåðíç äõåñè óúìíáè ñèãèãä. çó àöëíùìãà, ðíë ëíúäëóê 
àëíúàìàøè âåàõåñ   äõåñæä   ëäòè  óúìíáè  ñèãèãä,  ëàøèì   àñäç   
àëíúàìàñ   óüíãäáäì  ñ ò à ò è é ó ð à ã    ó ð é å ä å   àìó  
ñòàòèéóðàã   âàìóñàæöåðäê  àëíúàìàñ. 
           éäðûí  øäëçþåäåà:  î à ð à ê ä ê ó ð    û à ê ç à    ñ è ñ ò ä ë 
à . 
 åçõåàç,  ñèåðúäøè  ëíúäëóêèà  
îàðàêäêóð  ûàêçà  ñèñòäëà.  éííðãèìàòçà  
ñèñòäëà èñä øäåàðùèíç, ðíë  äðç-äðçè 
éííðãèìàòçà  öäðûè, åçõåàç  0z  öäðûè 
ëèåëàðçíç àë ûàêäáèñ îàðàêäêóðàã.   
ëàøèì,       (23.3)        âàìòíêäáäáèãàì    
ëèèöäáà   ñ è å ð ú ä ø è  î à ð à ê ä ê ó ð 
è    û à ê ä á è ñ   üíìàñüíðíáèñ   
âàìòíêäáäáè :     

    


n

k 1

 FK= 0,    


n

k 1

 yK F K =  0,    


n

k 1

 z K FK  =  0  

 ëàøàñàãàëä,  ñèåðúèçè îàðàêäêóðè ûàêäáèñ üíìàñüíðíáèñàçåèñ  
àóúèêäáäêèà  ãà  ñàéëàðèñè, àë ûàêäáèñ ÿàëè è÷íñ ìóêèñ òíêè ãà 
ûàêäáèñ ëàðçíáóêè íðè  ñàéííðãèìàòí öäðûèñ ëèëàðç ûàêäáèñ  
ëíëäìòäáèñ  ÿàëè  úàê-úàêéä è÷åìäì ìóêèñ òíêìè. 
 ØÄÌÈØÅÌÀ.  æäëíç  ëèöäáóêè  üíìàñüíðíáèñ âàìòíêäáäáè  
üàðëíàãâäìäì çàåèñóôàêè ë÷àðè ñþäóêèñ üíìàñüíðíáèñ âàìòíêäáäáñ 
ñèåðúäøè. 
 çó   åèþèêàåç   à ð à ç à å è ñ ó ô à ê è   ñ þ ä ó ê è ñ   
üíìàñüíðíáàñ,  ñàýèðíà äñ ñþäóêè âàåàçàåèñóôêíç  áëäáèñâàì,  ä.è.  
áëäáè  øäåúåàêíç  áëèñ ðäàõúèèñ  ûàêäáèç.  ëàøèì ñþäóêæä ëíãäáóê 
àõòèóð ûàêäáñ ãàäëàòäáàç  ðäàõúèèñ  ûàêäáèú  ãà ûàêçà  äñ  ñèñòäëà  
óìãà  è÷íñ   üíìàñüíðíáàøè. 
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amocana 1. G wonis erTgvarovani ABCD Taro hori- 

zontalur mdebareobaSi Sekavebulia EH bagiris sa-
SualebiT, romelic Taros zedapirTan adgens kuT-xes. 
GansazRvreT bagiris T daWimuloba da A  da B anjamebis 

reaqciebi, Tu AK=KB=DE=EC, HK  AB da bagiris wona 
ugulebelyofilia. 
amoxsna: ganvixiloT Taros wonasworoba. masze moq-medebs 

Zalebi: G  Zala, romelic Taros wonis tolia, bagiris T  
daWimulobis Zala, A  da B anja-mebSi aRZruli reaqciis 

Zalebi, romlebic daSli-lia ,A AX Z  da ,B BX Z  Semadgenel 

Zalebad. Seva-dginoT wonasworobis gantolebebi:  

 
 

0; cos 180 0,

0; cos 90 0,

0; sin 2 0,

0; sin 0,
2

0; cos 2 0.

k A B

k A B

kx B

kY

kz B

X X T X

Z Z T G Z

M T AK G AK Z AK

AD
M T AD G

M T AK X AK












     


     


       


    


     









 

toloba   sruldeba avtomaturadю 
meoTxe gantolebidan vRebulobT: 

T  

 

E 

 C 

    y 

H 

AZ  

  z 

  AX  

A 

   D  x 

 
BZ  

     BX  
   K 

G  

  
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sin

G
T


 ; 

  mexuTe gantolebidan:     

  QQQ     
cos

,
2 4

B

T D
X ctg


   

mesame gantolebidan:     

  QQQ      
1

sin ,
2 4

B

G
Z G T     

meore gantolebidan:     

  QQQ     sin ,
4

A B

G
Z G T Z     

pirveli gantolebidan:     

  QQQ     cos .
4

A B

D
X T X ctg     

     amocana 2. muxla lilvs SeuZlia brunva AAda B 

sakisarebSi. Llilvis boloze Camocmulia 20R  sm  
radiusis mqone kbilana. horizontalurad mdebare lilvis 
Sua D wertilSi midebulia lilvis RerZis perpendikularul 

sibrtyeSi mdebare F Zala, romelic vertikalTan qmnis 

30  kuTxes. gansa-zRvreT lilvis wonasworobisas Ay  

RerZis paralelurad kbilanaze modebuli Q  Zalis sidide, 

agre-Tve A da B sakisarebis reaqciebi, Tu 20 ,F  kn  

15 15 , 20 , 25ED a b c   sm sm sm sm.       
amoxsna. lilvis Tanabrad brunvisas masze moqmedi Zalebi 
imyofeba wonasworobaSi. lilvi pirobiTad gavaTavisufloT 
bmebisagan da movdoT Sesabamisi reaqciis Zalebi. sakisarebis 
Sesabamisi reaqciebi davSaloT mdgenel Zalebad da 
mivmarToT koordi-natTa RerZebis gaswvriv ise, rogorc 
naCvenebia naxazze. SevadginoT wonasworobis gantolebebi:   
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 
 

0; sin 0,

0; cos 0,

0; cos 0,

0; cos 0,

0; sin 0.

k A B

k A B

kx

kY B

kz B

Y Q Y F Y

Z Z F Z

M Q R F DE

M F b Z b c

M Q a F b Z b c











     


   
     

     


        







 

gantoleba 0kX   sruldeba igivurad, radganac yvela 

Zala mdebareobs x RerZis marTobul sibrtye-Si. 
mesame gantolebidan   

      
cos 20 0,15

15
0,2

F DE
Q

R

  
   kn.  

meoTxe gantolebidan   

      
cos 20 0,2 1,7

7,7
0,45

B

F b
Z

b c

   
 


kn.  

mexuTe gantolebidan   

 
sin 15 0,15 20 0,2 0,5

0,6
0,45

B

Q a F b
Y

b c

       
 


kn.  

meore gantolebidan   

 cos 20cos 7,7 9,6A BZ F Z      kn.  
pirvelie gantolebidan   

 cos 20cos 7,7 9,6A BZ F Z      kn.  

 
          x a x u n i  

 

       § 1.24 .   xaxunis kanoni 

   

  bunebaSi ar arsebobs absoluturad gluvi da absoluturad 

myari sxeulebi, amitom erTi sxeulis meore sxeulis zedapirze 

gadaadgilebisas maTi Sexebis sibrtyeSi warmoiqmneba am sxeulebis  

fardobiTi gadaadgilebis winaRobis Zala, romelsac ewodeba xaxunis 
Zala. 
  xaxuni bunebaSi sakmaod gavrcelebuli 

movlena da mas didi mniSvneloba gaaCnia. 

xaxunzea dafuZnebuli manqanaTa muSaoba, Rveduri 

da friqciuli gadacemebis muSaoba, samuxruWe 
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mowyobilobebi, saglinavi dazgebi, daxrili gadamzidebi da a.S. xaxuni 

uzrunvelyofs dedamiwasTan SeWidebas da amiT adamianisa da 

satransporto saSualebaTa gadaadgilebas. amasTan erTad, xaxuni xSir 

SemTxvevaSi saziano (mavne) winaaRmdegobaa, romlis gadalaxvazec didi 

energia ixarjeba. da cdiloben energiis es danakargi Seamciron  

  radganac ar arseboben absoluturad myari sxeulebi da 

absoluturad gluvi zedapirebi, amitom yvela sxeuli ramdenadme 

degormirebadia da yvela zedapiri ramdenadme mqisea (xorkliania). Aamis 

gamo, mqise zedapiris reaqciis Zala sxeulis wonasworobisas 

damokidebulia aqtiur Zalebze ara marto sididiT, aramed 

mimarTulebiTac. 

   vTqvaT, mZime sxeuli eyrdnoba raime uZrav zedapirs. 

zedapirebis Sexebis wertilSi sayrden zedapirze warmoSobili reaqciis 

R

 Zala davSaloT or mdgenelad: erTi mdgeneli mimarTuli iyos 

Semxebi zedapirebis saerTo normalis gaswvriv ( N

), xolo meore (T


) 

moTavsebuli iyos am zedapirebis saerTo mxeb sibrtyeSi. Bbmis reaqciis 

normalur N

 mdgenels ewodeba normaluri reaqciis Zala, xolo mxeb 

T

 mdgenels – srialis xaxunis Zala. rac ufro gluvia zedapiri, miT 

ufro naklebia xaxunis (mxebi) Zala. 

  xaxunis Zalis warmoSoba upirveles yovlisa ganpirobebulia 

Semxebi sxeulebis zedapirebis simqisis, agreTve sxeulebis 

molekuliaruli SeWidulobis gamo. Aamitom cxadia, xaxunis Zala 

ewinaaRmdegeba sxeulebis erTmaneTze gadaadgilebas. 

   xaxunis movlenis yvela Taviseburebis Seswavla sakmaod rTul 

problemebs Seicavs. sainJinro praqtikaSi ki xSirad eyrdnobian cdebiT 

miRebul Sedegebs, romlebic sakmaod kargi miaxloebiT asaxavs xaxunis 

movlenis Taviseburebebs. 

  Aansxvaveben a) mSral xaxuns (SemzeTavi nivTiereba ar arsebobs);  
b) zRvrul xaxuns (Semxebi zedapirebi dafarulia SemzeTavi nivTierebis 

Txeli feniT) da  g) Txevad xaxuns (Semxebi zedapirebi 

gancalkevebulia SemzeTavi nivTierebis feniT) 

  Teoriul meqanikaSi ixilaven mxolod mSral xaxuns. amasTanave 
ixilaven sami saxis xaxuns: srialis xaxuns (pirveli gvaris xaxuni), 

gorvis xaxuns (meore gvaris xaxuni) da trialis xaxuns. 
  SeviswavloT srialisa da  gorvis xaxuni. 
 

        §1. 25.  srialis  xaxuni 
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  Aansxvaveben srialis xaxuns sxeulis wonasworobisas 

(uZraobisas) da moZraobisas, rodesac erTi sxeuli moZraobs meore 

sxeulis zedapirze raime siCqariT. 

  uZraobis  dros xaxunis Zala damokidebulia mxolod aqtiur 

Zalebze. 

  cdebiT dadgenilia, rom xaxunis Zala (srialisadmi 

winaaRmdegoba) izrdeba gansaxilvel sxeulze modebuli aqtiuri 

Zalebis tolqmedis mxebi mdgenelis zrdasTan erTad. Mmagram xaxunis 

Zalis es zrda grZeldeba mxolod garkveul zRvrul maqsimumamde, 

romlis sidide ganisazRvreba Semxebi sxeulebis fizikuri TvisebebiT, 

ris Semdegac iwyeba sriali. srialisadmi winaRobis Zalis udides 

mniSvnelobas (Tmaqs), romelsac igi aRwevs srialis dawyebis win, 

ewodeba zRvruli, anu s t a t i k u r i  x a x u n i s   Z a l a. 
  Tu xaxunis Zala 

ewinaaRmdegeba erTi 

sxeulis meore sxeulis 

zedapirze moZraobas, maSin 

mas ewodeba statikuri 
xaxunis Zala, anu uZraobis 
xaxunis Zala. 
   Tu xaxunis Zala 

anelebs erTi sxeulis  

moZraobas meore sxeulis 

zedapirze, maSin mas ewodeba dinamikuri xaxunis Zala, anu moZraobis 
xaxunis Zala. 
  Aamgvarad, srialis statikuri xaxunis Zalas (Txax) SeuZlia 

miiRos nebsmieri mniSvneloba nulidan maqsimalur mniSvnelobamde:  

  0  Txax  Tmaqs.  

  im SemTxvevaSi, Tu moTxovnili ar aris didi sizuste, srialis 

xaxunis Zalis gansazRvrisaTvis teqnikaSi sargebloben mSrli srialis   

xaxunis miaxloebiTi kanonebiT, romlebic 1781 wels cdebis gziT 

daadgina frangma mecnierma kulonma. 

  jer ganvixiloT kanonebi, romlebsac emorCileba srialis 
statikuri xaxunis Zala. 
  1. statikuri xaxunis Zalis udidesi (maqsimaluri) sidide 
proporciulia erTi sxeulis meore sxeulze normaluri wnevisa 

    Tmaqs = fst N .                                 (28.1) 
  N - erTi sxeulis meore sxeulze normaluri wnevaa; 

  fst –proporciulobis koeficientia, romelsac ewodeba srialis 
xaxunis statikuri koeficienti. igi uganzomilebo sididea. Mmisi 
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mniSvneloba ar aris damokidebuli sxeulisa da sayrdeni zedapiris 

urTierT Sexebis farTobze, magram damokidebulia sxeulisa da sayrdeni 

zedapiris Semadgenel nivTierebebze, maTi zedapirebis mdgomareobaze 

(damuSavebis xasiaTze,, svelia Tu mSrali, rogori temperaturaa da 

sxv.). xaxunis  fst koeficienti sxvadasxva sxeulisaTvis ganisazRvreba 

cdis saSualebiT. 

  (32.1) formula miaxloebiTia, magram misi simartive da sakmao 

sizuste saSualebas iZleva farTod iqnes gamoyenebuli teqnikaSi. 

  statikaSi ganvizilavT srialis statikur xaxuns. 

  Tu xaxunis Zala  T

=0, maSin  f=0 da ityvian, rom Semxebi 

zedapirebi absoluturad gluvia. 

  Tu  f0,  maSin zedapirs ewodeba mqise. 
  2. vTqvaT aragluv zedapirze moTavsebuli sxeuli aqtiuri 

Zalebis  moqmedebiT imyofeba  zRvruli  wonasworobis mdgomareobaSi  

(e. i., roca   sxeulis  wonasworobis dasarRvevad sakmarisia sul cita 

mizezi). xaxunis Zala T

=T

maqs. vTqvaT am mdgomareobaSi reaqciis R


 

Zalis mier mis normalur N

 mdgenelTan Sedgenili kuTxe aris . am 

kuTxes uwodeben xaxunis kuTxes 

  cxadia   T = N tg,   anu    tg = f.    
  aqedan Cans, rom xaxunis statikuri f koeficientis magivrad 

SeiZleba mocemuli iyos xaxunis kuTxe  . 

  Kkonuss, romlis wvero moTavsebulia zedapirTan sxeulis 

Sexebis wertilSi, xolo msaxveli normalur reaqciasTan adgens 

xaxunis  kuTxis tol kuTxes, ewodeba  x a x u n i s  k o n u s i. 

  Aam gansazRvris Tanaxmad, sxeulze moqmedi aqtiuri Zalebis R

 

tolqmedi mimarTulia xaxunis konusis msaxvelis gaswvriv.  

  Aamrigad, Tu sxeulze moqmedi aqtiuri Zalebis tolqmedi 

adgens normalTan  xaxunis  kuTxeze nakleb kuTxes, e.i. misi 

moqmedebis fuZe moTavsebulia xaxunis kuTxis SigniT, maSin, rac unda 

didi iyos tolqmedis sidide, misi moqmedebiT sxeuls ar SeuZlia 

moZraoba (sriali) – e.i. wonasworobaSia.   

  Tu tolqmedi Zala mdebareobs konusis msaxvelze, maSin gvaqvs 

wonasworobis kritikuli SemTxveva. 

  Tu tolqmedis fuZe ar gadis xaxunis kuTxis SigniT da arc 

emTxveva konusis msaxvelis, maSin sxeuli mqise zedapirze ar SeiZleba 

iyos wonasworobaSi. 



 70 

  Tu srialis xaxunis koeficienti erTi da igivea yvela 

mimarTulebiT moZraobisas, maSin xaxunis kuTxec erTi da igivea da 

xaxunis konusi wriulia. 
 

 

                          §1. 26  gorvis  xaxuni 

 

       Ggorvis xaxuni ewodeba moZraobis xaxuns, romlis drosac 
Semxebi sxeulebis siCqare  maTi Sexebis wertilSi erTnairia sididiTa 
da mimarTulebiT 
  Ggorvis xaxuni aris winaaRmdegoba, romelic warmoiqmneba erTi 
mrude zedapiris mqone sxeulis meore sxulis zedapirze gorvisas, 

  ganvixiloT  r  radiusis da  P   wonis wriuli cilindri, 

romelic moTavsebulia aragluv horizontalur sibrtyeze. 

  cilindris RerZs C  

wertilSi movdoT aqtiuri 

horizontaluri Q

 Zala. am Zalis 

moqmedeba iwvevs cilindrisa da 

sibrtyis Sexebis areSi xaxunis T

 

Zalis warmoSobas, romelic 

sididiT Q

 Zalis tolia da 

ewinaaRmdegeba sibrtyeze cilindris srials. Q

.   Q


 da T


Zalebi 

adgenen wyvilZalas momentiT Lg=Q r ,  romelic iwvevs cilindris 

gorvas sibrtyeze.  

       P  wonis cilindris horizontalur sibrtyeze gorvisas 

warmoqmnili winaRoba ganpirobebulia sxeulTa deformaciiT, ris 

Sedegadac cilindrisa da sibrtyis Sexeba xdeba garkveul wirze. Aam 

wiris gaswvriv cilindrze moqmedeben ganawilebuli reaqciis Zalebi, 

romelTa tolqmedi reaqciis N

 Zala sididiT simZimis  P


 Zalis 

tolia da modebulia sibrtyis marTobulad ara im wertilSi, sadac 

gadis simZimis P

 Zalis fuZe, aramed gadaweulia gverdze Q


 Zalis 

moqmedebis mxares ise, rom P

 da N


 Zalebi qmnian wyvilZalas, 

romelic ewinaaRmdegeba cilindris gorvas sibrtyeze.   

    ( P

, N

) wyvilZalis momentia   Lxax= P  . 

   Aam wyvilZalas ewodeba gorvis xaxunis wyvilZala, xolo misi mxari  

 izomeba sigrZis erTeulebSi.  mxars ewodeba gorvis xaxunis 
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koeficienti. -s sidide damokidebulia Semadgeneli sxeulebis masalaze 

da miT ufro mcirea, rac ufro myaria  sxeulebis Semadgeneli 

masalebi, e.i. ramdenadac mcirea cilindrisa da sibrtyis deformacia. 

magaliTad, foladis borbalis gorvisas foladis relsze =0,005 sm, 

xolo rezinis saburavis gorvisas gruntian gzaze =2sm da mets. 

K       Q

 Zalis zrdisas garkveul zRvrul mniSvnelobamde cilindri 

rCeba wonasworobaSi.  Q

-s gadidebasTan erTad  manZilic izrdeba 

garkveul sididemde. Aamrigad, Lg momentis mqone (Q

,T

) wyvilZalasTan 

erTad cilindrze moqmedebs Lxax  momentis mqone ( P

, N

) wyvilZala. 

  SesaZloa adgili hqondes cilindris moZraobis Semdeg kerZo 

SemTxvevebs: 

    a)  Lg  Lxax,  magram Q

<T

 - adgili aqvs mxolod gorvas;  

    b)  Lg  Lxax,  magram Q

>T

 - adgili aqvs mxolod srials; 

    g)  Lg  Lxax,  magram Q

>T

 - adgili aqvs gorvas  srialiT; 

    d)  Lg Lxax,  magram Q

<T

- adgili aqvs wonasworobas (uZraoba). 

      cilindris  zRvruli wonasworobis momentisaTvis  

    Lxax= Lg,  anu   P  =Q r , 

    Aaqedan,  gorvis xaxunis koeficienti   =
P

rQ 
.      

  kvlevis Sedegebma aCvena, rom gorvis xaxunis koeficienti 

damokidebulia sagoravis radiusze da normalur wnevaze, amasTanave, 

gorvis xaxunis wyvilZalis udidesi momenti proporciulia normaluri 

wnevisa da ar aris damokidebuli gorvis siCqareze, aramed 

damokidebulia mgoravi sxeulis simkvriveze da zedapiria 

mdgomareobaze. 

  gorvis xaxuni umetes SemTxvevaSi naklebia srialis xaxunze, 

amitom, sriala sakisaris nacvlad farTod iyeneben burTulasakisarian  

da gorgolaWsakisarian gorvas. 

  praqtikaSi arc Tu iSviaTad iyeneben srialis xaxunis SeuRlebas 

gorvis xaxunTan, magaliTad kbila gadacemaSi an nemsovan sakisarebSi. 

G  gorvis xaxunis kanoni, iseve rogorc srialis xaxunis kanoni 

samarTliania mcire normaluri wnevisaTvis da arc Tu advilad 

deformirebadi masalis sagoravisa da sibrtyisaTvis. Ees kanonebi 

saSualebas gvaZleven ar ganvixiloT sagoravisa da sibrtyis 

deformacia; CavTvaloT isini absoluturad myar sxeulebad, rolebic  



 72 

erTmaneTs exebian erT wertilSi, Sexebis am wertilSi sagoravis kveTas 

normaluri reaqciisa da xaxunis Zalis garda unda movdoT agreTve 

wyvilZala, romelic ewinaaRmdegeba gorvas. 

 

 

        amocana 1. horizontTan 30  kuTxiT daxril sib-

rtyeze Zevs 1,5G  kn  wonis tvirTi. gansazRvreT 

horizontaluri F  Zalis sidide, Tu tvirTi imyo-feba 

wonasworobaSi da srialis xaxunis koeficie-nti 0,4.f   

amoxsna. ganvsazRvroT F  Zalis 
maqsimaluri mni-Svneloba, romelic 
saWiroa imisaTvis, rom sxeulma ar 
isrialos zeviT sibrtyis gaswvriv. 
Amitom xaxunis Zala mivmarToT SesaZlo 
moZraobis sawina-aRmdego mxares. e.i. 
mocemul SemTxvevaSi qveviT, sibrtyis  

 

gaswvriv.Aamrigad, tvirTi imyofeba wonaswirobaSi , ,F F Gxax  

da N  Zalebis moqmedebiT. GavagegmiloT yvela Zala  

sakoordinato sistemisOx daOy  RerZebze. gveqneba:  

max

max

0; cos sin 0;

0; cos sin 0;

k

k

X F F G

Y N G F

 

 

   

   




 

meore gantolebida miviRebT: 

              maxcos sin ;N G F    

radgan xaxunis Zala  

            maxcos sinF fN f G F   xax , 

amitom pirveli gantolebidan seiZleba davweroT: 

 max maxcos cos sin sin 0F f G F G       . 

Aqedan miviRebT 

   
max

sin cos 1500 0,5 0,4 0,866
1900

cos sin 0,866 0,4 0,5

G f
F

 

 

  
 

  
n 

y 

x 

F

 

N

 Fx

 
G
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Tu F  Zalis sidide metia 
maxF -ze, maSin tvirTi daiwyebs 

srials zeviT. 

       Aaxla gamovTvaloT F  Zalis minimaluri mniSvnelo-ba, 
romelic saWiroa imisaTvis,rom SenarCundes wonasworobis 
mdgomareoba, e.i. man ar isrialis qveviT, miviRebT: 

   
min

sin cos 1500 0,5 0,4 0,866
216

cos sin 0,866 0,4 0,5

G f
F

 

 

  
 

  
n. 

aq gaviTvaliswineT, rom xaxunis Zala yovelTvis mimarTulia 
moZraobis sawinaaRmdegod, e.i. am SemTxvevaSi  sibrtyis 
gaswvriv, zeviT. 
Aamgvarad, SegviZlia davaskvnaT, rom Tu 

216 1900F  , maSin SenarCunebuli iqneba wonaswo-roba 
sibrtyeze. sxva semTxvevaSi igi isrialebs qveviT an zeviT. 
 

 Aamocana 2. 3,92Q  kn wonis da 60 sm diametris 

cilindruli satkepni Tanabar mozraobaSi mohyavs adamians, 

romelic awveba 1,5AO  m sigrZis saxel-urs mudmivi P  

ZaliT AO _s mimarTulebiT. ManZili  horizontaluti gzis 
zedapiridan saxeluris A wertilamde tolia 1,2 m_is. 

Satkepnis gorvis xaxunis koeficienti 0,5  sm . 

gansazRvreT P  Zalis sidide, xaxunis Zala satkepnis 
gorvisas da hrizontaluri sibrtyis reaqciis normaluri 
mdgeneli, Tu satkepnis gzaze srialis xaxunis koeficienti f  

= 0,2 

  
Q  

R  

P  

N  

F     C 

  B 

 y 

x 

  

 

 O 
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   amoxsna: satkepnis Tanabrad gorvisas masze moqmedi yvela 
Zala gawonaswrebulia. satkepnze modebulia ori aqtiuri 

Zala: misi wona _ Q  da adamianis wnevis Zala P . satkepni 

gavanTavisufloT bmisagan (hori-zontaluri sibrtye) da misi 

moqmedeba SevcvaloT R  reaqciis ZaliT. es Zala modebulia 
romeliRaca C wertilSi, romelic satkepnis centrze 

gamavali vertikalidan daSorebulia  manZiliT. sibrtyis 

R reaqciis Zala davSaloT or mdgenelad: N  normaluri da 

F  mxeb mdgenelad. F  Zala warmoadgens xaxunis Zalas 
Tanabari gorvisas. 

ganvixiloT satkepnis wonasworoba , ,Q P F  da N  Zalebis 

moqmedebiT. KoorDinaTTa sistema avirCioT ise, rogorc 
naCvenebia naxazze da sevadginoT wonasworobis gantolebebi:    

        

0; cos 0;

0; sin 0;

0; cos 0.

k

k

k

X F P

Y N Q P

M N P r





 

  

   

    





 

aq r _ satkepnis radiusi. GgamoviTvaloT sin da 

cos .
2 2

2 2

0,3 . 1,2 0,9 .

1,5 0,9 1,2 .

r AD r OD OA AD      

 

m m

m
    

 
0,9 3

sin ,
1,5 5

AD

OA
      

1,2 4
cos .

1,5 5

OD

OA
             

sistemis meore gantolebidan miviRebT:    

sin ;N Q P    

N _is es mniSvneloba SevitanoT mesame gantolebaSi 

  0;

3,92 0,005
0,08

cos sin 0,3 0,8 0,6 0,005sin

Q P Q P

Q
P

r



   

    


 

   
kn.

 

reaqciis Zalis normaluri mdgenali tolia: 

 sin 3,92 0,08 0,6 3,97 ;N Q P      kn  

sistemis pirveli gantolebidan ganisazRvreba xaxunis Zalis 
mniSvneloba: 
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        cos 0,08 0,8 0,064F P    kn.  
gamoviTvaloT srialis xaxunis Zalis mniSvneloba:  

               0,2 3,97 0,794F fN  xax kn.  
amgvarad, srialis xaxunis Zala metia vidre gorvis xaxunis 

Zala : ,F Fxax amitom satkepni igorebs srialis gareSe. 

 

 

 
             ÎÀÐÀÊÄÊÓÐ  ÛÀÊÇÀ  ÚÄÌÒÐÈ.   ÑÈËÛÈËÈÑ ÚÄÌÒÐÈ 

 

                           § 1. 27.   ÎÀÐÀÊÄÊÓÐ   ÛÀÊÇÀ   ÚÄÌÒÐÈ 
 
  §1.14 –Si  ganvixileT erTmxriv an sxvadasxva mxares mimarTuli 

ori îàðàêäêóðè  ûàêèñ  øäéðäáèñ üäñè 
  íðè äðçëþðèå (an sxvadasxva 
mxares) ëèëàðçóêè îàðàêäêóðè ûàêèñ 
òíêõëäãè ñèãèãèç øäëàãâäìäêè ûàêäáèñ 
ñèãèãääáèñ jamis (sxvaobis) òíêèà, 
ëèëàðçóêèà udidesi Zalis ëþàðäñ   ãà 
ëèñè ôóûä âàãèñ øäëàãâäìäêè ûàêäáèñ       
ëíãäáèñ üäðòèêäáèñ øäëàäðçäáäê  AB   
ëíìàéåäçèñ  èñäç  C  üäðòèêøè , ðíëäêèú 
øäëàãâäìäêè ûàêäáèñ ëíãäáèñ 
üäðòèêäáèdan  daSorebulia àë ûàêäáèñ 
ñèãèãääáèñ  óéóîðíîíðúèóêè  manZilebiT: 

   advili Sesamowmebelia, rom Tu F


1 da F


2 Zalebs 

SemovabrunebT maTi modebis A da  B  wertilebis garSemo erTsa da 

imave mxares erTi da imave kuTxiT, maSin C wertilis mdebareoba ar 

Seicvleba da R


 tolqmedi imave mxares da imave kuTxiT Semobrundeba.                      
  åçõåàç    ñèåðúäøè  ëíúäëóêèà ñþäóêèñ  A1,A2 ,...,An   
üäðòèêäáæä    ëíãäáóêè     äðçëþðèå    ëèëàðçóêè    îàðàêäêóð   

ûàêçà ñèñòäëà   ( F


1, F


2 ,... F


n),  ðíëêèñ  òíêõëäãèà  R


  ûàêà.  

åèìàèãàì ÷åäêà  ûàêà  ëèëàðçóêèà äðç ëþàðäñ, àëèòíë  òíêõëäãè  R


  
ûàêàú  ëàçè îàðàêäêóðèà  ãà  èëàåä   ëþàðäñàà  ëèëàðçóêè. 
  úþàãèà,  çó ÷åäêà ûàêàñ øäëíåàáðóìäáç ëàçè ëíãäáèñ 
üäðòèêäáèñ âàðøäëí  äðçè ãà èâèåä éóçþèç äðçñà ãà èëàåä ëþàðäñ, ëàøèì 
ëèåèöäáç îàðàêäêóðè ûàêäáèñ àþàê ñèñòäëàñ èëàåä ñèãèãèñ ûàêäáèç ãà 
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èëàåä ëíãäáèñ üäðòèêäáèç. ëíúäëóêè ñèñòäëèñ òíêõëäãèú  èúåêèñ  
ëþíêíã  ëèëàðçóêäáàñ,  ëèñè  ñèãèãä  óúåêäêè  ðùäáà. 
  ëòéèúãäáà, ðíë ÷íåäêâåàðè àñäçè ëíáðóìäáèñàñ  òíêõëäãèñ  
ôóûä  ÷íåäêçåèñ âàãèñ  äðçè ãà èëàåä  C  üäðòèêøè.,  ðíëêèñ  
ëãäáàðäíáà àð èúåêäáà çó  óúåêäêìè  àðèàì A1,A 2,...,An  üäðòèêäáè  

ãà  F


1, F


2 ,.. . F


n    ûàêäáèñ ñèãèãääáè.  àñäç  C  üäðòèêñ äüíãäáà 
îàðàêäêóð ûàêçà  úäìòðè. 
  ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ.  î à ð à ê ä ê ó ð    û à ê ç à    ú ä ì ò ð è    
äüíãäáà  èñäç  C  üäðòèêñ, ðíëäêæäú âàãèñ òíêõëäãèñ  ôóûä;  ëèñè  
ëãäáàðäíáà  ãàëíéèãäáóêèà ûàêäáèñ  ñèãèãääáæä, ëàçè  ëíãäáèñ 
üäðòèêäáèñ  ëãäáàðäíáàæä  ãà  àð àðèñ  ãàëíéèãäáóêè  èëàæä, çó  
ðíâíð  åàáðóìäáç ûàêäáñ  ëàçè  ëíãäáèñ üäðòèêäáèñ  âàðøäëí. 
  åçõåàç  éííðãèìàòçà  0xyz ñèñòäëàøè C üäðòèêèñ 

éííðãèìàòäáèà C (xC,yC, zC ), þíêí  ÷íåäêè F


K  ûàêèñ ëíãäáèñ 
üäðòèêèñ éííðãèìàòäáèà  AK (xK, yK, zK)    (k =1,2, ..,n ).  C  
üäðòèêèñ ëãäáàðäíáà  àð èúåêäáà ûàêäáèñ  äðçè ãà èëàåä  éóçþèç 
øäëíáðóìäáèñàñ.   
    îàðàêäêóð ûàêçà  C  úäìòðèñ ëãäáàðäíáà âàìèñàæöåðäáà  
éííðãèìàòäáèç 

    xc  = 
R

xF
n

k

kk
1 ;      yc = 

R

yF
n

k

kk
1 ;     zc =

R

zF
n

k

kk
1 ;.          

(27.1)   

   Aaq           R =


n

k 1

 FK.                

  åäõòíðè            r c = i xc + j  yc + k  zc =    
R

rF kk


 ,                      

(27.2)   

  ñàãàú   r k = i xk+ j  yk+ k zk   àðèñ  F


K   ûàêèñ ëíãäáèñ  AK  

üäðòèêèñ  ðàãèóñ-åäõòíðè,  üàðëíàãâäìñ îàðàêäêóð ûàêçà úäìòðèñ 
ðàãèóñ åäõòíðñ. 

  ØÄÌÈØÅÌÀ:  1. ñèãèãääáñ      FKxK ,   FKyK ,    FKzK      
äüíãäáàç  ûàêçà  ëíúäëóêè  ñèñòäëèñ  ñ ò à ò è é ó ð è    ë í ë ä ì ò ä 
á è     øäñàáàëèñàã  0yz ,  0xz  ãà  0xy    ñèáðò÷ääáèñ  ëèëàðç.  
  2.  àë  îàðàâðàôøè  ëèöäáóêè  ôíðëóêäáè  ñàëàðçêèàìèà  
ñþåàãàñþåà  ëþàðäñ ëèëàðçóêè  îàðàêäêóðè  ûàêäáèñ  øäëçþåäåàøèú.  
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                        § 1.28.  ÑÞÄÓÊÈÑ  ÑÈËÛÈËÈÑ  ÚÄÌÒÐÈ 
 
  åçõåàç ë÷àðè ñþäóêè èë÷íôäáà  ãäãàëèüèñ  ëèæèãóêíáèñ  àðäøè  
ãà  ëíûðàíáñ  éííðãèìàòçà ëàðçéóçþà  
0xyz     ñèñòäëèñ  ëèëàðç.  ðàèëä  üäñèç,  
åçõåàç éííðãèìàòçà  ñèáðò÷ääáèñ 
îàðàêäêóðè  ñèáðò÷ääáèç,  ãàå÷íç  äñ  
ñþäóêè  ñàéëàíã  ëúèðä  ëíúóêíáèñ  n   
ðàíãäìíáèñ äêäëäìòàðóê  ìàüèêàã.  ëàøèì  
çèçíäóê  ìàüèêàéæä  ëíõëäãäáñ ãäãàëèüèñ 
ëèæèãóêíáèñ ûàêà. ëàç äüíãäáàç  ñ è ë û è 
ë èñ    û à ê ä á è .  äñ  ûàêäáè  ëèëàðçóêèà 
ãäãàëèüèñ úäìòðèñéäì. çó  óâóêäáäêå÷íôç 
ñþäóêèñ æíëäáñ ãäãàëèüèñ ðàãèóñçàì 
øäãàðäáèç, ëàøèì  ñþäóêèñ  ìàüèêäáæä 
ëíõëäãè ñèëûèëèñ  ûàêäáè  øäèûêäáà  
ùàåçåàêíç  ëóãëèå  ãà  îàðàêäêóð  ûàêäáàã.  åçõåàç   äñ  ûàêäáè  
ëíãäáóêìè àðèàì  øäñàáàëèñàã  ëíúäëóêè   ìàüèêàéäáèñ    M1 (x1 ,y1 ,z1),   
M2 (x2 ,y2 ,z2) , . . . , Mn (xn,yn ,zn)    üäðòèêäáøè   àöåìèøìíç äñ 

ûàêäáè P


1 , P


2  ,..., P


n  - èç.  èñèìè  øäàãâäìäì   îàðàêäêóð   ûàêçà 

ñèñòäëàñ. øäåéðèáíç  äñ  îàðàêäêóðè ûàêäáè. ëèåèöäáç  äðç  P


  ûàêàñ 

    P


 =   


n

k 1

  P


K . 

  P


   ûàêàñ  äüíãäáà ñþäóêèñ  ñ è ë û è ë è ñ     û à ê à,    þíêí    

P


-ñ    ñèãèãäñ       äüíãäáà    ñ þ ä ó ê è ñ    ü í ì à.   ðíâíðú 

ëíúäëóê  îàðàêäêóð  P


K  (k =1,2,. . . , n)  ûàêäáèñ  òíêõëäãè,  ëèñè  
ôóûä  âàãèñ  îàðàêäêóð  ûàêçà   C    úäìòðøè,    ðíëäêñàú     
äüíãäáà   ñþäóêèñ             ñ è ë û è ë è ñ       ú ä ì ò ð è .   ñèëûèëèñ  

úäìòðèñ  ëãäáàðäíáà  âàìèñàæöåðäáà   0 C = r c     ðàãèóñ - åäõòíðèç  
(àìàêíâèóðàã  27.2   ôíðëóêèñà): 

          r c = 
P

rP
n

k

kk
1



                                        

(28.1) 
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àìó  éííðãèìàòäáøè: 

             xc  =
P

xP kk
 ;     yc = 

P

yP kk
;      zc  =  

P

zP kk
.       

(28.2) 
  àë  ôíðëóêäáñ øäèûêäáà ñþåà ñàþäú ëèåúäç.  
  åçõåàç,  ëíúäëóêèà äðçâåàðíåàìè ñþäóêè, ðíëêèñ éóçðè  üíìàà   

 .  ñþäóêèñ ãàìàüèêäáèñ  øäãäâàã  ðíëäêèöàú  k -óðè ìàüèêàéèñ  

ëíúóêíáàà VK ,  þíêí àë ìàüèêàéèñ  üíìàà  PK  =  VK  .  ñþäóêèñ  
üíìà  èõìäáà 

        P = 


n

k 1

 PK = 


n

k 1

 VK   =  


n

k 1

VK = V 

  àõ  V=VK  àðèñ ëíúäëóêè ñþäóêèñ ëíúóêíáà. øäåèòàìíç  P-ñ 

ãà  PK -ñ ëìèøåìäêíáäáè  (28.2)  òíêíáäáøè, ðíëêäáèú    - æä  
øäéåäúèñ  øäëãäâ  ëèèöäáäì àñäç ñàþäñ:                   

              xc =
V

xV kk
;     yc =  

V

yV kk
 ;      zc  =

V

zV kk
.          

(28.3)                     
      äñ  òíêíáäáè  üàðëíàãâäìäì  äðçâåàðíåàìè  ñþäóêèñ  ñèëûèëèñ  

úäìòðèñ  éííðãèìàòäáèñ  âàìñàñàæöåðàå  ôíðëóêäáñ. 
  àìàêíâèóðàã ëèèöäáà äðçâåàðíåàìè æäãàîèðèñ ñèëûèëèñ úäìòðèñ 
éííðãèìàòäáèñ  ñààìâàðèøí  ôíðëóêäáè: 
            

              xc = 
S

xS kk
;     yc = 

S

yS kk
;      zc  =

S

zS kk
.          

(28.4) 
              ëðóãüèðóêè öäðíñàçåèñ ñèëûèëèñ úäìòðèñ ëãäáàðäíáà 
âàìèñàæöåðäáà àìàêíâèóðè       ôíðëóêäáèç:    
                      

              xc =  
L

xL kk
 ;     yc = 

L

yL kk
 ;      zc  = 

L

zL kk
.       

(28.5) 
                  (28.2)  ôíðëóêäáè  ëèç  óôðí æóñòàã âàìñàæöåðàåäì  
ñþäóêèñ  ñèëûèëèñ  úäìòðèñ  ëãäáàðäíáàñ,  ðàú  óôðí  ëúèðä  ìàüèêäáàã 
àðèñ  ãà÷íôèêè  ñþäóêè, ä. è. ðíúà  ãà÷íôàçà  ðèúþåè   óñàñðóêíã    

ãèãèà        (n ).  ëàøèì  óñàñðóêí  ÿàëäáèñ  ëàâèåðàã  æöåàðøè  
âåäõìäáà  âàìñàæöåðóêè  èìòäâðàêäáè.  ëàâàêèçàã, äðçâåàðíåàìè 
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ñþäóêäáèñ ñèëûèëèñ  úäìòðèñ ñààìâàðèøí  (28.3) - (28.5)  ôíðëóêäáè  
ëèèöäáäì  àñäç ñàþäñ  : 
äðçâåàðíåàìè ñþäóêèñàçåèñ:  

            xc = 
V

1
  xdxdydz;       y c=

V

1
 ydxdydz;         

zc=
V

1
 zdxdydz ;             

 äðçâåàðíåàìè æäãàîèðèñàçåèñ:  

             x c = 
S

1
 x ds ;       y c = 

S

1
  y ds ;        zc = 

S

1
  z ds 

; 
 äðçâåàðíåàìè  üèðèñàçåèñ:        

               x c = 
l

1
  x d ;         y c = 

l

1
 y d ;           zc  = 

l

1
 z d 

. 
  æíâèäðçè  ñþäóêèñàçåèñ  ñèëûèëèñ  úäìòðñ  àõåñ  øäëãäâè  
çåèñäáäáè: 
  à)    çó ñþäóêè üàðëíàãâäìñ  üðôäñ àì ñèáðò÷äñ, ëàøèì ñèëûèëèñ  
úäìòðè ëãäáàðäíáñ  øäñàáàëèñàã àë üðôäæä àì ñèáðò÷äæä, 
  á)      çó  ñþäóêè üàðëíàãâäìñ ðàèëä øäéðóê àëíæìäõèê  
ôàðçäóêñ,  ëàøèì ëèñè ñèëûèëèñ úäìòðè àë ôàðçäóêèñ øèâìèç àðèñ 
ëíçàåñäáóêè, 
  â)      çó  ñþäóêè  üàðëíàãâäìñ ðàèëä øäéðóê àëíæìäõèê 
áðò÷äê üèðñ, ëàøèì ëèñè ñèëûèëèñ úäìòðè ëíçàåñäáóêèà àë üèðèñ øèâìèç, 
  ã)    çó  ñþäóêè  ñèëäòðèóêèà ðàèëä  ñèáðò÷èñ  (àì üðôèñ, àì 
üäðòèêèñ) ëèëàðç, ëàøèì ëèñè ñèëûèëèñ  úäìòðè ëãäáàðäíáñ àë ñèáðò÷äæä  
(àì üðôäæä, àì üäðòèêøè). 

                   ñèëûèëèñ  úäìòðèñ  úìäáà  îèðåäêàã  øäëíèöí  
àðõèëäãäë,  ðíëäêëàú  âàìñàæöåðà  îàðàêäêíâðàëèñ,  ñàëéóçþäãèñ,  
îàðàáíêèñ  ñäâëäìòèñ  ñèëûèëèñ  úäìòðäáè       ôèâóðàçà  ñèëûèëèñ  
úäìòðèñ  øäñàþäá  ñàéèçþäáñ  øäèñüàåêèãìäì  àâðäçåä  ¾äðíìè  
àêäõñàìãðèäêè,  îàîè,   êäíìàðãí  ãà  åèìùè,  ô. ëàåðíêèéí,  ô.  
éíëàìãíìè  ãà  ñþå. 
 
 
  áðò÷äêè  üèðèñ  àì  áðò÷äêè  ôèâóðèñ  ñèëûèëèñ  úäìòðèñ  
âàìñàæöåðàñçàì  àðèñ ãàéàåøèðäáóêè  íðè  ëàðòèåè,  ëàâðàë  
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ëìèøåìäêíåàìè çäíðäëà, ðíëäêçàú  óüíãäáäì   î à î è - â ó ê ã ä ì è ñ   
çäíðäëäáñ.  (ëíåè÷åàìç  ãàóëòéèúäáêàã). 
   ÇÄÍÐÄËÀ  1.   áðò÷äêè  üèðèñ  ëèäð  ëèññàåä 
ñèáðò÷äøè ëãäáàðä ãà ëèñ àðàâàãàëéåäç öäðûèñ âàðøäëí 
áðóìåèç ëèöäáóêè ñþäóêèñ æäãàîèðèñ ôàðçíáè  
òíêèà  àë  üèðèñ ñèâðûèñ ìàëðàåêèñà  èë  üðäüèðèñ 
ñèâðûäæä, ðíëäêñàú øäëíüäðñ üèðèñ ñèëûèëèñ úäìòðè 

    S = 2    x c . 

  ñàãàú        àðèñ  AB    üèðèñ  ñèâðûä. 
 
  ÇÄÍÐÄËÀ    2.      áðò÷äêè  ôèâóðèñ 
ëèäð ëèññàåä  ñèáðò÷äøè ëãäáàðä ãà ëèñ 
àðàâàãàëéåäçè  öäðûèñ âàðøäëí áðóìåèç ëèöäáóêè 
ñþäóêèñ ëíúóêíáà òíêèà  àë ôèâóðèñ ôàðçíáèñ 
ìàëðàåêèñà  èë  üðäüèðèñ ñèâðûäæä, ðíëäêñàú 
øäëíüäðñ àë ôèâóðèñ  ñèëûèëèñ  úäìòðè 

    V = 2  S x c .            

              äñ  çäíðäëäáè  îàîè  àêäõñàìãðèäêëà (III ñ)  ãàëòéèúäáèñ  
âàðäøä  ùàëíà÷àêèáà  çàåèñ  " ëàçäëàòèéóðè  éðäáóêèñ"   ëä-7  üèâìøè. 
      
     

          

   §1.29. qvemoT mogvyavs zogierTi geometriuli     

figuris simZimis centris gansazRvris magaliTi 

   (damtkicebis gareSe)  

 

 1, erTgvarovani marTkuTxedis, kvadratis da paralelogramis 

simZimis centri emTxveva maTi diagonalebis  gadakveTis wertils. 

 

 

     

              C                                      C                                       
C            
 

 

 2. erTgvarovani samkuTxedis  simZimis centri emTxveva maTi 

medianebis  gadakveTis wertils da samkuTxedis fuZidan daSorebulia 

simaRlis erTi mesamedis toil manZiliT. 

  3. erTgvarovani R  radiusis wriuli seqtoris simZimis C 

centris mdebareoba ganisazRvreba formuliT 
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    yc =


sin

3

2
R , 

sadac 2 - seqtoris centraluri kuTxea radianebSi, xolo yc – am 

kuTxis biseqtrisaze kuTxis wverodan gadazomili manZili  (yc = 

0C.). 

 kerZod, naxevarwrisaTvis, Tu dauSvebT  = , miviRebT  

   yc = R
3

4
  0,424 R . 

4. erTgvarovani R  radiusis wriuli segmentis simZimis 

centris mdebareoba ganisazRvreba formuliT 

   yc =
3

4

)sin(

2
sin 3







R

 




sin

sin

3

4 3



R
 

 aq 2 -segmentis centraluri kuTxea radianebSi, xolo yc– am 

kuTxis biseqtrisaze  qordidan segmentSi gadazomili manZili. 

      5.  erTgvarovani R  radiusis wriuli              y 
rkalis simZimis centris mdebareoba ganisazRvreba A                        
AB  B 

 formuliT                   yc = R .


sin
                        R      

                                  0         x 

 sadac 2 - rkalis Sesabamisi centraluri kuTxea radianebSi. 

xolo yc – am kuTxis biseqtrisaze kuTxis wverodan gadazomili 

manZili  (yc = 0C.). 

 6. erTgvarovani h simaRlis wriuli 

 konusis simZimis  centris mdebareoba               h 
simaRleze fuZidan ganisazRvreba formuliT:          

                       yc =
4

1
h                                             

        
amocana 1. пgansazRvreT naxazze mocemuli brtyeli 
figuris simZimis centris mdebareoba, Tu naxevar-wris 

radiusi 0.3 , , 3 .R a AB a BC a    

amoxsna: avirCioT 
koordinatTa sistema. 
sistemis saTave movaTavsoT 

E 
A x 

B C 

D   O  F 

y 
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naxevarwris centrSi, Oy  RerZi mivmarToT brtyeli figuris 

simetriis RerZis gaswvriv, xolo Ox  RerZi AD -s gaswvriv. 

Radgan figuris simZimis C  centri Zevs simetriis RerZze, 

amitom 0Cx  . GanvsazRvroT Cy . Tu gamoviyenebT uaryofiT 

farTobTa meTods, gveqneba 

                  1 1 2 2

1 2

C

y S y S
y

S S





, 

sadac 
1y  da 

2y  Sesabamisad marTkuTxedisa da naxevarwris 

simZimis centris koordinatebia, xolo 

1S  da 
2S  maTi farTobebi. 

              1 1 ;
2 2

AB a
y OC    

naxevarwre SeiZleba ganvixiloT rogorc wriuli seqtori, 

romlis centruli kuTxe naxevari 
2


  , amitom 

2

2
2 2.

1 2

2 0,3 sin
2 sin 2 0,13 ,

3
3

2

3 , 0,14
2

a
R

y a

R
S AB BC a S a








 

 

   

 

sabolod gveqneba: 
2 2

2 2

0,5 3 0,13 0,14
0,52 .

3 0,14
C

a a a a
y a

a a

  



 

pasuxi: 0, 0,52 .C Cx y a   

 
 
amocana 2. gansazRvreT naxazze mocemuli erTgvaro-vani 

firfitis simZimis centris 
kordintebi, Tu 

  

2 6AB BK AH sm, = 3sm, sm,

5KD EF sm, = 3sm,  GF = 4sm.  

1C  
  

2C    

3C  

C 

O 
x 

 

H 

   

  

   

G 

 E 

  y 

 D 

  
A 

B 
K 

 F 

  

  
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amoxsna: mocemuli erTgvarovani firfita davyoT sam 
marTkuTxedad. koordinatTa sistema avirCioT ise, rogorc 

naCvenebia naxazze. simZimis C  centris koordinatebis 
gansasazRvravad gvaqvs:  

               1 1 2 2 3 3

1 2 3

,C

x S x S x S
x

S S S

 


 
        

               1 1 2 2 3 3

1 2 3

.C

y S y S y S
y

S S S

 


 
 

sadac 

1 2 31,5, 1,5, 3,5;
2 2 2

AO OH DE
x x x         

 1 2 31, 2, 5,5;
2 2 2

6, 12, 21.

AB GH EF
y y y GH

S AB BK S OH HG S DE EF

      

        

 

sabolood gveqneba 

             
1,5 6 1,5 12 3,5 21

2,1,
6 12 21

Cx
     

 
 

        

               
1 6 2 12 5,5 21

3,7.
6 12 21

Cy
    

 
 

 

pasuxi:  2,1,Cx     3,7.Cy   

 

 

 

                
              §1.30.  wonasworobis  mdgradoba 

 

 MD rogorc dadginda, myari sxeuli imyofeba wonasworobaSi, Tu am 

sxeulze  moqmedi Zalebis nakrebi veqtori da nakrebi momenti nulis 

tolia. 

  Mmyari sxeulis wonasworobis pirobebis gansazRvrisas ismeba  

mniSvnelovani kiTxva imis Sesaxeb, iqneba Tu ara es wonasworoba 

praqtikulad ganxorcielebadi. realur pirobebSi yoveli sxeuli mis 

momcvel garemos zemoqmedebiT SeiZleba gadaixaros wonasworobis 

mdgomareobidan. amis gamo, sxeulTa wonasworobis kvlevisas  wamoiWreba 

axali tipis amocana – wonasworobis mdgradobis Sesaxeb.  
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Mdgradobà ariñ ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ   çåèñäáà - øäèìàðùóìíñ  
üíìàñüíðíáèñ  àì  ëíûðàíáèñ  âàðéåäóêè  ôíðëà  âàðä  ãàòåèðçåäáèñ  
æäëíõëäãäáèñ  ãðíñ.    
  myari sxeulis wonasworobis mdgomareobebi SeiZleba arsebiTad 

gansxvavdebodnen erTmaneTisagan. ansxvaveben wonasworobis sam saxes: 

mdgradi wonasworoba, aramdgradi wonasworoba  da ganurCeveli 

wonasworoba. 

  Tu sxeuli, romelmac raime Zalis moqmedebiT miiRo mcire 
gadaxra wonasworobis mdgomareobidan, xolo am Zalis moqmedebis 
Sewyvetis Semdeg cdilobs daubrundes sawyis mdgomareobas, maSin 
wonasworobis aseT mdgomareobas m d g r a d i  ewodeba. 
  sxeuli imyofeba a r a m d g r a d  wonasworobaSi Tu raime 
Zalis moqmedebiT wonasworobis mdgomareobidan  mcire gadaxris Semdeg 
sxeuli ganagrZobs kidev ufro daSorebas wonasworobis sawyisi 
mdgomareobidan 
  Tu sxeulma raime Zalis moqmedebiT miiRo mcire gadaxra 

wonasworobis mdgomareobidan da am Zalis moqmedebis Sewyvetis Semdeg 

inarCunebs sawyis mdgomareobas, maSin sxeulis wonasworobis aseT 
mdgomareobas   g a n u r C e v e l i  ewodeba. 
  praqtikulad, sxeuli  wonasworobaSi SeiZleba iyos mxolod 

maSin, roca igi mdgradi wonasworobis mdgomareobaSia. 
     sxeulis mdgradi wonasworobis magaliTs warmoadgens Cazneqili 

zedapiris umdables nawilze moTavsebuli moadgens amozneqili 

zedapiris umaRles wertilze moTavseboli burTulis wonasworoba 

(nax.36b). burTulis wonasworoba (nax.36a). aramdgradi wonasworobis 
magaliTs war 

  vgulisxmobT, rom zedapirebi, romlebzec burTulaa 

moTavsebuli, gluvia. maSin, zedapiris reaqciis Zala modebulia  maTi 

Sexebis wertilSi da mimarTulia zedapiris normalis gaswvriv.. orive 

SemTxvevaSi burTula wonasworobaSia, radganac masze modebuli simZimis 

P


 da reaqciis N

 Zalebi sididiT tolni arian da mimarTulebiT 

urTierTsawinaaRmdego. 
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  a) naxazze gamosaxul mdebareobaSi wonasworoba mdgradia, 

radganac sawyisi mdebareobidan burTulis mcire gadaxrisas P


 da N

 

Zalebi aRar arian erTi wrfis gaswvriv mimarTulni, magram maTi R

 

tolqmedi daabrunebs burTulas sawyis umdables mdgradi wonasworobis 

mdebareobaSi 

  b) naxazze gamosaxul mdebareobaSi wonasworoba aramdgradia, 

radganac sawyisi mdebareobidan burTulis mcire gadaxrisas P


 da N

 

Zalebis R

 tolqmedi nulisagan gansxvavdeba da kidev  ufro aSorebs 

burTulas sawyisi wonasworobis mdebareobidan. 

  g) ganurCeveli wonasworobis  magaliTs warmoadgens igive 

burTula  moTavsebuli horizontalur zedapirze. burTulas nebismieri 

gadaadgilebis Sedegad misi simZimis centris mdebareoba ar icvleba da  

P


 da N

 Zalebi imyofebian wonasworobaSi. 

  Gganxiluli magaliTebis safuZvelze SeiZleba CamovayaliboT 

wonasworobis sxvadasxva saxis gansazRvris zogadi wesi. 
  sxeulis   w o n a s w o r o b a    m d g r a d i a,  Tu 
mis simZimis centrs ukavia yvela ASesaZlebeli mdebareobidan umdablesi 

mdebareoba. 
  sxeulis w o n a s w o r o b a    a r a m d g r a d i a,   
Tu mis simZimis centrs ukavia yvela ASesaZlebeli  mdebareobidan 

umaRlesi mdebareoba. 
  Ees daskvna simZimis centris mdebareobaze damokidebulebiT 

samarTliania sxeulis wonasworobis yvela SemTxvevisaTvis. 

ðíâíðú  üíìàñüíðíáèñ,  àñäåä  ëíûðàíáèñ  ëãâðàãíáèñ  
çäíðèàøè  ñàü÷èñäáè  ëíúäëóêè  è÷í  êàâðàìïèñ (1736 - 1813)  ëèäð.  
ñàéëàíã  ëìèøåìäêíåàìè   øäãäâäáè  ëèèöäñ   ì.  ïóéíåñéèë (1847 -1921),  
à.  îóàìéàðäë (1854 – 1912)   ãà  âàìñàéóçðäáèç  êèàîóìíåëà  (1857 -
1918). 
 
  

 

 

                             m e o r e   n a w i l i 
 

                                           É  È  Ì  Ä  Ë  À  Ò  È  É  À  
 

§ 2.1. ØÄÑÀÅÀÊÈ.  ÉÈÌÄËÀÒÈÉÈÑ  ÑÀÂÀÌÈ 
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éèìäëàòèéà àðèñ çäíðèóêè ëäõàìèéèñ ìàüèêè, ðíëäêèú 
øäèñüàåêèñ ñþäóêçà ëíûðàíáèñ éàìíìäáñ àë ëíûðàíáèñ âàëíëüåäåè 
ëèæäæäáèñ (ûàêäáèñ) âàðäøä, ä.è. øäèñüàåêèñ ëíûðàíáèñ âäíëäòðèóê 
çåèñäáäáñ. 

éèìäëàòèéèñ  àëíúàìäáñ üàðëàòäáèç  þñìèãìäì  ÿäð  éèãäå  
äåãíõñèñ  ãðíñ  (IV ñ. ùå. ü. àö-ãä).   òäõìèéèñà     ãà  âàìñàéóçðäáèç  
àñòðíìíëèèñ  ëíçþíåìäáëà  âàìñàæöåðäñ  éèìäëàòèéèñàãëè  
âàìñàéóçðäáóêè  èìòäðäñè.  æöåàíñìíáèñà ãà  òäõìèéèñ  âàìåèçàðäáàë  
âàæàðãà ëíçþíåìèêäáà  úèóðè  ñþäóêäáèñ  ëíûðàíáèñ  øäñàñüàåêàã;  
ëìèøåìäêíåàìè  è÷í  éíîäðìèéèñ  çäíðèà,  ðíëäêèú  üëèìãà  
éèìäëàòèéóðè  þàñèàçèñàà;  éäîêäðëà  àöëíàùèìà  îêàìäòàçà  ëíûðàíáèñ  
éàìíìäáè;  äñ  éàìíìäáè  ñàøóàêäáàñ  èûêäåèàì  âàìèñàæöåðíñ  íðáèòàæä  
ñþäóêäáèñ  òðàäõòíðèà  ãà  ñèùõàðä.  àë  îäðèíãèñ  éèìäëàòèéóðè  
éåêäåäáè,  ðíëêäáèú  àð  àðèàì  ãàéàåøèðäáóêè  àñòðíìíëèàñçàì,  
ûèðèçàãàã  üàðëíàãâäìäì  ãèìàëèéèñ  îðíáêäëäáñ. 

XVIII ñ-øè  ãàèü÷äñ èñäçè  àëíúàìäáèñ  àëíþñìà, ñàãàú  ñàýèðí  
è÷í  ëíûðàåè  üäðòèêèñ  òðàäõòíðèèñ,  ñèùõàðèñ,  àùõàðäáèñ  
âàìñàæöåðà,  ðàú  ëíèçþíåãà  âàìòíêäáèñ  øäãâäìàñ,   ëèñ  
âàüàðëíäáàñ, óúìíáèñ  âàëíðèúþåàñ  ãà  à.ø.  óôðí  ðçóêè  
ñàéèçþäáèñ - ë÷àðè  ñþäóêèñ  éèìäëàòèéèñ  øäñüàåêèñàñ   éè  äñ  
ëàçäëàòèéóðè  àîàðàòè  çèçõëèñ  õðäáà - àöàð  àðèñ  ñàýèðí  
âàüàðëíäáà;  ñþäóêèñ  ëíûðàíáèñ  ñèùõàðä  ãà  àùõàðäáà   âàìèñàæöåðäáà  
üëèìãà  âäíëäòðèóêè  ëäçíãèç.  äñ  âàíðäáóêè  ëèãâíëà  èëèç  è÷í  
âàëíüåäóêè,  ðíë  éèìäëàòèéà,  ðíâíðú  ãàëíóéèãäáäêè  ëäúìèäðäáà  
àð  àðñäáíáãà.                                           

  øäëãâíë,  ðíãäñàú  äèêäðëà  ãàèü÷í  ë÷àðè  ñþäóêèñ  
ãèìàëèéèñ  øäñüàåêà,  ëãâíëàðäíáà  øäèúåàêà.  çàåèñ  1775  üêèñ  
ëäëóàðøè  ,,àáñíêóòóðàã  ë÷àðè  ñþäóêèñ ëíûðàíáèñ  çäíðèèñ  
øäñàþäá"  èâè  üäðãà:   çó  ñàýèðíà ðíëäêèëä ë÷àðè ñþäóêèñ  
ëíûðàíáèñ  øäñüàåêà,  ëàøèì  ÷åäêà  âàëíéåêäåà  ñàñóðåäêèà  âàè÷íñ  
íð - âäíëäòðèóê  ãà  ëäõàìèéóð  ìàüèêàã.  îèðåäê  ìàüèêøè  ñàýèðíà  
âàìåèþèêíç  ëþíêíã  ñþäóêèñ âàãààãâèêäáà  ãà  ÷óðàãöäáà   àð  
ëèåàõúèíç     ëíûðàíáèñ  ûèðèçàã  éàìíìäáñ,  ä.è.  åàüàðëííç  ëþíêíã  
âäíëäòðèóêè  éåêäåà.  çó  àë  éåêäåàñ âàìåàúàêéäåäáç  ëäíðä  
ìàüèêèñàâàì,  ðíëäêèú  ñèìàëãåèêäøè  ëèäéóçåìäáà  ëäõàìèéàñ,  ëàøèì  
ëíûðàíáèñ  øäñüàåêà  ëèñè  ûèðèçàãè  éàìíìäáèñ  ãàþëàðäáèç  
âàúèêäáèç  âààãåèêãäáà,  åèãðä  éåêäåèñ  íðèåä  ìàüèêèñ  
äðçãðíóêè  üàðëíäáèñàñ. 

àñäçèåä  àæðèñ  è÷í  ãàêàëáäðè,  ðíëäêèú  ñàñàðâäáêíã  
ñçåêèãà   ëíûðàíáèñ  øäñüàåêàñ  ëèñè  âàëíëüåäåè  ëèæäæäáèñ  âàðäøä.  
òäõìèéèñ  çåàêñàæðèñèç àñäåä  ñåàëãìäì  ñàéèçþñ  ëíìïè,  éàðìí. 
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1818  üäêñ  èâèåä  èãäà  âàëíçõåà  îíêíìäêëà    ëàçäëàòèéíñëà     
¾. åðíìñéèë,   ðíëäêëàú   àþàê   ëäúìèäðäáàñ    "ôíðíìíëèà"   óüíãà. 

òäðëèìè  "éèìäëàòèéà"  øäëíèöí  àëîäðëà  çàåèñ  ìàøðíëøè   
"éàúíáðèíáèñ  úíãìèñ  éêàñèôèéàúèèñ  úãà"  (1834), 

   éèìäëàòèéèñ,  ðíâíðú  ãàëíóéèãäáäêè  ëäúìèäðäáèñ  øäõëìèñ  
çàðèöàã ñçåêèàì  1841  üäêñ,    îíìñäêèäë,  ðíëäêëàú  âààôàðçíåà  
ëðóãüèðóêè  ëíûðàíáèñ  âäíëäòðèóêè  üàðëíãâäìà,  ëäúìèäðäáàøè  
øäëíèöí  âäíëäòðèóêè  àùõàðäáèñ  ôóìãàëäìòóðè  úìäáà,  ðèçàú  ëàì  
ñàáíêííã  ùàó÷àðà  ñàôóûåäêè  àë  ëäúìèäðäáàñ.  
            éèìäëàòèéàñ  ãèãè  ëìèøåìäêíáà  àõåñ ñþåàãàñþåà âåàðèñ  
ëäõàìèæëäáèñ ðâíêäáèñ  ëíûðàíáèñ  âäíëäòðèóêè  éåêäåèñ  ãðíñ.  
ëàìõàìàçëøäìäáêíáèñ òäõìèéèñ âàìåèçàðäáàë éèìäëàòèéà âàþàãà çäíðèóêè 
ëäõàìèéèñ ëìèøåìäêíåàì ìàüèêàã. àëàñçàìàåä, éèìäëàòèéà âàþãà 
ëäõàìèæëäáèñà ãà ëàìõàìäáèñ  çäíðèèñ  ñàôóûåäêè. 
  ÷íåäêè ìèåçèäðè (materialuri) ñþäóêè øäâåèûêèà 
âàìåèþèêíç,  ðíâíðú ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëà.  àëèòíë 
áóìäáðèåèà,  ñþäóêèñ ëíûðàíáèñ øäñüàåêà  ãàåèü÷íç üäðòèêèñ  
ëíûðàíáèñ  øäñüàåêèç - üäðòèêèñ  éèìäëàòèéèç. 
  éèìäëàòèéèñ ûèðèçàãè úìäáäáèà  ëíûðàíáà ,   ñèåðúä,   ãðí . 
 çäíðèóê  ëäõàìèéàøè  øäèñüàåêäáà  ëþíêíã  ëäõàìèéóðè  
ëíûðàíáà, àìó äðçè ñþäóêèñ âàãààãâèêäáà ñþåà ñþäóêèñ ëèëàðç 
ñèåðúäñà ãà ãðíøè.  èë ñþäóêñ, ðíëêèñ ëèëàðçàú øäèñüàåêäáà 
ëíûðàíáà, óéàåøèðäáäì éííðãèìàòçà ðàèëä ñèñòäëàñ ãà ëàñ óüíãäáäì 
àçåêèñ ñèñòäëàñ àìó ñàôàðã ñèñòäëàñ. àçåêèñ ñèñòäëà øäèûêäáà 
ãàåàéàåøèðíç ìäáèñëèäð ñþäóêçàì. äñ ñèñòäëà øäèûêäáà è÷íñ ðíâíðú 
îèðíáèçàã óûðàåè, àñäåä ëíûðàåèú. 
  ãðí, ðíâíðú óü÷åäòàã úåàêäáàãè ñèãèãä àð àðèñ 
ãàëíéèãäáóêè àðú ãàëéåèðåäáêèñ  ëíûðàíáàæä, àðú ñþäóêäáèñ 
ëíûðàíáàæä ãà äðçìàèðèà ñèåðúèñ ÷åäêà üäðòèêøè ãà àçåêèñ ÷åäêà 
ñèñòäëàøè,  ä.è.  ãðí  àðèñ  óìèåäðñàêóðè (àáñíêóòóðè). àëèòíë  
çäíðèóê  ëäõàìèéàøè  àçåêèñ  ñèñòäëèñ àöäáèñ ãðíñ 
øäëíèñàæöåðäáèàì ëþíêíã àçåêèñ ðàèëä  ñþäóêèñ àì àë  ñþäóêçàì 
ãàéàåøèðäáóê éííðãèìàòçà ñèñòäëèñ ëèçèçäáèç. 
  ñèåðúä, ñàãàú þãäáà ìèåçèäðè üäðòèêèñ  (àì ñþäóêèñ)  
ëíûðàíáà, èâóêèñþëäáà, ðíë àðèñ ñàëâàìæíëèêäáèàìè äåéêèãäñ  
ñèåðúä,  ðíëäêèú àð àðèñ ãàëíéèãäáóêè ãðíæä ãà ëàñøè ëíûðàå 
ìèåçèäð ñþäóêäáæä. 
  ãðíèñ ãàëíóéèãäáêíáà ëíûðàíáèñàâàì ìèøìàåñ, ðíë àçåêèñ 
÷åäêà ñèñòäëèñ ëèëàðç,  ðíëêäáèú ìäáèñëèäðàã ëíûðàíáäì äðçëàìäçèñ 
ëèëàðç, ãðí àðèñ äðçè ãà èâèåä, çó ëàççåèñ àçåêèñ ñàü÷èñàã 
àöäáóêèà ñàäðçí ëíåêäìà. 
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  ëíúäëóêèà üäðòèêèñ  (ñþäóêèñ)  ëíûðàíáèñ éèìäëàòèéóðè  
éàìíìè, äñ ìèøìàåñ  ëíúäëóêèà àë  üäðòèêèñ  (ñþäóêèñ)  ëãäáàðäíáà 
àçåêèñ ëíúäëóê ñèñòäëàøè ãðíèñ ìäáèñëèäð  ëíëäìòøè. 
  ëíûðàíáèñ øäñüàåêèñàñ  ÷íåäêçåèñ ãâèìãäáà  ãðíèñ  àçåêèñ 
ñàü÷èñè t = to  ëíëäìòè  (þøèð  øäëçþåäåàøè  èöäáäì  t o= 0).  ãðíèñ  
âàæíëåèñàñ  èþëàðäáà  úìäáà - ãðíèñ  øóàêäãè. èâè äüíãäáà ãðíèñ 
ëìèøåìäêíáäáèñ ñþåàíáàñ ãðíèñ ðàöàú t2  ëíëäìòñà  ãà  t1  ëíëäìòñ  
øíðèñ.  ëíûðàíáèñ  âàìþèêåèñàñ ÷íåäêçåèñ åâóêèñþëíáç ñþäóêèñ 
ëãäáàðäíáèñ øäúåêàñ ãðíèñ øóàêäãøè. 
  éèìäëàòèéèñ  ûèðèçàãè  àëíúàìà èëàøè ëãâíëàðäíáñ, ðíë  
üäðòèêèñ  (ñþäóêèñ) ëíûðàíáèñ ëíúäëóêè éàìíìèñ ëèþäãåèç 
âàìåñàæöåðíç  üäðòèêèñ  (ñþäóêèñ) ëíûðàíáèñ ãàëàþàñèàçäáäêè 
÷åäêà  éèìäëàòèéóðè  ñèãèãä  (òðàäõòíðèà, ñèùõàðä, àùõàðäáà ãà 
ñþå.). 
  ëíûðàåè üäðòèêè ñèåðúäøè   àöüäðñ   âàðéåäóê     üèðñ, 
ðíëäêñàú àçåêèñ   ëíúäëóê  ñèñòäëàøè   äüíãäáà    üäðòèêèñ    
ëíûðàíáèñ              ò ð à ä õ ò í ð è à . èëèñ   ëèþäãåèç,  ðíâíðèà  
òðàäõòíðèà – üðôä  çó ëðóãè  üèðè,  ëíûðàíáàñ  äüíãäáà üðôèåè àì 
ëðóãüèðóêè ëíûðàíáà. 
  âàìåèþèêíç üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ëíúäëèñ  ðàëãäìèëä  þäðþè 
- éííðãèìàòäáøè,  áóìäáðèåè  ãà  åäõòíðóêè  saxiT. 
 
 

                             ü ä ð ò è ê è ñ    é è ì ä ë à ò è é à 
 

             §  2. 2.    ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ËÍûÐÀÍáÈÑ  ÂÀÌÒÍÊÄáÄáÈ 
 
  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ øäñüàåêà øäèûêäáà éííðãèìàòçà 
ìäáèñëèäðè ñèñòäëèñ âàëí÷äìäáèç. àðùäóêè éííðãèìàòçà ñèñòäëèñ  
ëèëàðç  üäðòèêèñ  ëíûðàíáàñ ùàåçåêèç úìíáèêàã çó ëíúäëóêèà èñ 
þäðþè, ðíëêèñ ëèþäãåèçàú àðùäóêè ñèñòäëèñ ëèëàðç øäâåèûêèà  
âàìåñàæöåðíç  üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáà  ãðíèñ  ìäáèñëèäð  ëíëäìòøè. 
  1.  âàìåèþèêíç M üäðòèêèñ ëíûðàíáà ãäéàðòèñ ëàðçéóçþà  
éííðãèìàòçà óûðàåè  0xyz   ñèñòäëèñ ëèëàðç.  M  üäðòèêèñ 
éííðãèìàòäáè àë ñèñòäëèñ ëèëàðç è÷íñ  x , y , z , þíêí ðàãèóñ-

åäõòíðè  -  r .  üäðòèêèñ ëíûðàíáèñàñ ëèñè éííðãèìàòäáè èúåêäáèàì 
ãðíèñ ëèþäãåèç, ëàøàñàãàëä x, y, z  éííðãèìàòäáè àðèàì  t  ãðíèñ  
ôóìõúèäáè: 
   x = f 1 ( t ), y = f 2 ( t ) ,      z = f 3 ( t ).        
(2.1) 
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  åâóêèñþëíáç,  ðíë   f 1 ( t ), f 2 ( t ) ,  f 3 ( t )   ôóìõúèäáè  
àðèàì  óü÷åäòè  ãà  ëäíðä  ðèâàëãä  óü÷åäòàã  üàðëíäáàãè  
ôóìõúèäáè. 
  àë âàìòíêäáäáñ äüíãäáàç  M  üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ 
âàìòíêäáäáè ãäéàðòèñ ëàðçéóçþà  éííðãèìàòäáøè. èñèìè ñðóêàã 
àñàþàåäì üäðòèêèñ ëíûðàíáàñ. 
  üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ  (2.1) âàìòíêäáäáè øäèûêäáà 
âàìåèþèêíç, ðíâíðú  òðàäõòíðèèñ îàðàëäòðóêè âàìòíêäáà, 
îàðàëäòðèç t. çó àë âàìòíêäáäáèãàì âàëíåðèúþàåç  t  îàðàëäòðñ, 
ëèåèöäáç òðàäõòíðèèñ âàìòíêäáàñ, ðíâíðú íðè æäãàîèðèñ 
çàìàéåäçàñ: 
    F 1 ( x , y , z ) = 0 , 
    F 2  ( x , y , z ) = 0 . 
  2. üäðòèêèñ ëíûðàíáà ñèåðúäøè  øäèûêäáà ãàþàñèàçãäñ 

ëíúäëóêè  0  úäìòðèñ ëèëàðç  M  üäðòèêèñ  0 = r     ðàãèóñ-
åäõòíðèç. ãðíèñ ÷íåäê ëíëäìòøè ðàãèóñ-åäõòíðñ àõåñ âàðéåäóêè 

ñèãèãä ãà ëèëàðçóêäáà. çó úìíáèêèà  r   ðàãèóñ - åäõòíðèñ 
úåêèêäáà ãðíèñ ëèþäãåèç 

    r = f  ( t )                           (2.2) 

ëàøèì  (2.2) üàðëíàãâäìñ  M   üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ  
åäõòíðóêè  ñàþèç. 
   0= r  ðàãèóñ - åäõòíðèñ  éííðãèìàòäáè  èâèåäà ðàú M 
üäðòèêèñ   x, y, z,    éííðãèìàòäáè. àëèòíë, çó éííðãèìàòçà 

öäðûäáèñ ëâäæàåäáñ àöåìèøìàåç   i , j , k   åäõòíðäáèç, ëàøèì  r   àñä 

ùàèüäðäáà 

   r = x i + y j  + z k                       (2.3)

  x,y,z arian (2.1) tolobebiT gansazRvruli drois 

funqciebi. 

  ãðíèñ úåêàñçàì  äðçàã èúåêäáà  r   ðàãèóñ - åäõòíðèñ 

ëãäáàðäíáàú. r   åäõòíðèñ áíêí  üäðòèêäáèñ âäíëäòðèóêè 

àãâèêè, àìó  r   åäõòíðèñ  ¾íãíâðàôè  
üàðëíàãâäìñ  M  üäðòèêèñ  
òðàäõòíðèàñ.                                                                  

            3. èë  øäëçþåäåàøè, ðíúà úìíáèêèà  
M                    
üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ òðàäõòíðèà, ëíûðàíáà      
øäèûêäáà    ãàåàþàñèàçíç       
òðàäõòíðèàæä                     
âàåêèêè ëàìûèêèç (ìàþ. 2.1). 
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 àåèðùèíç òðàäõòíðèàæä ðàèëä óûðàåè Mo  üäðòèêè, ðíëäêèú 
ëèåèöíç àçåêèñ ñàü÷èñàã ãà ãàåàãâèìíç òðàäõòíðèàæä        
ëíûðàíáèñ  ãàãäáèçè ãà óàð÷íôèçè ëèëàðçóêäáà. ëàøèì ëíûðàåè  M  
üäðòèêèñ  ÷íåäêè  ëãäáàðäíáà ñàåñäáèç ãàþàñèàçãäáà  òðàäõòíðèàæä 
MoM =S  ðéàêèñ  ñèâðûèç. çó úìíáèêèà  S  ðéàêèñ úåêèêäáà 
ãðíèñ ëèþäãåèç 

   S = f ( t ) ,                               (2.4) 
ëàøèì  (2.4)  üàðëíàãâäìñ  M  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ âàìòíêäáàñ  

áóìäáðèåè  ñàþèç. øäåìèøìíç, ðíë àë âàìòíêäáàøè  S  ñèãèãä 
âàìñàæöåðàåñ  ëíûðàåè  M  üäðòèêèñ ëãäáàðäíáàñ ãà àðà ëèñ ëèäð 
âàåêèê ëàìûèêñ. 

 4.  ñèåðúäøè üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ øäñàñüàåêàã æíâÿäð 
ëèæàìøäüíìèêèà âàëíåè÷äìíç  úèêèìãðóêè  éííðãèìàòäáè. àë 
øäëçþåäåàøè  üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáà ñèåðúäøè ñàåñäáèç âàìèñàæöåðäáà 
øäëãäâè ñàëè ñèãèãèç (ìàþ. 2.1):    0xy   ñèáðò÷äæä  M  üäðòèêèñ 

âäâëèêèñ ðàãèóñ - åäõòíðèç -  ;  àë  ðàãèóñ - åäõòíðèñ  ëèäð 0x  

öäðûçàì øäãâäìèêè    éóçþèç  (àæèëóòèç)  ãà  M  üäðòèêèñ  z  
éííðãèìàòèç (àîêèéàòèç). 

 çó úìíáèêèà  äñ ñàëè ñèãèãä, ðíâíðú ãðíèñ ôóìõúèà: 

     =  ( t ) ,   =  (t )  ,      z = z ( t ) .         (2.5)
  

.ëàøèì  (2.5) âàìòíêäáäáè üàðëíàãâäìäì  M  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ 
âàìòíêäáäáñ  úèêèìãðóê  éííðãèìàòäáøè. 

 5.   âàìåèþèêíç üäðòèêèñ ëíûðàíáà  0xy    ñèáðò÷äæä. àë 
øäëçþåäåàøè üäðòèêèñ ëãäáàðäíáà øäèûêäáà ãàþàñèàçãäñ íðè 
îàðàëäòðèç. àëèñàçåèñ  0  üäðòèêè ëèåèöíç 
îíêóñàã, þíêí  0x  öäðûñ  óüíãíç  
îíêàðóêè  öäðûè  (ìàþ. 2.2).         
 ëíûðàåè  M  üäðòèêèñ ëãäáàðäíáà 
ñèáðò÷äæä úìíáèêèà, çó úìíáèêèà  0M = r  

ëàìûèêè ãà îíêàðóêè  éóçþä  , ðíâíðú 
ãðíèñ ôóìõúèäáè                                                                            

                 r = r (t) ,         =    (t)         (2.6)                           
    àë âàìòíêäáäáñ  äüíãäáàç M  üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ 
âàìòíêäáäáè  îíêàðóê éííðãèìàòäáøè. 
  îíêàðóêè éóçþä ùàåçåàêíç ãàãäáèçàã, çó èñ âàãàèæíëäáà  
îíêàðóêè öäðûèãàì ðàãèóñ - åäõòíðèñàéäì ñààçèñ èñðèñ áðóìåèñ 
ñàüèìààöëãäâí ëèëàðçóêäáèç. àãâèêè àõåñ ãàëíéèãäáóêäáàñ    

                               x = r Cos ,      y = r Sin . 
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 ØÄÌÈØÅÌÀ.  åâóêèñþëíáç,  ðíë  æäëíç âàìþèêóêè  ÷åäêà  
ôóìõúèà  àðèñ  úàêñàþà, óü÷åäòè  ãà  àõåç îèðåäêè ãà ëäíðä ðèâèñ  
üàðëíäáóêäáè.  
 

      §   2.3.  ÜÄÐÒÈÊÈÑ   ÑÈÙÕÀÐÄ 
 
  1.   ü ä ð ò è ê è ñ    å ä õ ò í  ð ó ê è    ñ è ù õ à ð ä . 
              veqtorul sidides, romelic axasiaTebs wertilis 

moZraobis siswrafesa da mimarTulebas, am wertilis siCqare ewodeba. 

  åçõåàç  üäðòèêè ëíûðàíáñ  0xyz    ñèåðúäøè ãà àöüäðñ 
ëðóãüèðóê  AB  òðàäõòíðèàñ. ãàóøåàç ãðíèñ  t  ëíëäìòøè 
üäðòèêñ òðàäõòíðèàæä óéàåèà M ëãäáàðäíáà ðíëäêèú  

âàìèñàæöåðäáà r  ðàãèóñ-åäõòíðèç, þíêí   ãðíèñ  t1 = t + t     

ëíëäìòøè  óéàåèà M1 ëãäáàðäíáà, ðíëäêèú âàìèñàæöåðäáà  r 1= r + r   

ðàãèóñ – åäõòíðèç   (ìàþ. 3.1).   
1MM


=  r  åäõòíðñ äüíãäáà 

üäðòèêèñ   âàãààãâèêäáèñ åäõòíðè  ãðíèñ  t  øóàêäãøè.    
øäôàðãäáàñ                          

                      
t

r






 =  v


ñàø       (3.1)

  
 äüíãäáà üäðòèêèñ  ñàøóàêí  åäõòíðóêè  
ñèùõàðä   ãðíèñ  t  øóàêäãøè.  äñ  

åäõòíðè  ëèëàðçóêèà    r  - èñ âàñüåðèå. 
üäðòèêèñ ñàøóàêí åäõòíðóêè ñèùõàðèñ 

ëìèøåìäêíáà ãàëíéèãäáóêèà ãðíèñ   t   
øóàêäãèñ  ñèãèãäæä. 

  ãàóøåàç  ãðíèñ  t  øóàêäãè  óñàñðóêíã  ëúèðãäáà.  

âàìåèþèêíç  æöåàðè (ðíúà  t  0) 

                v


 =
0

lim
t

v


ñàø  = 
0

lim
t t

r






  = 
dt

rd


 .         (3.2) 

     àë     æöåàðñ      äüíãäáà       ü ä ð ò è ê è ñ     å ä õ ò í ð 
ó ê è     ñ è ù õ à ð ä    ãðíèñ  àöäáóê  ëíëäìòøè.   
              üäðòèêèñ   åäõòíðóêè  ñèùõàðä  äüíãäáà  àë  üäðòèêèñ  
ðàãèóñ--åäõòíðèñ  üàðëíäáóêñ  ãðíçè            

                       v


 = 
dt

rd


.                  

(3.3) 
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  ðíãäñàú   t  0,  ëàøèì  M1  üäðòèêè  ëèèñüðàôèñ  M  

üäðòèêèñàéäì  ãà  v


ñàø     åäõòíðè  øäëíáðóìãäáà  M üäðòèêèñ  
âàðøäëí. èâè æöåàðøè èéàåäáñ ëþäáèñ ëèëàðçóêäáàñ.   

  ëàøàñàãàëä,   M  üäðòèêèñ åäõòíðóê  v


 ñèùõàðäñ  àõåñ  
üäðòèêèñ  òðàäõòíðèèñ ëþäáèñ ëèëàðçóêäáà  ëíûðàíáèñ  ëþàðäñ. 
  âàëíåçåàêíç  M  üäðòèêèñ  åäõòíðóêè  ñèùõàðèñ  ñèãèãä  
ãà ëèëàðçóêäáà,  ðíãäñàú úìíáèêèà  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  
âàìòíêäáäáè  ãäéàðòèñ  ëàðçéóçþà éííðãèìàòçà  0xyz   ñèñòäëàøè: 
   x = f1 ( t ) ,     y = f2 ( t ) ,    z = f3 ( t ) . (3.4)
   åçõåàç   üäðòèêèñ  åäõòíðóêè ñèùõàðèñ  âäâëèêäáè  

éííðãèìàòçà  öäðûäáæä  àðèàì  v


(VX,VY,VZ),  þíêí  àë öäðûäáèñ 

ëâäæàåäáèà  i , j , k  ,    ëàøèì  

   v


 = i VX  + j  VY  +  k VZ  .                       (3.5)  

  âàðãà àëèñà  (2.3)  òíêíáèñ  çàìàþëàã: 

    r  =  i x  +  j  y   +  k z  ,                (3.6) 

ñàãàú  x , y , z    àðèàì  M  üäðòèêèñ  éííðãèìàòäáè. 
  åäõòíðóêè ñèùõàðèñ  âàìëàðòäáèñ çàìàþëàã   (3.6) -ãàì  
ëèåèöäáç:  

        v


 =  
dt

rd


 =  i
dt

dx
 + j  

dt

dy
+ k  

dt

dz
  .               (3.7) 

  øäåàãàðíç äñ òíêíáà  (3.5) âàëíñàþóêäáàñ ãà 

âàåèçåàêèñüèìíç,  ðíë i , j , k  åäõòíðäáè äðçëàìäçèñàâàì 

ãàëíóéèãäáäêìè  àðèàì,  ëèåèöäáç  

         VX  = 
dt

dx
,        VY  = 

dt

dy
,       VZ  = 

dt

dz
  .                      

(3.8) 
  äñ  âàëíñàþóêäáäáè  üàðëíàãâäìäì  üäðòèêèñ  ñèùõàðèñ  
âäâëèêäáñ  éííðãèìàòçà  öäðûäáæä. 

 åäõòíðóêè  ñèùõàðèñ  ñèãèãä  ãà ëèëàðçóêäáà 
âàìèñàæöåðäáà  ôíðëóêäáèç  

             v


   =
222

zyx vvv  =
222 )()()(

dt

dz

dt

dy

dt

dx
 ;      

 (3.9) 
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           Cos( v


,^x) =
v

v x
 ,    Cos( v


,^y) =

v

v y

 ,    Cos (v


,^z) = 
v

v z
   ;       

(3.10)  
             2.    ü ä ð ò è ê è ñ    ñ é à ê à ð ó ê è     ñ è ù õ à ð ä . 
             åçõåàç  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáà  ëíúäëóêèà  
áóìäáðèåè  ñàþèç   s =  f ( t ) . 
  üäðòèêèñ   M   ëãäáàðäíáàñ  òðàäõòíðèàæä  øääñàáàëäáà  

AM = s   ðéàêè; üäðòèêëà  ãðíèñ   t  øóàêäãøè   ëèèöí  MM1 = 

s   âàãààãâèêäáà   (  ìàþ.  3.2 ) .      (3.2)  æöåàðè  àñä  
âàãàåüäðíç  

 v


 =
0

lim
t t

r






 = 
0

lim
t

 (
x

s

s

r











) =
0

lim
t s

r







0

lim
t t

s




=

ds

rd



dt

ds
    

(3.11)  

  ðíãäñàú  t  0, ëàøèì  M1  üäðòèêè  ëèèñüðàôèñ  M  

üäðòèêèñàéäì  ãà  ëàøàñàãàëä,    r    õíðãà  ãà  s  ðéàêè  àðèàì  
òíêôàñè  óñàñðóêíã  ëúèðä  ñèãèãääáè 

     
ds

rd


= lim 
s

r






= 1.  

  åäõòíðè 
s

r






 ÷íåäêçåèñ  ëèëàðçóêèà  MM1  õíðãèñ  

âàñüåðèñ. àëèòíë,  äðçäóêíåàìè  ñèâðûèñ 
ds

rd


  

åäõòíðè  ëèëàðçóêèà üäðòèêèñ  
òðàäõòíðèèñ  ëþäáèñ  âàñüåðèå  s -èñ  æðãèñ  

ëþàðäñ.  çó  ëþäáèñ  ëâäæàåñ  àöåìèøìàåç      
åäõòíðèç,  ëàøèì 

                           
ds

rd


=    .           

(3.12)               

 âàëíñàþóêäáàñ            
dt

ds
=V                (3.13)              

äüíãäáà  ü ä ð ò è ê è ñ     ñ é à ê à ð ó ê è     ñ è ù õ à ð ä .  
   ( 3.11 )  òíêíáà  àñä  ùàèüäðäáà :         

                  v


=V  .                        (3.14) 
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  ëèåèöäç,  ðíë  ñéàêàðóêè  V  ñèùõàðä  üàðëíàãâäìñ  

åäõòíðóêè  v


  ñèùõàðèñ  âäâëèêñ  ëþäáæä.  ëàñ  æíâÿäð  àñäú  

àöìèøìàåäì  V=V .     úþàãèà,  åäõòíðóêè  ãà  ñéàêàðóêè  
ñèùõàðääáèñ  ñèãèãääáè  òíêèà,  ä.è. 

    v

 = V àìó 

dt

rd


 = 
dt

ds
 

   
3.   ü ä ð ò è ê è ñ    ç à ì à á à ð è   ë í û ð à í á à . 
  üäðòèêèñ ëíûðàíáàñ äüíãäáà çàìàáàðè, çó ëèñè ñéàêàðóêè  

ñèùõàðä  ëóãëèåèà:  V = const .    âåäõìäáà :  
dt

ds
 = V = const.   

  âàåàèìòäâðíç  äñ  òíêíáà:   s = Vt  +  C1          (3.15) 
  C1   àðèñ  èìòäâðäáèñ  ëóãëèåè,  ðíëäêèú  âàìèñàæöåðäáà  
ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  îèðíáäáèãàì.  ãàóøåàç,  ðíúà   t = to = 0,  ëàøèì  
üäðòèêñ  õíìãà  ñàü÷èñè  so   ëãäáàðäíáà.  (3.15)  âàëíñàþóêäáèãàì  
to = 0  ëíëäìòèñàçåèñ  ëèåèöäáç  C1 = so .   ëàøàñàãàëä,  üäðòèêèñ  
çàìàáàðè  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ  äõìäáà  ñàþä:     s =  so  +  V t . 
    

  ÀËÍÚÀÌÀ  5. àåòíëàìõàìà  ëíûðàíáñ  ¾íðèæíìòàêóð  âæàæä, 
èñä, ðíë  ëèñè  ñèëûèëèñ  úäìòðè  âàãààãâèêãäáà x = 3 t2 ,  y = 4 t2   
éàìíìèç.  èîíåäç  àåòíëàìõàìèñ  ñèëûèëèñ  úäìòðèñ  òðàäõòíðèèñ 
âàìòíêäáà  ãà  àë  òðàäõòíðèàæä  ëíûðàíáèñ  éàìíìè,  çó  ëàìûèêè  
àèçåêäáà  ñàü÷èñè  ëãäáàðäíáèãàì.  

 ÀËÍÞÑÌÀ . ñèëûèëèñ  úäìòðèñ  òðàäõòíðèèñ  âàìòíêäáèñ  
øäñàãâäìàã  ëíûðàíáèñ  ëíúäëóêè  âàìòíêäáäáèãàì  âàëíåðèúþíç  t  
îàðàëäòðè.  ëèåèöäáç  üðôäñ    4x - 3y = 0 .ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáèñ  

çàìàþëàã  x  0, y0.  ä.è.  ñèëûèëèñ  úäìòðèñ  òðàäõòíðèà  àðèñ  
ìàþäåàðüðôä.. 

 âàëíåçåàêíç   àåòíëàìõàìèñ  ñèùõàðä    

                         V =  Vx
2 + Vy

2  ;   

       Vx = 
dt

dx
= 6t ,     Vy = 

dt

dy
= 8t;       V = 10 t. 

(3.13) ôíðëóêèñ  çàìàþëàã:   

            ds = V dt.     s = 
t

o

V dt  = 
t

o

10 t  dt  = 5 t2. 

            òðàäõòíðèàæä  ñèëûèëèñ  úäìòðè  ëíûðàíáñ  éàìíìèç :  s = 
5t2. 
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          §   2.4. ÃÈÔÄÐÄÌÚÈÀÊÓÐÈ  ÂÄÍËÄÒÐÈÈÑ  ÆÍÂÈÄÐÇÈ                 
                                                        ÚÌÄÁÀ 
 
  âàìåèþèêíç ãèôäðäìúèàêóðè âäíëäòðèèñ  æíâèäðçè  
ñàéèçþè. 
          1.    ü è ð è ñ    ñ è ë ð ó ã ä .   åçõåàç,  üäðòèêèñ  
òðàäõòíðèèñ  íð  ëàþêíáäê  M  ãà  M1   üäðòèêäáæä  âàëàåàêè  T  

ãà  T1  ëþäáäáè  àìó     ãà   1   ëâäæàåäáè äðçëàìäççàì  àãâäìäì    

éóçþäñ   ( ìàþ.  4.1), þíêí   MM1  ðéàêèñ  ñèâðûä  è÷íñ S.  

øäôàðãäáàñ  
s


 = kñàø     äüíãäáà  

üèðèñ  ñàøóàêí  ñèëðóãä  MM1  ðéàêæä.   

àë  øäôàðãäáèñ   æöåàðñ,  ðíúà  S  0,  
äüíãäáà  ü è ð è ñ    ñ è ë ð ó ã ä  
àöäáóê  M  üäðòèêøè: 

         
0

lim
s s


=  

ds

d
 =  k.             

(4.1)         
  üèðèñ  ñèëðóãèñ  øäáðóìäáóê  ñèãèãäñ  äüíãäáà  üèðèñ  
ñèëðóãèñ  ðàãèóñè 

    = 
k

1
 = 

d

ds
 . 

  çó  òðàäõòíðèèñ  M  üäðòèêèãàì  ëçàåàð  ìíðëàêæä  

ùàæìäõèêíáèñ  ëþàðäñ  âàãàåæíëàåç   - ñ  òíê   MC =   ëíìàéåäçñ, 
ëàøèì  C   üäðòíêñ  äüíãäáà  üèðèñ  ñèëðóãèñ  úäìòðè. 
  
       2.   é í í ð ã è ì à ò ç à    á ó ì ä á ð è å è    ñ è ñ ò ä ë à .  
  åçõåàç  M  üäðòèêè  ëíûðàíáñ  ñèåðúäøè  ðàèëä  (àðàáðò÷äê)  
üèðæä.  àåèöíç  üèðæä  íðè  äðçëàìäççàì  ñàéëàíã àþêíñ ëãäáàðä  
M  ãà  M1  üäðòèêè ãà âàåàåêíç ëàçæä  Sesabamisad üèðèñàãëè  T  

ãà  T1  ëþäáäáè,  ðíëäêçà  ëâäæàåäáè  è÷åìäì    ãà  1 åäõòíðäáè. 

MM1  ðéàêè  àöåìèøìíç   S-èç.  âàåàåêíç  T ëþäáæä  T1  ëþäáèñ  

îàðàêäêóðè  ñèáðò÷ä, àìó ðàú èâèåäà, âàãëíåèòàìíç   1 ëâäæàåè M  

üäðòèêøè  ãà  âàåàåêíç    ãà  1  åäõòíðäáæä ñèáðò÷ä ( ìàþ. 4.2).  

ðíúà  M1  M ,  ëàøèì äñ ñèáðò÷ä èéàåäáñ âàðéåäóê ëãäáàðäíáàñ;  àë 
ñèáðò÷äñ  äüíãäáà    ëè ë þ ä á è     ñ è á ð ò ÷ ä   M  üäðòèêøè.  
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(çó  âåàõåñ  áðò÷äêè  üèðè,  ëàøèì  çåèç äñ   üèðè  ëíçàåñäáóêèà  
ëèëþäá  ñèáðò÷äøè). 
          M  üäðòèêøè T  ëþäáèñ  
ëàðçíáóêàã âàëàåàê ñèáðò÷äñ  äüíãäáà    ì 
í ð ë à ê ó ð è    ñ è á ð ò ÷ ä .  M  
üäðòèêæä  âàëàåàê  ÷åäêà  üðôäñ, ðíëäêèú 
ëíçàåñäáóêèà  ìíðëàêóð ñèáðò÷äøè,  
äüíãäáà  ìíðëàêè,  þíêí  ìíðëàêóðè  
ñèáðò÷èñà   ãà   ëèëþäáè     ñèáðò÷èñ     
çàìàéåäçèñ      üðôäñ    äüíãäáà       ë ç à å 
à ð è   ì í ð ë à ê è. àöåìèøìíç  èâè N-èç. 

ëçàåàðè ìíðëàêèñ ëâäæàåè  àöåìèøìíç äðçäóêíåàìè    n


  åäõòíðèç  
ãà  ëèåëàðçíã èâè  üèðèñ ùàæìäõèêíáèñàéäì.  üðôäñ,   ðíëäêèú  
ëàðçíáèà  T  ëþäáèñ  ãà  N  ëçàåàðè  ìíðëàêèñ,  äüíãäáà  á è ì í ð ë 

à ê è  (B). ëèñè  ëâäæàåè àöåìèøìíç b  åäõòíðèç.  èâè èñä  

ëèåëàðçíç,  ðíë     ãà n


  åäõòíðäáçàì  øäàãâèìíñ   ëàðúþäìà   
ñèñòäëà.   B   ãà   N   üðôääáæä    âàëàåàê   ñèáðò÷äñ     äüíãäáà      
â à ë ü ð ô ä å è       ñ è á ð ò ÷ ä . 

   , n

  ãà b   åäõòíðäáè  àðèàì  óðçèäðçëàðçíáóêè  

åäõòíðäáè. ëàøàñàãàëä, ñàëè  óðçèäðçëàðçíáóêè  T, N, B   üðôääáèñ 
ëèëàðçóêäáàìè øäèûêäáà ëèåèöíç éííðãèìàòçà ñèñòäëèñ  öäðûäáàã,  
ðíëêäáñàú  ñàçàåä àõåç    üèðæä  àöäáóê    M  üäðòèêøè.   àë 
ñèñòäëàñ    óüíãäáäì          éííðãèìàòçà       á ó ì ä á ð è å         ñ 
è ñ ò ä ë à ñ      àìó     á ó ì ä á ð è å           ñ à ë ö ä ð û ñ. 
              M  üäðòèêèñ üèðæä  ëíûðàíáèñàñ  éííðãèìàòçà  
áóìäáðèåè  ñèñòäëèñ  öäðûäáè  èúåêèàì  çàåèàìç  ëèëàðçóêäáàñ,  
ëàâðàë  ðùäáèàì  óðçèäðçëàðçíáóêäáè.  
         3.  ë ó ã ë è å ñ è â ð û è à ì è   å ä õ ò í ð è ñ   ü à ð ë í ä á 
ó ê è . 

 âàìåèþèêíç  P


  åäõòíðè,   ðíëêèñ   ñèâðûä   ëóãëèåè   ñèãèãäà  

     P


  =  const . 
       íðè     åäõòíðèñ  ñéàêàðóêè  ìàëðàåêèñ    çåèñäáèñ çàìàþëàã   

( P

P


) = P

2  =  const.      âàåàüàðëííç äñ òíêíáà: 

  
dt

d
 ( P


Ē P


 ) = 0 ;        

dt

Pd


P


 + P



dt

Pd


= 0 ;  2 P


Ē
dt

Pd


= 0.  
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ä.è. P


  ãà  
dt

Pd


 åäõòíðäáèñ ñéàêàðóêè  ìàëðàåêè  ìóêèñ  òíêèà.  

äñ  ëàøèì àðèñ øäñàûêäáäêè,  ðíúà              

                                 P


  
dt

Pd


.                         

(4.2) 
  ëàøàñàãàëä,  ëóãëèåñèâðûèàìè  åäõòíðèñ  üàðëíäáóêè  
åäõòíðè  çåèç  àë  åäõòíðèñ  ëàðçíáóêèà. 

  4.  âàìåèþèêíç  åäõòíðè  
ds

d


.       åäõòíðè àðèñ  üèðèñ  

ëþäáèñ  ëâäæàåè. èâè àðèñ äðçäóêíåàìè  (ëóãëèåè)  ñèâðûèñ  åäõòíðè,  
ðíëäêèú èúåêèñ  ëþíêíã ëèëàðçóêäáàñ. àëèòíë  úþàãèà ëèñè 
üàðëíäáóêèñàçåèñ  âåàõåñ   

                                         
ds

d


      .   

  ëàøàñàãàëä,  
ds

d


  åäõòíðè àðèñ ëçàåàðè  ìíðëàêèñ  

îàðàêäêóðè  ãà  ëèëàðçóêèà  ñèëðóãèñ  úäìòðèñàéäì. 

  ðíâíðú  (4.1)  ìàþàæèãàì  ùàìñ     = 2 Sin(
2


);  àëèòíë 

ds

d


 åäõòíðèñ  ñèãèãä  àñä âàëíèñàþäáà: 

  
ds

d


=
0

lim
s s




=
0

lim
s s




=
0

lim
s

 
s



2
sin2



= 
0

lim
s s



2
2



= 

                   = 
0

lim
s s


 = 

ds

d
=  



1  . 

  åèìàèãàì  
ds

d


åäõòíðè  ëèëàðçóêèà  ëçàåàðè  ìíðëàêèñ  

îàðàêäêóðàã  ãà  ëèñè  ñèãèãäà  


1 ,  àëèòíë øäâåèûêèà  ãàåüäðíç.

         
ds

d


= 


1
n

.                (4.3) 
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   § 2.5.    ÜÄÐÒÈÊÈÑ     ÀÙÕÀÐÄÁÀ 
 
          aCqareba - åäõòíðóêè ñèãèãä, ðíëäêèú àþàñèàçäáñ ìèåçèäðè 
üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ  ñèùõàðèñ ñèãèãèñà ãà ëèëàðçóêäáèñ 
úåêèêäáàñ. 
             åçõåàç  AB  ðéàêæä  ëíûðàå üäðòèêñ  ãðíèñ  t  ëíëäìòøè  

óéàåèà  M  ëãäáàðäíáà ãà àõåñ  v


  ñèùõàðä,  þíêí  ãðíèñ t1= t +  t  
ëíëäìòøè ëàì  ãàèéàåà  M1  ëãäáàðäíáà ãà  àõåñ  

v


1 = v


 +  v


  ñèùõàðä.  ä.è.  ãðíèñ t  

øóàêäãøè  üäðòèêèñ  ñèùõàðä  øäèúåàêà    v


  

ñèãèãèç.  øäôàðãäáàñ   
t

v






=  w


ñàø     

äüíãäáà  M  üäðòèêèñ  ñàøóàêí  åäõòíðóêè  

àùõàðäáà  t  ãðíøè.    w


ñàø  åäõòíðñ àõåñ  

 v


 - ñ  ëèëàðçóêäáà (ìàþ. 5.1) . 

           âàìåèþèêíç  æöåàðè    w


=  
0

lim
t

w


ñàø  = 
0

lim
t

 
t

v






= 
dt

vd


. 

åèìàèãàì            v


= 
dt

rd


,     

  àëèòíë              w


 = 
dt

vd


=  
2

2

dt

rd


                              (5.1)

           àë âàëíñàþóêäáàñ äüíãäáà  üäðòèêèñ åäõòíðóêè 
àùõàðäáà ãðíèñ àöäáóê  t   ëíëäìòøè. 
    ü ä ð ò è ê è ñ   å ä õ ò í ð ó ê è    à ù õ à ð ä á à    àðèñ  
åäõòíðóêè  ñèùõàðèñ  îèðåäêè  üàðëíäáóêè  ãðíçè  àìó  ðàãèóñ -
åäõòíðèñ  ëäíðä  üàðëíäáóêè  ãðíçè. 

  âàìñàæöåðèñ  çàìàþëàã   v


 ëãäáàðäíáñ  v


 ãà  v


1  
åäõòíðäáæä âàëàåàê  ñèáðò÷äøè.  èëàåä  ñèáðò÷äøèà  ëíçàåñäáóêè   

w


ñàø    åäõòíðèú.  ðíúà  t  0,  ëàøèì  M1  üäðòèêè  ëèèñüðàôèñ  

M  üäðòèêèñéäì  ãà  åäõòíðäáè v


 ãà v


1  õëìèàì M  üäðòèêèñ  

òðàäõòíðèèñàãëè  ëèëþäá  ñèáðò÷äñ.  ëàøàñàãàëä  àùõàðäáèñ w


  
åäõòíðèú àë ñèáðò÷äøèà  ëíçàåñäáóêè  ãà  ëèëàðçóêèà  
òðàäõòíðèèñ  ùàæìäõèêíáèñàéäì. 
  âàëíåçåàêíç  åäõòíðóêè  àùõàðäáèñ  ñèãèãä  ãà  
ëèëàðçóêäáà. 
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  åçõåàç,   àùõàðäáèñ w


 åäõòíðèñ  âäâëèêäáè éííðãèìàòçà  
0xyz     ñèñòäëèñ öäðûäáæä  àðèàì    WX,WY,WZ .  ëàøèì 

   w


 =  i WX + j  W Y+ k WZ,                    (5.2) 

  âàåèþñäìíç  (3.5)  âàëíñàþóêäáà: 

   v


 = i VX  + j  VY  +  k VZ  , 

  ëàøèì  (5.1)  òíêíáèñ  çàìàþëàã:    

               w


 = 
dt

vd


=  i  
dt

dvx  + j
dt

dv y
 + k  

dt

dv z  .     

(5.3) 
  øäåàãàðíç  äðçëàìäçñ  (5.2)  ãà  ( 5.3)  òíêíáäáè  ãà  
âàåèþñäìíç  (3.8) âàëíñàþóêäáäáè,  ëèåèöäáç:    

    WX =
dt

dvx =  
2

2

dt

xd
;   

                             WY =
dt

dv y
= 

2

2

dt

yd
 ;                                             

(5.4) 

                              WZ =
dt

dv z =  
2

2

dt

zd
 .  

  äñ  âàëíñàþóêäáäáè àðèàì  üäðòèêèñ åäõòíðóêè  àùõàðäáèñ  
âäâëèêäáè  ãäéàðòèñ  ëàðçéóçþà éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  öäðûäáæä. 
  åäõòíðóêè  àùõàðäáèñ  ñèãèãä  ãà  ëèëàðçóêäáà  
âàëíèçåêäáà  ôíðëóêäáèç: 

                   w

  =    Wx

2 +  Wy
2  +  Wz

2   ; 

    Cos ( w


,^ x) =  
W

Wx ;     Cos ( w


,^ y) = 
W

W y ;    Cos ( w


,^ z ) =  

W

Wz . 

               "àùõàðäáèñ"  úìäáà  äþäáà  ëþíêíã  üäðòèêñ;  ñþäóêèñ  
àùõàðäáèñ  øäñàþäá  ñàóáàðè  øäèûêäáà  ëþíêíã  âàãàòàìèçè  
ëíûðàíáèñàñ,  ðíúà  ãðíèñ  ÷íåäê  àöäáóê  ëíëäìòøè  ñþäóêèñ  ÷åäêà  
üäðòèêñ  àõåñ  äðçìàèðè  ñèùõàðä  ãà  äðçìàèðè  àùõàðäáà  (ñèãèãèç  
ãà  ëèëàðçóêäáèç).  
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         § 2.6.  ÅÄÕÒÍÐÓÊÈ  ÀÙÕÀÐÄÁÈÑ  ÃÀØÊÀ  
ËÃÂÄÌÄÊÄÁÀÃ  
 
          1. âàìåñàæöåðíç  üäðòèêèñ  åäõòíðóêè  àùõàðäáèñ  
ëãâäìäêäáè éííðãèìàòçà  áóìäáðèåè ñèñòäëèñ  öäðûäáæä  (ëþäáæä,  
ìíðëàêæä,  áèìíðëàêæä).  àëèñàçåèñ  åèñàðâäáêíç  åäõòíðóêè  
ñèùõàðèñ  âàëíëñàþåäêè  (3.14)  ôíðëóêèç 

    v


 =  V    . 
  àë  òíêíáèñ  ëàðÿåäìà  ëþàðäñ ëãâíëè  

íðèåä   çàìàëàëðàåêè     (V  ãà  )  ñàæíâàãíã 
èúåêäáèàì ãðíèñ âàìëàåêíáàøè. âàåàüàðëííç äñ 
òíêíáà  ãðíçè: 

          
dt

vd


= 
dt

dv
   +  V 

dt

d


;          

(6.1) 

 ðàãâàìàú  ( èþ. 4.3  òíêíáà)    
ds

d


= 


1
 n


.  

 àëèòíë     
dt

d


= 
ds

d


dt

ds
 = 



1
 n

V =



v
n


,                                 àëèòíë  (6.1) àñä ùàèüäðäáà: 

ãà   (6.1)  àñä  ùàèüäðäáà         

                       
dt

vd


=
dt

dv
 +



2v
n

.            (6.2) 

  àõ 
dt

vd


= w


 aris üäðòèêèñ  åäõòíðóêè  àùõàðäáà.  ëàðÿåäìà  

ëþàðèñ  îèðåäêè øäñàéðäáè 
dt

dv
  ëèëàðçóêèà   ëþäáèñ  âàñüåðèå.  

ëàñ  óüíãäáç  àùõàðäáèñ  ëþäá  ëãâäìäêñ  (ëþäá àùõàðäáàñ)   ãà  àñä  
àöåìèøìàåç: 

                               w


 =  
dt

dv
                                  

(6.3) 
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  ëäíðä  øäñàéðäáñ 


2v
n


  àõåñ  n


 ìíðëàêèñ  ëèëàðçóêäáà  ãà 

äüíãäáà  àùõàðäáèñ ìíðëàêóðè  ëãâäìäêè (ìíðëàêóðè  àùõàðäáà).  ëàñ  

àñä   àöåìèøìàåç:             w


n = 


2v
 n


.    (6.4) 

  üäðòèêèñ ñðóêè àùõàðäáà èõìäáà: 

    w


  =  w


  +  w


n  .   (6.5) 
  åäõòíðóêè  àùõàðäáèñ  âäâëèêäáè  éííðãèìàòçà  áóìäáðèåè 
ñèñòäëèñ  öäðûäáæä  èõìäáèàì: 

         W  =  
dt

dv
,      Wn =  



2v
,        Wb  = 0 .     

(6.6) 
   äñ  ìèøìàåñ,  ðíë ñðóêè àùõàðäáèñ åäõòíðè ëíçàåñäáóêèà 
ëèëþäá ñèáðò÷äøè. ëèñè ñèãèãä   ãà ëèëàðçóêäáà  âàëíèçåêäáà  
ôíðëóêäáèç  

          w

 =

22

nww  = 2
2

2 )()(


v

dt

dv
 ;     tg= 

nw

w .     (6.7) 

  àõ     éóçþäà    w


   ãà  w


n      åäõòíðäáñ  øíðèñ.   
    çó üäðòèêè àñðóêäáñ  çàìàáàð  ëíûðàíáàñ,  ëàøèì  V = const  

ãà  ëàøàñàãàëä     W = 0.     âåäõìäáà :   W = Wn  . 

  çó üäðòèêè àñðóêäáñ  üðôèå  ëíûðàíáàñ, ëàøèì   = ,  ä.è. 

Wn=


2v
= 0  ãà  âåäõìäáà :    W = W  .   

  üäðòèêèñ  ñðóêè  àùõàðäáèñ  âäâëèêñ  ëþäáæä, àìó  
üäðòèêèñ  ñéàêàðóêè    ñèùõàðèñ     üàðëíäáóêñ     ãðíçè     
äüíãäáà    üäðòèêèñ   ñ é à ê à ð ó ê è   à ù õ à ð ä á à. 

          W  =  
dt

dv
=  

2

2

dt

sd
 .                                  

(6.8) 
            2       üäðòèêèñ  çàìàáðàãúåêàãè  ëíûðàíáà. 

  åçõåàç  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ ãðíñ  ëèñè  ñéàêàðóêè  

àùõàðäáà    ëóãëèåèà W = const. àñäç  ëíûðàíáàñ  äüíãäáà  ç à ì à á 
ð à ã ú å ê à ã è .  àë  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáè  ëèèöäáà  (6.8)  
òíêíáèãàì orjer integrebiT   ãà  àñäçè  ñàþä àõåñ: 

         V = V0  + W  t  ;                (6.9) 
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          s =  so   +  Vo t  + 0,5  W  t
2  . 

  àõ  Vo   àðèñ üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  ñèùõàðä  (to= 0  
ëíëäìòèñàçåèñ) .   s o  - üäðòèêèñ  ñàü÷èñè  âàãààãâèêäáàà. 

        çó   W  0  - ëíûðàíáà  àùõàðäáóêèà,  çó  W  0  -  ëíûðàíáà  
øäìäêäáóêèà.  

  ÀËÍÚÀÌÀ 6. þäêíåìóðè  çàìàëâæàåðè                       
 âàðøäëíóåêèñ  ãäãàëèüàñ  üðèóê  íðáèòàæä  
h = 500  éë  ñèëàöêäæä.  âàìñàæöåðäç  çàìàëâæàåðèñ  
 âàðøäëíåêèñ  ãðí  ãà  ñèùõàðèñ  ñèãèãä,  çó                     
 úìíáèêèà,   ðíë ëèñè  úäìòðèñéäìóêè  àùõàðäáà  
 òíêè  óìãà  è÷íñ  ñþäóêèñ  çàåèñóôàêè åàðãìèñ 

    àùõàðäáèñà.   ëíúäëóê  ñèëàöêäæä   g = 8,5  ë  üë2,  
 ãäãàëèüèñ  ðàãèóñè    r  = 6370 éë. 
  ÀËÍÞÑÌÀ .  çàìàëâæàåðèñ  üðèóêè  íðáèòèñ  ðàãèóñè  

R = r + h = 6870 éë.  îèðíáèñ  çàìàþëàã Wn = g= 8,5 ë üë2 = 0,0085 

éë  üë2.  çàìàëâæàåðè  ëíûðàíáñ  çàìàáðàã  s = vt .  ëþäáè  àùõàðäáà    

W = 0.  ìíðëàêóðè  àùõàðäáà Wn = v2   R.  àõäãàì  v =R Wn  = 

7, 64  éë üë.      çàìàëâæàåðèñ      üðèóêè   âàðøäëíåêèñ    ëàìûèêè   

s= 2R .   âåäõìäáà     t = s   v = 2  R   v = 5647 üë  = 1,57 ñç. 
 
 

 

                         ë ÷ à ð è   ñ þ ä ó ê è ñ   é è ì ä ë à ò 
è é à  
 
                  § 2.7.   Ë×ÀÐÈ  ÑÞÄÓÊÈÑ  ÌÄÁÈÑËÈÄÐÈ  
ËÍÛÐÀÍÁÀ  
 

 áóìäáàøè  ãà  òäõìèéàøè  ëðàåêàã  âåþåãäáà èñäçè íáèäõòäáè, 
ðíëêäáèú  çäíðèóê  ëäõàìèéàøè  ëíãäêèðãäáà,  ðíâíðú  ìèåçèäðè  
üäðòèêè  àì  ë÷àðè  ñþäóêè. ùåäì  óéåä  øäåäþäç ìèåçèäðè  
üäðòèêèñ  ëíûðàíáàñ.  øäëãâíë,  äðç - äðç  ëìèøåìäêíåàì  ñàéèçþñ  
üàðëíàãâäìñ  ë÷àðè  ñþäóêèñ  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêà. 
 ñèåðúäøè  ñþäóêèñ  (ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ)  ÷íåäêâåàðè 
ëíûðàíáèñ øäñüàåêèñàñ  ãèãè  ëìèøåìäêíáà  àõåñ  ãàåàãâèìíç èñ 
ãàëíóéèãäáäêè  îàðàëäòðäáè, ðíëäêçà ñàøóàêäáèçàú ñðóêàã 
àöèüäðäáà  äñ  ëíûðàíáà. 
  ë÷àðè ñþäóêèñ ëíûðàíáèñ øäñüàåêèñàñ çåèç  ñþäóêçàì  

óûðàåàã  àéàåøèðäáäì  àçåêèñ  ðàèëä  ñèñòäëàñ  (åçõåàç  
éííðãèìàòçà  ëàðçéóçþà  ñèñòäëàñ da mas uwodeben moZrav 
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sistemas), ðíëêèñ  ëíûðàíáà ñðóêàã àöüäðñ çåèç ñþäóêèñ  
ëíûðàíáàñ.  àëèòíë,  ë÷àðè ñþäóêèñ ëíûðàíáèñ  þàñèàçèñ  
øäñüàåêà  àðñäáèçàã  øäñàáàëèñè  àçåêèñ  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  
øäñüàåêèñ  òíêôàñèà. 

  ëíúäëóêèà ñþäóêèñ ëíûðàíáà, äñ ìèøìàåñ åèúèç îèðíáäáè, 
ðíëêäáèú ñàøóàêäáàñ  âåàûêäåñ ãðíèñ ìäáèñëèäð  ëíëäìòøè  
âàìåñàæöåðíç  ñþäóêèñ ÷íåäêè  üäðòèêèñ ëãäáàðäíáà àçåêèñ  
àðùäóêè  ñèñòäëèñ  ëèëàðç.  àëèñàçåèñ ñàéëàðèñèà ðàèëä 
âäíëäòðèóêè  îàðàëäòðäáèç (éííðãèìàòäáèç)  âàìèñàæöåðíñ  
ëçêèàìè ñþäóêèñ  ëãäáàðäíáà  èñä, ðíë øäèûêäáíãäñ  ñþäóêèñ 
÷åäêà üäðòèêèñ ëãäáàðäíáèñ  âàìñàæöåðà. 
 ãàëíóéèãäáäêè  îàðàëäòðäáèñ  ðèúþåñ,  ðíëêäáèú àçåêèñ  
àðùäóêè  ñèñòäëèñ  ëèëàðç  âàìñàæöåðàåäì  üäðòèêèñ  àì  
ñþäóêèñ      ëãäáàðäíáàñ,  äüíãäáà   üäðòèêèñ   àì  ñþäóêèñ   ç 
à å è ñ ó ô ê ä á è ñ     þ à ð è ñ þ è  ñ    ð è ú þ å è. 
 ë÷àðè  ñþäóêèñ  éèìäëàòèéàøè  ûèðèçàãàã èñëèñ  íðè àëíúàìà: 
 à)   ãàåàãâèìíç  ëçêèàìè  ñþäóêèñ  ëíûðàíáèñ  éàìíìè  ãà  
âàìåñàæöåðíç  ëèñè  ëíûðàíáèñ  éèìäëàòèéóðè  ëàþàñèàçäáêäáè; 

 á)  âàìåñàæöåðíç  ñþäóêèñ  úàêéäóêè  üäðòèêäáèñ  
ëíûðàíáèñ  éèìäëàòèéóðè  ëàþàñèàçäáêäáè. 

 ñþäóêèñ ëíûðàíáèñ øäñüàåêèñàñ àð àðèñ  ñàýèðí  
éííðãèìàòçà  óñàñðóêí  ðàíãäìíáèñ  âàìþèêåà (ëàâàêèçàã, 
÷íåäêè üäðòèêèñàçåèñ  ñàëè  éííðãèìàòè). çó ëþäãåäêíáàøè 
ëèåèöäáç ë÷àðè ñþäóêèñ ìäáèñëèäð íð üäðòèêñ øíðèñ ëàìûèêèñ  
ëóãëèåíáèñ  îèðíáàñ,  ëàøèì ãàëíóéèãäáäêè  îàðàëäòðäáèñ  
ðàíãäìíáà  àðñäáèçàã  ëúèðãäáà. 
 ãàåàãâèìíç  ñèåðúäøè  çàåèñóôàêè  ë÷àðè  ñþäóêèñ  
ëãäáàðäíáèñ  âàìëñàæöåðäêè  
ãàëíóéèãäáäêè  îàðàëäòðäáè  
ãà ëàçè  ðàíãäìíáà  
(çàåèñóôêäáèñ þàðèñþèñ  
ðèúþåè). 
 åçõåàç ëíúäëóêèà  àçåêèñ  

óûðàåè  éííðãèìàòçà  01   
ñèñòäëà,  ðíëêèñ  ëèëàðçàú  
óìãà  âàìåñàæöåðíç  ëíúäëóêè  
ñþäóêèñ  ëãäáàðäíáà.  
ãàóøåàç,  ñþäóêçàì óûðàåàã àðèñ ãàéàåøèðäáóêè  éííðãèìàòçà 
0xyz ñèñòäëà – mas vuwodoT moZravi sistema.  âàìñàþèêåäêè  

ñþäóêèñ  ëãäáàðäíáà  àçåêèñ  01   ñèñòäëèñ  ëèëàðç  ñàåñäáèç 
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ãàþàñèàçãäáà  éííðãèìàòçà 0xyz     ñèñòäëèñ  ëãäáàðäíáèç  01  
ñèñòäëèñ  ëèëàðç.  éííðãèìàòçà  0xyz    ñèñòäëèñ ëãäáàðäíáà  éè  
ñàåñäáèç  âàìèñàæöåðäáà  0  ñàçàåèñ  ëãäáàðäíáèç  ãà  ëèñè  x, y, z  
öäðûäáèñ  ëèäð  óûðàåè  ñèñòäëèñ  öäðûäáçàì  øäãâäìèêè  
éóçþääáèç. 

 åçõåàç,  0  ñàçàåèñ  éííðãèìàòäáè   óûðàåè  01   ñèñòäëèñ  

ëèëàðç  àðèàì  o, o , o . 
 åàùåäìíç,  ðíë  ñþäóêèñ, àìó  éííðãèìàòçà  0xyz    ñèñòäëèñ  

öäðûäáèñ  ëãäáàðäíáà  óûðàåè 01    ñèñòäëèñ  öäðûäáèñ  ëèëàðç  
ñàåñäáèç  þàñèàçãäáà  0  üäðòèêèñ  âàðøäëí  ñàëè  ëíáðóìäáèñ  
ñàøóàêäáèç, àìó  ñàëè  éóçþèç, ä.ü.  äèêäðèñ éóçþääáèç. 
  âàåàåêíç  ñþäóêèñ  0  üäðòèêøè óûðàåè  ñàéííðãèìàòí  

01     ñèñòäëèñ öäðûäáèñ  îàðàêäêóðè  x1, y1 , z1  öäðûäáè  ãà  
åàùåäìíç , ðíë  ñþäóêèñ  ñàëè  ëíáðóìäáèñ  øäãäâàã  øäâåèûêèà  
èñèìè  øäóçàåñíç éííðãèìàòçà 0xyz   ñèñòäëèñ  öäðûäáñ, ä.è. 
âàåäúìíç èë ñàë éóçþäñ  (äèêäðèñ  éóçþääáñ), àìó  ñàë 
ëíáðóìäáàñ,  ðíëêäáèú ñàéëàðèñèà  0  üäðòèêèñ  âàðøäëí 
ëáðóìàåè ñþäóêèñ  äðçè  ëãäáàðäíáèãàì ëäíðä ëãäáàðäíáàøè 
âàãàñåêèñ  ãàñàþàñèàçäáêàã. 
  âàåàåêíç  0x1y1    ãà  0xy    ñèáðò÷ääáèñ  çàìàéåäçèñ üðôä - 
0x',  ëàñ  äüíãäáà éåàìûçà  þàæè.  0x' –èñ  ëèäð  0x1 ãà  0x  

öäðûäáçàì øäãâäìèêè éóçþääáè øäñàáàëèñàã  è÷íñ     ãà .   0z1  

ãà  0z  öäðûäáñ  øíðèñ  éóçþä  è÷íñ   .   

         0z1,  0x',  0z  öäðûäáñ  ãà   ,  ,   éóçþääáñ  øäñàáàëèñàã  
äüíãäáàç   îðäúäñèèñ ,  ìóòàúèèñ  ãà  ñàéóçàðè  áðóìåèñ  öäðûäáè  
ãà  éóçþääáè. 
  0x1y1z1   ñèñòäëèñ  îèðåäêè  ëíáðóìäáà âàìåàþíðúèäêíç  0z1  

öäðûèñ  âàðøäëí  îðäúäñèèñ   éóçþèç  èñä,  ðíë  0x1  öäðûè  
øäóçàåñãäñ  0x'  öäðûñ.  ëèåèöäáç  éííðãèìàòçà  0x'y'z1     
ñèñòäëàñ.  ëäíðä  ëíáðóìäáà  ëíåàþãèìíç  0x'  öäðûèñ  âàðøäëí  

ìóòàúèèñ    éóçþèç;  àëèç  éííðãèìàòçà  0x'y'z1   ñèñòäëà  
âàãàåà   àþàê  0x'y"z     ñèñòäëàøè. ëäñàëä  ëíáðóìäáà  ëíåàþãèìíç 

0z  öäðûèñ  âàðøäëí  ñàéóçàðè  áðóìåèñ    éóçþèç.  àëèç  
éííðãèìàòçà 0x1y1z1    ñèñòäëèñ  öäðûäáè  øäóçàåñãäáèàì  0xyz   
ñèñòäëèñ  öäðûäáñ.  
 àëâåàðàã,   çàåèñóôàêè  ë÷àðè  ñþäóêèñ  ëãäáàðäíáà ñèåðúäøè  
ñàåñäáèç  âàìñàæöåðóêèà, çó ëíúäëóêèà  ñþäóêçàì  óûðàåàã 
ãàéàåøèðäáóêè  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  0  ñàçàåèñ   o, o, o   
éííðãèìàòäáè  ãà  äèêäðèñ   , ,  éóçþääáè. 
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 ëàøàñàãàëä, ñèåðúäøè  çàåèñóôàê  ë÷àð  ñþäóêñ  âààùìèà  
çàåèñóôêäáèñ  äõåñè (6)  þàðèñþè.  äñ  äõåñè  îàðàëäòðè  
üàðëíàãâäìñ  ãðíèñ úàêñàþà  ãà  óü÷åäò  ôóìõúèàñ 

                       o=  f1 ( t ) ,    o= f2 ( t ) ,      o = f3 ( t ) ,
      (7.1) 

                =  f4 ( t ) ,      = f5 ( t ) ,        = f6 ( t ) . 
 äñ òíêíáäáè  üàðëíàãâäìäì   çàåèñóôàêè  ë÷àðè  ñþäóêèñ  
ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáñ. 
 çó  ñþäóêèñ  ëíûðàíáà  ñèåðúäøè øäæöóãóêèà  ðàèëä  
îèðíáäáèç,  ëàøèì  øäñàáàëèñàã  ëúèðãäáà  ñþäóêèñ çàåèñóôêäáèñ  
þàðèñþèñ ðèúþåèú  ãà  ëàñçàì  äðçàã  àë  ëíûðàíáèñ 
ãàñàþàñèàçäáêàã  ñàýèðí  âàìòíêäáäáèñ  ðàíãäìíáàú. 
 àìñþåàåäáäì     ë÷àðè     ñþäóêèñ     ëíûðàíáèñ   þóç  ñàþäñ: 
  1)  âàãàòàìèçè  ëíûðàíáà;     2)   óûðàåè  öäðûèñ   âàðøäëí     
áðóìåà;        3)  áðò÷äêè  ëíûðàíáà;    4)  ñôäðóêè  ëíûðàíáà  
(àìó  ñþäóêèñ áðóìåà  óûðàåè    üäðòèêèñ   âàðøäëí);  5)  
çàåèñóôàêè  ëíûðàíáà. 
 îèðåäêè  íðè  ëíûðàíáà  (âàãàòàìèçè  ëíûðàíáà  ãà áðóìåà  
óûðàåè öäðûèñ âàðøäëí)  üàðëíàãâäìäì  ë÷àðè  ñþäóêèñ ûèðèçàã  
ëíûðàíáäáñ. ãàìàðùäìè  ëíûðàíáäáè  ãàè÷åàìäáèàì  äðç - äðç  
ûèðèçàã  ëíûðàíáàæä  àì  ëàç  äðçíáêèíáàæä. 
 
 

          § 2.8. Ë×ÀÐÈ ÑÞÄÓÊÈÑ ÉÈÌÄËÀÒÈÉÈÑ ÛÈÐÈÇÀÃÈ  
ÇÄÍÐÄËÀ 

 
 ãàåàëòéèúíç ëìèøåìäêíåàìè  çäíðäëà,  ðíëäêèú  
ñàëàðçêèàìèà  ë÷àðè  ñþäóêèñ  ìäáèñëèäðè  ëíûðàíáèñàçåèñ. 
 ÇÄÍÐÄËÀ.  ë÷àðè  ñþäóêèñ  ëíûðàíáèñàñ  ìäáèñëèäðè  íðè  
üäðòèêèñ  ñèùõàðääáèñ  âäâëèêäáè  àë  üäðòèêäáèñ  øäëàäðçäáäê  
üðôäæä  äðçëàìäçèñ  òíêèà.  
 ÃÀËÒÉÈÚÄÁÀ .  åçõåàç,  
ë÷àðè  ñþäóêè  ëíûðàíáñ 
ñèåðúäøè  óûðàåè  0xyz    
éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  ëèëàðç. 
ñþäóêèñ  ìäáèñëèäðè  íðè  A  ãà  
B  üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáà  

âàìèñàæöåðäáà  r A  ãà  r B  ðàãèóñ - åäõòíðèç  (ìàþ. 8.1). BA


  
åäõòíðè  àðèñ  ëóãëèåñèâðûèàìè  åäõòíðè.  ñþäóêèñ  ëíûðàíáèñàñ  
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ãðíèñ  ÷íåäê  ëíëäìòøè ñàëàðçêèàìèà  ãàëíéèãäáóêäáà   r B  =  

r A  + BA


 . 
 âàåàüàðëííç  äñ  òíêíáà  ãðíçè. ëèåèöäáç 

                             
dt

rd B



 = 
dt

rd A



 +
dt

BdA


  , 

 àìó 

          v


B = v


A  +  
dt

BdA


. 

 ãàåàâäâëèêíç äñ òíêíáà  AB   üðôäæä : 

                  âäâëAB v


B  =  âäâëAB v


B  +  âäâëAB(
dt

BdA


) .                

(8.1) 

 ðíâíðú  åèúèç (èþ. §2.4),  ëóãëèåñèâðûèàìè  åäõòíðèñ  
üàðëíäáóêè    àë   åäõòíðèñ  ëàðçíáóêèà.    àëèòíë     

                             
dt

BdA


 BA


 . 

 äñ    éè    âåèùåäìäáñ,   ðíë        âäâëAB(
dt

BdA


) = 0.  

 àëèñ  âàçåàêèñüèìäáèç  (8.1)  òíêíáèãàì  âåäõìäáà 

   âäâëAB v


B   =  âäâëAB v


A   .          (8.2) 
 çäíðäëà  ãàëòéèúäáóêèà. 
 

 

       §   2. 9.   Ë×ÀÐÈ  ÑÞÄÓÊÈÑ ÂÀÃÀÒÀÌÈÇÈ  
ËÍÛÐÀÍÁÀ 
 
 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ .     ë÷àðè   ñþäóêèñ     ëíûðàíáàñ      
äüíãäáà        â à ã à ò à ì è ç è , çó àë ëíûðàíáèñàñ  ñþäóêøè 
àöäáóêè ìäáèñëèäðè  íðè  üäðòèêèñ  øäëàäðçäáäêè  ëíìàéåäçè 
÷íåäêçåèñ  ðùäáà  çàåèñè  îèðåàìãäêè  ëãäáàðäíáèñ  îàðàêäêóðè. 
  âàìñàæöåðèãàì  âàëíëãèìàðä,  ë÷àðè ñþäóêèñ âàãàòàìèçè  
ëíûðàíáèñ ãðíñ  àãâèêè àðà àõåñ  áðóìåèç  ëíûðàíáàñ.  äñ 
ìèøìàåñ, ðíë ñþäóêèñ  ìäáèñëèäðè  ëíûðàíáà  øäæöóãóêèà;  àëèòíë  
ëíûðàíáèñ  (7.1)  âàìòíêäáäáèãàì  âåðùäáà  ëþíêíã ñàëè, 
ëíáðóìäáèñ  âàìëñàæöåðäêè  äèêäðèñ  éóçþääáèñ  âàðäøä.  ä.è.  
ñþäóêèñ  âàãàòàìèç  ëíûðàíáàñ  âààùìèà  ñàëè  çàåèñóôêäáèñ  
þàðèñþè.  
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 ë÷àðè  ñþäóêèñ âàãàòàìèç ëíûðàíáèñ ûèðèçàã çåèñäáäáñ  
àþàñèàçäáñ  øäëãäâè 
 ÇÄÍÐÄËÀ:  ë÷àðè ñþäóêèñ âàãàòàìèçè  ëíûðàíáèñ  ãðíñ  àë  
ñþäóêèñ ÷åäêà üäðòèêè àöüäðñ äðçè ãà èâèåä  òðàäõòíðèàñ;  
àëàñçàìàåä,  ãðíèñ  ÷íåäê àöäáóê  ëíëäìòøè  ñþäóêèñ  ÷åäêà  
üäðòèêñ  àõåñ  äðçìàèðè  ñèùõàðä  ãà  äðçìàèðè  àùõàðäáà. 
 ÃÀËÒÉÈÚÄÁÀ .  åçõåàç ë÷àðè ñþäóêè àñðóêäáñ  âàãàòàìèç 
ëíûðàíáàñ  0xyz     óûðàåè  ñèñòäëèñ  ëèëàðç. àåèöíç ñþäóêøè  
ìäáèñëèäðè  íðè  A ãà B  üäðòèêè, ðíëêäáèú þàñèàçãäáèàì  

øäñàáàëèñàã  r A  ãà  r B   
ðàãèóñ - åäõòíðäáèç. ãðíèñ  
÷íåäêè  ëíëäìòèñàçåèñ  
ñàëàðçêèàìèà  ãàëíéèãäáóêäáà  

    r B  = r A  +  BA


.      
 (9.1) 

 àõ  BA


  åäõòíðè  ëóãëèåèà  
ðíâíðú  ñèãèãèç - ñþäóêè  
ë÷àðèà,  àñäåä ëèëàðçóêäáèçàú - 
ëíûðàíáà  âàãàòàìèçèà.   (9.1)  
òíêíáèãàì  ùàìñ, ðíë  ãðíèñ  ÷íåäê  ëíëäìòøè  B  üäðòèêèñ 

ëãäáàðäíáà  ëèèöäáà  A  üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáèãàì  ëóãëèåè  BA


  
åäõòíðèç  âàãààãâèêäáèñàñ.  äñ  ìèøìàåñ,  ðíë  B  üäðòèêèñ 
òðàäõòíðèà  èâèåäà, ðàú  A  üäðòèêèñ  òðàäõòíðèà,  íöíìãàú 

âàãààãâèêäáóêè  BA


 åäõòíðèç.  çó  àë  âàãààãâèêäáàñ  
âàìåàþíðúèäêäáç, ëàøèì  íðèåä  òðàäõòíðèà  ãàäëçþåäåà  
äðçëàìäçñ. 
 âàåàüàðëííç  (9.1)  òíêíáà  ãðíçè, ëèåèöäáç: 

                 
dt

rd B


 = 

dt

rd A


 + 

dt

BdA


   .        (9.2) 

 ðíâíðú àöåìèøìäç, BA


  åäõòíðè ëóãëèåèà  ñèãèãèç  ãà  

ëèëàðçóêäáèç,   àëèòíë              
dt

BdA


= 0 ; 

   ä.è.  ãðíèñ  ìäáèñëèäð  ëíëäìòøè  (9.2) òíêíáèãàì  âåäõìäáà 

   v


B  =  v


A  .      
 çó  àë òíêíáàñ âàåàüàðëíäáç ãðíçè,  ëèåèöäáç 

   w


B = w


A  . 
 çäíðäëà  ãàëòéèúäáóêèà. 
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 çäíðäëèãàì  âàëíëãèìàðä øäâåèûêèà  ãàåàñéåìàç,  ðíë  ë÷àðè  
ñþäóêèñ  âàãàòàìèçè ëíûðàíáèñ ãàñàþàñèàçäáêàã  àð  àðèñ  
ñàýèðí  ñþäóêèñ  ÷åäêà  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêà, àðàëäã 
ñàéëàðèñèà  âàìåèþèêíç äðçè ðíëäêèëä  üäðòèêèñ  ëíûðàíáà. 
 åçõåàç úìíáèêèà ñþäóêèñ  äðçè  ðíëäêèëä  üäðòèêèñ  
éííðãèìàòäáè,  ðíâíðú   ãðíèñ ôóìõúèäáè 
   x = f1 ( t ) ,     y = f2 ( t ) ,     z = f3 ( t ) , 
        ëàøèì äñ âàìòíêäáäáè  üàðëíàãâäìäì  ë÷àðè ñþäóêèñ 
âàãàòàìèçè ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáñ. ä.è.  âàãàòàìèçè  ëíûðàíáèñ  
øäñàñüàåêàã  ñàéëàðèñèà  åèñàðâäáêíç  üäðòèêèñ  éèìäëàòèéèç. 
 ØÄÌÈØÅÌÀ.  çó  ë÷àðè  ñþäóêèñ ëíûðàíáèñ ãðíñ  ëèñè  
üäðòèêäáèñ  åäõòíðóêè  ñèùõàðääáè  äðçëàìäçñ âàóòíêãà  
ãðíèñ  ëþíêíã  äðç  ðíëäêèëä  ëíëäìòøè  ãà  àðà  ëçäêè  
ëíûðàíáèñ  âàìëàåêíáàøè,  ëàøèì  èò÷åèàì,  ðíë  àë  ëíëäìòèñàçåèñ  
âåàõåñ   ë÷àðè  ñþäóêèñ  ë÷èñè  âàãàòàìèçè  ëíûðàíáà. 
 ë÷èñè âàãàòàìèçè ëíûðàíáèñ ãðíñ  ñþäóêèñ  üäðòèêäáèñ  
àùõàðäáäáè  ñàæíâàãíã òíêÌè  àð àðèàì. 

 

        §    2. 10.  ÑÞÄÓÊÈÑ  ÁÐÓÌÅÀ  ÓÛÐÀÅÈ  ÖÄÐÛÈÑ  
ÂÀÐØÄËÍ 

             ( áðóìåèñ  âàìòíêäáà. éóçþóðè ñèùõàðä. éóçþóðè 
àùõàðäáà ) 
 
            ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ .  ë÷àðè  ñþäóêèñ  áðóìåà  óûðàåè  
öäðûèñ  âàðøäëí  äüíãäáà  ëèñ  èñäç  ëíûðàíáàñ,  ðíãäñàú  
ñþäóêèñ  íðè  üäðòèêè  ðùäáà  óûðàåè  ëíûðàíáèñ  ëçäêè  ãðíèñ  
âàìëàåêíáàøè. 
 úþàãèà, àëàñçàìàåä  óûðàåè ðùäáà  ñþäóêèñ ÷åäêà èñ üäðòèêè, 
ðíëêäáèú ëãäáàðäíáäì  ëèñ  óûðàå  íð  üäðòèêæä  âàëàåàê  
üðôäæä. àë  üðôäñ  äüíãäáà  ñþäóêèñ á ð ó ì å è ñ     ö ä ð û è .  
ñþäóêèñ  ÷åäêà  èñ  üäðòèêè, ðíëêäáèú  àð ëãäáàðäíáäì áðóìåèñ  
öäðûæä,  èëíûðàåäáäì  üðäüèðäáæä, ðíëäêçà ñèáðò÷ä  ëàðçíáèà  
áðóìåèñ  öäðûèñ,  þíêí àë  üðäüèðäáèñ  úäìòðäáè ëãäáàðäíáäì  
áðóìåèñ  öäðûæä. 
 åçõåàç  ñþäóêè  ùàëàâðäáóêèà  óûðàå  A  ãà B  üäðòèêäáøè. 
ñþäóêèñ áðóìåèñ  öäðûè èõìäáà  A  ãà  B  üäðòèêäáæä âàëàåàêè  
öäðûè.  àåèðùèíç àë öäðûèñ ãàãäáèçè ëèëàðçóêäáà 
 ãà ëèñ âàðøäëí áðóìåèñ ãàãäáèç ëèëàðçóêäáàã  
 àåèðùèíç ñààçèñ  èñðèñ  áðóìåèñ  ëèëàðçóêäáà. z 
 áðóìåèñ  öäðûè  àöåìèøìíç  0z -èç.                             B 
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 áðóìåèñ  öäðûæä  âàåàåêíç  óûðàåè  So  
 ìàþäåàðñèáðò÷ä;  èëàåä  öäðûæä  âàåàåêíç ëäíðä 
 ìàþäåàðñèáðò÷ä  S,  ðíëäêèú ñþäóêçàì óûðàåàã  
àðèñ ãàéàåøèðäáóêè  ãà  ñþäóêçàì äðçàã áðóìàåñ  
 0z öäðûèñ  âàðøäëí. ãàóøåàç ëíûðàíáèñ ñàü÷èñ        A 
 ëíëäìòøè S  ìàþäåàðñèáðò÷ä  äëçþåäåà  So  0 
 ìàþäåàðñèáðò÷äñ. 
 ãðíèñ ìäáèñëèäðè  t  ëíëäìòèñàçåèñ  ëáðóìàåè  
 ñþäóêèñ ãà ëàøàñàãàëä  ëàñçàì óûðàåàã   ãàéàåøèðäáóêè  S  
ìàþäåàðñèáðò÷èñ  ëãäáàðäíáà  óûðàåè  So  ìàþäåàðñèáðò÷èñ  ëèëàðç  
ñàåñäáèç  øäèûêäáà  âàìèñàæöåðíñ  íðüàþìàâà  éóçþèç àë  
ìàþäåàðñèáðò÷ääáñ  øíðèñ. ãàóøåàç àë íðüàþìàâà éóçþèñ 

øäñàáàëèñè  þàæíåàìè  éóçþäà  .  ñþäóêèñ  áðóìåèñ  ãðíñ    

éóçþä  èúåêäáà  ãðíèñ  ëèþäãåèç, ä.è.   àðèñ  t  ãðíèñ  ôóìõúèà   

                   = f ( t ) .                       
(10.1) 
 àë âàìòíêäáàñ  äüíãäáà  óûðàåè  öäðûèñ  âàðøäëí  ë÷àðè  
ñþäóêèñ áðóìåèñ  âàìòíêäáà   àìó ñþäóêèñ  áðóìåèçè  ëíûðàíáèñ  
éàìíìè. èâóêèñþëäáà, ðíë  f (t)  àðèñ ãðíèñ ìäáèñëèäðè  óü÷åäòè  

ãà  ëäíðä  ðèâàëãä  óü÷åäòàã üàðëíäáàãè ôóìõúèà.    èæíëäáà  
ðàãèàìäáøè, áðóìåàçà ðèúþåèç ãà à.ø. 
 óûðàåè öäðûèñ âàðøäëí ëáðóìàå  ë÷àð 
ñþäóêñ  âààùìèà  äðçè çàåèñóôêäáèñ  

þàðèñþè  (  îàðàëäòðè) . 
 ñþäóêèñ áðóìåèçè  ëíûðàíáèñ  
ûèðèçàãè  éèìäëàòèéóðè  ëàþàñèàçäáêäáè 

àðèàì  áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðä  ( )  

ãà  éóçþóðè  àùõàðäáà () . 
 áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðä  
àþàñèàçäáñ  ñþäóêèñ  áðóìåèñ  ñèñüðàôäñ 
 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ .  ñþäóêèñ áðóìåèñ  ñéàêàðóêè  é ó ç þ ó ð 
è         ñ è ù õ à ð ä   ãðíèñ  àöäáóê  ëíëäìòøè  äüíãäáà  
ëíáðóìäáèñ  éóçþèñ  îèðåäê  üàðëíäáóêñ  ãðíçè. 

 èâè  àñä  àöèìèøìäáà  = 
dt

d
 .                        (10.2)

  

 éóçþóðè ñèùõàðèñ  âàìæíëèêäáàà: [] =[ðàãèàìè  üàëè] = üë-1. 

         çó  ñþäóêèñ  éóçþóðè  ñèùõàðä  ëóãëèåèà    = const  ,   
ëàøèì  áðóìåàñ  äüíãäáà   ç à ì à á à ð è.   (10.2)  âàëíñàþóêäáèãàì  
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èìòäâðäáèñ øäãäâàã  ëèèöäáà  çàìàáàðè    áðóìåèñ   âàìòíêäáà:     
                                 
                                                        =  t .             
(10.3) 

 àõ  áðóìåèñ ñàü÷èñè  îèðíáäáèà:   ðíúà  to = 0,  ëàøèì  o = 0 . 
 çàìàáàðè áðóìåèñ éóçþóðè ñèùõàðä - äñ àðèñ áðóìåàçà 
ñèþøèðä, ðíëäêèú âàëíèñàþäáà äðç üóçøè   (t = 1 üç = 60 üë)   

áðóìåàçà  n  ðèúþåèç.  àë ãðíñ  ñþäóêè  øäëíáðóìãäáà   = 2n  
éóçþèç.   

 (10.3) - ãàì  ëèåèöäáç:       = 
t


=

60

2 n
= 

30

n
  üë-1 .         (10.4) 

 ñþäóêèñ  áðóìåèñ éóçþóðè  ñèùõàðèñ  úåêèêäáà  ãðíøè 
þàñèàçãäáà éóçþóðè  àùõàðäáèç. 
 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ . ñþäóêèñ  áðóìåèñ  ñéàêàðóêè  é ó ç þ ó ð 
è         à ù õ à ð ä á à   äüíãäáà  ñéàêàðóêè éóçþóðè ñèùõàðèñ 
îèðåäê üàðëíäáóêñ ãðíçè,  àìó ëíáðóìäáèñ  éóçþèñ  ëäíðä  

üàðëíäáóêñ  ãðíçè.            =  
dt

d
 =  

2

2

dt

d 

                          (10.5) 
 éóçþóðè àùõàðäáèñ âàìæíëèêäáàà :  [  ] =  üë-2 .  

 çó áðóìåèñ éóçþóðè àùõàðäáà  ëóãëèåèà   ( = const),  ëàøèì  
áðóìåàñ  äüíãäáà   ç à ì à á ð à ã ú å ê à ã è .  
  (10.5) -ãàì  èìòäâðäáèñ øäãäâàã  ëèèöäáà  çàìàáðàãúåêàãè 
áðóìåèñ  âàìòíêäáà: 
                         = o+  t ,                             
(10.6) 

           = o t + 0,5  t2 . 

 àõ áðóìåèñ ñàü÷èñè îèðíáäáèà:  ðíúà  t = to = 0 , ëàøèì  o = 

0.   o  àðèñ  áðóìåèñ  ñàü÷èñè éóçþóðè ñèùõàðä. çó    0,  ëàøèì 

áðóìåà  çàìàáðàãàùõàðäáóêèà, ðíúà 0 - áðóìåà  
çàìàáðàãøäìäêäáóêèà. 
 æäëí  ìàçõåàëèãàì  âàëíëãèìàðäíáñ, ðíë ë÷àðèñþäóêèñ  áðóìåà 
óûðàåè öäðûèñ âàðøäëí  þàñèàçãäáà  áðóìåèñ  öäðûèñ  
ëãäáàðäíáèç,  áðóìåèñ  ëèëàðçóêäáèç ãà áðóìåèñ  éóçþóðè 
ñèùõàðèñ ãà éóçþóðè àùõàðäáèñ  ñèãèãèç.  ÷íåäêèåä   àëèñ    
ãàñàþàñèàçäáêàã  øäëíàõåç      å ä õ ò í ð ó ê è   éóçþóðè  
ñèùõàðèñ  ãà  éóçþóðè àùõàðäáèñ  úìäáà. 
 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ.    áðóìåèñ      å ä õ ò í ð ó ê è      é ó ç þ 
ó ð è      ñ è ù õ à ð ä    äüíãäáà  èñäç       åäõòíðñ,  ðíëäêèú  
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ñèãèãèç  ñéàêàðóêè éóçþóðè ñèùõàðèñ òíêèà  ( =),  
ëãäáàðäíáñ  áðóìåèñ  öäðûæä ãà ëèëàðçóêèà èñä, ðíë  ëèñ âàðøäëí 
áðóìåà þãäáà  ãàãäáèçè ëèëàðçóêäáèç. 
  ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ.  áðóìåèñ     å ä õ ò í ð ó ê è       é ó ç þ ó 
ð è            à ù õ à ð ä á à   äüíãäáà  èñäç       åäõòíðñ,  
ðíëäêèú  ñèãèãèç  ñéàêàðóêè  éóçþóðè  àùõàðäáèñ  ñèãèãèñ  
òíêèà    =     ãà  ëãäáàðäíáñ  áðóìåèñ  öäðûæä.  àëàñçàìàåä,   
- èñ  ëèëàðçóêäáà  äëçþåäåà      - ñ ëèëàðçóêäáàñ, çó áðóìåà  
àùõàðäáóêèà  (     0)  ãà  ëèëàðçóêèà    -ñ  ñàüèìààöëãäâíã, 

çó áðóìåà  øäìäêäáóêèà ( 0). 
     ãà     åäõòíðäáè  àðèàì ñðèàêà  åäõòíðäáè,  ðíëäêçà  
ôóûääáè äëçþåäåà áðóìåèñ  öäðûñ ãà èñèìè øäèûêäáà   movdoT  
áðóìåèñ  öäðûèñ  ìäáèñëèäð  üäðòèêøè. 
 óûðàåè  öäðûèñ  âàðøäëí  ñþäóêèñ áðóìåèñ ãðíñ  
ñàëàðçêèàìèà ëìèøåìäêíåàìè 
 ÇÄÍÐÄËÀ.   óûðàåè öäðûèñ âàðøäëí ñþäóêèñ áðóìåèñàñ   
ãðíèñ  ÷íåäê  àöäáóê  ëíëäìòøè  ñþäóêèñ ÷åäêà  üäðòèêñ  àõåñ  
äðçìàèðè  ñéàêàðóêè  éóçþóðè  ñèùõàðä  ãà  äðçìàèðè  
ñéàêàðóêè  éóçþóðè  àùõàðäáà. 
 ÃÀËÒÉÈÚÄÁÀ .  àåèöíç ñþäóêøè ìäáèñëèäðè  M  üäðòèêè, 
ðíëäêèú àð ëãäáàðäíáñ  S   ìàþäåàð  ñèáðò÷äøè  (èþ. ìàþ. 10.1) .   
âàåàåêíç  áðóìåèñ  0z   öäðûæä  ãà  M  üäðòèêæä  S1  
ìàþäåàðñèáðò÷ä,  ðíëäêèú  èñäåä ðíâíðú  S  ìàþäåàðñèáðò÷ä  
ñþäóêçàì óûðàåàã àðèñ ãàéàåøèðäáóêè.  S  ãà  S1  

ìàþäåàðñèáðò÷ääáñ øíðèñ éóçþä è÷íñ   ,  þíêí  So  ãà  S1   

ìàþäåàðñèáðò÷ääáñ øíðèñ è÷íñ   1.  úþàãèà  ñþäóêèñ áðóìåèñ ãðíñ 

 éóçþä ëóãëèåèà, þíêí  1 èúåêäáà. âåäõìäáà:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

1 = + . 
 âàåàüàðëííç äñ òíêíáà ãðíçè 

   
dt

d 1 =  
dt

d
+

dt

d
           (10.7)                     

 åèìàèãàì    ëóãëèåè  ñèãèãäà, àëèòíë  
dt

d
= 0.   

dt

d
=      

àðèñ  S  ñèáðò÷äøè   ëãäáàðä  üäðòèêäáèñ  áðóìåèñ éóçþóðè 

ñèùõàðä,  þíêí 
dt

d 1 = 1   âàëíñàþàåñ  S1 ñèáðò÷äøè ëãäáàðä  

üäðòèêäáèñ áðóìåèñ éóçþóð ñèùõàðäñ.   (10.7) –ãàì  ëèåèöäáç: 
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                                  1 =     
                                                                                                                                                                    
àë   òíêíáèñ  âàüàðëíäáèç   âåäõìäáà: 

     1  =  . 
 ëèåèöäç, ðíë  S1  ãà  S  ìàþäåàðñèáðò÷ääáøè ëãäáàðä 
üäðòèêäáñ àõåç äðçè ãà èâèåä  áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðä  ãà  
éóùþóðè  àùõàðäáà. äñ   ìàþäåàðñèáðò÷ääáè    âàåêäáóêìè àðèàì   
áðóìåèñ    0z   öäðûæä   ãà ñþäóêèñ ìäáèñëèäðàã àöäáóê 
üäðòèêäáæä. (çäíðäëà  ãàëòéèúäáóêèà). 
 

                                § 2.11. ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ËÍÛÐÀÍÁÀ  ÜÐÄÜÈÐÆÄ  
 

 óûðàåè  öäðûèñ  âàðøäëí  ñþäóêèñ  áðóìåèñàñ  áðóìåèñ  
öäðûèãàì  R  ëàìûèêèç  ãàøíðäáóêè  ñþäóêèñ  M  üäðòèêè  
ëíûðàíáñ  R  ðàãèóñèàì  üðäüèðèñ  ðéàêæä. 
àë üðäüèðèñ  ñèáðò÷ä  ëàðçíáóêèà áðóìåèñ  
öäðûèñà, þíêí  üðäüèðèñ  úäìòðè  
ëãäáàðäíáñ çåèç áðóìåèñ  öäðûæä. 
 åçõåàç  úìíáèêèà  ñþäóêèñ  áðóìåèñ  

éàìíìè:     = f ( t ) . 
 ãàóøåàç  M  üäðòèêñ  áðóìåèñ  ñàü÷èñ 
ëíëäìòøè  äéàåà  Mo  ëãäáàðäíáà, þíêí  
ãðíèñ ðàöàú  øóàêäãøè  Mo üäðòèêè  

ñþäóêçàì äðçàã øäëíáðóìãà    éóçþèç  ãà  
ãàèéàåà  M  ëãäáàðäíáà,  àëàñçàìàåä  ëàì  øäëíüäðà  üðèóêè  
MoM  =  S  ðéàêè. ðíâíðú úìíáèêèà, àãâèêè àõåñ òíêíáàñ     

S = R  .   
 âàåàüàðëííç äñ òíêíáà  ãðíçè 

         
dt

ds
 = R

dt

d
,   àì   V = R   .    

(11.1) 
 ðíâíðú åàùåäìäç, àöäáóêè 
ëíëäìòèñàçåèñ  ñþäóêèñ ÷åäêà üäðòèêñ 

àõåñ äðçìàèðè éóçþóðè  ñèùõàðä -  ,  
àëèòíë  (11.1) -ãàì øäâåèûêèà  ãàåàñéåìàç, 
ðíë  óûðàåè öäðûèñ âàðøäëí áðóìåèñàñ 
ñþäóêèñ üäðòèêäáèñ  ñèùõàðääáè  îðíîíðúèóêìè àðèàì áðóìåèñ 
öäðûèãàì ëàçè ãàøíðäáèñ  R  ëàìûèêèñà. îðíîíðúèóêíáèñ 

éíäôèúèäìòèà  éóçþóðè ñèùõàðä ().  üäðòèêäáèñ ñèùõàðääáè 
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ëèëàðçóêèà  òðàäõòíðèèñ  ëþäáèñ  âàñüåðèå ãà ëàøàñàãàëä 
áðóìåèñ ðàãèóñèñ ëàðçíáóêèà. 0M  ðàãèóñæä ëãäáàðä ñþäóêèñ 
üäðòèêäáèñ  ñèùõàðääáè óðçèäðçîàðàêäêóðìè àðèàì  ãà 
âàìàüèêäáóêè àðèàì üðôèåè éàìíìèç, ðíëäêèú øääñàáàëäáà  (11.1)   
òíêíáàñ. 
 ñþäóêèñ M  üäðòèêèñ àùõàðäáèñ  âàëíñàçåêäêàã 
åèñàðâäáêíç ôíðëóêäáèç: 

         W  =  
dt

dv
,      Wn =  



2v
,       Wb  = 0. 

 ùåäì  øäëçþåäåàøè   = R  ãà (11.1)  òíêíáèñ  çàìàþëàã  
ëèåèöäáç: 

           W = 
dt

dv
= R

dt

d
 = R ,     àìó     W = R  ;       

(11.2) 

           Wn = 


2v
=  

R

R 22
 =  R2    ,      Wn = R 2 .  

       üäðòèêèñ  ñðóêè  àùõàðäáà  âàëíèñàþäáà  òíêíáèç:                                 

                 W=   w

 =

22

nww   =  R  
42    .     

(11.3)  
 
 

     §   2. 12 .  ÓÛÐÀÅÈ  ÖÄÐÛÈÑ  ÂÀÐØÄËÍ  ËÁÐÓÌÀÅÈ  
ÑÞÄÓÊÈÑ 
                ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ÅÄÕÒÍÐÓÊÈ  ÑÈÙÕÀÐÄ   ÃÀ  
ÀÙÕÀÐÄÁÀ 

 
  âàìåèþèêíç  ë÷àðè ñþäóêè, ðíëäêèú  ðàèëä   0z  öäðûèñ 

âàðøäëí áðóìàåñ     éóçþóðè ñèùõàðèç. âàëíåè÷åàìíç ñþäóêèñ  
ìäáèñëèäðè  M  üäðòèêèñ åäõòíðóêè ñèùõàðèñãà àùõàðäáèñ 
âàëíñàçåêäêè  ôíðëóêäáè. 
  àåèöíç ñþäóêèñ ðàèëä  M  üäðòèêè, ðíëäêèú  áðóìåèñ  
öäðûèãàì  ãàøíðäáóêèà  R  ëàìûèêèç. ñþäóêèñ  áðóìåèñ  ãðíñ M  
üäðòèêèëíûðàíáñ  R  ðàãèóñèñ  üðäüèðæä.  åçõåàç, 0z  öäðûèñ  
ìäáèñëèäðè  A  üäðòèêèñ  ëèëàðç  M  

 üäðòèêèñ  ðàãèóñ - åäõòíðèà   MA


= r . 

 âàìñàæöåðèñ çàìàþëàã    ëãäáàðäíáñ  áðóìåèñ   
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 0z  öäðûæä,  àëèòíë      R = r Sin( ,^ r ).                                             
M 

  M  üäðòèêèñ  ñèùõàðä  âàëíèñàþäáà  òíêíáèç          

   v

  = V = R   =  r Sin  (  ^ r ) .                              

r                              
äñ òíêíáà  àñäú  ùàèüäðäáà 

                              v

 =   r  . 

           ëèåèöäç, ðíë  (  r )  åäõòíðóêè  ìàëðàåêèñ  ñèãèãä  M  

üäðòèêèñ  v


  ñèùõàðèñ  ñèãèãèñ  òíêèà. âàðãà àëèñà, v


  ãà  

(  r ) åäõòíðäáñ  àõåç  äðçè   ãà  èâèåä  ëíâäæóêíáà - íðèåä  

ëàðçíáèà  A01M  ñèáðò÷èñà, v


 ëèëàðçóêèà ëþäáèñ  âàñüåðèå  

áðóìåèñ  ëþàðäñ,  (   r )  - èñ  ëèëàðçóêäáà  âàìèñàæöåðäáà  
åäõòíðóêè ìàëðàåêèñ  çåèñäáèñ  çàìàþëàã. 
  æäëí ìàçõåàëèãàì  âàëíëãèìàðäíáñ, ðíë  àãâèêè  àõåñ  
òíêíáàñ     

    v


  =    r  .        (12.1)  
  ëàøàñàãàëä,  öäðûèñ  âàðøäëí   áðóìåèñ  ãðíñ  ñþäóêèñ  
ìäáèñëèäðè  üäðòèêèñ  åäõòíðóêè  ñèùõàðä  òíêèà  åäõòíðóêè 
  éóçþóðè  ñèùõàðèñ  ãà r    ðàãèóñ - åäõòíðèñ  åäõòíðóêè  

ìàëðàåêèñà. 
  (12.1)  òíêíáàñ  óüíãäáäì   ä è ê ä ð è ñ     ô í ð ë ó ê à ñ 
.   èâè  üàðëíàãâäìñ  ë÷àðè  ñþäóêèñ  éèìäëàòèéèñ  ûèðèçàã   
ôíðëóêàñ.  äñ  ôíðëóêà  çàåèñ  ñàþäñ  èìàðùóìäáñ  àâðäçåä  ë÷àðè  
ñþäóêèñ  óûðàåè  üäðòèêèñ  âàðøäëí  áðóìåèñ  ãðíñàú. 

 ËÌÈØÅÌÄÊÍÅÀÌÈ  ØÄÌÈØÅÌÀ. åäõòíðóêè ñèùõàðèñ  

âàìëàðòäáèñ  çàìàþëàã   v


 = 
dt

rd


,  ñàãàú r  àðèñ ëíûðàåè M  

üäðòèêèñ  ðàãèóñ - åäõòíðè  ðàèëä  óûðàåè üäðòèêèñ  ëèëàðç. 
àñäç óûðàå   üäðòèêàã øäâåèûêèà  àåèöíç èë öäðûèñ ìäáèñëèäðè 
üäðòèêè, ðíëêèñ âàðøäëíú áðóìàåñ  ñþäóêè. äèêäðèñ  
ôíðëóêà  àñä  ùàèüäðäáà:   

        
dt

rd


=    r             (12.2) 

    àõ  r   àðèñ  ëóãëèåè  ñèâðûèñ, ðíâíðú  ñþäóêèñ  íðè  
üäðòèêèñ øäëàäðçäáäêè  åäõòíðè. 
          óûðàåè   öäðûèñ   âàðøäëí   áðóìåèçè    ëíûðàíáèñàñ    
ñþäóêèñ      ü ä ð ò è ê ä á  è ñ      à ù õ à ð ä á è ñ   
âàëíñàçåêäêàã  âàåàüàðëííç  (12.1)  òíêíáà  ãðíçè: 
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        w


 = 
dt

vd


= 
dt

d


 r   +    
dt

rd


. 

àìó        w


 =     r   +     v


 

  àõ  îèðåäêè  øäñàéðäáè  (   r )  àðèñ  åäõòíðè,  ðíëäêèú  

ëàðçíáóêèà     ãà  r   åäõòíðäáæä  âàëàåàêè  ñèáðò÷èñà, ä.è.  
ëàðçíáèà  M  üäðòèêæä  ãà  áðóìåèñ  öäðûæä  âàëàåàêè  ñèáðò÷èñà.  
ëàñ àõåñ  M  üäðòèêèñ  òðàäõòíðèèñ  ëþäáèñ  ëèëàðçóêäáà. ëèñè  
ñèãèãäà: 
            r   =       r   Sin =  R . 

 ëàøàñàãàëä, îèðåäêè øäñàéðäáè üàðëíàãâäìñ  ëþäá  àùõàðäáàñ:   

                             w


 =    r  . 

  ëäíðä  øäñàéðäáè  (  v


)   àðèñ åäõòíðè,  ðíëäêèú  

ëàðçíáèà     ãà  v


  åäõòíðäáèñà  ãà  ëèëàðçóêèà M01  - èñ  
âàñüåðèå  01 - éäì, àìó  áðóìåèñ  öäðûèñàéäì,  ä.è.  äëçþåäåà  
ðàãèóñèñ  âàñüåðèå  ìíðëàêèñ  ëèëàðçóêäáàñ.  ëèñè  ñèãèãäà: 

              v


  =       v


   Sin ( ,^ v


) =  v = R 2 . 

 àõ    Sin ( ,^ v


 ) = 1,    åèìàèãàì      v


 . 
ëàøàñàãàëä,  ëäíðä  øäñàéðäáè  àðèñ  ìíðëàêóðè  àùõàðäáà:  

                                     w


n =    v


. 
  ñàáíêííã   (12.3) ôíðëóêà  àñä  üàðëíèãâèìäáà: 

              w


 =  w


  + w


n  . 

  øäâåèûêèà  ãàåàñéåìàç, ðíë  éóçþóðè  ñèùõàðä  ( )  ãà  

éóçþóðè  àùõàðäáà (  )  ëçêèàìàã  àþàñèàçäáäì  ñþäóêèñ  áðóìåèç  
ëíûðàíáàñ  ãà  àð  àðèàì  ãàëíéèãäáóêìè  ñþäóêèñ  üäðòèêäáèñ  
ëãäáàðäíáàæä. 

 
Kkinematikis formulebis Sedareba (msgavseba) 

 gadataniTi da brunviTi moZraobebisaTvis 

 
wertilis an gadataniTad moZravi sxeulis kinematikis 

formulebisa da sxeulis brunviTi moZraobis kinematikis formulebis 

Sedarebisas, advili SesamCnevia, rom am formulebidan ZiriTadebi 

formiT analogiurebia. gadataniTi moZraobis formulebidan rom 

miviRoT brunviTi moZraobis formulebi, saWiroa wiriTi s 

gadaadgilebis adgilas CavsvaT kuTxuri  gadaadgileba, wiriTi v 

siCqaris adgilas – kuTxuri ω  siCqare,  wiriTi  w aCqarebis 

adgilas –kuTxuri aCqareba . Aam formuleis msgavseba Semdegi 

cxrilidanc Cans: 
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 moZraobis  

kinematikuri 

  moZraobis 

   xasiaTi 

  moZraobis saxe 

 

maxasiaTebeli   gadataniTi brunviTi 

 

 

gadaadgileba 

araTanabari  s = f(t)  = f(t) 

Tanabari s = vt  = ωt 

Tanabradcvladi s =vot +w t
2
/ 2  =ωot + t

2
/2 

 

  siCqare 

araTanabari v  = 
dt

ds  ω = 
dt

d  

Tanabari v = const ω = const 

Tanabradcvladi v = vo + w t
 
 ω  = ωo+ t  

 

  

   mxebi 

  aCqareba 

araTanabari w τ =
dt

dv   = 
dt

d  

Tanabari wτ = 0  = 0 

Tanabradcvladi wτ  = const  = const 

 normaluri 

  aCqareba 

 wn  = v
2
/ρ n= ω

2
r 
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                        ü ä ð ò è ê è ñ   ð ç ó ê è   ë í û ð à í 
á à  

 

              §    2.13. ÛÈÐÈÇÀÃÈ ÚÌÄÁÄÁÈ. ËÍÛÐÀÍÁÈÑ  
ÂÀÌÒÍÊÄÁÄÁÈ 
 
 ùåäì øäåèñüàåêäç ë÷àðè ñþäóêèñ óëàðòèåäñè ëíûðàíáäáè - 
âàãàòàìèçè ëíûðàíáà ãà áðóìåà óûðàåè öäðûèñ âàðøäëí.  ñþäóêèñ 
óôðí ðçóêè ëíûðàíáèñ  øäñàñüàåêàã  ñàýèðíà  âàìåèþèêíç 
üäðòèêèñ  ðçóêè  ëíûðàíáà. äñ èñäçè ëíûðàíáàà,  ðíãäñàú  
ëíúäëóêè üäðòèêè  ëíûðàíáñ  èñäçè  àçåêèñ  ñèñòäëèñ  ëèëàðç, 
ðíëäêèú  çàåèñ  ëþðèå  ëíûðàíáñ  ñþåà - óûðàåè  ñèñòäëèñ  ëèëàðç;  
ä.è. âàìèþèêäáà  üäðòèêèñ äðçãðíóêè  ëíûðàíáà  àçåêèñ  íðè  
ñèñòäëèñ  ëèëàðç.  øäèûêäáà  âàìþèêóêè  èõìàñ  üäðòèêèñ  óôðí  
ðçóêè  ëíûðàíáàú.  ëàâàêèçàã, àãàëèàìèñ  âàãààãâèêäáà  ëíûðàåè 
ëàòàðäáêèñ  åàâíìøè  àðèñ  ðçóêè  ëíûðàíáà  ãäãàëèüèñ  ëèëàðç. 
 üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêà  äðçãðíóêàã 
  àçåêèñ  ðàëãäìèëä  ñèñòäëèñ  ëèëàðç   ñàøóàêäáàñ    
 èûêäåà   üäðòèêèñ   ðçóêè     ëíûðàíáà      
 üàðëíåàãâèìíç (ãàåøàêíç )  ðàëãäìèëä  óôðí   
ëàðòèåè  ëíûðàíáèñ  ñàþèç,  ðíëäêçà  éåêäåàú  
 øäãàðäáèç  àãåèêèà. 
 øäåèñüàåêíç  üäðòèêèñ  ðçóêè  ëíûðàíáà. 
 âàìåèþèêíç  M  üäðòèêèñ  ëíûðàíáà  àçåêèñ  ëíûðàåè  0xyz     
éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  ëèëàðç, ðíëäêèú  çàåèñ  ëþðèå  ëíûðàíáñ  

àçåêèñ  óûðàåè  01  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  ëèëàðç. 
 M  üäðòèêèñ  ëíûðàíáàñ  àçåêèñ  ëíûðàåè 0xyz éííðãèìàòçà  
ñèñòäëèñ  ëèëàðç  äüíãäáà  ô à ð ã í á è ç è    ë í û ð à í á à .  àë 
ëíûðàíáèñ ãðíñ  M  üäðòèêèñ  ëèäð  àöüäðèê  òðàäõòíðèàñ  
äüíãäáà  ôàðãíáèçè  òðàäõòíðèà, þíêí   üäðòèêèñ  ñèùõàðäñ  ãà  
àùõàðäáàñ  äüíãäáàç  øäñàáàëèñàã  ôàðãíáèçè  ñèùõàðä  ãà ôàðãíáèçè  

àùõàðäáà.  ëàç àñä  àöåìèøìàåç  v


ô   ãà w


ô. âàìñàæöåðèãàì ùàìñ, ðíë  

v


ô  ãà w


ô - èñ âàëíçåêèñ  ãðíñ  øäâåèûêèà  0xyz     éííðãèìàòçà  
ñèñòäëèñ  ëíûðàíáà ëþäãåäêíáàøè  àð ëèåèöíç  (ùàåçåàêíç  ðíâíðú  
óûðàåè). 

çó  åèâóêèñþëäáç, ðíë  M  üäðòèêè óûðàåàã  àðèñ  
ãàéàåøèðäáóêè ëíûðàå  0xyz   éííðãèìàòçà  ñèñòäëàñçàì,  ëàøèì  

ëíûðàåè  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáàñ   óûðàåè   01     éííðãèìàòçà    
ñèñòäëèñ    ëèëàðç    äüíãäáà   ü à ð ë ò à ì è    ë í û ð à í á à .  
ëíûðàåè  ñèñòäëèñ èë  üäðòèêèñ  ñèùõàðäñ  ãà  àùõàðäáàñ,  ðíëäêñàú 
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àöäáóê  ëíëäìòøè  äëçþåäåà  ëíúäëóêè  M  üäðòèêè,  äüíãäáà  M  
üäðòèêèñ  üàðëòàìè  ñèùõàðä  ãà  üàðëòàìè  àùõàðäáà.  ëàç  àñä  

àöåìèøìàåç    v


ü   ãà   w


ü . 

 M üäðòèêèñ  ëíûðàíáàñ  óûðàåè  01  éííðãèìàòçà  
ñèñòäëèñ  ëèëàðç  äüíãäáà  ð ç ó ê è    àìó   à á ñ í ê ó ò ó ð è     
ë í û ð à í á à.  àë ëíûðàíáèñ  òðàäõòíðèàñ  äüíãäáà  àáñíêóòóðè  

òðàäõòíðèà,  ñèùõàðäñ - àáñíêóòóðè  ñèùõàðä  ( v


à),  àùõàðäáàñ - 

àáñíêóòóðè  àùõàðäáà  ( w


à) .  
 üäðòèêèñ  ðçóêè  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêèñ  ëçàåàðè  àëíúàìà  
èëàøè  ëãâíëàðäíáñ,  ðíë  ãàåàë÷àðíç  ãàëíéèãäáóêäáà  
àáñíêóòóðè,  ôàðãíáèçè  ãà üàðëòàìè  ëíûðàíáèñ  ñèùõàðääáñà ãà 
àùõàðäáäáñ  øíðèñ. 
 åçõåàç  M  üäðòèêè  àñðóêäáñ  ðçóê  ëíûðàíáàñ  ( ìàþ. 
13.1) . 

 àöåìèøìíç  M  üäðòèêèñ  ðàãèóñ - åäõòíðè  óûðàåè 01  

ñèñòäëèñ  ëèëàðç     åäõòíðèç,  þíêí  ëíûðàåè  0xyz  ñèñòäëèñ  

ëèëàðç  r  - èç.  0  ñàçàåèñ  ðàãèóñ-åäõòíðè  óûðàåè  01   ñàçàåèñ   

ëèëàðç è÷íñ  0  ëàøèì M  üäðòèêèñ ðçóêè ëíûðàíáèñ  ëçäêè  

ãðíèñ  âàìëàåêíáàøè äñ ðàãèóñ åäõòíðäáè  ãàéàåøèðäáóêìè  àðèàì 
òíêíáèç     

        =  0 + r  .                          (13.1) 

 åçõåàç  M  üäðòèêèñ  ëíûðàíáà  0xyz   éííðãèìàòçà  
ñèñòäëèñ  ëèëàðç  ëíúäëóêèà  âàìòíêäáäáèç 
      x = f1(t) ,    y = f2 (t) ,    z = f3(t) .              
(13.2) 
 çó  ëíûðàåè  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  öäðûäáèñ  ëâäæàåäáèà  

i , j , k    åäõòíðäáè,  ëàøèì  

     r = i  x  + j  y  + k  z .                

(13.3)     (13.1)  òíêíáà  àñä  âàãàèüäðäáà 

                   =  o+ i  x  + j  y  + k  z .               

(13.4) 
       (13.2)      âàìòíêäáäáè     üàðëíàãâäìäì   M    

üäðòèêèñ            ô à ð ã í á è ç è  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáñ.  
        (13.4)   âàìòíêäáà   üàðëíàãâäìñ  M   üäðòèêèñ  

ðçóêè  àìó    à á ñ í ê ó ò ó ð è    ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ . 
 çó  (13.4)   âàìòíêäáàøè  ãàóøåäáç,  ðíë   x, y, z    

ëóãëèåè  ñèãèãääáèà,   ëàøèì     äñ  âàìòíêäáà  üàðëíàãâäìñ    M    
üäðòèêèñ         ü à ð ë ò à ì è   ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ. 
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   § 2.14.   ÑÈÙÕÀÐÄÇÀ   ØÄÉÐÄÁÈÑ   ÉÀÌÍÌÈ 
 
     ÇÄÍÐÄËÀ.  üäðòèêèñ  àáñíêóòóðè  ñèùõàðä  òíêèà  
ôàðãíáèçè  ãà  üàðëòàìè  ñèùõàðääáèñ  âäíëäòðèóêè  ÿàëèñà. 
          ÃÀËÒÉÈÚÄÁÀ. ëíúäëóêèà üäðòèêèñ ðçóêè  ëíûðàíáèñ 

âàìòíêäáà        =  o  + i x + j  y + k  z . 

 âàåàüàðëííç äñ òíêíáà  ãðíçè. âåäõìäáà: 

            
dt

d


=
dt

d 0


+
dt

id


x+
dt

jd


y+
dt

kd


z+ i
dt

dx
+ j

dt

dy
+ k

dt

dz
.   

(14.1)  .                                      

      àõ   
dt

d


= v


à   àðèñ  M  üäðòèêèñ  àáñíêóòóðè  (ðçóêè)  

ëíûðàíáèñ  ñèùõàðä. ðíâíðú  àöåìèøìäç,  (13.2)  âàìòíêäáäáè  
üàðëíàãâäìäì  M  üäðòèêèñ ôàðãíáèçè ëíûðàíáèñ âàìòíêäáäáñ, ä.è. 

dt

dx
,

dt

dy
,

dt

dz
 üàðëíàãâäìäì  M  üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  ñèùõàðèñ  

âäâëèêäáñ  ëíûðàåè 0xyz     éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  öäðûäáæä,  
àëèòíë  âàëíñàþóêäáà 

                i
dt

dx
+ j

dt

dy
+ k

dt

dz
= v


ô       (14.2)                   

  àðèñ  M  üäðòèêèñ    ô à ð ã í á è ç è   ñ è ù õ à ð ä. 
  üàðëòàìè    ëíûðàíáèñ   ãðíñ   M      üäðòèêè  
 óûðàåèà  ëíûðàåè  0xyz     éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  
 ëèëàðç,   ä. è.  øäâåèûêèà   ùàåçåàêíç,    ðíë    M  
 üäðòèêèñ     x, y, z     éííðãèìàòäáè    ëóãëèåäáèà.  ëàøèì,  
üàðëòàìè ëíûðàíáèñàçåèñ (14.1) òíêíáèñ ëàðÿåäìà ëþàðäøè âåðùäáà  
âàëíñàþóêäáà: 

                      
dt

d 0


+
dt

id


x + 
dt

jd


y + 
dt

kd


z = v


ü.           (14.3) 

èâè   M  üäðòèêèñ   ü à ð ë ò à ì è    ñ è ù õ à ð ä à .   
 (14.2)   ãà   (14.3) - èñ  çàìàþëàã     (14.1)    àñä  ùàèüäðäáà 

              v


à = v


ô  +  v


Ü   .                                   
(14.4)   
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            äñ  òíêíáà âàëíñàþàåñ  ñèùõàðäçà  øäéðäáèñ éàìíìñ.  
çäíðäëà ãàëòéèúäáóêèà. 

 àáñíêóòóðè  ñèùõàðèñ  ñèãèãä  âàëíèçåêäáà  ñèùõàðäçà  

îàðàêäêíâðàëèãàì.  çó   v


ô   ãà   v


ü   ñèùõàðèñ  åäõòíðäáñ  

øíðèñ  éóçþä  àðèñ     ,  ëàøèì    

     v


à =   v


ô 
2  +  v


ü

2 + 2   v


ô  v


ü  Cos   .    (14.5) 
 
 
 
 
 
 
 

 

            §  2.15.   ÀÙÕÀÐÄÁÀÇÀ   ØÄÉÐÄÁÈÑ   ÉÀÌÍÌÈ 
                                            (ÉÍÐÈÍÊÈÑÈÑ   ÇÄÍÐÄËÀ ) 

 
 âàìåñàæöåðíç  M  üäðòèêèñ  àáñíêóòóðè  àùõàðäáà  ëèñè  

ðçóêè  ëíûðàíáèñ  ãðíñ.   àëèñàçåèñ  âàåàüàðëííç  ( 14.1)  
òíêíáà ãà  çàìàú  ëíåàþãèìíç  ëñâàåñè  üäåðäáèñ  ãàÿâóôäáà.  
ëèåèöäáç:  
  

2

2

dt

d 


=
2

0

2

dt

d 


+
2

2

dt

id


x+
2dt

jd


y+
2

2

dt

kd


z+ i 2

2

dt

xd
+ j

2

2

dt

yd
+ k

2

2

dt

zd
+    

        +2 (
dt

id



dt

dx
+

dt

jd



dt

dy
 + 

dt

kd


 
dt

dz
) .                               

(15.1)  

     àõ     
2

2

dt

d 


 = w


à    àðèñ    M   üäðòèêèñ    à á ñ í ê ó ò 

ó ð è              à ù õ à ð ä á à . 
  ôàðãíáèçè  ëíûðàíáèñ   ãðíñ   øäâåèûêèà    ùàåçåàêíç,   

ðíë  i , j , k   ëóãëèåäáèà,    àëèòíë    (14.2) -èñ   âàüàðëíäáèç    

ëèåèöäáç    M  üäðòèêèñ   ô à ð ã í á è ç    àùõàðäáàñ: 

     w


ô = d v


ô dt =  i 2

2

dt

xd
+ j

2

2

dt

yd
+ k

2

2

dt

zd
 .                  

(15.2) 
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 ü à ð ë ò à ì è   ëíûðàíáèñ  àùõàðäáà  ëèèöäáà  (14.3) òíêíáèñ  
âàüàðëíäáèç  (åçåêèç,  ðíë   x , y, z   ëóãëèåäáèà):  

      w


ü=dv


ü dt =
2

0

2

dt

d 


+
2

2

dt

id


x+
2dt

jd


y+
2

2

dt

kd


z      .     

(15.3) 
 âàðãà  àë  ñèãèãääáèñà  (15.1)  âàëíñàþóêäáàøè  âåàõåñ 

ãàëàòäáèçè       ñàëüäåðè,     àìó      ãàëàòäáèçè     àùõàðäáà,      
ëàñ         é í ð è í ê è ñ è ñ   à ù õ à ð ä á à    äüíãäáà  ãà  àñä  
àöèìèøìäáà           

                 w


é  = 2(
dt

id



dt

dx
+

dt

jd



dt

dy
+

dt

kd



dt

dz
)                  

(15.4)  
(15.2) - (15.4) -èñ  ñàôóûåäêæä  (15.1)  àñä  ùàèüäðäáà: 

             w


à  = w


ô  + w


ü  + w


é  .                                     
(15.5) 
 ãàëòéèúãà   ÇÄÍÐÄËÀ   (ÉÍÐÈÍÊÈÑÈÑ  ÇÄÍÐÄËÀ): 
üäðòèêèñ  ðçóêè  ëíûðàíáèñ  ãðíñ  ëèñè  àáñíêóòóðè  àùõàðäáà  
òíêèà  ôàðãíáèçè, üàðëòàìè ãà éíðèíêèñèñ  àùõàðäáäáèñ  
âäíëäòðèóêè  ÿàëèñà. 
      øäåèñüàåêíç  éíðèíêèñèñ  àùõàðäáà,  ëíúäëóêè   (15.4)  
òíêíáèç. 

 ðíâíðú  àöåìèøìäç  (î.13),  ëóãëèå  ñèâðûèàìè  r   ðàãèóñ - 
åäõòíðèñàçåèñ  âåõíìãà  òíêíáà   (eileris formula)

 
dt

rd


=  r .  åèìàèãàì ëíûðàåè éííðãèìàòçà ñèñòäëèñ öäðûäáèñ  

ëâäæàåäáè  i , j , k     äðçäóê  ñèâðûèàìè  åäõòíðäáè  àðèàì  ãà çó  

üàðëòàìè ëíûðàíáà àðà âàãàòàìèçèà, äñ åäõòíðäáè àñðóêäáäì ëþíêíã 
áðóìåèç  ëíûðàíáàñ,  àëèòíë  ñàëàðçêèàìèà  àìàêíâèóðè  òíêíáäáèú 

  
dt

id


=   i ;    
dt

jd


=   j ;     
dt

kd


=   k .      (15.6) 

  àë ôíðëóêäáñ äüíãäáàç  î ó à ñ í ì è ñ  ôíðëóêäáè. 

  àõ     àðèñ  üàðëòàìè  ëíûðàíáèñ  áðóìåèñ  éóçþóðè 

ñèùõàðä:     =  ü.  øäåèòàìíç  äñ  ëìèøåìäêíáäáè  (15.4)    
âàëíñàþóêäáàøè.  âåäõìäáà: 
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              w


é =  2 [ (  i ) 
dt

dx
+ (  j ) 

dt

dy
+ 

(  k )
dt

dz
] = 

         = 2 [   ( i  
dt

dx
+ j

dt

dy
+ k

dt

dz
] =  2 (   v


ô ) . 

     ëàøàñàãàëä          w


é  = 2 (   v


ô ) .                (15.7) 
 äñ ôíðëóêà  âàëíñàþàåñ   é í ð è í ê è ñ è ñ    à ù õ à ð ä á à ñ .  
èâè üàðëíèõëìäáà  M  üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  ãà  üàðëòàìè  
ëíûðàíáäáèñ  óðçèäðç  âàåêäìèñ  øäãäâàã.  (15.7 )   âàëíñàþóêäáèãàì  

ùàìñ,  ðíë  éíðèíêèñèñ  àùõàðäáèñ  åäõòíðè  w


é  ëàðçíáóêèà     

ãà  v


ô  åäõòíðäáæä  âàëàåàêè  ñèáðò÷èñà  ãà  ëèëàðçóêèà  èñä,  ðíë  

äñ  ñàëè  åäõòíðè ( , v


ô, w


)  õëìèàì  ëàðúþäìà  ñèñòäëàñ.  
éíðèíêèñèñ  àùõàðäáèñ   ñèãèãä  âàìèñàæöåðäáà  ôíðëóêèç 

       Wé =  w


é  = 2       v


ô   Sin ( ,^ v


ô ) .               
(15.8) 
(15.8 ) - ãàì  ùàìñ ,  ðíë   Wé = 0  èë  øäëçþåäåàøè ,  ðíúà  

 à)         = 0 ,  ä.è.  üàðëòàìè  ëíûðàíáà  âàãàòàìèçèà. 

 á)    v


ô = 0 ,  ä.è.   ôàðãíáèçè  ëíûðàíáà  àðà  âåàõåñ. 

 Â)    éóçþä   = (  ,^ v


ô) = 0   ( àì    = 180o),  ä.è.  
ôàðãíáèçè  ëíûðàíáà þãäáà  üàðëòàìè  áðóìåèñ  öäðûèñ  

îàðàêäêóðàã, àìó  ãðíèñ  àöäáóê    ëíëäìòøè  v


ô     åäõòíðè  àë   
öäðûèñ   îàðàêäêóðèà. 
  ÀËÍÚÀÌÀ   7 .  A  ñþäóêè  äøåäáà  îðèæëèñ  ãàþðèêè  

üàþìàâèñ  âàñüåðèå  ãà  àõåñ  ôàðãíáèçè   18  ñë  üë2   àùõàðäáà.  
îðèæëè    ëíûðàíáñ  ëàðÿåìèå   x = 6t2  ( t - üë-øè)    éàìíìèç.    
âàìñàæöåðäç A  ñþäóêèñ   àáñíêóòóðè  àùõàðäáà,  çó    BC = 160 
ñë, CD   = 120 ñë 
. 
  ÀËÍÞÑÌÀ.  A  ñþäóêè  àñðóêäáñ  

 üðôèå  ôàðãíáèç  ëíûðàíáàñ  Wô = 18 ñë  üë2  
àùõàðäáèç.   BCD  îðèæëè  àñðóêäáñ  üàðëòàì  
 âàãàòàìèç  üðôèå  ëíûðàíáàñ,  

 ëèñè  àùõàðäáà  Wü =  d2x  dt2  = 12  ñë  üë2.   
éíðèíêèñèñ  àùõàðäáà    Wé = 0. (15.5) -ãàì   

         âåàõåñ  w


à= w


ô+ w


ü . 

  éóçþä    ( w


ô ^ w


ü  ) =   =  B ;      
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 tg   =  CD   BC = 3 4 ; Cos  = 4  5 ;     

   Wà   =    Wô
2 + Wü

2 + 2 Wô Wü Cos     = 28, 52  ñë  üë2  
 

 
 
               §   2.16.       ÑÞÄÓÊÈÑ  ÁÐÒ×ÄÊÈ  ËÍÛÐÀÍÁÀ 

 

ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ ë÷àðè ñþäóêèñ ëíûðàíáàñ äüíãäáà  áðò÷äêè  
àìó  áðò÷äêè-îàðàêäêóðè,  çó  àë  ëíûðàíáèñ  ãðíñ  ëèñè  ÷åäêà  
üäðòèêè  âàãààãâèêãäáà  ðàèëä  óûðàåè  ñèáðò÷èñ  îàðàêäêóðàã. 

sxeulis brtyeli moZraoba warmoadgens sxeulis nebismieri   

moZraobis (§7.1) kerZo SemTxvevas, sadac miRebulia Semdegi SezRudva: 

ñþäóêè gadaadgildeba raime uZravi sibrtyis vTqvaT  01    sibrtyis 
paralelurad, e. i. sxeulis yoveli wertilisaTvis sruldeba piroba  

=f1(t) = const. es tolfasia sxeulisaTvis sami moZraobis SezRudvisa:  

01 RerZis gaswvriv gadataniTi moZraobisa da ori mobrunebis 

SeuZlebloba (01     da 01     RerZebis garSemo). maSasadame, sxeulis 

nebismieri moZraobis eqvsi gantolebidan (ix.§7.1) gvrCeba sami, 

romlebic srulad axasiTeben sxeulis brtyel moZraobas; e. i. sxeuls 

brtyeli moZraobisas gaaCnia sami Tavisuflebis xarisxi. 

vTqvaT T sxeuli asrulebs brtyel moZraobas raime uZravi   

sibrtyis mimarT. T sxeulis romelime M  wertilze gavavloT  

sibrtyis marTobi wrfe, romelic  sibrtyes kveTs M0 wertilSi. M0 

wertili aris M  wertilis gegmili  sibrtyeze. sxeulis brtyeli 

moZraobisas M0M wrfe rCeba  sibrtyis marTobuli da moZraobs 

gadataniTad. Aamitom, am wrfeze mdebare sxeulis yvela wertili 

aRwers igive traeqtorias, rasac M0 wertili  sibrtyeze; 

amasTanave, sxeulis yvela  am wertils drois aRebul momentSi aqvs 

erTi da igive siCqare da erTi da igive aCqareba. e.i. aRebul wrfeze 

mdebare sxeulis yvela wertilis moZraobis  Seswavlis magivrad 

sakmarisia SeviswavloT  sibrtyeze mdebare M0 wertilis moZraoba. 

Tu sxeulis yvela wertilze gavavleT  sibrtyis marTobi 

wrfeebi, maSin  sibrtyeze miviRebT brtyel S figuras (nakvTs), 

romelic warmoadgens T sxeulis gegmils  sibrtyeze  

sivrceSi T sxeulis brtyeli moZraobis Sesaswavlad 

sakmarisia SeviswavloT S nakvTis  moZraoba  sibrtyeSi. Aamitom, 

SemdgomSi sxeulis brtyeli moZraobis magivrad ganvixilavT brtyeli 

S figuris moZraobas Tavisive sibrtyeSi. amasTanave, brtyeli S 
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figuris wertilebisaTvis miRebuli ASedegebi samarTliania sxeulis 

yvela im wertilisaTvis, romlebic asruleben brtyel moZraobas 

 ganvixiloT brtyeli S figuris moZraoba Tavisive sibrtyeSi, 

romelic emTxveva koordinatTa. 01    sibrtyes. Aam sibrtyeSi 

figuris mdebareoba drois yovel momentSi srulad ganisazRvreba 

masSi aRebuli raime 0(0,0) wertilis (polusis) mdebareobiT da 

polusis garSemo S figuris Semobrunebis  kuTxiT. Tu cnobilia 

0,0,  koordinatebi, rogorc drois funqciebi   

          0 = f1(t),      0 = f2(t) ,     = f3(t),                    (16.1) 
maSin es gantolebebi warmoadgenen brtyeli S figuris moZraobis 

gantolebebs   01    sibrtyeSi, romlebic  amave  dros arian 

sxeulis   b r t y e l i  m o Z r a o b i s   gantolebebi.   

maSasadame, sxeulis brtyeli moZraoba xasiaTdeba sami (0,0,)  
parametriT, e.i. gaaCnia sami Tavisuflebis xariszi. 

Aam gantolebebidan  Cans, rom  Tu  = const, maSin  brtyeli 

moZraoba gadataniTia, romlis drosac figuris yvela wertili ise 

moZraobs, rogorc 0 polusi. roca 0 = const,  0=const,  =f(t), 
maSin  polusi uZravia  da figura asrulebs brunviT moZraobas 

polusis garSemo. Aaqedan SegviZlia  davaskvnaT, rom  áðò÷äêè  
ôèâóðèñ  ìäáèñëèäðè  ëíûðàíáà   çàåèñèåä  ñèáðò÷äøè  øäèûêäáà  
âàìåèþèêíç  ðíâíðú ori moZraobis erToblioba: îíêóñèñ âàãàòàìèçè 
ëíûðàíáèñà  ãà  îíêóñèñ  âàðøäëí  áðóìåèçè  ëíûðàíáèñ  äðçíáêèíáà.                   

polusis   arCevaze  damokidebulia                                      

gadataniTi moZraobis maxasiaTeblebi (icvlebian          r

      

0,0 parametrebi) xolo brunviTi moZraoba  ar         0          
aris damokidebuli polusis  arCevaze.                 0 

    gamoviyvanoT sxeulis nebismieri       01                    
 wertilis   b r t y e l i  m o Z r a o b i s    
gantolebebi.   

 S figurasTan uZravad davakavSiroT koordinatTa marTkuTxa 

0xy sistema. cxadia, figuris moZraobasTan erTad moZraobs agreTve 
0xy  sistemac.   

SemoviRoT aRniSvnebi: 

        M


10 = 

    001


.= o


;    M


0 = r


. 

S figuris moZraobisas 

da o


 veqtorebi icvlian sidides 

da mimarTulebas, xolo r

 veqtori icvlis mxolod mimarTulebas 

(igi aerTebs sxeulis or 0 da M wertils). S figuris da masTan 
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erTad M wertilis moZraobis nebismier momentSi adgili aqvs 

damokidebulebas     

= o


+ r

.                    (16.2) 

        àöåìèøìíç   üäðòèêèñ éííðãèìàòäáè óûðàåè 01   ñèñòäëèñ 

ëèëàðç  - (,), xolo  ëíûðàåè  0xy ñèñòäëèñ  ëèëàðç -  (x,y),  

ëàøèì, Tu moZravi koordinatTa 0xy sistemis RerZebis mgeZavebia i  da 

j  veqtorebi, SegviZlia davweroT    r

= i x + j y .     

 (16.2) damokidebuleba aseT saxes miiRebs: 

     

= o


+ i x + j y .               (16.3) 

Ees aris M wertilis brtyeli moZraobis gantoleba veqtoruli 

saxiT. misi dagegmilebiT koodinatTa uZrav 01   sistemis  RerZebze, 

miviRebT    üäðòèêèñ áðò÷äêè  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáñ   

   = 0 + x Cos - y Sin  

   = 0 + x Sin + y Cos . 

         Aaq x  ãà y -  ëíúäëóêè   üäðòèêèñàçåèñ  ëóãëèåè  
ñèãèãääáèà. 

             
     
      §  2.17.  ÁÐÒ×ÄÊÈ  ÔÈÂÓÐÈÑ  ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ÑÈÙÕÀÐÄ 
 

rogorc vnaxeT, brtyeli S figuris da masTan erTad M 
wertilis moZraobisas Tavisive sibrtyeSi nebismier momentSi adgili 

aqvs damokidebulebas     

= o


+ r

.  

gavawarmooT es toloba droTi: 

       
dt

d


 = 
dt

d 0


 +
dt

rd


.            (17.1)           

aq  
dt

d


= Mv


  aris M wertilis brtyeli moZraobis siCqare 

dt

d 0


= 0v


  aris polusis siCqare. 

r

veqtori icvlis mxolod mimarTulebas (igi aerTebs 

sxeulis or 0 da M wertils).igi mudmivi sigrZis beqtoria da 

monawileobs mxolod polusis garSemo S figuris brunviT 

moZraobaSi. Amitom gveqneba:        rv


=
dt

rd


= r


 .     (17.2) 



 126 




  -  îíêóñèñ  âàðøäëí  ôèâóðèñ  áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðäà,  
ðíëäêèú âàãèñ  0  îíêóñæä  ãà  ëèëàðçóêèà  ôèâóðèñ  ñèáðò÷èñ  

ëàðçíáóêàã ( rV

 r


).    


 àð  àðèñ  ãàëíéèãäáóêè  îíêóñèñ  

àðùäåàæä. 
(17.1) toloba ase Vaiwereba          

      Mv


 = 0v


+ r


 .               (17.3) 

Ees toloba gamosaxavs  brtyeli figures nebismieri M 
wertilis siCqares.                    

ÇÄÍÐÄËÀ  áðò÷äêè  ôèâóðèñ  ìäáèñëèäðè    üäðòèêèñ Mv


 

ñèùõàðä  òíêèà  0 îíêóñèñ 0v


 ñèùõàðèñà  ãà  îíêóñèñ  âàðøäëí    

üäðòèêèñ  áðóìåèçè  ëíûðàíáèñ  ñèùõàðèñ  âäíëäòðèóêè  ÿàëèñà. 
Tu gavixsenebT myari sxeulis kinematikis ZiriTad  Teoremas 

(p,1.8),  maSn samarTliania     . 

ÇÄÍÐÄËÀ  áðò÷äêè  ôèâóðèñ  ìäáèñëèäðè               Av


         

Bv


 

  íðè  üäðòèêèñ  ñèùõàðääáèñ  âäâëèêäáè  àë                                  
üäðòèêäáèñ øäëàäðçäáäê  üðôäæä  äðçëàìäçèñ        A                

 
 òíêèà                                                                                          

B                                                                                     

    âäâë Av


  = âäâë Bv


,   àìó       VACos=VBCos.     

 
   
 
                 § 2.18.  siCqareTa myisi centri 

 
  Bbrtyeli figures Tavisive sibrtyeSi moZraobisas misi 

wertilebis siCqaris gansazRvris erT-erTi meTodi dafuZnebulia 

siCqareTa myisi centris cnebaze. 

 gansazRvra: siCqareTa myisi centri ewodeba brtyeli 

figures im wertils, romlis siCqare drois aRebul momentSi nulis 

tolia.. 

        davamtkicoT Teorema, romelic gamosaxavs siCqareTa myisi 

centris arsebobas. 
 

 



 127 

 Teorema: Tu brtyeli figura asrulebs aragadataniT 

moZraobas  (  0), maSin drois yovel t momentSi siCqareTa myisi 
centri arsebobs da igi erTaderTia. 

 Ddamtkiceba. saWiroa vaCvenoT, rom drois yovel t momentSi 

arsebobs brtyeli figuris erTi wertili, romlis siCqare nulis 

tolia.                                                  Av


                                                                                 

 vTqvaT drois t momentSi sxeulis or   

A  da  B  wertils Sesabamisad aqvs  Av


            A                 B     

Bv


 

da Bv


  siCqare.   A                B        

  gavavloT  A   da  B  wertilebidan  Av


 da Bv


-s    C              

marTobebi. maTi gadakveTis  C  wertili  iqneba             

siCqareTa myisi centri ( cv


 = 0). 

marTlac, Tu cv

0 maSin siCqareTa gegmilebis tolobis 

Teoremis Tanaxmad cv


 erTdrulad unda iyos AC  da BC –s marTobi 

(radganac Av


AC,  Bv


BC)  - rac SeuZlebelia. 

maSasadame, C wertilis siCqare nulis tolia. Ees gviCvenebs, 

rom C wertili aris figuris siCqareTa myisi centri. Teorema 

damtkicebulia.  

C  wertils imitom ewodeba ,,siCqareTa myisi centri”, rom 

mxolod drois aRebul momentSia misi siCqare nulis toli; drois 

sxva momentSi figuris sxva wertili iqneba siCqareTa myisi centri. 

siCqareTa myisi centris ganmartebidan gamomdinareobs, rom 

drois yovel momentSi is erTaderTia.  
        axla davamtkicoT Semdegi mniSvnelovani Teorema 

 Teorema: drois yovel aRebul  momentSi brtyeli figuris   

aragadataniTi  moZraoba ise xdeba, TiTqis igi brunavs myisi cntris 
garSemo. 

  Ddamtkiceba. miviRoT drois aRebul momentisaTvis  C 

wertili polusad. maSin  cv


=0 da A wertilis siCqare iqneba 

(formula (17.3):  

   Av


= cv


+ 

 AC


=


 AC


. 

Aanalogiuri tolobiT gamoisaxeba sxva nebismieri B wertilis 

siCqare 
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   Bv


= 

 BC


. 

Aaqedan daskvna:  brtyeli figuris  aragadataniTi  moZraobisas 

misi wertilebis siCqareebi isea ganawilebuli sxeulSi, TiTqos igi 

brunavs myisi centris garSemo.  
 SeniSvna:  Tu brtyeli figuris or A  da B  wertilisaTvis 

ganvixilavT maT  siCqareTa Sefardebas (Tanac mxedvelobaSi miviRebT, 

rom  

 AC


.da 


 BC


), gveqneba 

 

            
CB

CA

CB

CA

BC

AC

V

V

B

A



























. 

anu            

              
CB

V

CA

V BA   

miviReT, rom brtyeli figures wertilebis siCqareebi 
proporciulni arian myisi centridan am wertilebis daSorebis 
manZilebisa. 

ñþäóêèñ áðò÷äêè ëíûðàíáèñàñ ëèñè üäðòèêäáèñ                    
ñèùõàðèñ  ëíñàûäáìàã þøèð øäëçþåäåàøè îèðåäê ÷íåêèñà  äûäáäì 
ñèùõàðäçà  ë÷èñ  úäìòðñ.   ñè ùõàðäçà  ë÷èñè  úäìòðèñ   ëíñàûäáìàã  
àðñäáíáñ  ðàëãäìèëä  þäðþè     (èþèêäç  ìàþàæäáè): 

 maSasadame, áðò÷äêè  ôèâóðèñ  ìäáèñëèäðè  àðàâàãàòàìèçè  
âàãààãâèêäáà  çàåèñ ñèáðò÷äøè  øäèûêäáà  âàìåèþèêíç,  ðíâíðú  
âàðéåäóêè  C  üäðòèêèñ  âàðøäëí  øäëíáðóìäáà.  

  C    üäðòèêñ    ñ è ù õ à ð ä ç à    ë ÷ è ñ    úäìòðñ,   
zogjer ki           á ð ó ì å è ñ   ë ÷ è ñ    ú ä ì ò ð ñ    óüíãäáäì. 

  C   üäðòèêæä   àë  ôèâóðèñàãëè   ëàðçíáóêàã  âàëàåàê   
öäðûñ          á ð ó ì å è ñ   ë ÷ è ñ è   ö ä ð û è   äüíãäáà.   áðóìåèñ  
ë÷èñè  úäìòðäáèñ  âäíëäòðèóê  àãâèêñ  óûðàå  ñèáðò÷äæä   ó û ð à å è   
ú ä ì ò ð í è ã è,   xolo moZrav sibrtyeze– m o Z r a v i  c e n t 

r o i d i äüíãäáà. 
Mmtkicdeba, rom moZravi centroidi usrialod goravs uZrav 

centroidze. 

 qvemoT moyvanilia sxeulis moZraobisas siCqareTa myisi 

centris moZebnis zogierTi kerZo magaliTi: 
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                 A                    Av


   

                                   A       A         Av


 

                     A                               B   Bv


                

                                 C                        

  Bv


         B      B           ë÷èñè   C    

                                      

           A                                                 

A       Av


                                          Av


                                                                                         

      Bv


                        Bv


 

                                                                                                        
                                               C                               

          C 
 

   AB   Av


                                             AB      Av


                                                        

 ë÷èñè úäìòðèà C                    ë÷èñè úäìòðè             óñðèàêí 
âíðåèñàñ  

                                                àð  àðñäáíáñ  (=0)   
      

       
        § 2 19.    ÁÐÒ×ÄÊÈ  ÔÈÂÓÐÈÑ  ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ÀÙÕÀÐÄÁÀ 

 
Bbrtyeli figuris Tavisive sibrtyeSi moZraobisas misi    

nebismieri M wertilis aCqarebis gamosaTvlelad visargebloT siCqaris 

saangariSo (17.3) formuliT          

                  Mv


 = 0v


+ r


    .                    

gavawarmooT es toloba droTi: 

           
dt

vd M



=
dt

vd 0



 + 
dt

d


 r

 + 




dt

rd


;    (19.1) 

 Aaq  
dt

vd M



= Mw


 aris M wertilis aCqareba:  
dt

vd 0



= 0w


 aris 0 

polusis aCqareba:  .
dt

d


=

 - brtyeli figuris brunvis kuTxuri 
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aCqareba.  Tu   gavixsenebT,  rom  mudmivsigrZiani r

 veqtorisaTvis 

dt

rd


= r


 , maSin (19.1) tolobis ukanaskneli Sesakrebi 

warmoidgineba, rogorc ormagi veqtoruli namravli da gveqneba: 

 



dt

rd

= 


( r


 )= 


(


 r

) _ 

2 r

= _

2 r

  

Aaq   (

 r

)= 0,   vinaidan  


 r

,.Sedegad  (19.1) toloba 

ase Caiwereba    

     Mw


= 0w


+

 r

_

2 r

.          (19.2) 

Aam tolobidan Cans, rom Bbrtyeli figuris Tavisive sibrtyeSi 

moZraobisas misi nebismieri M wertilis aCqareba warmoidgineba, 

rogorc ori aCqarebis geometriuli jami: erTia 0 polusis 

gadataniTi moZraobis aCqareba - 0w


, xolo meore - Bbrtyeli 

figures brunviTi moZraobis aCqareba, romelic gamosaxulia 

rw


=

 r

_

2 r

 SesakrebiT. es ukanaskneli miiReba M


0 = r


 radius-

veqtoris brunviTi moZraobiT. Aadvili saCvenebelia, rom veqtoruli 

namravlis Tvisebis Tanaxmad

 r

 veqtori mimarTulia r


-is 

marTobulad, e.i. warmoadgens mxeb  aCqarebas 

 r

=



rw


;   


rw


 

veqtori mimarTulia MV


-is mxares, Tu  >0, da sawinaaRmdego mxares, 

Tu  <0..  _ 
2 r

 veqtors aqvs r radiusis gaswvriv normalis 

mimarTuleba (M-dan 0-ken) da igi warmoadgens aCqarebis normalur 

mdgenels  _
2 r

=



rw


. 

maSasadame    rw


=


rw


+
n

rw


. 

aCqarebaTa sidideebi gamoiTvleba formulebiT: 

        


rw


= 

r;      



rw


=
2 r . 

SeniSvna:  brtyeli figuris Tavisive sibrtyeSi moZraobisas    

nebismieri M wertilis aCqarebis gamosaTvlelad amocanebis amoxsnisas 

saWiroa winaswar gamovTvaloT sxeulis kuTxuri siCqare, kuTxuri 

aCqareba da avirCioT polusi. 
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                              m e s a m e   n a w i l i 
 

                  Dd i n a m i k a 

 

§  3.1.  ØÄÑÀÅÀÊÈ.  ûÈÐÈÇÀÃÈ  ÚÌÄÁÄÁÈ 
 
 Dd i n a m i k a  øäèñüàåêèñ  ìèåçèäð  ñþäóêçà     ëíûðàíáèñ  
éàìíìäáñ   àë  ëíûðàíáèñ  âàëíëüåäå  ëèæäæäáçàì  (ûàêäáçàì)  éàåøèðøè.  
es Zalebi iwveven an scvlian am moZraobas. 

        ãèìàëèéàë âàìåèçàðäáà ãàèü÷í XVII ñ-èñ ãàñàü÷èñøè; 
ãèìàëèéèñ  ôóûäëãäáêàã  èçåêäáà  â.  âàêèêäè,  ðíëäêëàú îèðåäêëà 
øäëíèöí  ëíûðàåè  ñþäóêèñ  ñèùõàðèñà  ãà  àùõàðäáèñ úìäáà  
àðàçàìàáàðè  ëíûðàíáèñàñ. ëàìåä âàìèþèêà ñþäóêçà ëíûðàíáà ñèëûèëèñ 
ûàêèñ ëíõëäãäáèç ãà ãààãâèìà èìäðúèèñ  éàìíìè. 
 âàêèêäèñ  ëèäð  ãàü÷äáóêè  ãèìàëèéèñ  ûèðèçàãè  éàìíìäáèñ  
ãàãâäìà  âàìàþíðúèäêà  è.  ìèóòíìëà,  ðíëäêëàú  ëéàôèíã  ùàëíà÷àêèáà 
ãèìàëèéèñ ûèðèçàãè îðèìúèîäáè  ëäõàìèéèñ ñàëè ûèðèçàãè éàìíìèñ ãà 
ëàçâàì âàëíëãèìàðä øäãäâäáèñ ñàþèç.    àë éàìíìäáèñ øäëãâíëè 
âàìåèçàðäáà ãà ñðóê÷íôà  ëíþãà  ê. äèêäðèñ,  ï. ãàêàëáäðèñ ï.  
êàâðàìïèñ  ãà ñþå.  øðíëäáøè, ñàãàú ëíúäëóêè è÷í ãèìàëèéèñ àëíúàìàçà 
àëíþñìèñàçåèñ àóúèêäáäêè  ÷åäêà  âàìòíêäáà  ãà  çäíðäëà, àëàñçàìàåä  
àë  âàìòíêäáäáèñ  øäãâäìèñàçåèñ  ñàýèðí  æíâàãè  ëäçíãäáè. 
          âàêèêäèñà  ãà  ìèóòíìèñ  îðèìúèîäáæä  ãàôóûìäáóê  ãèìàëèéàñ    
éêàñèéóðè  ãèìàëèéà äüíãäáà.  ëàñ  þøèðàã     ìèóòíìèñ   ãèìàëèéàñàú   
óüíãäáäì. 
 éêàñèéóðè ãèìàëèéà øäãâäáà ëàçäëàòèéóðè  ãàñéåìäáèñ  
äðçíáêèíáèñàâàì,  ðíëêäáèú  üàðëíàãâäìäì  âàêèêäèñ  ãà  ìèóòíìèñ  
ûèðèçàãè  éàìíìäáèñ  øäãäâäáñ.  ëàñøè  àõñèíëàòèéèñ þäðþèç øäëíàõåç  
óûðàåè  ñèåðúèñ  úìäáà  (àçåêèñ àáñíêóòóðàã óûðàåè  ñèñòäëà,  àìó  
èìäðúèóêè  ñèñòäëà)  ãà  àáñíêóòóðè  ãðí,  ðíëäêèú  ñèåðúèñ  
÷åäêà  üäðòèêèñàçåèñ  äðçìàèðèà.  àáñíêóòóð  ñèåðúäñ  ëèäüäðäáà  
äåéêèãäñ  ñèåðúèñ  âäíëäòðèóêè  çåèñäáäáè.  ìèóòíìèñ  éàìíìäáè  
ùàëí÷àêèáäáóêèà  àáñíêóòóðè  ñèåðúèñ  ãà  àáñíêóòóðè  ãðíèñ  
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ëèëàðç.  ãèìàëèéèñ  ûèðèçàãè  âàìòíêäáäáè  ëàðçäáóêèà  ëþíêíã  
àçåêèñ  èìäðúèóêè  ñèñòäëèñ  ëèëàðç  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêèñàñ. 
    dinamikaSi gamoyavT meqanikuri moZraobis ZiriTadi kanonebi. 
 âàåäúìíç   dinamikis  æíâèäðç  ûèðèçàã  úìäáàñ  ãà  âàìëàðòäáàñ. 
 ñþäóêñ,  ðíëêèñ  âàìæíëèêäáäáè  ëíúäëóê  øäëçþåäåàøè  
øäèûêäáà  óâóêäáäêå÷íç   ì è å ç è ä ð è    ü ä ð ò è ê è   äüíãäáà.   
  ìèåçèäð üäðòèêçà  èñäç  äðçíáêèíáàñ, ðíëäêøèú  ÷íåäêè  
üäðòèêèñ  ëãáàðäíáà  àì  ëíûðàíáà  ãàëíéèãäáóêèà  àë  ñèñòäëèñ  
ñþåà  üäðòèêäáèñ  ëãäáàðäíáàæä  àì  ëíûðàíáàæä ì è å ç è ä ð   ü ä ð 
ò è ê ç à     ñ è ñ ò ä ë à   (àìó    ë ä õ à ì è é ó ð è      ñ è ñ ò ä ë 
à)   äüíãäáà 
 ÷íåäê  ôèæèéóð  ñþäóêñ  ëäõàìèéàøè  âàìèþèêàåäì,  ðíâíðú  
ìèåçèäð  üäðòèêçà  âàðéåäóê  ñèñòäëàñ. 
 üäðòèêçà  èñäç  ñèñòäëàñ,  ðíëêèñ  ëíûðàíáèñàñ  ëèñ  
ìäáèñëèäð  íð  üäðòèêñ  øíðèñ  ëàìûèêè  àð  èúåêäáà,  äüíãäáà  
óúåêàãè  ëäõàìèéóðè  ñèñòäëà  àìó   à á ñ í ê ó ò ó ð à ã     ë ÷ à ð 
è   ñ þ ä ó ê è. 
 üäðòèêñ, ðíëäêæäú àð  ëíõëäãäáäì  ñþåà  ìèåçèäðè  üäðòèêäáè  
(ñþäóêäáè),  äüíãäáà   è æ í ê è ð ä á ó ê è. 
 âàðäëíëúåäêè ñþäóêäáèñ æäëíõëäãäáèñàâàì èæíêèðäáóê ìèåçèäð  
üäðòèêñ  àð  øäóûêèà  çàåèñ  çàåñ  ëèàìèýíñ  àùõàðäáà.  üäðòèêèñ 
àñäç éèìäëàòèéóð  ëãâíëàðäíáàñ äüíãäáà  è ì ä ð ú èó êè.  ä.è.  
èìäðúèóêíáà  àðèñ  ñþäóêèñ  çåèñäáà  óúåêäêàã  øäèìàðùóìíñ  
çàåèñè  ñèùõàðä  ñèãèãèç  ãà     ëèëàðçóêäáèç.          äñ    àâðäçåä    
ìèøìàåñ      ðíë   ñ þ ä ó ê è ñ              è ì ä ð ú è ó ê í á à   àðèñ  
ñþäóêèñ  çåèñäáà  âàóüèíñ  üèìààöëãäâíáà  ëèñè  ëíûðàíáèñ  àì  
üíìàñüíðíáèñ  ëãâíëàðäíáèñ  ÷íåäêâåàð  úåêèêäáàñ. 
 àçåêèñ  ñàéííðãèìàòí  ñèñòäëàñ  äüíãäáà  èìäðúèóêè,  çó  ëèñ  
ëèëàðç  èæíêèðäáóêè  ìèåçèäðè  üäðòèêè  èë÷íôäáà  üíìàñüíðíáàøè  
àì  ëíûðàíáñ  üðôèåàã  ãà  çàìàáðàã.  
 ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  èìäðúèóêíáèñ  ðàíãäìíáðèå  ñàæíëñ,  
ðíëäêèú  îðíîíðúèóêèà  àë  üäðòèêøè  ëíçàåñäáóêè  ìèåçèäðäáèñ  
ðàíãäìíáèñà,  ë à ñ à   äüíãäáà. 
 ëàñà  üàðëíàãâäìñ  ëàòäðèèñ  ûèðèçàã  ãèìàëèéóð  ëàþàñèàçäáäêñ 
ðíëäêèú  âàìñàæöåðàåñ  ëèñ  èìäðúèóê  ãà  âðàåèòàúèóê  çåèñäáäáñ.     
        ëàñèñ  úìäáà  øäëíèòàìà  è. ìèóòíìëà.  ìèóòíìèñ   
         ëàñà  àðèñ  ñéàêàðóêè  ãàãäáèçè  ñèãèãä.  erTeulTa teqnikur 

sistemaSi masis erTeulad miRebulia 1kgwm2 /m.. 
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 ëíúäëóêè  ñþäóêèñ  óûðàíáà  àì  ëíûðàíáà  ãàëíéèãäáóêèà  ñþåà  
ñþäóêäáçàì  ëèñè  ëäõàìèéóðè  óðçèäðçõëäãäáèñ  þàñèàçæä,  ä.è.  ëèñè  
éèìäëàòèéóðè  ëãâíëàðäíáèñ  úåêèêäáèñ  þàñèàçæä. 
 ñèãèãäñ,  ðíëäêèú  üàðëíàãâäìñ  ìèåçèäðè  ñþäóêäáèñ  
ëäõàìèéóðè  óðçèäðçõëäãäáèñ  ðàíãäìíáðèå  ñàæíëñ,  û à ê à  
äüíãäáà. 
 ûàêà  àðèñ  åäõòíðóêè  ñèãèãä.  ëèñè  ëíõëäãäáà  âàìèñàæöåðäáà  
ëíãäáèñ  üäðòèêèç,  ñèãèãèç  (ëíãóêèç)  ãà  ëèëàðçóêäáèç. 
      erTeulTa teqnikur sistemaSi Zalis erTeulad  miRebulia 

kilogramZala (kgZ). 

       erTeulTa saerTaSoriso sistemaSi Zalis erTeulad 

dadgenilia niutoni (n). Nniutoni aris Zala, romelic 1 kg masis 

sxeuls  aniWebs 1 m/wm2 aCqarebas, romelic emTxveva Zalis 

moqmedebis mimarTulebas. 

 saerTaSoriso da teqnikur sistemebSi Zalis erTeulTa Soris 

damokidebuleba aseTia: 1kgZ=9,80665 9,81n;  1n=0,101917 0,102kg. 

anu 2% cdomilobiT SeiZleba dauSvaT 1 kgZ  10 n;   1 n  0,1 kgZ.   

 ñòàòèéàøè  ûèðèçàãàã  åèþèêàåãèç  ëóãëèå  ûàêäáñ.  ãèìàëèéàøè  
âàìåèþèêàåç  ñþäóêæä  ëíõëäã  àðà  ëàðòí  ëóãëèå,  àðàëäã  
úåàêäáàã ûàêäáñàú. 
 

  § 3.2.   ÌÈÓÒÍÌÈÑ  ÉÀÌÍÌÄÁÈ 
 
 Kklasikur ëäõàìèéàøè  ëèöäáóêèà  ãàøåäáà,  ðíë  àðñäáíáñ  
àçåêèñ  àáñíêóòóðàã  óûðàåè  ñèñòäëà,  ðíëêèñ  ëèëàðçàú  
ñàëàðçêèàìèà   âàêèêäè – ìèóòíìèñ    ëäõàìèéèñ     àìó    éêàñèéóðè  
ëäõàìèéèñ  øäëãäâè    û è ð è ç à ã è    é à ì í ì ä á è . 

 ÌÈÓÒÍÌÈÑ  ÎÈÐÅÄÊÈ  ÉÀÌÍÌÈ  (èìäðúèèñ  éàìíìè)   
izolirebul nivTieri wertili an uZravia, an moZraobs wrfivad da 
Tanabrad.    
 ëàçäëàòèéóðàã  äñ  àñä  ùàèüäðäáà  çó  ìèåçèäð  üäðòèêæä  

ëíõëäãè   ûàêà F


= 0, ëàøèì üäðòèêèñ  ñèùõàðä    v


= Const    

(éäðûíã,  øäñàûêäáäêèà  v


= 0). 
 àçåêèñ     ñèñòäëàñ,   ðíëäêøèú   ñàëàðçêèàìèà    èìäðúèèñ   
éàìíìè         à ç å ê è ñ   è ì ä ð ú è ó ê è    ñ è ñ ò ä ë à     
äüíãäáà. 
  ëðàåàêè  òäõìèéóðè  àëíúàìèñ  âàãàü÷åäòèñàñ  àçåêèñ  
èìäðúèóê  ñèñòäëàã  øäâåèûêèà  ëèåèöíç  ãäãàëèüàñçàì  óûðàåàã  
ãàéàåøèðäáóêè  ìäáèñëèäðè  àçåêèñ  ñèñòäëà. 
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 çó  üäðòèêè  àð  ëíûðàíáñ  èìäðúèóêàã,  ëàøèì  ëàñæä  
ëíõëäãäáñ  ðàèëä  ûàêà.  
 üäðòèêèñ  (ñþäóêèñ)  ñèùõàðèñ  øäúåêà,  ä.è.  àùõàðäáèñ  
ëèìèýäáà,  øäóûêèà  ëþíêíã  üäðòèêæä  ëíãäáóê  ûàêàñ. 
 ãàëíéèãäáóêäáàñ  üäðòèêæä  ëíãäáóê  ûàêàñà  ãà  ëèñ  ëèäð  
ëèìèýäáóê  àùõàðäáàñ  øíðèñ  àë÷àðäáñ 

 ÌÈÓÒÍÌÈÑ  ËÄÍÐÄ  ÉÀÌÍÌÈ  (ãèìàëèéèñ  ûèðèçàãè  éàìíìè)  
ìèåçèäð  üäðòèêæä  ëíõëäãè  ûàêà  ëàñ  àìèýäáñ  àùõàðäáàñ,  
ðíëäêñàú  ûàêèñ  ëèëàðçóêäáà  àõåñ  ãà  ñèãèãèç  ûàêèñ  ëíãóêèñ  
îðíîíðúèóêèà.  
 ëàçäëàòèéóðàã  äñ  éàìíìè  àñä  ùàèüäðäáà  (åäõòíðóêè  ñàþèç) 

    m w


 = F


. 

  äñ  òíêíáà  ñàëàðçêèàìèà  ñéàêàðóêàãàú       mW = F. 
m – îðíîíðúèóêíáèñ  éíäôèúèäìòèà. ëàñ èìäðòóê  ëàñàñ  óüíãäáäì. 
 ðíâðú  àë  òíêíáèãàì  ùàìñ, ìèåçèäð  üäðòèêñ  ðàú  óôðí  
ëäòè  ëàñà àõåñ, ëèç óôðí  ëäòè ûàêà âåýèðãäáà, ðíë ëàñ äðçè ãà 
èâèåä  àùõàðäáà  ëèåàìèýíç, ä.è. ëèñè  èìäðúèóêè ëãâíëàðäíáà  ðíë  

ãàåàðöåèíç.      ëàøàñàãàëä,    øäâåèûêèà    ãàåàñéåìàç    ë à ñ à    à 
ð è ñ    ì è å ç è ä ð è            ü ä ð ò è ê è ñ    è ì ä ð ú è ó ê í á 
è ñ    æ í ë à . 
 çó  âàìåèþèêàåç P üíìèñ  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  çàåèñóôêàã  

åàðãìèê  ëíûðàíáàñ,  âåäõìäáà 

            mg = P ,    àìó    m = 
g

P
. 

 ä.è. ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëàñà  óãðèñ  ëèñè  üíìà  âà÷íôèêè  
çàåèñóôêàã  åàðãìèêè  ñþäóêèñ  (ñèëûèëèñ  ûàêèñ)  g  àùõàðäáàæä. 
  
 ÌÈÓÒÍÌÈÑ ËÄÑÀËÄ ÉÀÌÍÌÈ (õëäãäáèñà ãà óéóõëäãäáèñ 
òíêíáà).   ÷íåäêè  íðè üäðòèêè (ñþäóêè)  äðçëàìäçæä  ëíõëäãäáñ  
ûàêäáèç,  ðíëêäáèú ñèãèãèç  òíêìè  àðèàì, ëãäáàðäíáäì  äðç  
ôóûäæä  ãà óðçèäðçñàüèìààöëãäâíã  àðèàì  ëèëàðçóêìè.   
 äñ  éàìíìè  åðúäêãäáà  ë÷àð  ñþäóêäáæäú  ãà  èâè ëèâåèçèçäáñ  
ûàêèñ  üàðëíøíáèñ  ü÷àðíæä,  ä.è.  âåèùåäìäáñ,  ðíë  áóìäáàøè  àðà  
àõåñ  àãâèêè  ûàêèñ  úàêëþðèå ëíõëäãäáàñ.  àëàñçàìàåä  øäåìèøìíç,  
ðíë  õëäãäáà  ãà  óéóõëäãäáà  üàðëíàãâäìñ  íð  ûàêàñ,  ðíëêäáèú  
÷íåäêçåèñ  íð  ñþåàãàñþåà  ñþäóêæäà  ëíãäáóêè.  àëèòíë  àë  
ûàêäáèñ  òíêíáà  àð  ìèøìàåñ,  ðíë  äñ  ûàêäáè  äðçëàìäçñ  
àüíìàñüíðäáñ. 
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     ÌÈÓÒÍÌÈÑ ËÄÍÇÞÄ ÉÀÌÍÌÈ (Zalebis moqmedebis 

damoukidebloba) Tu nivTier wertilze erTdroulad moqmedebs 
ramdenime Zala, maSin am wertilis aCqareba tolia im aCqarebaTa 
geometriuli jamisa, romelsac es wertili iRebs TiToeuli am 
Zalis moqmedebiT cal-calke. 
    çäíðèóê  ëäõàìèéàøè  çåêèàì,  ðíë   àçåêèñ  èìäðúèóêè  
ñèñòäëäáè  äéåèåàêäìòóðìè  àðèàì.  äñ  ìèøìàåñ,  ðíë  ëäõàìèéèñ  ÷åäêà  
éàìíìè  ãà  âàìòíêäáäáè  àð  àðèàì  ãàëíéèãäáóêìè  àçåêèñ  
èìäðúèóêè  ñèñòäëèñ  àðùäåàæä.   àëàøè   ëãâíëàðäíáñ  ëäõàìèéèñ    
ëìèøåìäêíåàìè    îðèìúèîè    -    â à ê è ê ä è ñ      ô à ð ã í á è ç í 
á è ñ   î ð è ì ú è î è. 

äñ  éàìíìäáè,  ðíëêäáèú   ìèóòíìëà  ùàëíà÷àêèáà  1687  üäêñ,  
àðèñ  âàêèêäèñ,  ¾èóâäìñèñ,  çåèç  ìèóòíìèñ  ãà  ñþåàçà  ëðàåàêè  
ãàéåèðåäáèñ,  úãäáèñ  ãà  çäíðèóêè  éåêäåèñ  øäãäâè. 

ìèóòíìèñ  éàìíìäáè  ëàðçäáóêè  àöàð  àðèàì  ûàêèàì  ëúèðä  
æíëèñ  íáèäõòäáèñ  (äêäëäìòàðóêè  ìàüèêàéäáèñ)  ëíûðàíáèñàçåèñ  ãà 
ñèìàçêèñ  ñèùõàðèñ  ëàþêíáäêè  ñèùõàðääáèç  ëíûðàíáèñàñ. 
 meqanikaSi samarTliania niuton-laibnicis determinirebis 

principi, romlis Tanaxmadac, nivTier wertilTa sistemis moZraoba 

savsebiT determinirebulia: wertilis sawyisi mdebareobis ( 0r

) da 

sawyisi siCqaris ( 0v


) mocema calsaxad gansazRvravs mis Semdgom 

moZraobas, e, i, funqcias r


( t).. 
 

                 §   3.3.    ÌÈÅÇÈÄÐÈ   ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ËÍÛÐÀÍÁÈÑ             
                             ÃÈÔÄÐÄÌÚÈÀÊÓÐÈ  ÂÀÌÒÍÊÄÁÄÁÈ 
 
 ðíâíðú  óéåä  àöåìèøìäç ãèìàëèéà øäèñüàåêèñ  ìèåçèäð  ñþäóêçà     
ëíûðàíáèñ  éàìíìäáñ   àë  ëíûðàíáèñ  âàëíëüåäå  ëèæäæäáçàì  
(ûàêäáçàì)  éàåøèðøè. 
 ãèìàëèéèñ  ñþåàãàñþåà  àëíúàìäáè  ãàè÷åàìäáèàì  ûèðèçàãàã  íðè  
òèîèñ  àëíúàìàæä: 

1) åèúèç  ðà  ëíúäëóêè  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  (ñþäóêèñ) 
ëíûðàíáèñ  éàìíìè,  åèîíåíç  àë  üäðòèêæä  (ñþäóêæä)  ëíõëäãè  
ûàêäáè. 
 2) åèúèç  ðà  ëíúäëóêè  ìèåçèäðè  üäðòèêæä  (ñþäóêæä)  
ëíõëäãè  ûàêäáè,  âàìåñàæöåðíç  àë  üäðòèêèñ  (ñþäóêèñ)  ëíûðàíáèñ  
éàìíìè. 

àë  àëíúàìäáèñ  àëíþñìèñàñ  ãèìàëèéà  àë÷àðäáñ  æíâàã  
ðàíãäìíáðèå  éàåøèðñ  (ãàëíéèãäáóêäáàñ)  ñþåàãàñþåà  ôèæèéóð  
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ñèãèãääáñ  øíðèñ,  ðíëêäáèú  ëýèãðíãàà  ãàéàåøèðäáóêè  ìèåçèäðè  
ñþäóêèñ  ëíûðàíáàñçàì  (ëàñà,  ûàêà,  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà,  
ëóøàíáà,  äìäðâèà  ãà  ñþå.). 

ÇÀÅÈÑÓÔÀÊÈ ÌÈÅÇÈÄÐÈ ÜÄÐÒÈÊÈÑ ËÍÛÐÀÍÁÈÑ  
ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáäáè  âàëíëãèìàðäíáäì ëäõàìèéèñ  ûèðèçàãè  
éàìíìèãàì -  ìèóòíìèñ  ëäíðä  éàìíìèãàì. 

âàìåèþèêíç  ãäéàðòèñ  ëàðçéóçþà  éííðãèìàòçà 0xyz ñèñòäëà,  
ðíëêèñ  ëèëàðç  ëíûðàíáñ m  ëàñèñ  çàåèñóôàêè  ìèåçèäðè   

M(x,y,z)   üäðòèêè  F


(X,Y,Z)  ûàêèñ  ëíõëäãäáèç.                          
z     M 

çó M  üäðòèêè F


  ûàêèñ  ëíõëäãäáèç                                    

v


 

èöäáñ   w


 (Wx,Wy,Wz)     àùõàðäáàñ,     ëàøèì                       r


     

F


 
ìèóòíìèñ   ëäíðä    éàìíìèñ    çàìàþëàã                          0 

  m w


= F


.          (3.1)                y                                      
x 

ãàåàâäâëèêíç  äñ  òíêíáà  ñàéííðãèìàòí  öäðûäáæä,  
ëèåèöäáç 

  mWx = X,     mWy = Y,     mWz = Z, 
àìó  

      m 
2

2

dt

xd
= X,     m 

2

2

dt

yd
= Y,     m 

2

2

dt

zd
= Z.             

(3.2) 

àì  éèãäå 

  mx = X,       my = Y,       mz = Z. 
 àë  âàìòíêäáäáñ  äüíãäáàç  çàåèñóôàêè  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  

ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáè: (3.1) –ñ  äüíãäáà  ãèìàëèéèñ  ûèðèçàãè  
âàìòíêäáà  (åäõòíðóêè  ñàþèç),  þíêí  (3.2)  âàìòíêäáäáñ   
äüíãäáàç      üäðòèêèñ   ë í û ð à í á è ñ   ã è ô ä ð ä ì ú è à ê ó ð 
è  âàìòíêäáäáè    ãäéàðòèñ  éííðãèìàòäáøè.  

F


  ûàêà  øäèûêäáà  äðçàãäðçè  ëíõëäãè  ûàêà  è÷íñ  àì  
üàðëíàãâäìãäñ  üäðòèêæä  ëíõëäãè  ðàëíãäìèëä  ûàêèñ  òíêõëäãñ.  

üäðòèêæä  ëíõëäãè  ûàêà  øäèûêäáà  ãàëíéèãäáóêè  è÷íñ  

üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáàæä  ( r


),  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ñèùõàðäæä   

( v


)  ãà  ãðíæä (t),  ä.è.  æíâàãàã F


= F


( r


, v


, t). 
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àëèòíë,  (3.2)  âàìòíêäáäáèñ  ëàðÿåäìà  ëþàðäøè  ëãâíëè  

ñèãèãääáè ñàæíâàãíã  øäèûêäáà  è÷åìäì   x, y, z, x, y, z,t  
úåêàãäáèñ  ôóìõúèäáè. 

 çó  ìèåçèäðè  üäðòèêè  ëíûðàíáñ   ñèáðò÷äæä,  åçõåàç   0xy 
ñèáðò÷äæä,  ëàøèì  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáäáè  
èõìäáèàì 

               m 
2

2

dt

xd
= X,     m 

2

2

dt

yd
= Y. 

 çó  ìèåçèäðè  üäðòèêè  àñðóêäáñ  üðôèå ëíûðàíáàñ,     
åçõåàç 0x öäðûèñ  âàñüåðèå,  ëàøèì  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  

âàìòíêäáà  èõìäáà                               m 
2

2

dt

xd
= X,      

            èñäåä,  ðíâíðú  éèìäëàòèéàøè,  øäèûêäáà  âàìåèþèêíç  M  
üäðòèêèñ  ëíûðàíáà  éííðãèìàòçà  áóìäáðèå  ñèñòäëàøè.     
ãàåàâäâëèêíç  (3.1)  òíêíáà  àë  ñèñòäëèñ  öäðûäáæä   (ëþäáæä,  
ìíðëàêæä,  áèìíðëàêæä).  ëèåèöäáç: 

                 mW = F,   mWn = Fn,   mWb = Fb .                                 
(3.3) 

  çó  âàåèþñäìäáç,  ðíë åäõòíðóêè  àùõàðäáèñ  âäâëèêäáè  
éííðãèìàòçà  áóìäáðèåè ñèñòäëèñ  öäðûäáæä   arian 

         W  =  
dt

dv
,      Wn =  



2v
,       Wb  = 0 . 

   ëàøèì  (3)  âàìòíêäáäáè  ëèèöäáäì  àñäç  ñàþäñ: 

    m
dt

dv
= F,    m



2v
= Fn,    0 = Fb.                       

(3.4) 

 àõ   - ëíúäëóê  üäðòèêøè  òðàäõòíðèèñ  ñèëðóãèñ  ðàãèóñèà,  

þíêí   v = 
dt

ds
  -  üäðòèêèñ  ñèùõàðäà. 

 (3.4)  âàìòíêäáäáñ  äüíãäáàç   üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  
ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáäáè á ó ì ä á ð è å  é í í ð ã è ì à ò ä áø 
è.  àë  âàìòíêäáäáñ  æíâÿäð  äèêäðèñ  âàìòíêäáäáñ  óüíãäáäì. 

(3.4) –èñ  áíêí  (Fb = 0)  âàìòíêäáà  âåèùåäìäáñ,  ðíë  ûàêà  
ëãäáàðäíáñ  üäðòèêèñ  òðàäõòíðèèñ  ëèëþäá  ñèáðò÷äøè. 

çó  ìèåçèäðè  üäðòèêè  àñðóêäáñ  áðò÷äê  ëíûðàíáàñ,  ëàøèì  

ëíûðàíáèñ  (3.4)  âàìòíêäáäáè  ëèèöäáäì  øäëãäâ  ñàþäñ 
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     m
dt

dv
= F,    m



2v
= Fn.   (3.5) 

ÀÐÀÇÀÅÈÑÓÔÀÊÈ  ÌÈÅÇÈÄÐÈ  ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ËÍÛÐÀÍÁÈÑ  
øäñüàåêèñàñ  ëìèøåìäêíåàìè  àãâèêè  óéàåèà  éèìäòíñòàòèäèñ  ëäçíãñ. 
äñ  ëäçíãè  âàìñàéóçðäáèç  ëàøèì  âàëíè÷äìäáà, ðíúà  úìíáèêèà  
üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  éàìíìè  ãà  àõòèóðè  ûàêäáè,  þíêí  âàñàâäáèà  
áëèñ  ðäàõúèà. 

âàìåèþèêíç  àðàçàåèñóôàêè  ìèåçèäðè M  üäðòèêèñ  ëíûðàíáà,  

ðíëäêæäú  ëíõëäãäáäì  àõòèóðè F


 ãà  ðäàõúèèñ N


 ûàêäáè.  

üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ  äõìäáà  àñäçè  ñàþä 

  m w


= F


+ N


.                                                  




 
äñ  òíêíáà  àñä  âàãàåüäðíç                                       M          

N


 

              F


+ N


+ (-m w


) = 0.                (3.6)           F


 

øäëíåèöíç  àöìèøåìà 

  (-m w


) = 


.                             (3.7) 




  åäõòíðñ  óüíãíç  è ì ä ð ú è è ñ   û à ê à.   úþàãèà,  èâè  
ñèãèãèç  üäðòèêèñ  ëàñèñà  ãà  àùõàðäáèñ  ìàëðàåêèñ òíêèà  ãà  
ëèëàðçóêèà  àùõàðäáèñ  åäõòíðèñ  ñàüèìààöëãäâíã. 

(3.6)   òíêíáà  àñä  ùàèüäðäáà 

F


+ N


+ 


 = 0.                                   
(3.8) 

 äñ  òíêíáà  üàðëíàãâäìñ àðàçàåèñóôàêè  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  
ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ, ðíëäêèú  ùàüäðèêèà  ûàêçà  üíìàñüíðíáèñ  
îèðíáèñ  ñàþèç.  ñüíðäã  àëàøè  âàëíèþàòäáà  éèìäòíñòàòèéèñ  
ûèðèçàãè  îðèìúèîè – ã à ê à ë á ä ð è ñ  î ð è ì ú è î è,  ðíëäêèú  àñä  

ùàëí÷àêèáãäáà  àðàçàåèñóôàêè  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  
÷íåäê  ëíëäìòøè  üäðòèêæä  ëíõëäãè  àõòèóðè  ãà  ðäàõúèèñ  ûàêäáè  
üíìàñüíðãäáèàì  èìäðúèèñ  ûàêèç.  

ëþäãåäêíáàøè  óìãà  ëèåèöíç,  ðíë  ìèåçèäð  üäðòèêæä  

ëíãäáóêìè  àðèàì  ëþíêíã  àõòèóðè F


 ãà  ðäàõúèèñ N


 ûàêäáè.  

(3.7)  ñàþèç  øäëíöäáóêè  èìäðúèèñ 


  ûàêà  óøóàêíã  àð  àðèñ  

ëíãäáóêè  ëíûðàå    üäðòèêæä   èâè  ëíãäáóêèà  èë  ñþäóêæä,  
ðíëäêèú  èüåäåñ  ëíúäëóêè  üäðòèêèñ  ëíûðàíáàñ.  æíâÿäð  ëàñ  
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ôèõòèóð  ûàêàñ  óüíãäáäì.  àëèòíë  (3.8)  âàìòíêäáà  àð  
üàðëíàãâäìñ  üäðòèêèñ  üíìàñüíðíáèñ  îèðíáàñ. 

ãàêàëáäðèñ  îðèìúèîñ  èìäðúèèñ  ûàêäáèñ  øäëíöäáèç  ãèìàëèéèñ  
àëíúàìà  ôíðëàêóðàã  ãà÷àåñ  ñòàòèéèñ  àëíúàìàæä.  îðàõòèéóêè  
àëíúàìäáèñ  àëíþñìèñ  ãðíñ  àë  þäðþñ  àõåñ  ëçäêè  ðèâè  
óîèðàòäñíáäáè  (ëàâàêèçàã,  ðäàõúèèñ  ûàêäáèñ  âàìñàæöåðèñàñ). 

 çàåèñóôàêè  ìèåçèäðè  üäðòèêèñàçåèñ  ãàêàëáäðèñ  îðèìúèîè  

âàëíèñàþäáà  âàìòíêäáèç      F


+


 = 0. 
ãàêàëáäðèñ  îðèìúèîèñ  âàëí÷äìäáèç  øäèûêäáà  âàìåñàæöåðíç  

ëíûðàåè  üäðòèêèñ  áëèñ  ðäàõúèà  àì  àùõàðäáà. 
     

ÌÈÅÇÈÄÐÈ  ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ÔÀÐÃÍÁÈÇÈ  ËÍÛÐÀÍÁÀ.  àõàëãèñ  
âàìþèêóêè  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáè ñàëàðçêèàìèà  ìèåçèäðè  
üäðòèêèñ  àáñíêóòóðè  ëíûðàíáèñàçåèñ,  ä.è.  èìäðúèóêè  (óûðàåè)  
ñèñòäëèñ  ëèëàðç  ëíûðàíáèñàçåèñ. 

 àþêà  âàìåèþèêíç  üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  ëíûðàíáà, ä. è. F


  
ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  M  üäðòèêèñ  ëíûðàíáà  èñäçè 0xyz  
ñàéííðãèìàòí  ñèñòäëèñ  ëèëàðç,  ðíëäêèú  çàåèñ  ëþðèå  úìíáèêè  
éàìíìèç  ëíûðàíáñ  èìäðúèóêè  (óûðàåè  öäðûäáèñ  ëõíìä)  01x1y1z1 
ñàéííðãèìàòí  ñèñòäëèñ  ëèëàðç.  ä.è.  M     üäðòèêè  àñðóêäáñ                         
z1 
ðçóê  ëíûðàíáàñ.                                                                   z       

 óûðàåè  (èìäðúèóêè) ñàéííðãèìàòí ñèñòäëèñ           M          
x                       
ëèëàðç   çàåèñóôàêè  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ 
   ëíûðàíáèñàñ  ñàëàðçêèàìèà  ãèìàëèéèñ                                     0        

F


 
ûèðèçàãè  âàìòíêäáà                                             y1            01                      
x1 

  m w


= F


          (3.9)                                        y 

ñôãàú, F


- üäðòèêæä  ëíõëäãè  ÷åäêà  

 ûàêèñ  òíêõëäãèà,  þíêí  w


- üäðòèêèñ  àáñíêóòóðè  ëíûðàíáèñ  
àùõàðäáà  óûðàåè   01x1y1z1    ñèñòäëèñ  ëèëàðç. éèìäëàòèéèãàì  úìíáèêèà  
üäðòèêèñ  ðçóêè  ëíûðàíáèñàñ  éíðèíêèñèñ  çäíðäëà,  ðíëêèñ  
çàìàþëàã  àáñíêóòóðè  àùõàðäáà  òíêèà  ôàðãíáèçè,  üàðëòàìè  ãà  

éíðèíêèñèñ  àùõàðäáàçà  ÿàëèñà 

                     w


= w


ô + w


ü + w


é .                             (3.10) 

àùõàðäáèñ  äñ   ëìèøåìäêíáà  øäåèòàìíç  (3.9)  òíêíáàøè,  ëèåèöäáç 
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  m w


ô + m w


ü + m w


é = F


. 
àõäãàì 

               m w


ô = F


+ (- m w


ü) + (-m w


é ).             (3 .11) 

 øäëíåèöíç  àöìèøåìà 

             - m w


ü =  


ü ,      - m w


é =  


é .                (3.12) 




ü  ãà   


é  ñèãèãääáñ  àõåç  ûàêèñ  âàìæíëèêäáà.  óüíãíç  ëàç  
øäñàáàëèñàã  üàðëòàìè  èìäðúèèñ  ûàêà  ãà  éíðèíêèñèñ  èìäðúèèñ  ûàêà.  

ëàøèì  (3.9)   âàìòíêäáà  ëèèöäáñ  àñäç  ñàþäñ   

  m w


ô = F


+


ü +


é  .                               (3. 13) 
 äñ  âàìòíêäáà  âàëíñàþàåñ   üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  ëíûðàíáèñ  
ûèðèçàã  éàìíìñ.  
 çó  äðçëàìäçñ  øäåàãàðäáç  (3.9)  ãà  (3.13)  âàìòíêäáäáñ,  

øäâåèûêèà  âàåàéäçíç  øäëãäâè  ãàñéåìà ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  
ëíûðàíáà  èñäåä  àöèüäðäáà,  ðíâíðú  àáñíêóòóðè  ñèñòäëèñ  ëèëàðç 

ëíûðàíáà,  çó  àë  üäðòèêæä  àõòèóðè ( F


)  ûàêèñ  âàðãà  èëíõëäãäáãà  

üàðëòàìè  (


ü)   ãà  éíðèíêèñèñ  (


é)   èìäðúèèñ  ûàêäáè. 

 éííðãèìàòçà  àðàèìäðúèóê  ñèñòäëàøè  èìäðúèèñ  ûàêäáè  
ëíõëäãäáäì  èñäåä,  ðíâíðú  ùåäóêäáðèåè  ûàêäáè,  ðíëêäáñàú  åþåãäáèç  
àçåêèñ   èìäðúèóê  ñèñòäëàøè.  üàðëòàìè  ãà  éíðèíêèñèñ  èìäðúèèñ  

ûàêäáè  èüåäåäì  üäðòèêèñ  ôàðãíáèç  àùõàðäáàñ  ëàç  øäóûêèàç  

ñþäóêèñ  ãäôíðëàúèà  ãà  ñþäóêèñ  ãàëñþåðäåàú  éè   äñ   ûàêäáè  
àñðóêäáäì  âàðéåäóê  ëóøàíáàñ  ãà  à.ø.  ëàøàñàãàëä  äñ  ûàêäáè  àðèàì  
ðäàêóðè  ûàêäáè,  ëíãäáóêìè  àðèàì  üäðòèêæä  ãà  àþãäìäì  ëàñæä  
ðäàêóð  ëíõëäãäáàñ.  äñ  ûàêäáè  óìãà  âàìåàñþåàíç   ãàêàëáäðèñ  
îðèìúèîøè  øäëíöäáóêè  èìäðúèèñ  ûàêèñàâàì,  ðíëäêèú  àð  àðèñ  
ëíãäáóêè  ìèåçèäð  üäðòèêæä. 
 àöåìèøìíç,  ðíë  ùåäóêäáðèåè  ûàêäáè  (ëàâàêèçàã,  ëèæèãóêíáèñ  
ûàêäáè)  àð  àðèàì  ãàëíéèãäáóêìè  àðàèìäðúèóêè  ñèñòäëèñ  àðùäåàæä,  
ëàøèì,  ðíãäñàú  üàðëòàìè  ãà  éíðèíêèñèñ  èìäðúèèñ  ûàêäáè  
âàìèñàæöåðäáèàì  éííðãèìàòçà  àðàèìäðúèóêè  ñèñòäëèñ  àðùäåèç. 
 âàìåèþèêíç  üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  ëíûðàíáèñ  éäðûí  
øäëçþåäåäáè. 

1) åçõåàç,  éííðãèìàòçà  ëíûðàåè  ñèñòäëà  âàãàòàìèçàã  
ëíûðàíáñ,  ä.è.  üàðëòàìè  ëíûðàíáà  âàãàòàìèçèà.  ëàøèì  ëíûðàåè  0xyz 

ñèñòäëèñ  áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðä   


ü=0.  ä.è.  w


é=2(


ü v


ô) = 0.  
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àëèòíë 


é = - m w


é =0.  üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  ëíûðàíáèñ  (3.13)  

âàìòíêäáà  ëèèöäáñ  àñäç  ñàþäñ    

   m w


ô = F


+


ü 
 2)  åçõåàç,  ñàôàðãè  (ëíûðàåè)  ñàéííðãèìàòí  ñèñòäëà  

àñðóêäáñ  âàãàòàìèç,  üðôèå  ãà  çàìàáàð  ëíûðàíáàñ.  ëàøèì   w


ü = 0  ãà  




ü = 0.  âåäõìäáà  


ü =


é = 0.  üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  ëíûðàíáèñ  

âàìòíêäáà  èõìäáà                  

                                               m w


ô = F


.   
 ëàøàñàãàëä,  çó  ñàôàðãè  ñèñòäëà  àáñíêóòóðè  ñèñòäëèñ  
ëèëàðç  ëíûðàíáñ  çàìàáðàã  ãà  üðôèåàã  âàãàòàìèçàã,  ëàøèì  
ôàðãíáèçè  ëíûðàíáèñ  éàìíìñ  àõåñ  èñäçèåä  ñàþä,  ðíâíðú  
àáñíêóòóðè  ëíûðàíáèñ  éàìíìñ.  àñäçè  ñàôàðãè  ñèñòäëàú  
èìäðúèóêèà. àëàøè  ëãâíëàðäíáñ  âàêèêäèñ  ëèäð  àöëíùäìèêè  
éêàñèéóðè  ëäõàìèéèñ  ôàðãíáèçíáèñ  îðèìúèîè. 
 3)  åçõåàç, M üäðòèêè  óûðàåèà  ëíûðàåè  ñèñòäëèñ  ëèëàðç,  

ä.è.  üäðòèêè  èë÷íôäáà  ôàðãíáèç  üíìàñüíðíáàøè.  ëàøèì  v


ô= 0,   

w


ô= 0 âåäõìäáà  


é = 0  (ðàãâàìàú  w


é=2


ü  v


ô = 0).   ëíûðàíáèñ  

(3.13)  âàìòíêäáà  ëèèöäáñ  øäëãäâ  ñàþäñ 

       F


+


ü = 0. 
 äñ  òíêíáà  âàëíñàþàåñ  üäðòèêèñ  ôàðãíáèçè  üíìàñüíðíáèñ  
îèðíáàñ. 
 

              §   3. 4     ÃÈÌÀËÈÉÈÑ  ÍÐÈ  ÛÈÐÈÇÀÃÈ  ÀËÍÚÀÌÀ 
 
    ãèìàëèéèñ  àëíúàìäáè  ãàè÷åàìäáèàì  íðè  ñàþèñ  àëíúàìàæä. 

              a)   ÎÈÐÅÄÊÈ  ÛÈÐÈÇÀÃÈ  ÀËÍÚÀÌÀ   
ëíúäëóêèà  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëàñà  (m )   ãà  ëíûðàíáèñ  
éèìäëàòèéóðè  âàìòíêäáäáè 
                  x = f1(t),    y = f2(t),   z = f3(t) .                                 
(4.1) 

ñàýèðíà  åèîíåíç F


(X,Y,Z)   ûàêà ,  ðíëäêèú  èüåäåñ  àë  
ëíûðàíáàñ.  
 àëíúàìèñ  àëíñàþñìäêàã  åèñàðâäáêíç  ëíûðàíáèñ  (3.2)   
ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáäáèç.  âàåàüàðëííç   (4.1)  òíêíáäáè  

ãðíèç  íðÿäð  ãà  ùàåñåàç  (3.2)  âàìòíêäáäáøè  ëèåèöäáç 

           X = m f1(t),    Y = m f2(t),      Z = m f3(t).                  
(4.2) 
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  àë  òíêíáäáèç  âàìèñàæöåðäáèàì   F


 ûàêèñ  âäâëèêäáè 

(X,Y,Z),  ðíëêäáèú ñðóêàã âàìñàæöåðàåäì F


 ûàêèñ ñèãèãäñ ãà 

ëèëàðçóêäáàñ 

                F

 =   X2+Y2+Z2

   

 cos( F


,^x) = X/ F

,     cos ( F


,^y) = Y/ F


,     cos( F


,^z) = 

Z/ F

 

 
ÀËÍÚÀÌÀ 1.1.  m=2 éâ ëàñèñ  ìèåçèäðè üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ 

éàìíìè âàëíèñàþäáà  âàìòíêäáäáèç:    x=3t3-2t2 (ñë),      y=-4t2+1  (ñë),    
z=5t+4  (ñë), 
ñàãàú  t  âàëíñàþóêèà üàëäáøè. 
            âàìñàæöåðäç üäðòèêæä ëíõëäãè ûàêèñ ñèãèãä   t =1 üë  
ëíëäìòøè. 

ÀËÍÞÑÌÀ.  üäðòèêæä ëíõëäãè F


ûàêèñ âäâëèêäáè 
âàìèñàæöåðäáèàì  (4.2)  ôíðëóêäáèç. 

àëíúàìèñ îèðíáèãàì âàëíëãèìàðä: x =18t-4,  y =-8,  z =0.  

àëèòíë,  (4.2)-èñ  çàìàþëàã  ìäáèñëèäð  t  ëíëäìòøè:   X=2 (18t-4),  
Y=-16,  Z=0. 

t =1  üë  ëíëäìòøè:   X=28,  Y=-16,  Z=0. 

F


 ûàêèñ  ñèãèãä  èõìäáà:   F= X2+Y2 +Z2 = 2  255 = 31,9 ì. 
 ÀËÍÚÀÌÀ 1.2.   ìèåçèäðè üäðòèêè ëíûðàíáñ  R=8 ë  ðàãèóñèñ   

üðäüèðæä,  s=2t2   ë  éàìíìèç  (t – üàëäáøè).  âàìñàæöåðäç àë 
üäðòèêèñ  ëàñà, çó úìíáèêèà,  ðíë,  ðíúà  s=2  ë-ñ,  ëàøèì  
üäðòèêæä ëíõëäãè  ûàêèñ  ñèãèãäà          F  = 5    ì. 

ÀËÍÞÑÌÀ.  üäðòèêè ëíûðàíáñ  üðäüèðæä,  àëèòíë  
ëèæàìøäüíìèêèà âàëíåè÷äìíç  éííðãèìàòçà  áóìäáðèåè   ñèñòäëà.  

üäðòèêæä  ëíõëäãè F


 ûàêèñ âäâëèêäáè    âàìèñàæöåðäáèàì   (3.4)  

ôíðëóêäáèç.     üðäüèðæä   ëíûðàíáèñàñ           v= v=
dt

ds = 4t;    

àëèòíë   âåäõìäáà: 

F  =  m
dt

dv
 = 4m;       Fn =m



2v
= 2mt2;       Fb= 0. 

  F


 ûàêèñ  ñèãèãä  ãðíèñ  ìäáèñëèäð  t  ëíëäìòèñàçåèñ: 
 

                                 F =  F
2  + Fn 

2 ,   àìó   F = 16m2 + 4m2t4  
;          (*) 
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îèðíáèñ    çàìàþëàã  s=2t2;  àëèòíë,  ãðíèñ  èñ  ëíëäìòè, ðíúà  
üäðòèêè  âàèåêèñ  s=2  ë-ñ,  èõìäáà 2=2t2,  ä.è.  t =1üë.   ãðíèñ àë 
ëíëäìòèñàçåèñ  F = 5 . 

(*)  òíêíáèãàì    ëèåèöäáç     (t =1üë,  F = 5 ì) :   

  5 =  16m2 + 4m2   ;        ñàèãàìàú    m = 0,5 ì. 

               ÀËÍÚÀÌÀ  1.3.  óûðàåè  0  öäðûèñ âàðøäëí ëáðóìàå áêíéæä 
ãàþåäóêè çíéèñ çàåèñóôàê  áíêíæä  ãàéèãäáóêèà  P = 1,2 éì  üíìèñ  
òåèðçè, ðíëäêèú  ëíûðàíáñ w= g/2 –ñ òíêè  àùõàðäáèç. 
âàìñàæöåðäç çíéèñ ãàýèëóêíáà, ðíúà þãäáà òåèðçèñ  àüäåà. 

ÀËÍÞÑÌÀ. òåèðçæä ëíõëäãäáñ íðè ûàêà: P


 -
òåèðçèñ  ñèëûèëèñ ûàêà ãà T


 - çíéèñ ãàýèëóêíáèñ  

ûàêà.  ãèìàëèéèñ ûèðèçàãè  éàìíìèñ  çàìàþëàã òåèðçèñ 

ëíûðàíáèñ  éàìíìè  èõìäáà:          m w


= P


+T


.                       
(*)                             
        ëèåëàðçíç  x   öäðûè   òåèðçèñ   ëíûðàíáèñ  
ëþàðäñ   (æäëíç)  ãà ãàåàâäâëèêíç (*) òíêíáà àë 
öäðûæä.  ëèåèöäáç:  mw = -P+T;   àõäãàì   T= mw+P = 

P/g  g/2 +P = 3P/2=1,8  éì.    
ÃÀÅÀÊÄÁÀ:    âàìñàæöåðäç  çíéèñ  ãàýèëóêíáà,  

ðíúà  òåèðçè ëíûðàíáñ  õåäåèç.                                 îàñóþè:   T = 
0,6 éì.  
 
  
            b)  ËÄÍÐÄ  ÛÈÐÈÇÀÃÈ  ÀËÍÚÀÌÀ.  
                 ëíúäëóêèà  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëàñà  (m )   ãà  

üäðòèêæä  ëíõëäãè  ûàêà  F


(X,Y,Z). ñàýèðíà  åèîíåíç  üäðòèêèñ  
ëíûðàíáèñ  éèìäëàòèéóðè  âàìòíêäáäáè,  ä. è.    x, y, z   – ðíâíðú  
ãðíèñ  ôóìõúèäáè. 
 àë  àëíúàìèñ  àëíñàþñìäêàã  üäðòèêèñ  ëàñèñà  ãà  ëíõëäãè  
ûàêèñ  âàðãà  ñàýèðíà  åèúíãäç  àâðäçåä  ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  
îèðíáäáè,  àìó  ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñ t0  ëíëäìòøè  üäðòèêèñ  ñàü÷èñè 

M0(x0, y0, z0) ëãäáàðäíáà  ãà  ñàü÷èñè v0(x0,y0,z0) ñèùõàðä.  äñ  

ñàü÷èñè  îèðíáäáè  éííðãèìàòäáøè  àñä  ùàèüäðäáà  
 ðíúà t=t0 ,   ëàøèì    x = x0,   y = y0,   z = z0, 

       x = x0,   y = y0,   z = z0.               (4.3) 
 ðíâíðú  óéåä  àöåìèøìäç,  üäðòèêæä  ëíãäáóêè  ûàêäáèñ  
òíêõëäãè  ñàæíâàãíã  ãàëíéèãäáóêèà  üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáàæä,  ëèñè  
ëíûðàíáèñ  ñèùõàðäæä  ãà  ãðíæä 

        F


= F


( r


, v


, t). 
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 àëèòíë,  éííðãèìàòçà  àðùäóêè  ñèñòäëèñ  öäðûäáæä  ûàêèñ  
âäâëèêäáèú  àëàåä  úåêàãäáèñ  ôóìõúèäáè  èõìäáèàì.  àëèñ  ëèþäãåèç,  
çàåèñóôàêè  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  (3.2)  ãèôäðäìúèàêóðè  

âàìòíêäáäáè  ëèèöäáäì  øäëãäâ  ñàþäñ 

   m
2

2

dt

xd
= X (t, x, y, z, x, y, z), 

                              m
2

2

dt

yd
= Y(t, x, y, z, x, y, z),                        

(4.4) 

                              m
2

2

dt

zd
= Z(t, x, y, z, x, y, z). 

 èëèñàçåèñ,  ðíë  åèîíåíç  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  éèìäëàòèéóðè  
âàìòíêäáäáè,  ñàýèðíà  âàåàèìòäâðíç   (4.4)  âàìòíêäáàçà  ñèñòäëà,  
ðíëäêèú  üàðëíàãâäìñ  ëä-6  ðèâèñ  ãèôäðäìúèàêóð  âàìòíêäáàçà  
ñèñòäëàñ.  àëèòíë,  àë  ñèñòäëèñ  èìòäâðäáèñàñ  æíâàã  àëíþñìàøè  øäåà  

äõåñè  ëóãëèåè  ãà  ëàñ  àñäçè  ñàþä  äõìäáà 

    x = 1(t,  c1, c2,…,c6), 

    y = 2(t,  c1, c2,…,c6),                                     
(4.5) 

    z = 3(t, c1, c2,…,c6), 
  âàåàüàðëííç  äñ  òíêíáäáè  ãðíèç.  ëèåèöäáç  üäðòèêèñ  

ñèùõàðèñ  âäâëèêäáñ 

   x = 1,       y = 2,        z = 3 ,                 (4.6) 
 èìòäâðäáèñ   c1, c2,…,c6     ëóãëèåäáèñ  âàìñàñàæöåðàã  (4.5)  ãà  
(4.6)  âàìòíêäáàçà  ñèñòäëàøè  âàëíåè÷äìíç  ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  (4.3)  
îèðíáäáè.  ðíúà  t = t0,    ëèåèöäáç    äõåñè    àêâäáðóêè   
âàìòíêäáèñ    ñèñòäëàñ           c1, c2,…,c6   ëóãëèåäáèñ  ëèëàðç.  àë  
ñèñòäëèñ  àëíþñìèñ  øäãäâàã  ìäáèñëèäðè  ëóãëèåäáè  âàëíèñàþäáèàì  

ñàü÷èñè  îèðíáäáèñ  ñàøóàêäáèç  àë  ëìèøåìäêíáäáèñ  øäòàìèç  (4.5)  

âàëíñàþóêäáäáøè   ñàáíêíí  àëíþñìà  ëèèöäáñ  øäëãäâ  ñàþäñ 

    x = 1(t, x0, y0, z0, x0, y0, z0), 

    y = 2(t, x0, y0, z0, x0, y0, z0), 

    z = 3(t, x0, y0, z0, x0, y0, z0). 
  æíâàãè  ñàþèç  (4.4)   âàìòíêäáàçà  ñèñòäëèñ   èìòäâðäáà  
âàðéåäóê  ñèðçóêääáçàì  àðèñ  ãàéàåøèðäáóêè,  ëàâðàë  îðàõòèéóêè  
àëíúàìäáèñ  àëíþñìèñàñ  óëäòäñ  øäëçþåäåàøè  üäðòèêæä  ëíõëäã  ûàêàñ  
àõåñ  øäãàðäáèç  ëàðòèåè  ñàþä  ãà  àöìèøìóêè  ñèñòäëàú  óôðí  
ëàðòèåàã  àëíèþñìäáà. 
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 ÀËÍÚÀÌÀ 1. 4.  m = 3éâ  ëàñèñ  ìèåçèäð  üäðòèêæä  ëíõëäãäáñ  

ûàêà,  ðíëêèñ   âäâëèêäáè   ñàéííðãèìàòí  öäðûäáæä   àðèàì: X= 9t2 
ì,  Y= 12 ì, Z=0.  âàìñàæöåðäç  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  éàìíìè,  çó  èâè  
âàëíåèãà  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ ñàçàåèãàì ñèùõàðèç,  ðíëêèñ  
âäâëèêäáèà: vox= 0,  voy= 6  ë/ üë, voz= 5 ë/üë. 

ÀËÍÞÑÌÀ:   çàìàþëàã  (3.2)  ôíðëóêäáèñà,  üäðòèêèñ   
ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáäáè  èõìäáèàì: 

  m x= 9t2;     m y = 12;      m z = 0.                                    

(à) 

ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  îèðíáäáèà:   

   ðíúà  t = t 0= 0,    ëàøèì      xo = yo = zo = 0,                         
(á) 

                             ox = vox= 0,  oy = voy= 6,   oz = voz = 5. 

åàèìòäâðíç  (à)  òíêíáäáè;   ëèåèöäáç:  

             m x = 3t3 + c1;    m y =12t + c2 ;      m z = c3.                              

(â) 

äñ  òíêíáäáè  éåêàå  åàèìòäâðíç;  ëèåèöäáç: 

   mx = 3/4 t4 +c1t +c4;       my = 6t2 +c2t + c5;        mz= c3t + 
c6.            (ã) 

(â)  ãà  (ã)  òíêíáäáøè  âàëíåè÷äìíç  ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  (á) 
îèðíáäáè;   ðíúà   to = 0,  ëèåèöäáç: 

  mvox= c1;   mvoy = c2;   mvoz= c3;   mxo= c4;   myo = c5;   mzo= 
c6; 

ñàèãàìàú  c1= 0,   c2=18,   c3= 15,   c4= c5= c6 = 0.  

àë  ëìèøåìäêíáäáèñ   (ã)  òíêíáäáøè  øäòàìèç  ëèåèöäáç  
üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáäáñ    (m = 3): 

           x = 1/4 t4 ë;       y = 2t2 + 6t   ë;     z = 5t  ë. 

 

 

 § 3.5.  ÌÈÅÇÈÄÐÈ  ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ÜÐÔÈÅÈ  ËÍÛÐÀÍÁÀ 
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 üäðòèêèñ  üðôèåè  ëíûðàíáèñàñ  ëàëíûðàåäáäêè  ûàêà,  
üäðòèêèñ  ñèùõàðä  ãà  àùõàðäáà  ëèëàðçóêèà  àë  üðôèñ  âàñüåðèå. 

 åçõåàç F


 ûàêèñ  ëíõëäãäáèç m ëàñèñ  ìèåçèäðè M üäðòèêè  
ëíûðàíáñ  0x  öäðûæä.  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  

âàìòíêäáà  èõìäáà 

                   m
2

2

dt

xd
= X .                                   

(5.1)     

 àõ      X =  F

.   üðôèåè  ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  îèðíáäáè  è÷íñ 

 ðíúà t = t0,    ëàøèì    x = x0,   v = v0.                       
(5.2) 
 âàìåèþèêíç  üäðòèêèñ  üðôèåè  ëíûðàíáèñ  éäðûí  
øäëçþåäåäáè. 
 

 1.   û à ê à   ë ó ã ë è å è à  (ñèãèãèç  ãà  ëèëàðçóêäáèç)   
X = const = C. 

 ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà  èõìäáà 

                        m
2

2

dt

xd
= C      àìó      m

dt

dv
= C. 

 âàåàèìòäâðíç.  ëèåèöäáç   v =  
m

C t +C1.                  (5.3) 

 èìòäâðäáèñ C1 ëóãëèåà  âàìèñàæöåðäáà  ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  

îèðíáäáèãàì  ðíúà   t = t0,   ëàøèì  v = v0   ãà     (5.3) –ãàì 

                  v0 = 
m

C t0 + C1,   ñàèãàìàú   C1 = v0 – 
m

C t0. 

øäåèòàìíç C1-èñ  äñ  ëìèøåìä êíáà  (5.3)-øè,  ëèåèöäáç 

      v = 
m

C t + v0 – 
m

C t0 

àìó                    
dt

dx
 = 

m

C (t -t0) + v0.                                      

 âàåàèìòäâðíç  äñ  òíêíáà  

                                    x  =  
m

C

2
(t -t0)

2 + v0t +C2.                         

(5.4) 

 C2  ëóãëèåà  âàìèñàæöåðäáà  (5.2)  ñàü÷èñè  îèðíáäáèãàì  ðíúà  
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t = t0,    ëàøèì    x = x0,    àëèòíë   (5.4) –ãàì   x0 = v0t0 + C2 ,   
ñàèãàìàú            C2= x0 - v0t0 .   øäåèòàìíç  äñ  ëìèøåìäêíáäáè  (5.4) 

–øè,  ëèåèöäáç 

        x  = 
m

C

2
(t -t0)

2 + v0(t –t0) +x0 .                   

(5.5) 
 (5.5)  âåàûêäåñ  ëóãëèåè  ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  ìèåçèäðè  
üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ. 

 2.  û à ê à   ã ð í è ñ   ô ó ì õ ú è à à   X = f (t) 

 ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà  èõìäáà 

  m
2

2

dt

xd
= f (t),   àìó    

dt

dv
= 

m

1
f (t)  

àë  òíêíáèñ  èìòäâðäáèç  ëèåèöäáç 

  v = 
m

1
  f (t) dt + C1.                                           

(5.6) 
 åèìàèãàì   v = dx/dt ,   àëèòíë  (4.6) –èñ  èìòäâðäáèç   

ëèåèöäáç 

  x =  
m

1
     f (t) dt dt + C1t + C2 .                         

(5.7) 
 èìòäâðäáèñ C1 ãà C2 ëóãëèåäáè  âàìèñàæöåðäáèàì  (5.6)  ãà  
(5.7)  òíêíáäáøè  ñàü÷èñè  (5.2)  îèðíáäáèñ  âàëí÷äìäáèç.  (5.7)  
üàðëíàãâäìñ  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ,  ðíúà  ëíõëäãè  ûàêà  
ãðíæäà   ãàëíéèãäáóêè          

     3.  û à ê à   ü ä ð ò è ê è ñ   ë ã ä á à ð ä í á è ñ  ô ó ì õ ú è à à 
X=f (x)    

             ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà  èõìäáà 

  m
2

2

dt

xd
= f (x),   àìó       m

dt

dv
= f (x). 

òíêíáèñ  íðèåä  ëþàðä  âàåàëðàåêíç  dx-æä 

   m
dt

dv
dx= f (x) dx    àìó     mv dv = f (x) dx.  

àë  òíêíáèñ  èìòäâðäáèç  ëèåèöäáç 

  
2

1
mv2 =   f (x) dx + C1. 

ñàèãàìàú 
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     v =  ])([
2

1 Cdxxf
m

  ,  àìó    
dt

dx
=  ])([

2
1 Cdxxf

m

. 

 âàìåàúàêíç  úåêàãäáè  ãà  âàåàèìòäâðíç.  ëèåèöäáç 

    (x,C1) = t + C2 . 
 äñ  òíêíáà  üàðëíàãâäìñ  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáàñ,  
ñàãàú   C1   ãà   C2  ëóãëèåäáè  âàìèñàæöåðäáèàì  (5.2)  ñàü÷èñè  
îèðíáäáèç. 

 4.  û à ê à  ü ä ð ò è ê è ñ  ñ è ù õ à ð è ñ  ô ó ì õ ú è à à 
X=f (v)    

             ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà  èõìäáà 

  m
2

2

dt

xd
= f (v),   àìó       m

dt

dv
= f (v).             (5.8) 

 âàìåàúàêíç  úåêàãäáè  ãà  âàåàèìòäâðíç.  ëèåèöäáç 

             m  )(vf

dv
  + C1 = t .  

 øäëíåèöíç  àöìèøåìà 

   (v,C1) = m  )(vf

dv
  + C1 

ëèåèöäáç    

    (v,C1) = t                                              
(5.9) 

 à)  åçõåàç  äñ  âàìòíêäáà  àëíèþñìäáà  v -ñ  ëèëàðç 

  v = (t , C1), àìó     
dt

dx
= (t , C1) . 

àë  òíêíáèñ  èìòäâðäáèç  ëèåèöäáç 

  x =    (t, C1)dt + C2. 

äñ  àðèñ  M   üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáà.,  C1  ãà  C2  ëóãëèåäáè  
âàìèñàæöåðäáèàì  (5.2)  ñàü÷èñè  îèðíáäáèç. 
 á)  èë  øäëçþåäåàøè,  ðíúà   (5.9)  âàìòíêäáà  àð  àëíèþñìäáà  

v-ñ  ëèëàðç,  âàåàëðàåêíç  (5.8)  òíêíáèñ  íðèåä  ëþàðä    dx-æä 

     m
dt

dv
dx = f (v) dx ,      àìó    mvdv = f (v) dx. 

 âàìåàúàêíç  úåêàãäáè  ãà  âàåàèìòäâðíç.  ëèåèöäáç 
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                    m  )(vf

vdv
= x + C2,    àìó   (v) = x + C2.                   

(5.10) 

àõ  øäëíöäáóêèà  àöìèøåìà 

   (v) = m  )(vf

vdv
 . 

   (5.9)  ãà  (5.10)   âàìòíêäáäáèñ  äðçíáêèíáà 

                                           (v,C1) = t  

   (v) = x + C2. 
 üàðëíàãâäìñ  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  îàðàëäòðóê  âàìòíêäáàñ,  
îèðàëäòðèç  v.   C1  ãà  C2  ëóãëèåäáè  âàìèñàæöåðäáèàì  (5.2)  ñàü÷èñè  
îèðíáäáèç. 
 
           ÀËÍÚÀÌÀ 1. 5.  m= 0,1 éâ ëàñèñ  ìèåçèäðè  üäðòèêè  ëíûðàíáñ  
¾íðèæíìòàêóðè  üðôèåè  âæèñ  âàñüåðèå   5 ë/üë  ñèùõàðèç.  ãðíèñ  

âàðéåäóêè  ëíëäìòèãàì  ãàèü÷í  üäðòèêæä  üèìàöíáèñ  ëóãëèåè     F


 
ûàêèñ  ëíõëäãäáà.   ðàñ  óãðèñ  äñ  ûàêà,  çó  ûàêèñ  ëíõëäãäáèñ  
ãàü÷äáèñ   ëíëäìòèãàì  üäðòèêè  âàùäðãà  1 ë-èñ  âàåêèñ  øäëãäâ. 

ÀËÍÞÑÌÀ   ãðíèñ âàìñàþèêåäê  øóàêäãøè, ä.è. F


  ûàêèñ  

ëíãäáèñ  ëíëäìòèãàì  âàùäðäáàëãä,  üäðòèêæä  ëíõëäãäáäì ñèëûèëèñ P


,  

ðäàõúèèñ N

  ãà üèìàöíáèñ F


 ûàêäáè. ìèóòíìèñ ëä-2                                       

N

 

éàìíìèñ  çàìàþëàã  âåäõìäáà:                                    

             m w


 = P


 + N

  + F


.            (à)                   F


                        

x 

ëèåëàðçíç  x  öäðûè ¾íðèæíìòàêóðè 

âæèñ  âàñüåðèå  ãà  ãàåàâäâëèêíç  (à)  òíêíáà             P


 

 àë  öäðûæä,  ëèåèöäáç:        m x = -F .                                           
ìàþ. 4 

 âàåàèìòäâðíç  äñ  òíêíáà:  m x = -Ft + c1.     (á) 
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ëíûðàíáèñ ñàü÷èñè îèðíáäáèà: t = to=0, ëàøèì ox =vo= 5 ë/üë, xo= 0.  

(â)   àëèòíë        to= 0  ëíëäìòøè  (á)–ãàì  âåäõìäáà:    mvo = c1;   (á)  
òíêíáà  àñä  ùàèüäðäáà:                     

                          m x = -Ft + mvo .                                                  
(ã) 

 ãàåóøåàç  üäðòèêè  âàùäðãà  üàëèñ  øäëãäâ.  ä.è.,  ðíúà t=,  

ëàøèì x =v=0.  àëèòíë  (ã)-ãàì   ëèåèöäáç 0=-F+mvo,  ñàèãàìàú   = 
mvo/F  üë.  

                (ã)  òíêíáèñ  èìòäâðäáèç  ëèåèöäáç: mx= -1/2 Ft2+ 
mvot+c2.     (ä)   

          àõ c2  âàìèñàæöåðäáà  ëíûðàíáèñ   ñàü÷èñè  (â)  îèðíáäáèãàì:  
ðíúà  t=to= 0,  ëàøèì  x= xo= 0  ãà  âåäõìäáà  c2= 0.  àë  ëìèøåìäêíáèñ   
(ä) -øè  øäòàìèç ëèåèöäáç: 

                            mx= -1/2 Ft2+ mvot.                                           
(å)  

             üàëøè  ñþäóêëà  âàèàðà    x= s = 1 ë  ëàìûèêè   ãà   âàùäðãà;   

àëèòíë,   ðíúà     t = ,  (å)-ãàì   ëèåèöäáç:       ms= -1/2F2 + mvo 
; 

         øäåèòàìíç àõ   -ñ   ëìèøåìäêíáà:  ms = -1/2 F(mvo/F)2 + mvo 
(mvo/F); 

          àõäãàì     F = mvo
2/ 2s = 1,25 ì.                F = 1,25 ì. 

 

           ÀËÍÚÀÌÀ 1. 6.  ëíçþèêàëóðä  äøåäáà  ¾íðèæíìòèñàãëè  =600 

éóçþèç  ãàþðèê  s=100 ë ñèâðûèñ ôäðãíáæä. çþèêàëóðäáèñ  çíåêæä  
ñðèàêèñ  þàþóìèñ  éíäôèúèäìòèà  f=0,1. âàìñàæöåðäç  ëíçþèêàëóðèñ  

ãàøåäáèñ  ãðí  ()  ãà  ñèùõàðä  (v)  ôäðãíáèñ  áíêíøè,  çó  
ãàøåäáèñ  ãàñàü÷èñøè  ñèùõàðä  ìóêèñ  òíêè  è÷í.  ¾àäðèñ  üèìàöíáà  
óâóêäáäê÷àåèç. 

ÀËÍÞÑÌÀ.   éííðãèìàòçà  ëàðçéóçþà  0xy  ñèñòäëèñ  ñàçàåä  
ëíåàçàåñíç  ëíçþèêàëóðèñ  ãàøåäáèñ   ñàü÷èñ  0  üäðòèêøè  ãà  0x  
öäðûè  ëèåëàðçíç  ôäðãíáèñ  âàñüåðèå  õåäåèç. 

                ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  îèðíáäáèà: 
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ðíúà t = to= 0,  ëàøèì  x = xo = 0,  x = ox = vo = 0.                 (à) 

               ëíçþèêàëóðäæä  ëíõëäãäáñ  ñèëûèëèñ P


=m g


  ûàêà,  

ôäðãíáèñ  ðäàõúèèñ  ûàêà N


 ãà  çíåêæä  çþèêàëóðäáèñ     ñðèàêèñ  

þàþóìèñ  ûàêà F


þ,  ëèëàðçóêè                         

 ëíûðàíáèñ  ñàüèìààöëãäâíã.                                                         

              ìèóòíìèñ  ëä-2  éàìíìèñ  
çàìàþëàã:                                        

                        m w


 = P


 + N

  + F


þ .                                          

              ãàåàâäâëèêíç  äñ  òíêíáà    0x  ãà 0y   öäðûäáæä:          

m x=  mg Sin - Fþ ,       (á)       

                0 = -mg Cos + N  .            

(åèìàèãàì  ëíçþèêàëóðä  ëíûðàíáñ  0x  öäðûèñ  âàñüåðèå, àëèòíë 

wy= y =0).  

          (á)-ãàì  N = mgCos;   þàþóìèñ  ûàêà   Fþ= fN = fmgCos.  
âåäõìäáà:   

     m x=  mg Sin - f mgCos , 

àìó                   x=  g(Sin- f Cos ). 

àë  òíêíáèñ   íðÿäð  èìòäâðäáèç  ëèåèöäáç: 

                       x = gt(Sin - f Cos) + c1,                                     
(â) 

                       x = 1/2 gt 2(Sin - f Cos) + c1t + c2. 

àõ èìòäâðäáèñ c1 ãà c2 ëóãëèåäáè  âàìèñàæöåðäáèàì  ëíûðàíáèñ   ñàü÷èñè   
(à)  îèðíáäáèç:   ðíúà  t = to = 0,  (â)-ãàì  ëèåèöäáç:   

       c1 = ox = 0,   c2 = xo = 0.   (â) òíêíáäáè  àñä  âàãàèüäðäáà 

        x = gt(Sin - f Cos),               (ã) 

                      x = 1/2 gt 2(Sin - f Cos). 
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ôäðãíáèñ  âàåêàñ  ëíçþèêàëóðä  àìãíëäáñ  üàëñ;  àëèòíë,  ðíúà t=,  
ëàøèì  ëíçþèêàëóðä    âàèåêèñ  x = s   ëàìûèêñ    ãà  ôäðãíáèñ  

áíêíøè  ñèùõàðä  èõìäáà  x  = vA . .   (ã)-ãàì  ëèåèöäáç: 

         vA= g (Sin - f Cos),             

                        s = 1/2 g2(Sin- f Cos). 

             àë    âàìòíêäáäáøè  øäåèòàìíç  àëíúàìèñ  îèðíáèç  ëíúäëóêè   

(s, f, ,  g=9,8 ë/üë2)   ñèãèãääáèñ  ëìèøåìäêíáäáè  ãà  àëíåþñìàç  
ëèöäáóêè  ñèñòäëà.  âåäõìäáà:       

                          = 5 üë,    vA = 40 ë/üë. 

ÀËÍÚÀÌÀ 1. 7.    P =10  ì   üíìèñ  ñþäóêè  ëíûðàíáñ  úåêàãè  

F=10(1- t)  ì  ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  (t - üë-øè).  ðà    ãðíèñ  øäëãäâ  

âàùäðãäáà  ñþäóêè,  çó  ñàü÷èñ  ëíëäìòøè  vo= 20 ñë/üë  ãà F


 ûàêà  
äëçþåäåà  ñèùõàðèñ  ëèëàðçóêäáàñ.  ðà s  ëàìûèêñ  âàèåêèñ  ñþäóêè  
âàùäðäáàëãä ? 

ÀËÍÞÑÌÀ .   àëíúàìèñ  îèðíáèñ  çàìàþëàã  ûàêèñ  ëèëàðçóêäáà  
äëçþåäåà  ñèùõàðèñ  ëèëàðçóêäáàñ  àë  ëèëàðçóêäáàñ.  ãàåàëçþåèíç  
ñàéííðãèìàòí 0x öäðûè, ñàçàåèç 0 üäðòèêøè.  ëíûðàíáèñ   ñàü÷èñè  
îèðíáäáèà:  

               to=0,   xo=0,   ox = vo.                                                    

(à)                          

ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóð  âàìòíêäáàñ  àñäçè  ñàþä  àõåñ: 

       m x= 10 (1 – t). 

åèìàèãàì   m = P/g ,   âåäõìäáà:   x= g (1- t).   àë  òíêíáèñ  
èìòäâðäáèç  ëèåèöäáç:                             

                                    x = - 1/2 g (1 – t )2   + c1.                                         
(á) 

ñàü÷èñè  (à)  îèðíáèñ  çàìàþëàã:  ðíúà to = 0, ox =v0; (á)-ãàì  

ëèåèöäáç:    

           vo = -1/2 g + c1;    àõäãàì:  c1 = vo + 1/2 g.   øäåèòàìíç  (á)-
øè:       
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                                 x = -1/2 g(1-t)2 + vo + 1/2 g.            
(â) 

äñ òíêíáà âàëíñàþàåñ ñþäóêèñ ñèùõàðäñ ãðíèñ ìäáèñëèäð  t  ëíëäìòøè. 

ñþäóêè  ùäðãäáà   üàëèñ  øäëãäâ, ä.è. t =   ëíëäìòøè x = v = 0.  (â)-
ãàì  âåäõìäáà:       

                             0 = -1/2 g (1-)2 + vo +1/2 g,   

 Ñàèãàìàú     = 2,02  üë-ñ;      (àõ  g = 980 ñë/üë2). 

âàìåêèêè s ëàìûèêèñ  âàëíñàçåêäêàã  åàèìòäâðíç  (â) òíêíáà;  
ëèåèöäáç:                

                   x = 1/6 g(1-t)3 + (vo + 1/2 g)t  + c2.                               
(ã) 

ðíúà  t = to=0, ëàøèì x = xo = 0;  (ã)-ãàì  âåäõìäáà c2 = -1/ 6 g;  
ëàøàñàãàëä:                  

                   x = 1/6 g(1-t)3 + (vo + 1/2 g)t – 1/ 6g.                           
(ä) 

t =   üàëøè  ñþäóêëà  âàèàðà s ëàìûèêè  ãà  âàùäðãà.  àëèòíë  

(ä) –ãàì  âåäõìäáà          s = 1/6 g(1-)3 + (vo + 1/2 g)  – 1/ 6g =  
692  ñë. 

                        s =  692 ñë. 

 

            ÀËÍÚÀÌÀ 1. 8.  0  üäðòèêèãàì  ¾íðèæíìòèñàãëè    éóçþèç  
ãà vo ñàü÷èñè  ñèùõàðèç  âàò÷íðúìèêèà m  ëàñèñ ìèåçèäðè  üäðòèêè. 

           âàìñàæöåðäç  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  òðàäõòíðèà, 

òðàäõòíðèèñ  ñèëàöêä (H), ò÷íðúìèñ ñèøíðä(), ôðäìèñ ãðí(). 
¾àäðèñ  üèìàöíáèñ  ûàêà  óâóêäáäê÷àåèç.        

ÀËÍÞÑÌÀ. üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñàñ  ëàñæä  ëíõëäãäáñ  ëþíêíã  

äðçè  ûàêà – ëèñè ñèëûèëèñ  P


  ûàêà.  åèìàèãàì ñàü÷èñè  ov


 ñèùõàðä  ãà  

P


 ûàêà ëãäáàðäíáäì   åäðòèéàêóð    ñèáðò÷äøè,  àëèòíë   üäðòèêèñ   
ëíûðàíáàú  àë ñèáðò÷äøè þãäáà.           

âàëíåè÷åàìíç üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ 
âàìòíêäáäáè.       
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                éííðãèìàòçà    0xy     ñèñòäëèñ    ñàçàåäã     àåèðùèíç  
âàò÷íðúìèñ 0 üäðòèêè  ãà  x  öäðûè  ëèåëàðçíç  ¾íðèæíìòèñ  
âàñüåðèå, y  öäðûè  ëèåëàðçíç  ëèñ  åäðòèéàêóðàã. üäðòèêèñ  
ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  îèðíáäáèà:   ðíúà   t = to= 0 ,  ëàøèì:                                      

   xo= 0,   yo=0,  ox =Vx=VoCos, oy =Vy=VoSin    (à)                     

üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóð   âàìòíêäáäáñ  âäâëèêäáøè 
àñäçè ñàþä àõåç:       

          m x= 0,   m y = - P.      åèìàèãàì   P = mg,  âåäõìäáà: x= 0, 

y = - g. 

àë  òíêíáäáèñ  èìòäâðäáèç  ëèåèöäáç:  x = c1,  y = -gt + c2.             

(á) 

èìòäâðäáèñ  c1  ãà  c2  ëóãëèåäáè  âàìèñàæöåðäáèàì  ñàü÷èñè  (à)  

îèðíáäáèç:    ðíúà       to = 0,   âåäõìäáà:   VoCos =c1,   VoSin=c2.   

(á)  àñä  ùàèüäðäáà:              x = VoCos ;    

                                        y = - gt  +VoSin .                                        

(â) 

åàèìòäâðíç  äñ  òíêíáäáè;    ëèåèöäáç: 

   x = Vot Cos +c3;                                   
(ã) 

   y = – 1/2 gt2+Vot Sin+c4. 

(à)  ñàü÷èñè  îèðíáäáèãàì,  ðíúà  t=to=0 ,  (ã)-ãàì  xo=c3 =0, yo=c4=0;    

ëàøàñàãàëä  (ã) àñä ùàèüäðäáà                   x = Vot Cos;                                          
(ä) 

   y = -1/2 · gt2 + Vot Sin . 

               äñ òíêíáäáè  üàðëíàãâäìäì  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  
âàìòíêäáäáñ. 

               üäðòèêèñ   òðàäõòíðèèñ  ãàñàãâäìàã  ëíûðàíáèñ  (ä)  
âàìòíêäáäáèãàì  âàëíåðèúþíç  ãðíèñ  t  îàðàëäòðè;    ëèåèöäáç: 

                                   y =  - ( g / 2Vo
2 Cos2)x2 +  x tg .                    

(å) 
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òðàäõòíðèà  àðèñ  îàðàáíêà. 

              ãàåóøåàç  üäðòèêèñ  ¾íðèæíìòàêóðè  ò÷íðúìèñ  ñèøíðäà  

0A=   ëàìûèêè  ãà  ëíûðàíáñ    üàëèñ  âàìëàåêíáàøè. 

A  ëãäáàðäíáàøè:  t = ,    x = ,  y = 0;    àëèòíë  (ä)-ãàì  ëèåèöäáç:                

                                  = Vo Cos;                                                                                         

      0 = -1/2 g2+VoSin . 

àõäãàì  ëíûðàíáèñ  ãðí     = 2Vo/g Sin ,  þíêí  üäðòèêèñ 

¾íðèæíìòàêóðè  ò÷íðúìèñ  ñèøíðä       = Vo
2/g Sin2 , 

 ôðäìèñ  ñèëàöêèñ  âàìñàæöåðèñàçåèñ  ñàýèðíà  åèîíåíç (å)  òíêíáèç  
ëíúäëóêè  ôóìõúèèñ  ëàõñèëóëè;                                          ymax = 

H = Vo
2 Sin2 / 2g. 

 

                                ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ÜÐÔÈÅÈ  ÐÞÄÅÄÁÈ                                                                     
  
 rxevebs didi mniSvneloba aqvT teqnikis mravali dargisaTvis. 

 Mmiuxedavad imisa, rom rxevebis buneba fizikurad mravalsaxaa,  

maT mainc axasiaTebT garkveuli saerTo kanonzomierebani, romelTa 

Seswavla da kvlevis meTodis SemuSaveba aris rxevaTa Teoriis 

ZiriTadi sakiTxi. 

 rxevaTa Teoria iyofa wrfiv da arawrfiv Teoriad 

     ðþäåäáñ  äüíãäáàç  üðôèåè  çó  ðþäåèçè  ëíûðàíáà  
àöèüäðäáà  üðôèåè  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáèç. 

 
        3.6.  ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ¼ÀÐËÍÌÈÓÊÈ   ÐÞÄÅÀ.    
 

âàìåèþèêíç m   ëàñèñ  ìèåçèäðè M üäðòèêèñ  üðôèåè   

ëíûðàíáà  0x  öäðûèñ  âàñüåðèå  èñäçè F


 ûàêèñ   ëíõëäãäáèç,  
ðíëäêèú  óûðàåè  0  úäìòðèñéäìàà  ëèëàðçóêè  ãà  ñèãèãèç  àë   
úäìòðèãàì  M   üäðòèêèñ    ãàøíðäáèñ      0M = x   ëàìûèêèñ  
îèðãàîèð  îðíîíðúèóêèà   

                          F

 = cx.                               0      F


      M          

x  

                                                                                                     
        
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F


  ûàêà  úãèêíáñ M üäðòèêè  ãààáðóìíñ  üíìàñüíðíáèñ  0  
ëãâíëàðäíáàøè da mis gegmils 0x RerZze yovelTvis aqvs 0 centridan  
M  wertilis gadaxris sawinaaRmdego niSani  Fx = X = - c x. 

 àñäç   F


   ûàêàñ  äüíãäáà  ãðäéàãè  àöëãâäìè  ûàêà.    
0 wertils ewodeba statikuri wonasworobos mdebareoba, 

xolo  c-s sixistis  anu  îðíîíðúèóêíáèñ  (ãðäéàãíáèñ)  
éíäôèúèäìòè. 

  Tu F


 Zala izomeba kilogramebSi, xolo 0M manZili 

santimetrebSi,  maSin  c  gamoisaxeba kg/sm –Si.     
nivTieri wertilis moZraobas ädrekadi aRmdgeni Zalis 

moqmedebi ewodeba T a v i s u f a l i anu ¾ à ð ë í ì è ó ê è  ð þ ä 
å à.  mas xSirad uwodeben  sakuTriv rxevas.  

   M  üäðòèêèñ  çàåèñóôàêè  ðþäåèñ (üèìàöíáèñ  âàðäøä)  
ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà  àñäçèà 

      m
2

2

dt

xd
 = - cx,             

anu         
2

2

dt

xd
 + k2x = 0,   sadac     k2 = 

m

c
.                           

(6.1) 

àë  ãèôäðäìúèàêóðè âàìòíêäáèñ  àëíþñìàà 

     x = C1coskt + C2 sinkt ,   àìó     x = a sin(kt +) .         
(6.2) 

 àõ  C1= a sin    ãà   C2 = a cos.    C1  ãà   C2    àìó     a  ãà    
ëóãëèåäáè  âàìèñàæöåðäáèàì  ðþäåèñ  (moZraobis)  ñàü÷èñè  îèðíáäáèç:   

ðíúà  t = to= 0,    ëàøèì         x = xo,       V =
dt

dx
=Vo.                        

(6.3) 

am pirobebis mixedviT (6.2)–dan miviRebT: 

          C1= xo ,     C2= 
k

v0   

 Aam mniSvnelobebis (6.2)-Si SetaniT ëèåèöäáç harmoniuli 
ðþäåèñ  âàìòíêäáàñ:        
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                           x = xoCoskt + 
k

v0  ·Sinkt ;                                 

(6.4)  

       àì    harmoniuli  ðþäåèñ  âàìòíêäáàñ sasruli saxiT; 

                                  x = aSin(kt + ).                                                
(6.5)  

          es gviCvenebs, rom drekadi Zalis moqmedebiT wertili 

asrulebs harmoniul rxeviT moZraobas.  

a – ðþäåèñ àëîêèòóãàà – M wertilis maqsimaluri gadaxra 

statikuri wonasworobis mdgomareobidan: 

                   a = 
2

2

02

0
k

v
x  .                                   

(6.6) 

(kt + ) – ðþäåèñ  ôàæàà; .  - ðþäåèñ  ñàü÷èñè  ôàæà:  tg 

=
0

0

v

kx
; 

k-ñ  äüíãäáà  ðþäåèñ  cikluri an éóçþóðè  ñèþøèðä;   k 

=
T

2
. 

  T = 
k

2
 = 2

c

m     --  ðþäåèñ  îäðèíãèà -  dro, romelic 

saWiroa erTi sruli rxevisaTvis. 

              = 
T

1
   anu  = 

2

k
 - ðþäåèñ  ñèþøèðäà -   ðþäåàçà 

ðèúþåè  äðç  üàëøè. 

rogorc gansazRvridan Cans a  ãà    ëóãëèåäáè  damokidebulni 

arian rxevis sawyis pirobebze, xolo rxevis sixSire da periodi ar 

arian damokidebulni rxevis sawyis pirobebze da ganisazRvrebian 

mxolod sistemis inerciuli da drekadi TvisebebiT; isini 

warmoadgenen mocemuli rxevis ucvlel maxasiaTeblebs. 

rxevis periodis damoukideblobas sawyisi pirobebisagan 

ewodeba  izoqronoba,  xolo rxevas aseTi periodiT – izoqronuli.    
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 ÀËÍÚÀÌÀ 2.1.   åäðòèéàêóðè  
æàëáàðèñ  æäãà  áíêí  óûðàåàã  àðèñ  
ùàëàâðäáóêè,  þíêí  õåäãà  áíêíæä  
ãàéèãäáóêè  P üíìèñ  òåèðçèñ  ëíõëäãäáèç  

æàëáàðèñ  ñòàòèéóðè  ãäôíðëàúèà  ñò= 10 ñë. 
òåèðçè  âàãàñüèäñ  ñòàòèéóðè  
üíìàñüíðíáèñ  ëãâíëàðäíáèãàì  xo=15  ñë  
ëàìûèêæä  ãà  ëèàìèýäñ  åäðòèéàêóðàã  
õåäåèç  ëèëàðçóêè  ñèùõàðä   Vo= 99 ñë/üë.   
øäàãâèìäç  òåèðçèñ  ðþäåèñ  âàìòíêäáà,  çó  
0x  öäðûè  ëèëàðçóêèà  ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ  ëãâíëàðäíáèãàì  
õåäåèç. 

ÀËÍÞÑÌÀ. âàëíåþàæíç åäðòèéàêóðàã  ãàéèãäáóêè  æàëáàðèñ  
ñàëè  îíæèúèà:   À)   æàëáàðàñ      ñàü÷èñè  àðàãäôíðëèðäáóêè  
ëãâíëàðäíáà. 

 Á) æàëáàðèñ ñòàòèéóðè üíìàñüíðíáèñ ëãâíëàðäíáà-æàëáàðèñ 
áíêíæä  P  üíìèñ  òåèðçèñ  ãàéèãäáèñ  øäãäâàã   æàëáàðàë   âàìèúàãà  

ãäôíðëàúèà    ãà    ãàâðûäêãà   ñò ëàìûèêèç. P = c ñò  ñàãàú c – 
æàëáàðèñ ãðäéàãíáèñ  éíäôèúèäìòèà.                                             

          Â) æàëáàðèñà ãà ëàñæä ãàéèãäáóêè òåèðçèñ ëãâíëàðäíáà 
òåèðçèñ ëíûðàíáèñ  ëèëãèìàðä ëãäáàðäíáàøè, ðíãäñàú èâè âàãàüäóêèà  
ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ  ëãâíëàðäíáèãàì  x  ëàìûèêæä.                

 éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  ñàçàåä  ëíåàçàåñíç òåèðçèñ  ãàéèãåèñ   
0 üäðòèêøè,  ðíãäñàú  òåèðçè  èë÷íôäáà  ñòàòèéóð  üíìàñüíðíáàøè.    
0x  öäðûè  ëèåëàðçíç  åäðòèéàêóðàã  õåäåèç. 

                òåèðçæä  ëíõëäãäáñ  íðè  ûàêà:  òåèðçèñ  P  üíìà,  

ëèëàðçóêè  õåäåèç  ãà  æàëáàðèñ  ãðäéàãíáèñ   F


 ûàêà,  ëèëàðçóêè  

æäåèç.  ðàãâàìàú  æàëáàðà  ëçêèàìàã  ãàâðûäêãà  (x + ñò)   ëàìûèêæä,  

àëèòíë     F = c (x +  ñò).  

                 òåèðçèñ   ëíûðàíáèñ   ñàü÷èñè  îèðíáäáèà:   

                 ðíúà  t = to= 0 ,      ëàøèì       x = xo ,   V = ox = Vo.                  

(à)  

òåèðçè  ëíûðàíáñ  âàãàòàìèçàã, àëèòíë  èâè  øäèûêäáà  ùàåçåàêíç  
ìèåçèäð  üäðòèêàã.     òåèðçèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáà  åäõòíðóêè  
ñàþèç  àñäçèà:                  
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                                 m w


 = P


+ F


. 

               àë  òíêíáèñ  x  öäðûæä  ãàâäâëèêäáèç  ëèåèöäáç:   m x = 

P - F,     àìó    m x = cñò - c(x+ñò);  àõäãàì,  òåèðçèñ  çàåèñóôàêè  

ðþäåèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà  àñäçèà:  m x = - cx,   àìó 

                      x + k2x = 0,      ñàãàú     k2 = c / m.                             
(á) 

                àë  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáèñ  àëíþñìàñ  (à)  ñàü÷èñè  
îèðíáäáèç  àñäçè  ñàþä  àõåñ    (èþ.  6.4  ôíðëóêà):          x = 
xoCoskt + Vo/ k·Sinkt ; 

àëíúàìèñ  îèðíáèñ  çàìàþëàã: 

               k =  c / m    =  g /  ñò    =  980/10 =  9,9;     
Vo/ k = 10. 

ðþäåèñ  âàìòíêäáà  èõìäáà:        x = (15 Cos9,9t + 10 Sin9,9t)  ñë. 

 ÀËÍÚÀÌÀ 2.2.   P  üíìèñ  òåèðçè  ãàéèãäáóêèà  äðçëàìäççàì  
ëèëãäåðíáèç  øääðçäáóêè  ñþåàãàñþåà  c1 ãà c2 ñèþèñòèñ  
éíäôèúèäìòäáèàìè  íðëàâè  æàëáàðèñ   áíêíæä  (èþ.  ìàþ. 9 à).  

              âàìñàæöåðäç  àë  íðëàâè  æàëáàðèñ  äéåèåàêäìòóðè  æàëáàðèñ  
ñèþèñòèñ c éíäôèúèäìòè  ãà P òåèðçèñ  
åäðòèéàêóðè  ðþäåèñ  ñèþøèðä.  æàëáàðäáèñ  üíìà  
óâóêäáäê÷íôèêèà.                                  

 ÀËÍÞÑÌÀ.  åçõåàç  P  òåèðçèñ  ëíõëäãäáèç  

c1  ñèþèñòèñ  æàëáàðàë ëèèöí 1, þíêí c2     ñèþèñòèñ   

æàëáàðàë   2   ñòàòèéóðè   ãàâðûäêäáà.                                   

 æàëáàðäáèñ       üíìà       
óâóêäáäê÷íôèêèà,                  

àëèòíë    1 = P/c1    ãà    2 = P/c2.                                         

              àë íðëàâè æàëáàðèñ äéåèåàêäìòóðè  c ñèþèñòèñ æàëáàðàñ  

ñòàòèéóðè  ãäôíðëàúèà èõìäáà   =1+2,    ñàãàú   = P/c.  ëèåèöäáç    
P /c = P/c1+ P/c2  .                àõäãàì   c = c1c2 / (c1 +  c2). 

               P  òåèðçèñ  ðþäåèñ  îäðèíãèà:   T= 2 m/c = 2 (c1+ 
c2)P/ g c1c2; 

                 ðþäåèñ  ñèþøèðä:   = 1/T =  1/2 g c1c2/(c1+ c2)P  . 
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 ÀËÍÚÀÌÀ 2.3.  P =10 ì  üíìèñ  òåèðçè  ñàü÷èñè  ñèùõàðèñ  
âàðäøä  åàðãäáà  h = 9 ñë  ñèëàöêèãàì  ãà  äúäëà  åäðòèéàêóð 
æàëáàðàæä   ëèëàâðäáóê  ¾íðèæíìòàêóð  ôèðôèòàæä.  æàëáàðèñ  õåäãà  
áíêí  óûðàåàã àðèñ  ùàëàâðäáóêè  ãà  ëèñè  ñèþèñòèñ   éíäôèúèäìòèà c 
= 5 ì/ñë.       âàìñàæöåðäç  òåèðçèñ  øäëãâíëè  ëíûðàíáèñ  éàìíìè  çó  
ôèðôèòèñà  ãà  æàëáàðèñ  ëàñà  óâóêäáäê÷íôèêèà.  

ÀËÍÞÑÌÀ.  òåèðçè ôèðôèòàæä  ãàúäëèñ  øäëãäâ  

 èü÷äáñ   ðþäåèç    ëíûðàíáàñ.  ðþäåèñ  ñàü÷èñè   
ñèùõàðä                                 

èõìäáà òåèðçèñ ñèùõàðä ôèðôèòàæä ãàúäëèñ  
ëíëäìòøè.             

            h     ñèëàöêèãàì     ñàü÷èñè    ñèùõàðèñ       
âàðäøä                                           

çàåèñóôêàã    åàðãìèêè    ñþäóêèñ   ñèùõàðä   ãàúäëèñ 

 B  üäðòèêøè  âàëíèçåêäáà  ôíðëóêèç: 

                          VB =  2gh  =  29809  =  4210  ñë/üë. 

 ðþäåà üàðëíäáñ P


 ûàêèñ  ëíõëäãäáèç. æàëáàðèñ  ñòàòèéóðè  

âàãààãâèêäáà      ñò = P/c = 2 ñë.                                                             

éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  ñàçàåä  ëíåàçàåñíç  òåèðçèñ  
ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ  0  üäðòèêøè  ãà ëèåëàðçíç  0x öäðûè  
õåäåèç.  ðþäåèñ  ñàü÷èñè  îèðíáäáèà:  

            ðíúà   t = to= 0,        ëàøèì  xo=- ñò=-2 ñë;  Vo=VB = 42  10   
ñë/ üë. 

ðþäåèñ  éóçþóðè  ñèþøèðä  

       k =  c/m  =  cg/P   =  7 10;       Vo/ k = 6. 

(6.4)  ôíðëóêèñ  çàìàþëàã  ðþäåèñ  éàìíìè  àñäç  ñàþäñ  èöäáñ: 

                       x = ( -2Cos7 10t +  6Sin7 10t)   ñë. 

 

ÀËÍÚÀÌÀ 2.4.  àðàãäôíðëèðäáóêè  ãðäéàãè 
AB öäðíñ  A áíêí  óûðàåàã àðèñ ùàëàâðäáóêè, þíêí 
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B áíêí  ëèëàâðäáóêèà  æàëáàðàæä,   ðíëêèñ     ñèþèñòèñ  
éíäôèúèäìòèà        c1 = 6 ì/ ñë.  öäðíñ B 
áíêíæä  àçàåñäáäì Q = 30 ì  üíìèñ  òåèðçñ  
ãà  óøåäáäì ñàü÷èñè  ñèùõàðèñ  âàðäøä.  
úìíáèêèà,  ðíë  P=12 ì  òåèðçèñ    
ñòàòèéóðè  ëíõëäãäáèñàñ  öäðíñ  B   áíêí  
æàëáàðèñ   âàðäøä  ãàèüäåñ  s = 1 ñë-æä. 
âàìñàæöåðäç æàëáàðèñ  ëàõñèëàêóðè  øäéóëøåà  ãà  òåèðçèñ  ðþäåèñ  
îäðèíãè.   öäðíñ  ãà  æàëáàðèñ  üíìà  óâóêäáäê÷àåèç. 

 ÀËÍÞÑÌÀ.  ãðäéàãè AB öäðí  øäåúåàêíç B üäðòèêøè  
ãàëàâðäáóêè  ëäíðä  æàëáàðèç,  ðíëêèñ  ñèþèñòèñ    éíäôèúèäìòèà  c2.   
àëíúàìèñ    îèðíáèñ   çàìàþëàã   P = c2s,  ñàèãàìàú     c2 = P/s=12 
ì/ñë. àë  øäëçþåäåàøè  øäâåèûêèà  åèâóêèñþëíç,  ðíë  òåèðçè  
ä÷ðãìíáà  äðçè  ãà  èëàåä  ñèâðûèñ  íð  îàðàêäêóðàã  ùàðçóê c1 ãà c2    
ñèþèñòèñ  éíäôèúèäìòäáèàì  æàëáàðàñ  (èþ. ìàþ. 12 ).      äñ  íðëàâè  
æàëáàðà øäåúåàêíç  ëàçè  äéåèåàêäìòóðè äðçè  æàëáàðèç,  ðíëêèñ  
ñèþèñòèñ  éíäôèúèäìòèà  c.  

             c – ñ   âàìñàæöåðèñàçåèñ   âàìåèþèêíç   Q  òåèðçèñ  

 ñòàòèéóðè      üíìàñüíðíáèñ      îèðíáà.     ëþäãåäêíáàøè             

ëèåèöíç,  ðíë  Q  òåèðçèñ   ëíõëäãäáèç   íðèåä    æàëáàðà            

ãà  ëàøàñàãàëä  ëàçè  äéåèåàêäìòóðè æàëáàðàú  øäèéóëøäáà  äðçè  ãà  
èâèåä x  ëàìûèêèç (x=x1=x2). àëàñçàìàåä,  íðëàâ  æàëáàðäáøè  
üàðëíèõëìäáà ãðäéàãè àöëãâäìè Q1 ãà Q2 ûàêäáè, ðíëäêçà ñèãèãääáèñ 
ÿàëè äéåèåàêäìòóðè c ñèþèñòèñ  æàëáàðàøè  Q òåèðçèç  âàëíüåäóêè  
ãðäéàãè àöëãâäìè  ûàêèñ  òíêèà.  úþàãèà:                       

                   Q = cx;    Q1 = c1x;     Q2 = c2x.    Q = Q1 + Q2.                             

         ëàøàñàãàëä  cx = c1x + c2x,  ñàèãàìàú  c = c1 + c2  ì/ñë.  

         Q  òåèðçèñ  ñòàòèéóðè  âàãààãâèêäáà  

                    ñò = x = Q/c = 5/3 ñë. 

           éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  ñàçàåä  ëíåàçàåñíç  æàëáàðèñ   
ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ 0 üäðòèêøè ãà x öäðûè  ëèåëàðçíç  
åäðòèéàêóðàã  õåäåèç. 

            c   ñèþèñòèñ  (äéåèåàêäìòóðè)  æàëáàðèñ  ðþäåèñ  ñàü÷èñè  
îèðíáäáèà           
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                t = to = 0,    xo = -  ñò = - 5/3,   Vo = 0. 

           ðþäåèñ  éóçþóðè  ñèþøèðä 

              k =  c/m  =   c g/Q     =     18 980/ 30     =  24,25.  

           òåèðçèñ  ðþäåèñ  âàìòíêäáà  àñäçèà . 

  x =  - 5/ 3 Cos24,25t    ñë. 

             àõäãàì:  xmax = 5/3  ñë.          ðþäåèñ   îäðèíãè:  T = 2 / 
k = 0,259 üë. 

 

 

                                3.7.   ÜÄÐÒÈÊÈÑ   ËÈÊÄÅÀÃÈ   ÐÞÄÅÀ 

            ëèêäåàãè ðþäåà äüíãäáà m  ëàñèñ  ìèåçèäðè  M  
üäðòèêèñ  ëíûðàíáàñ   0x  öäðûèñ  âàñüåðèå     çó  ëàñæä  ëíõëäãäáñ  

ãðäéàãè  àöëãâäìè  ûàêà F = cx  ãà  âàìèúãèñ  âàðäëíñ  üèìàöíáàñ R


 
ûàêèç,  ðíëäêèú üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ñèùõàðèñ  üðôèåè  ôóìõúèàà ãà  
ëèëàðçóêèà  ëíûðàíáèñ  ñàüèìààöëãäâíã. 

                  R = V   (V =
dt

dx
,     - âàðäëíñ  üèìàöíáèñ  

éíäôèúèäìòèà). 

                                                0                 F


    R


     M            
x  

                                                                                             
ëèêäåàãè  ðþäåèñ  ãèôäðäìúèàêóðè âàìòíêäáà àñäçèà  

                                    m
2

2

dt

xd
= - cx -  

dt

dx
,              

àìó                                   
2

2

dt

xd
 + 2b 

dt

dx
 + k2x = 0,                  

(7.1)               

ñàãàú                     k2 = 
m

c
;      2b =  

m


.                                  

(7.2).                         
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ðþäåèñ  ñàü÷èñè îèðíáäáè:  ðíúà t = to = 0,  ëàøèì x=xo,   

V=
dt

dx
=Vo.     (7.3) 

øäèûêäáà  âàìåèþèêíç  ëíûðàíáèñ  ñàëè  øäëçþåäåà. 

1)  b < k – âàðäëíñ  üèìàöíáà  ãðäéàã  àöëãâäì  ûàêàsTan 
SedarebiT   ëúèðäà.  àë  øäëçþåäåàøè ìèåçèäðè  üäðòèêè  àñðóêäáñ  
ëèêäåàã  ðþäåàñ  ãà  ëíûðàíáèñ  (7.1)  ãèôäðäìúèàêóðè  
âàìòíêäáèñ   àëíìàþñìñ - ëèêäåàãè ðþäåèñ  âàìòíêäáàñ, (7.3) 
pirobebis gaTvaliswinebiT, àõåñ  øäëãäâè  ñàþä: 

                 x = e- bt [xo Cosk1t +
1

0

k

bxvo 
Sink1t ].                   

(7.4) 

àìó  àñäçè  ñàþä:     x = a e- bt Sin (k1t + ) ,                                 
(7..5)  

a sidide dadebiTia, xolo kuTxe  moTavsebulia [0;2] 

SualedSi. 

rxevis amplituda A = a e-bt  ar aris mudmivi sidide da t 
drois zrdasTan erTad mcirdeba; amitom rxevas milevadi ewodeba.  

 aq     k1 =
22 bk   ,    (b<k);        a=

2

1

2

002

0

)(

k

bxv
x


 ;               

(7..6) 

ðþäåèñ  ñàü÷èñè  ôàæà  arèñ  , ñàãàú  tg =
00

01

bxv

xk


;                       

             ëèêäåàãè  ðþäåà  àð  àðèñ  æóñòàã  îäðèíãóêè,  ëàâðàë   T1 

= 
1

2

k


  ñèãèãäñ   ëàèìú    ðþäåèñ  îäðèíãñ  óüíãäáäì.    

Tu milevadi rxevis periodñ SevadarebT harmoniuli rxevis 

periods 

       T1 =  
1

2

k


 = 

22

2

bk 


  da   T = 

k

2
 , 
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aRmoCndeba, rom  T1 > T , e.i.  milevadi rxevis periodi metia 

harmoniuli rxevis periodze.                                          

ãðíèñ  ëíëäìòäáè,  ðíëêäáøèú  üäðòèêè èöäáñ  ëàõñèëàêóð  
âàãàþðàñ  éííðãèìàòçà  ñàçàåèãàì  (üíìàñüíðíáèñ  ëãâíëàðäíáèãàì),  

øäàãâäìäì  àðèçëäòèéóê  îðíâðäñèàñ 
2

1 T1   ñþåàíáèç.  ëèêäåàãè  

ðþäåèñ  àëîêèòóãà  icvleba éêäáàãè  âäíëäòðèóêè  îðíâðäñèèñ 

wesiT,  ðíëêèñ  ëìèøåìäêèa    =
1

2

1
bT

e


.    -ñ   ëèêäåàãè ðþäåèñ  
ãäéðäëäìòè  äüíãäáà.:   

ñèãèãäñ d=ln= -
2

1 bT1= -

1k

b
  - ðþäåèñ êíâàðèçëóêè 

ãäéðäëäìòè äüíãäáà; äñ àðèñ íðè çàìàëèëãäåðóêè àëîêèòóãèñ  
ôàðãíáèñ  êíâàðèçëè. 

ëèêäåàãè  ðþäåèñ  âðàôèéè  ëíúäëóêèà  ìàþ. 15 –æä. 

2)  b > k  - âàðäëíñ  üèìàöíáà  ãèãèà.  ëíûðàíáèñ  (7.1)  
ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáèñ  àëíìàþñìñ  àñäçè  ñàþä  àõåñ: 

       x = e- bt (C1 e
 tkb 22  + C2 e

 -- tkb 22  ). 

àõ   C1  ãà  C2 - èìòäâðäáèñ   ëóãëèåäáèà. 

üäðòèêè  àñðóêäáñ  àîäðèíãóê  ëèêäåàã  ðþäåàñ :  ðíú.à  

t ,  ëàøèì  x0. 

 
        3)   b = k   -  “æöåðóêè“  øäëçþåäåà.  ëíûðàíáèñ  (7.1) 

âàìòíêäáèñ  àëíìàþñìñ   àõåñ   àñäçè  ñàþä:  x = e- bt (c1 + c2t). 

àë  øäëçþåäåàøè  üäðòèêè  àñðóêäáñ  àîäðèíãóê  ëèêäåàã  
ðþäåàñ.                    
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            ðíâíðú  2) ,  àñäåä  3)  øäëçþåäåàøè  ëíûðàíáèñ  þàñèàçè  
ãàëíéèãäáóêèà  ñàü÷èñ    îèðíáäáæä.    ñàü÷èñ   Vo  ñèùõàðäæä   
ãàëíéèãäáóêäáèç   ëíûðàíáèñ  âðàôèéñ  àõåñ   ìàþ. 16–æä   âàëíñàþóêè   
ñàþä;  ñàëèåä  øäëçþåäåàøè   (Vo > 0 ,  Vo=0,   Vo < 0)   ëíûðàíáà   
ëàêä   õðäáà. 

 

           ÀËÍÚÀÌÀ 3.1.   P = 4,9 éâ  üíìèñ  ñþäóêè  
ùàëíéèãäáóêèà  äðçè  áíêíçè  óûðàåàã  ùàëàâðäáóê  æàëáàðàæä,  

ðíëêèñ  ñòàòèéóðè  ãàâðûäêäáà (ñò)  àë  ñþäóêèñ  üíìèñ  ëíõëäãäáèç  
óãðèñ  1 ñë-ñ.  òåèðçèñ  ëíûðàíáèñàñ  garemos   üèìàöíáèñ  ûàêà ëèñè  
V  ñèùõàðèñ  îðíîíðúèóêèà  ãà  V= 1 ë/üë  ñèùõàðèñ  ãðíñ  óãðèñ  
0,1  éâ-ñ.  âàìñàæöåðäç  òåèðçèñ  ëíûðàíáèñ  éàìíìè,  çó  ãàñàü÷èñøè  

æàëáàðà  âàýèëóêè  è÷í  2ñò ëàìûèêæä  ãà  òåèðçè  ëèøåäáóêè  è÷í  
ìäáàæä. 

ÀËÍÞÑÌÀ.  ñþäóêè  ëíûðàíáñ  âàãàòàìèçàã  ãà  øäâåèûêèà  èâè  
ùàåçåàêíç  ìèåçèäð  M  üäðòèêàã. âàëíåñàþíç  üäðòèêèñ  ëèëãèìàðä  

ëãäáàðäíáà  ãà  ëàñæä  ëíõëäãè  ûàêäáè:  P


- 

òåèðçèñ  üíìà, F


-æàëáàðèñ  ãðäéàãíáèñ  ûàêà, 

R


- ¾àäðèñ  üèìàöíáèñ  ûàêà. 

éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  ñàçàåäã  
àåèðùèíç  òåèðçèñ  (M üäðòèêèñ)  ñòàòèéóðè  
üíìàñüíðíáèñ 0 ëãäáàðäíáàøè  ãà  x  öäðûè  
ëèåëàðçíç  åäðòèéàêóðàã  õåäåèç. 

AB – àðàãäôíðëèðäáóêè æàëáàðèñ  

ñèâðûäà.    B0 = ñò    – æàëáàðàñ    ñòàòèéóðè  

ãàâðûäêäáà.  0M= x  - òåèðçèñ  ëèëãèìàðä  
ëãäáàðäíáà. M üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ  
âàìòíêäáàñ  ìäáèñëèäð  ëãäáàðäíáàøè  àñäçè ñàþä  àõåñ:          

                    m w


= P


+ F


+ R


.                                                      

      ãàåàâäâëèêíç x öäðûæä:  

                     m x = Px+ Fx+Rx,                                              

ñàãàú      Px = P;  Fx= - c BM = - c (x+ ñò);                                            

                Rx = -  Vx = -  x .  
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âåäõìäáà:        m x = P – c(x+ ñò) -  x .                                
(à)            

         åèìàèãàì  ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ (0) ëãäáàðäíáàøè   P 

= cñò , àëèòíë  (à)  àñäç  ñàþäñ   ëèèöäáñ:       m x =  - cx  -  x . 

äñ  àðèñ  òåèðçèñ  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà,  

ðíëäêèú àñä ùàåüäðíç:           x +2b x + k2x = 0,                           
(á)     

    ñàãàú  b = /2m;      k2 = c/m. 

 (á)  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáèñ  àëíþñìèç  ëèåèöäáç  

                x = e-bt [xoCosk1t + (Vo+bxo) / k1··Sink1t].                 
(â)             

     ñàãàú      k1 =  k2 – b2   ,      (b<k). 

âàìåñàæöåðíç  (â)  òíêíáàøè  øäëàåàêè  ñèãèãääáè. 

àëíúàìèñ  îèðíáèñ  çàìàþëàã ñò = 1ñë.   üèìàöíáèñ  ûàêà  R = V  
ãà  ðíúà  V= 1  ë/üë = 100 ñë/ üë,        ëàøèì      R = 0,1 éâ.    
àëèòíë    

              =R / V = 0,1 / 100 = 0,001éâ üë/ ñë; 

             b =  / 2m = g / 2P = 0,001 980 / 9,8 = 0,1; 

       k1 =  c / m – b2       =     4,9·· 980 / 4,9 – 0,01  = 31,3.  

ñàü÷èñè  îèðíáäáèñ  çàìàþëàã:  ðíúà to = 0,  ëàøèì xo= ñò = 1, 
Vo= 0;  àëèòíë       

                (Vo+ bxo)/ k1 =  0,1/ 31,3 = 0,32. 

   ëèöäáóêè  ëìèøåìäêíáäáè  øäåèòàìíç  (â)  âàìòíêäáàøè,  
ëèåèöäáç   M  òåèðçèñ   ëíûðàíáèñ  éàìíìñ : 

                 x = e- 0,1t (Cos31,3t + 0,32 Sin31,3t) ñë. 

 

ÀËÍÚÀÌÀ 3.2.   P = 4,9 ì  üíìèñ ,  r = 6 ñë  ðàãèóñèñ  ãà  h = 
8ñë  ñèëàöêèñ  úèêèìãðè  ùàëíéèãäáóêèà A  áíêíçè  óûðàåàã  
ùàëàâðäáóêè  AB  æàëáàðèñ çàåèñóôàê Báíêíæä. æàëáàðèñ ãðäéàãíáèñ 
éíäôèúèäìòèà    c = 4ì/ñë. 

  19 
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úèêèìãðè  ùàøåäáóêèà  ñèçþäøè  ãà  ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ  
ëãâíëàðäíáàøè  ùà÷åèìçóêèà  çàåèñè  ñèëàöêèñ  ìàþäåàðæä. 

úèêèìãðè  âàëíè÷åàìäñ  ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ  
ëãâíëàðäíáèãàì,  ùàûèðäñ  çàåèñè  ñèëàöêèñ  2/3  
ìàüèêæä  ãà  âàóøåäñ  ñàü÷èñè  ñèùõàðèñ  âàðäøä.  
âàìñàæöåðäç  úèêèìãðèñ  åäðòèéàêóðè  
ëíûðàíáèñ  éàìíìè,  çó  ëàñæä  ëíõëäãäáñ  ñèçþèñ  
üèìàöíáèñ  ûàêà (R),  ðíëäêèú  úèêèìãðèñ  

ëíûðàíáèñ ñèùõàðèñ îðíîíðúèóêèà, ä.è.  R=V; 

(=0,02). 

âàìñàæöåðäç  îèðíáà,  ðíãäñàú  úèêèìãðèñ  
ëíûðàíáà  èõìäáà  ðþäåèçè. 

ÀËÍÞÑÌÀ. úèêèìãðè  àñðóêäáñ  
åäðòèéàêóð  âàãàòàìèç  ëíûðàíáàñ;  ëèåèöíç  èâè  
ìèåçèäð  üäðòèêàã.  ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ  ëãâíëàðäíáàøè  (ìàþ. 
18. à)   úèêèìãðæä  ëíõëäãäáñ  úèêèìãðèñ  P  üíìà,  ðíëäêèú  

âàüíìàñüíðäáóêèà  æàëáàðèñ  ãðäéàãè  àöëãâäìè  ûàêèç      F = cñò  

(àõ  ñò=h/2 – æàëáàðèñ ñòàòèéóðè  ãàâðûäêäáàà)  ãà  ñèçþäøè  

ùàøåäáóêè  ñþäóêèñ  àëíëâãäáè  àðõèëäãèñ  ûàêèç   Pà = r2/ 2   (àõ      

 - ñèçþèñ  éóçðè  üíìàà) ,   ä.è.      P = F + Pà ,                                 

àìó             P = cñò +  r2/ 2            

    àåèðùèíç éííðãèìàòçà ñèñòäëà ñàçàåèç úèêèìãðèñ 0 
úäìòðøè   ñòàòèéóðè  üíìàñüíðíáèñ ëãâíëàðäíáàøè ãà x öäðûè 
ëèåëàðçíç  åäðòèéàêóðàã õåäåèç.             

       âàìåèþèêíç  ãðíèñ  ðàèëä t  ëíëäìòè, ðíãäñàú  úèêèìãðè  
âàãààãâèêãäáà  õåäåèç  x  ëàìûèêæä.   àë   ëãäáàðäíáàøè   úèêèìãðæä   

ëíõëäãäáñ:   ñèëûèëèñ  P


 ûàêà,  æàëáàðèñ    ãðäéàãíáèñ   ûàêà  F = c 

(x + ñò),    àðõèëäãäñ àëíëâãäáè ûàêà  Pà= r2(h/2 + x)    ãà  

ñèçþèñ    üèìàöíáèñ   ûàêà  R


=v


.  úèêèìãðèñ  ëíûðàíáèñ  
âàìòíêäáà  åäõòíðóêè  ñàþèç  àñäçèà:         

                           m w


= P


+ F


+ P


à + R


. 

ãàåàâäâëèêíç  äñ  òíêíáà  x  öäðûæä;   ëèåèöäáç  ñèçþäøè  
ùàøåäáóêè   úèêèìãðèñ   ðþäåèñ   ãèôäðäìúèàêóð   âàìòíêäáàñ:  

                             m x = Px - Fx – Pà - Rx , 
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àìó                 P/g· x = cñò + r2h/2 - c(x + ñò) -  r
2 

(h/2 + x) - x ; 

 äñ   âàìòíêäáà  àñä  âàãàåüäðíç: 

                           x +2b x + k2x = 0,                                               
(á) 

àõ                     b = g/2P ;    k2 = g( c + r2)/ P .                         
(â) 

ãàåàãâèìíç  îèðíáà, ðíãäñàú  úèêèìãðèñ  ëíûðàíáà  èõìäáà  
ðþäåèçè;  àëèñàçåèñ  óìãà  øäñðóêãäñ  îèðíáà: b< k , àìó  b2-k2< 0. 
âåäõìäáà:  

                 (g/2P)2  - g( c + r2)/ P  <  0 . 

àë  îèðíáèñ  øäñðóêäáèñàñ  úèêèìãðè  øäàñðóêäáñ  ëèêäåàã  
ðþäåàñ  ãà  ëèñè  âàìòíêäáà  èõìäáà  (ix. (7.1) gantolebis (7.5) 

amonaxsni):  

                 x = a e- bt Sin (k1t + ) , 

       ðþäåèñ ñàü÷èñè îèðíáäáèà:  ðíúà to=0,  ëàøèì xo=h/ 6; 

Vo= ox =0. 

àë  îèðíáäáèñ  ãà  (7.6)  ôíðëóêäáèñ   âàëí÷äìäáèç  

âàìèñàæöåðäáèàì  a,  b ,  k1  ãà    ñèãèãääáè. 

 

ÀËÍÚÀÌÀ 3.3.  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëèêäåàãè  ðþäåà  üàðëíäáñ  

0x  öäðûèñ    âàñüåðèå.  ðþäåèñ  îäðèíãè T1 = /2,  þíêí  

êíâàðèçëóêè  ãäéðäëäìòè d= /10. âàìñàæöåðäç  üäðòèêèñ  
ëíûðàíáèñ  éàìíìè,  çó  ñàü÷èñ  to= 0  ëíëäìòøè xo = 3 ñë,   Vo = 0. 

ÀËÍÞÑÌÀ.  ëèêäåàãè  ðþäåèñ  îäðèíãè T1 = 2/ k1;  àëíúàìèñ  

îèðíáèñ   çàìàþëàã  2/ k1= /2;   àõäãàì  k1= 4.  ëèêäåàãè  ðþäåèñ  

êíâàðèçëóêè  ãäéðäëäìòè  d = bT1 / 2;   ëàøàñàãàëä   bT1/2=/10    
ãà b = 0,4.  ëèêäåàãè  ðþäåèñ  âàìòíêäáàñ  àñäçè  ñàþä  àõåñ: 

              x = e- bt (xo Cosk1t + (Vo+ bxo)/ k1··Sink1t ). 

øäåèòàìíç  ëèöäáóêè  ëìèøåìäêíáäáè  ãà  âàåèçåàêèñüèìíç  
ñàü÷èñè  îèðíáäáè;   ëèåèöäáç: 
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                                                   x = 3e- 0,4t (Cos4t + 0,1 
Sin4t )  ñë.  

 

 

                                  3. 8. ÜÄÐÒÈÊÈÑ  ÈÛÓÊÄÁÈÇÈ  ÐÞÄÅÀ 

   

                       ìèåçèäðè  M  üäðòèêèñ  üðôèå  ëíûðàíáàñ,  
ðíãäñàú  üäðòèêæä  ãðäéàãè  àöëãâäìè ûàêèñà  ãà  âàðäëíñ  
üèìàöíáèñ  ûàêèñ  âàðãà  ëíõëäãäáñ  ðàèëä  âàðäøä  øäëàøôíçäáäêè  
îäðèíãóêàã  úåàêäáàãè ûàêà,  äüíãäáà  èûóêäáèçè  ðþäåà. 

       SemaSfoTebeli Zala üàðëíàãâäìñ  ãðíèñ  ëíúäëóê  ôóìõúèàñ 
Cven ganvixilavT martiv, magram praqtikulad  sakmaod mniSvnelovan 

SemTxvevas, roca  SemaSfoTebeli Zala icvleba harmoniuli kanoniT. 

âàìåèþèêíç m   ëàñèñ  ìèåçèäðè M üäðòèêèñ  üðôèåè   
ëíûðàíáà  0x  öäðûèñ  âàñüåðèå,,  ðíãäñàú  üäðòèêæä  ãðäéàãè  

àöëãâäìè  F = cx  ûàêèñà  ãà  âàðäëíñ  üèìàöíáèñ   R=v   ûàêèñ  
âàðãà  ëíõëäãäáñ  ðàèëä  âàðäøä  øäëàøôíçäáäêè  îäðèíãóêàã  

úåàêäáàãè Q=mhsinpt   ûàêà, 

  çó  ëíûðàíáà  þãäáà  0x  öäðûèñ  âàñüåðèå,  ëàøèì Q àðèñ  
øäëàøôíçäáäêè  ûàêèñ  âäâëèêè  àë  öäðûæä;  p - øäëàøôíçäáäêè  
ûàêèñ  ñèþøèðäà, mh - øäëàøôíçäáäêè  ûàêèñ  óãèãäñè  ëìèøåìäêíáà. 

                     M   üäðòèêèñ    ëíûðàíáèñ      ãèôäðäìúèàêóðè    
âàìòíêäáà àñäçèà: 

                          m
2

2

dt

xd
 =  - cx  - 

dt

dx
 + mhsinpt ,                         

(8.1à)    

     àìó                     
2

2

dt

xd
+  2b 

dt

dx
 +  k2x = h sinpt ;                             

(8.1)  

es aris wertilis iZulebiTi rxevis diferencialuri gantoleba 

winaRobis mqone garemoSi M 
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   ñàãàú               b =  
m2


;   k2 = 

m

c
;    .                                       

(8.2) 

   1)   âàðäëíñ    ëúèðä    üèìàöíáèñ    øäëçþåäåàøè,    ðíúà    k > b,    
(8.1)  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáèñ  æíâàãè  àëíìàþñìè,  àìó  
èûóêäáèçè  ðþäåèñ  âàìòíêäáà  èõìäáà:   

         x = A e-nt sin(k1t +) +
22222 4)( pbpk

h


 sin(pt+).      

(8.3) 

ñàãàú   - èûóêäáèçè  ðþäåèñ  ñàü÷èñè  ôàæàà,  

                         tg = -
22

2

pk

bp


                                                   

(8.4) 

                  (3)  òíêíáèñ  ëàðÿåäìà  ëþàðèñ  îèðåäêè  øäñàéðäáè 

                                            x1= a e- bt Sin (k1t + ) 

              üàðëíàãâäìñ  ëèêäåàã  ðþäåàñ   k1 =  k2-b2   ñèþøèðèç,  
ðíëäêèú  ãðíèñ   æðãàñçàì  äðçàã  ëúèðãäáà,  þíêí  ëäíðä  
øäñàéðäáè 

                        x2 = 
22222 4)( pbpk

h


 Sin(pt+)               

(8.5) 

             âàìñàæöåðàåñ  üäðòèêèñ  ðþäåàñ  øäëàøôíçäáäêè  ûàêèñ  
âàåêäìèç;  ëàñ   èûóêäáèçè  ðþäåà  äüíãäáà. 

             a   ãà    âàìèñàæöåðäáèàì ëíûðàíáèñ  ñàü÷èñè  
îèðíáäáèç. 

              èûóêäáèçè  ðþäåèñ  àëîêèòóãàà 

                    A =  
22222 4)( pbpk

h


.                               

(8.6) 
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           2)   çó  àð  àðñäáíáñ  âàðäëíñ  ëúèðä   üèìàöíáà,  R 
= 0  ãà,  ëàøàñàãàëä    

   b = 0.   àë  øäëçþåäåàøè  èûóêäáèçè  ðþäåèñ 
ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà       

    öäáóêíáñ  øäëãäâ  ñàþäñ  (èþ. (1)): 

                      
2

2

dt

xd
+  k2x = h sinpt ,                                   

(8.7) 

                ðíúà  k p,  ëèñè  æíâàãè  àëíìàþñìè  èõìäáà   ( èþ. (8.3)) 

              x  = a Sin (kt + ) + 
22 pk

h


Sinpt.                         

(8.8) 

àõ    x2 = 
22 pk

h


Sinpt   - èûóêäáèçè  ðþäåèñ  éàìíìèà,  þíêí  

èûóêäáèçè  ðþäåèñ  àëîêèòóãà  A= 
22 pk

h


                            

(8.9) 

çó  øäëàøôíçäáäêè  ûàêà  çàìãàçàìíáèç  æðãèñ  ñèþøèðäñ,  
ëàøèì  éðèòèéóê  ëíëäìòøè,  ðíúà p = k,  èûóêäáèçè  ðþäåèñ  

àëîêèòóãà   þãäáà  óñàñðóêíã  ãèãè  (A ).  àë  ëíåêäìàñ  
ðäæíìàìñè  äüíãäáà. ðäæíìàìñèñ  øäëçþåäåàøè  (8.7)  ãèôäðäìúèàêóðè  
âàìòíêäáèñ  àëíìàþñìè  àñä  üàðëíèãâèìäáà:          

                 x  = a Sin (kt + ) –  
k

ht

2
 Coskt .                         

(8.10) 

ëàøàñàãàëä, ðäæíìàìñèñ  øäëçþåäåàøè  èûóêäáèçè  ðþäåèñ  

àëîêèòóãà  A= -
k

ht

2
  ãðíèñ  ôóìõúèàà  ãà  t  ãðíèñ  æðãàñçàì  äðçàã  

óñàñðóêíã  èæðãäáà. 

      iZulebiTi rxeva, kerZod rezonansi, did rols TamaSobs 

fizikisa da teqnikis  mraval dargSi. magaliTad, manqanebisa da 
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Zravebis muSaobisas Cveulebriv warmoiqmnebian perioduli Zalebi, 

romlebic iwveven manqanis nawilebis an fundamentis rxevas. xSir 

SemTxveaSi rezonansis movlena arasasurvlia da cdiloben sxvadasxva 

xerxiT mis Tavidan acilebas, radgan igi iwvevs manqanis daSlas an 

nagebobis ngrevas. amisaTvis sakmarisia rxevis SemaSfoTebeli Zalis 

sixSire ise SeirCes, rom yovelTvis  p  naklebi iyos k-ze. 
zog SemTxvevaSi rezonansi sasurveli movlenaa da xdeba misi 

praqtikuli gamoyeneba; magaliTad radioteqnikaSi, sadac mas iyeneben 

erTi radiosadguris signalis gansasxvaveblad yvela danarCeni 

signalisagan.  

ÀËÍÚÀÌÀ 4.1.  c=16 éì/ë ñèþèñòèñ  éíäôèúèäìòèñ  
ëõíìä  æàëáàðàæä  ãàéèãäáóêè  òåèðçè  âàìèúãèñ  
øäëàøôíçäáäêè Q=32Sin10t  ì  ûàêèñ  ëíõëäãäáàñ.  
üèìàöíáà  óâóêäáäê÷àåèç  ãà  ãààãâèìäç   òåèðçèñ    
èûóêäáèçè  ðäæíìàìñóêè   ðþäåèñ  éàìíìè. 

ÀËÍÞÑÌÀ.   âàðäëíñ üèìàöíáà  óâóêäáäê÷íôèêèà 
(R=0),  àëèòíë  òåèðçèñ    ðþäåèñ   ãèôäðäìúèàêóðè   

âàìòíêäáà   èõìäáà   (èþ.(8.1à)  ôíðëóêà):      m x + cx = 32Sin10t .                                                           

çó  àë  âàìòíêäáàñ øäåàãàðäáç   èûóêäáèçè   ðþäåèñ    (8.7)   

ãèôäðäìúèàêóð  âàìòíêäáàñ,  ëàøèì                                                  

                k2 = c/m,   h = 32/m ,  p = 10;  c=16000 ì/ ë.                                                        

ðàãâàìàú  ðþäåà  ðäæíìàìñóêèà,  àëèòíë                                     

P = k = 10.     ëàøàñàãàëä  m = c/k2 = 16000/ 100 ì/ ë = 160ì;   

 h = 32/m = 0,2.                        

ðíãäñàú àð  àðñäáíáñ  âàðäëíñ  üèìàöíáà, ëàøèì  èûóêäáèçè  
ðäæíìàìñóêè  ðþäåèñ  âàìòíêäáàñ   àõåñ   (8.10)  ñàþä:     

               x  = – ht/2k Coskt .   

àëîêèòóãà  A = ht / 2k = 0,2 t / 20 = 0,01 t .  

òåèðçèñ  ðäæíìàìñóêè  ðþäåèñ  éàìíìè  èõìäáà: 

     x  = – 0,01t Cos10t ,    àìó   x = 0,01t Sin(10t - /2).   
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ÀËÍÚÀÌÀ 4.2.   G = 400 â  üíìèñ  M òåèðçè  ãàéèãäáóêèà 
æàëáàðàæä,  ðíëêèñ  æäãà  áíêí  àñðóêäáñ  åäðòèéàêóð  
¾àðëíìèóê  ðþäåàñ   a = 2 ñë  àëîêèòóãèç   ãà    p = 7 
üë–1  ñèþøèðèç. 

âàìñàæöåðäç  M  òåèðçèñ  èûóêäáèçè ðþäåèñ  
âàìòíêäáà, çó æàëáàðà F1= 40 â    ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  
âàãààãâèêãäáà  x1 = 1 ñë  ëàìûèêæä. 

           ÀËÍÞÑÌÀ.  æàëáàðàñ  æäãà D  áíêí  
àñðóêäáñ  ¾àðëíìèóê ðþäåàñ éàìíìèç:    xD = aSinpt = 
2Sin7t.           (à)  

åçõåàç  àðàãäôíðëèðäáóêè  æàëáàðèñ  ñèâðûäà o,  
þíêí  ëèñè  ñèþèñòäà  c:          c = F1/ x1 = 40â/ 1 ñë = 
40 â/ñë.                                            

          ãðíèñ   ìäáèñëèäð  t  ëíëäìòøè  DB   æàëáàðà  

âàýèëóêèà   (xD + x + ñò) ñë ëàìûèêèç, ñàãàú ñò àðèñ 
æàëáàðèñ ñòàòèéóðè ãàâðûäêäáà  G  òåèðçèñ     ëíõëäãäáèç  (G = 

cñò),  þíêí  x = BM  àðèñ  M  òåèðçèñ    ëèëãèìàðä  âàãààãâèêäáà.                                                                              

æàëáàðèñ  ãàýèëóêíáèñ  ûàêà      Fãð = c (xD + x + ñò).                           

ãðíèñ   ìäáèñëèäð  ëíëäìòøè  òåèðçèñ  ëíûðàíáèñ                       

 ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà  àñäçèà:                                               

        m x  = G - Fãð ,   àìó   m x = G -c (xD + x + ñò).     (á)                                                      

åèìàèãàì  G = cñò ,  äñ  òíêíáà  àñä  ùàèüäðäáà:                

                            x  + k2x = h Sin7t ,                                    
(â)                 

ñàãàú    k2 = c/m = cg/G =40 980 /400 = 98;     h = 2 k2.      . 

(â)  àðèñ  òåèðçèñ  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáà, 
ñàèãàìàú  ùàìñ,  ðíë   æàëáàðèñ  æäãà  D áíêíñ  ëíûðàíáà  
âàëíüåäóêèà  øäëàøôíçäáäêè   2 k2 Sin7t   ûàêèñ  ëíõëäãäáèç.  (â) 
âàìòíêäáèñ  æíâàãè  àëíìàþñìà  èõìäáà  (èþ. (8.8)  ôíðëóêà):                  

                   x  = a1 Sin (kt + ) + 
22 pk

h


Sinpt. 

àõäãàì,  òåèðçèñ  èûóêäáèçè  ðþäåèñ  éàìíìè  àñäçèà: 
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                 xM  = 
22 pk

h


Sinpt.                 

àõ  p = 7,  þíêí  ðþäåèñ  àëîêèòóãà  A=
22 pk

h


= 4 .  

M  òåèðçèñ  èûóêäáèçè  ðþäåèñ âàìòíêäáà  èõìäáà:   x = 4 Sin7t . 

ÀËÍÚÀÌÀ 4.3.   c = 0,5 ì/ñë ñèþèñòèñ  éíäôèúèäìòèñ  ëõíìä  
æàëáàðàñ  æäãà  áíêí  ëèëàâðäáóêèà ëðóãëþàðà-áàðáàúà ëäõàìèæëèñ B 
úíúèàæä,  þíêí   õåäãà   áíêíæä   ãàéèãäáóêèà   G=1,5 ì   üíìèñ M 
ñþäóêè.    0A=AB =3 ñë.   0A  ëðóãëþàðà  áðóìàåñ 0 öäðûèñ  âàðøäëí  

 = 4  üë-1  éóçþóðè  ñèùõàðèç;  àëàñçàìàåä, M ñþäóêè  àñðóêäáñ  
ðþäåèç  ëíûðàíáàñ  âàðäëíøè,  ðíëêèñ  üèìàöíáèñ  ûàêà  ( R


) 

ñèùõàðèñ  îèðåäêè  þàðèñþèñ  îðíîíðúèóêèà ãà óãðèñ 0,02 ì-ñ,  ðíúà  
ñèùõàðä  V= 1 ñë/üë.                                                 

 âàìñàæöåðäç  M ñþäóêèñ  èûóêäáèçè  ðþäåèñ  éàìíìè, çó 01x 
öäðûè  âàåêäáóêèà  M   ñþäóêèñ    ñòàòèéóðè    üíìàñüíðíáèñ     
ëãâíëàðäíáèãàì åäðòèéàêóðàã  õåäåèç,  ðíúà 0A   ëðóãëþàðà  
¾íðèæíìòàêóðèà. 

     ÀËÍÞÑÌÀ.  M ñþäóêè  àñðóêäáñ  èûóêäáèç ðþäåàñ  üèìàöíáèñ  
ëõíìä  âàðäëíøè.    ðþäåèñ   âàìòíêäáà   æíâàãè    ñàþèç    ëíúäëóêèà  

(8.3)  ôíðëóêèç. âàðäëíñ  üèìàöíáèñ ûàêà   R=V,  ñàèãàìàú 

üèìàöíáèñ  éíäôèúèäìòè   = R/V = 0,02;      

             b = /2m = g / 2G = 0,02 980 / 

2 1,5 = 6,53.                        

             0A   ëðóãëþàðà  áðóìàåñ   = t = 

4t  éàìíìèç,  þíêí  B úíúèà  ëíûðàíáñ  éàìíìèç:                                           

                  xB = 0B = 2 0ASin= 6 Sin4t 

 æàëáàðèñ  B  áíêíæä  ëíõëäãäáñ  
øäëàøôíçäáäêè   ûàêà     

                FB = cxB = 0,5 6Sin4t = 3Sin4t ;                           

ä.è.           H = 3;   p =  4;  h = H/m = 
3g/G = 1960.                          

         àëàñçàìàåä   k2 = c/m = cg/G = 326,6  
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   - ðþäåèñ  ñàü÷èñè  ôàæàà.  (84)-èñ  çàìàþëàã 

                   tg=2bp / (k2 – b2) = 0,9709;   = 44o10’;   

 ðàãèàìäáøè:   = 0,771.                                                                  

üèìàöíáèñ  ëõíìä  âàðäëíøè  M  ñþäóêèñ  èûóêäáèçè  ðþäåèñ  
âàìòíêäáà  àñäçèà  ( èþ.  (8.5)  ôíðëóêà):                

         x  = h /   (k2-p2)2 +4b2p2   Sin(pt+),   àìó   x = 8,32 

Sin(4t + 0,771) ñë. 

 

             sistemis  dinamika 

 § 3.9. Sesavali. ZiriTadi cnebebi 

 
 îðàõòèéàøè  þøèðèà  øäëçþåäåà,  ðíúà  äðçè  ìèåçèäðè  
üäðòèêèñ  ëíûðàíáà  ãàëíéèãäáóêèà  ñþåà  üäðòèêäáèñ  àì  
ñþäóêäáèñ  ëíûðàíáàæä.  àñäç  øäëçþåäåàøè  ñàýèðíà  àðà  úàêéäóêè.  
èæíêèðäáóêè  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêà,  àðàëäã  üäðòèêçà  
äðçíáêèíáèñ,  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  øäñüàåêà. 
 ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëà  àìó    ë ä õ à ì è é ó ð è   ñ è ñ ò ä 
ë à  äüíãäáà  ëàç  èñäç  äðçíáêèíáàñ,  ðíëäêøèú  çèçíäóêè  
üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáà  àì  ëíûðàíáà  ãàëíéèãäáóêèà àë  ñèñòäëèñ 
ãàìàðùäìè  üäðòèêäáèñ  ëãäáàðäíáàæä  àì  ëíûðàíáàæä. 
 ñèñòäëèñ  üäðòèêäáæä  ëíõëäã ûàêäáñ  ÷íôäì  øèâà  ãà  âàðä  
ûàêäáàã. 
 ø è â à    û à ê ä á è  äüíãäáàç  èë  ûàêäáñ,  ðíëêäáèú  
üàðëíøíáèêìè  àðèàì  ñèñòäëàøè  øäëàåàêè  üäðòèêäáèñ  
óðçèäðçëíõëäãäáèç. 
  Tu ñþäóêè üàðëíãâäìèêè ëúèðä ìàüèêäáàã  ãàìàüäåðäáóêè  
ñàþèç,  maøèn    ìèåçèäðè  ñþäóêèñ  ìàüèêäáñ  øíðèñ  
óðçèäðçõëäãäáèñ  ûàêebs - Siga Zalebs – ûàêåà  äüíãäáàç. 
 â à ð ä   û à ê ä á è    äüíãäáàç  èë  ûàêäáñ,  ðíëêäáèú  
âàëíüåäóêèà  ñèñòäëàøè  øäëàåàêè  ãà  ñèñòäëèñ  âàðäøä  ë÷íôè  
üäðòèêäáèñ  (ñþäóêäáèñ)  óðçèäðçëíõëäãäáèç. 
 åçõåàç 0xyz ñèåðúäøè  ëíúäëóêèà n ìèåçèäðè  üäðòèêèñàâàì  

øäëãâàðè  ñèñòäëà M1, M2,…, Mn  àìó  ëíéêäã Mk(xk,yk,zk),  
k=1,2,…,n.  ñèñòäëèñ  ÷íåäêè Mk üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáà  0  ñàçàåèñ  

ëèëàðç  âàìèñàæöåðäáà  r


k(xk,yk,zk)  ðàãèóñ-åäõòíðèç. Mk 
üäðòèêæä  ëíõëäãè  øèâà  ãà  âàðä  ûàêäáèñàçåèñ  øäñàáàëèñàã  

øäëíåèöíç  àöìèøåìà 



 176 

    kF


(ø)(Xk
(ø), Yk

(ø), Zk
(ø) )      ãà    kF


(â) (Xk

(â), Yk
(â), Zk

(â) ). 

 nivTier wertilTa sistemis Siga Zalebs aqvT mniSvnelovani 

Tvisebebi:  a) sistemis Siga Zalebis nakrebi veqtori nulis tolia 

                                            


n

k 1

kF


(ø)  = 0;                                            

(9.1) 
       b) sistemis Siga Zalebis nakrebi momenti sivrcis nebismieri 

wertilis (an RerZis) mimarT nulis tolia  

          


n

k 1

mom0 kF


(ø)  = 0,   àìó    


n

k 1

( kr


× kF


(ø)  ) = 0.               

(9.2) 
 saWiroa aRiniSnos, rom nivTier wertilTa sistemis Siga 

Zalebis nakrebi veqtorisa da nakrebi momentis nulTan toloba ar 

niSnavs, rom es Zalebi gawonasworebulia, vinaidan es Zalebi 

modebulni arian sxvadasxva nivTier wertilebze, romelTac 

SeuZliaT erTmaneTis mimarT gadaadgileba. 

 Siga Zalebi gawonasworebulni arian mxolod absoluturad myar 

sxeulSi. 

 ëäõàìèéóðè   ñ è ñ ò ä ë è ñ    ë à ñ à    äüíãäáà  ñèñòäëàøè  

øäëàåàêè  üäðòèêäáèñ  ëàñäáèñ  àðèçëäòèéóê  ÿàëñ 

    M = 


n

k 1

mk  

àõ   mk  àöìèøìàåñ  M k.  üäðòèêèñ  ëàñàñ. 
 ñèñòäëèñ  ë à ñ ä á è ñ   ú ä ì ò ð è   àìó   è ì ä ð ú è è ñ   ú ä ì 
ò ð è  äüíãäáà  âäíëäòðèóê   C (Xc, Yc, Zc)   üäðòèêñ,  ðíëêèñ  
ëãäáàðäíáà  âàìèñàæöåðäáà   ðàãèóñ-åäõòíðèç 

    r


c = 
M

1



n

k 1

mk r


k  .                                   

(9.3) 

 âäâëèêäáøè      

       xc =
M

1



n

k 1

mkxk,     yc = 
M

1



n

k 1

mkyk,      zc = 
M

1



n

k 1

mkzk.         

(9.4) 
  äðçâåàðíåàìè  ë÷àðè  ñþäóêèñàçåèñ  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  ãà  
ñèëûèëèñ  úäìòðèñ  ëãäáàðäíáäáè  äðçëàìäçñ  äëçþåäåèàì. 
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       Ë À Ñ Ä Á È Ñ    Â Ä Í Ë Ä Ò Ð È À 
 

                                         §  3.10.   ÈÌÄÐÚÈÈÑ  ËÍËÄÌÒÈÑ  ÚÌÄÁÀ 
 

ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáà,  âàðãà  ëíõëäãè  

ûàêäáèñà  ãàëíéèãäáóêèà  àâðäçåä  ëàñøè  ëàñäáèñ  âàìàüèêäáàæä  
ëàñäáèñ  âàìàüèêäáèñ  øäúåêèç  èúåêäáà   ñèñòäëèñ  èìäðúèóêíáèñ  
ëàþàñèàçäáäêèú.  ñèñòäëèñ  áðóìåèçè  ëíûðàíáèñàñ  èìäðúèóêíáèñ  
ëàþàñèàçäáêäáè  âàìèñàæöåðäáèàì  àë  ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáèç. 

ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ  è ì ä ð ú è è ñ    ë í ë ä ì ò è   ðàèëä  
úäìòðèñ  (öäðûèñ  àì  ñèáðò÷èñ)  ëèëàðç  àðèñ  ñèãèãä,  ðíëäêèú  
òíêèà  ñèñòäëàøè  øäëàåàêè  üäðòèêäáèñ  ëàñäáèñà  ãà  àöäáóê  
úäìòðàëãä  (öäðûàëãä  àì  ñèáðò÷äëãä)  ëàçè  ëàìûèêäáèñ  éåàãðàòäáèñ  
ìàëðàåêçà  ÿàëèñà.  àöèìèøìäáà  àñíçè  J,  øäñàáàëèñè  èìãäõñèç. 

åçõåàç  0xyz  ñèåðúäøè  ëíûðàíáñ n ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  
ñèñòäëà  Mk(xk, yk, zk),  k = 1,2,…,n. 

ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  0  úäìòðèñ  ëèëàðç  äüíãäáà  

âàëíñàþóêäáàñ               J0 = 


n

k 1

mkrk
2 .                                (10.1) 

rk  àðèñ  ëàìûèêè Mk  üäðòèêèãàì  0  úäìòðàëãä. 

éííðãèìàòäáøè J0 = 


n

k 1

mk(xk
2 + yk

2 + zk
2).           (10.2) 

ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  öäðûèñ  ëèëàðç  äüíãäáà  

âàëíñàþóêäáàñ      J0 = 


n

k 1

mkk
2 .     

 k àðèñ  ëàìûèêè  Mk  üäðòèêèãàì    öäðûàëãèñ. 

ñàéííðãèìàòí  öäðûäáèñ  ëèëàðç  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè  èõìäáèàì           
                

                    Jx = 


n

k 1

mk(yk
2 + zk

2) ,                                z   M1      

Mk 

       Jy = 


n

k 1

mk(xk
2 + zk

2) ,     (10.3)                  0   r k   zk     

Mn         x 
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                   Jz = 


n

k 1

mk(xk
2 + yk

2) .                   y                xk          

yk 
 ñàéííðãèìàòí    ñèáðò÷ääáèñ  ëèëàðç  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè  

âàìèñàæöåðäáèàì  ôíðëóêäáèç 

   Jxoy=


n

k 1

mkzk
2,    Jxoz=



n

k 1

mkyk
2,     Jyoz=



n

k 1

mkxk
2,     

(10.4) 
 âàìëàðòäáèãàì  ùàìñ,  ðíë  ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè  
úäìòðèñ,  öäðûèñ  àì  ñèáðò÷èñ  ëèëàðç  ãàãäáèçè  ñèãèãääáèà  ãà  
ìóêèñàâàì  âàìñþåàåãäáèàì.  ìóêèñ  òíêìè  ëþíêíã  èë  øäëçþåäåàøè  
àðèàì,  ðíúà  ñèñòäëèñ  ÷åäêà  üäðòèêè  âàìêàâäáóêèà  èë  öäðûæä,  
àì  èë  ñèáðò÷äøè,  ðíëêèñ  ëèëàðçàú  âàëíèçåêäáà  èìäðúèèñ  ëíëäìòè.  
 ëàðçéóçþà  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñàçåèñ  æäëíâàìþèêóê  
èìäðúèèñ  ëíëäìòäáñ  øíðèñ  àðñäáíáñ  øäëãäâè  ëàðòèåè  

ãàëíéèãäáóêäáàìè 

               Jx+ Jy+ Jz = 2J0            Jxoy+ Jxoz+ Jyoz = J0 
       Jxoy+ Jxoz = Jx ,             Jxoy+ Jyoz = Jy,                 Jxoz+ Jyoz = Jz . . 
 çó  ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëà  ëíçàåñäáóêèà   äðç  
ñèáðò÷äøè,  ëàâàêèçàã  0xy ñèáðò÷äøè,  ëàøèì  àñäçè  ñèñòäëèñ  
èìäðúèèñ  ëíëäìòè  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  ñàçàåèñ  ëèëàðç,  àâðäçåä  
ñàéííðãèìàòí  (x ãà y)  öäðûäáèñ  ëèëàðç  Sesabamisad  âàëíèçåêäáà  

ôíðëóêäáèç  

           J0 = 


n

k 1

mk(xk
2 + yk

2) ,       Jx = 


n

k 1

mkyk
2
,        Jy= 



n

k 1

mkxk
2, 

   J0 = Jx+ Jy  .                                                 
(10.5) 

âàðãà    æäëíàöìèøìóêè   èìäðúèèñ   ëíëäìòäáèñà,  øäëíåèöíç   
úäìòðèãàìóêè   èìäðúèèñ  ëíëäìòäáèñ  úìäáà,  ðíëêäáèú  

âàìèñàæöåðäáèàì  ôíðëóêäáèç 

             Jxy = 


n

k 1

mkxkyk ,
     Jxz = 



n

k 1

mkxkzk ,    Jyz = 


n

k 1

mkykzk .        

(10.6) 
 úäìòðèãàìóêè   èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè   ñèëäòðèóêìè  àðèàì   

çàåèàìçè  èìãäõñäáèñ  ëèëàðç   ëàç  øäèûêäáà  ¾õíìãäç  ìäáèñëèäðè  
ìèøàìè  àì  ìóêñ  âàóòíêãìäì. 
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 çó  ðíëäêèëä  öäðûèñ  àöëìèøåìäêè   èìãäõñèñ  ëõíìä  íðèåä  
úäìòðèãàìóêè   èìäðúèèñ  ëíëäìòè  ìóêèñ  òíêèà,  ëàøèì  àë  öäðûñ  
äüíãäáà  ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  ëçàåàðè  öäðûè  àöäáóê  üäðòèêøè.  
ëàâàêèçàã,  çó   Jxy= Jxz = 0,  ëàøèì  x  öäðûè  èìäðúèèñ  ëçàåàðè  
öäðûèà.  çó  àëàñçàìàåä,  èìäðúèèñ  ëçàåàðè  öäðûè  âàãèñ  ñèñòäëèñ  
ëàñäáèñ  úäìòðøè,  ëàøèì  àñäç  öäðûñ  äüíãäáà  èìäðúèèñ  ëçàåàðè  
úäìòðàêóðè  öäðûè. 
   çó   Jxy= Jxz = Jyz = 0,  ëàøèì  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  
çèçíäóêè  öäðûè  üàðëíàãâäìñ  ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  ëçàåàð  öäðûñ  
éííðãèìàòçà  0  ñàçàåèñ  ëèëàðç..  èìäðúèèñ  ëçàåàðè  öäðûäáèñ  
ëèëàðç  ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáñ  äüíãäáàç  ñþäóêèñ  ëçàåàðè  
èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè. 
 æäëíàöìèøìóêèãàì  âàëíëãèìàðäíáñ,  ðíë  çó  ñþäóêñ  âààùìèà  
ñèëäòðèèñ  öäðûè,  ëàøèì  äñ  öäðûè  üàðëíàãâäìñ  ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  
ëçàåàð  öäðûñ  çàåèñè  ìäáèñëèäðè  üäðòèêèñ  ëèëàðç.. 
 ðíëäêèëä  úäìòðèñ  (àì  öäðûèñ)  ëèëàðç  èìäðúèèñ  ëíëäìòçàì  
äðçàã  èþèêàåäì  ëìèøåìäêíåàì  úìäáàñ – ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  
èìäðúèèñ  ðàãèóññ. 
 ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  (ñþäóêèñ)  èìäðúèèñ  ðàãèóñè  
ãàãäáèçè  ñèãèãäà  ãà  âàëíèçåêäáà  ôíðëóêèç 

   r = 
M

J ,                                                 

(10.7)  
        ñàãàú  M – ëçäêè  ñèñòäëèñ  (ñþäóêèñ)  ëàñàà,  J – ñèñòäëèñ  
èìäðúèèñ  ëíëäìòë  ëíúäëóêè  úäìòðèñ  (àì  öäðûèñ)  ëèëàðç.  åèúèç  
ðà  èìäðúèèñ  ðàãèóñè, øäèûêäáà âàìèñàæöåðíñ  ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  
ëíëäìòè  ãà  îèðèõèç. 
 ë÷àðè  (óü÷åäòè)  ñþäóêèñ  øäëçþåäåàøè  øäâåèûêèà  äñ  
ñþäóêè  ãàå÷íç   ëàñèñ  äêäëäìòàðóê   ìàüèêàéäáàã.  ëàøèì,  çó   
(10.1) – (10.6)  ôíðëóêäáøè   ìèåçèäð  üäðòèêçà  ëàñäáñ  øäåúåêèç 
äêäëäìòàðóêè   ìàüèêàéäáèñ  ëàñäáèç   ãà  âàãàåàêç  æöåàðæä,  ðíúà 

dayofaTa ricxvi n∞,  ëàøèì  àë  òíêíáäáèñ  ëàðÿåäìà  ëþàðäøè  

ëãâíëè  ÿàëäáè  æöåàðøè  âàðãàèõëìäáèàì  èìòäâðàêäáàã   ãà  ëèåèöäáç  

        J0 =  
M

r2dm , .            J0 =  
M

(x 
2 + y 

2 + z 
2) dm.        

(10.8) 

        Jx = 
M

(y2 + z2) dm,      Jy= 
M

(x2 + z2) dm      Jz =  
M

(x2 

+ y 
2) dm, 
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        Jxoy= 
M

z2dm,                 Jxoz= 
M

y2dm,                  

Jyoz= 
M

x2dm. 

 àõ  èìòäâðàêè  àöäáóêèà  ëçäêè  ñþäóêèñ  ëàñàæä. 

 ø ä ì è ø å ì à  1)   çó  ëþäãåäêíáàøè  ëèåèöäáç,  ðíë  dm=dv, ñàãàú  

 -   ñþäóêèñ  ìàüèêàéèñ  ñèëéåðèåäà,  þíêí dv -  ëèñè  ëíúóêíáà,  
ëàøèì   (10.8)  ôíðëóêà  øäèûêäáà  èñä  ùàèüäðíñ,  ðíë   èìòäâðàêè  

àöäáóêè  èõìäáà  ëçäêè  ñþäóêèñ  ëíúóêíáàæä   ëàâàêèçàã  

              J = 
v

2dv          J0 = 
v

( x2 +y2+z2)dv  .           

(10.9) 
 2)   ëàòðèúñ,  ðíëêèñ  äêäëäìòäáñ   üàðëíàãâäìäì  

ñàéííðãèìàòí    öäðûäáèñ    ëèëàðç    èìäðúèèñ   ëíëäìòäáè  (Jx,  Jy,  Jz)   
ãà   úäìòðèãàìóêè     èìäðúèèñ     ëíëäìòäáè      ëíîèðãàîèðä     
ìèøìäáìèç              (-Jyz, -Jzx, -Jxy),  äüíãäáà  è ì ä ð ú è è ñ    ò ä ì æ í 

ð è    ëíúäëóê  üäðòèêøè 

                              J  = 























zzyzx

yzyyx

xzxyx

JJJ

JJJ

JJJ

 .                   

(10.10)      
 ðàãâàìàú  úäìòðèãàìóêè  (øäðäóêè)   èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè  

ñèëäòðèóêè  ñèãèãääáèà,  àëèòíë  àë  òäìæíðñ  àõåñ  äõåñè  äêäëäìòè. äñ  
òäìæíðè  àþàñèàçäáñ  ñþäóêèñ  ëàñäáèñ  âàìàüèêäáàñ  ëíúäëóê  
üäðòèêøè. 

 àþêà,  âàëí÷åàìèñ  âàðäøä  ëíåè÷åàìíç  ôíðëóêà,  ðíëêèçàú  
âàëíèñàþäáà  ë÷àðè  ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  éííðãèìàòçà ñèñòäëèñ   
ñàçàåäæä  âàëàåàêè  ìäáèñëèäðè     öäðûèñ   ëèëàðç. 

 ëèåèöíç  0  üäðòèêè  éííðãèìàòçà 0xyz ñèñòäëèñ  ñàçàåäã  

ãà  åçõåàç  ëíúäëóêè    öäðûè  ñàéííðãèìàòí  öäðûäáçàì  àãâäìñ  

øäñàáàëèñàã      éóçþääáñ.  ëàøèì   öäðûèñ  ëèëàðç  ñþäóêèñ  

èìäðúèèñ  ëíëäìòè  âàëíèñàþäáà  ôíðëóêèç 

                    J = Jxcos

 + Jycos

2 + Jzcos
2 -2Jxycoscos - 

                                       - 2Jxzcoscos - 2Jyzcoscos .         
(10.11) 
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 çó  ñàéííðãèìàòí  öäðûäáè  çàåèñè  ñàçàåèñ  ëèëàðç  
üàðëíàãâäìäì  èìäðúèèñ  ëçàåàð  öäðûäáñ,  ëàøèì    Jxy= Jxz = Jyz = 0  ãà  

(6.11)  òíêíáà  ëèèöäáñ  ëàðòèå  ñàþäñ 

  J = Jxcos

 + Jycos

2 + Jzcos2.                           
(10.12) 

 

   §   3.11.    ¼ÈÓÂÄÌÑ - ØÒÀÈÌÄÐÈÑ    ÇÄÍÐÄËÀ 
 
 ëíúäëóêè  ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè  ñþåàãàñþåà  öäðûèñ  

ëèëàðç  ñþåàãàñþåàà.  àðñäáíáñ  ëàðòèåè  éàåøèðè  ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  
ëíëäìòäáñ  øíðèñ  èë  îàðàêäêóðè  öäðûäáèñ  ëèëàðç,  ðíëäêçàâàì  
äðç-äðçè  âàãèñ ñþäóêèñ  ëàñäáèñ  úäìòðøè. 

 åçõåàç,  ëíúäëóêèà  ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëà  ëàñäáèñ  

úäìòðèç C üäðòèêøè  ãà  íðè  óðçèäðçîàðàêäêóðè z ãà z öäðûè,  
ðíëäêçàâàì z âàãèñ  ëàñäáèñ C úäìòðøè.  âàëíåçåàêíç  ñþäóêèñ  

èìäðúèèñ  ëíëäìòè  z  öäðûèñ  ëèëàðç. 
 àåèðùèíç  éííðãèìàòçà Cxyz ñèñòäëà  èñä,  ðíë Cx öäðûëà  

âàãàéåäçíñ z  öäðûè  ðíëäêèëä  0  üäðòèêøè.  öäðûäáñ  øíðèñ  ëàìûèêè  

è÷íñ   0C = d.  àåèöíç  éííðãèìàòçà  àþàêè   0xyz    ñèñòäëà  èñä,  

ðíë       0x      öäðûè     ãàäëçþåäñ     Cx     öäðûñ.    ëàøèì     0y 
Cy.     Mk    üäðòèêèñ  éííðãèìàòäáè      æäëíàöìèøìóê   

ñàéííðãèìàòí                              z           z  
 ñèñòäëäáøè øäñàáàëèñàã       è÷íñ           

 Mk(xk,yk,zk)    ãà   Mk(xk,yk,zk).                                       d                   
Mk 
 ëíúäëóê  ìèåçèäð  üäðòèêçà                                                          
ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè  Cz                                                                   

 ãà   0z öäðûäáèñ  ëèëàðç  øäñàáàëèñàã                   0           C                       

x(x)                                                                                                 

 èõìäáèàì          Jz = 


n

k 1

mk(xk
2 + yk

2),                           xk                   xk   

yk =yk                                 

                       Jz = 


n

k 1

mk(xk
2 + yk

2).             yk           yk 

   åèìàèãàì  àâäáèñ  çàìàþëàã   xk=xk+d,   yk=yk,   zk=zk,   âåäõìäáà 
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       Jz = 


n

k 1

mk(xk+d)2 + yk
2) = 



n

k 1

mk(xk
2 + yk

2) 

+d2


n

k 1

mk+2d


n

k 1

mkxk
. 

         àë âàëíñàþóêäáèñ ëàðÿåäìà  ëþàðäøè  îèðåäêè  øäñàéðäáè Jz-èñ  

òíêèà,  ëäíðä  øäñàéðäáøè  ÿàëè  âàëíñàþàåñ  ñèñòäëèñ M ëàñàñ  ëäñàëä  
øäñàéðäáèñ  âàëíñàçåêäêàã  âàåèþñäìíç  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  
éííðãèìàòäáèñ    (9.4)    ôíðëóêà  ãà  øäåìèøìíç,  ðíë  ùåäì  
øäëçþåäåàøè  ëàñäáèñ  C úäìòðè  üàðëíàãâäìñ  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  
ñàçàåäñ,  àëèòíë  xc= 0  ãà  ëàøàñàãàëä,  ëäñàëä  øäñàéðäáè  ìóêèñ  
òíêèà 

               2d


n

k 1

mkxk = 2dM xc= 0. 

ñàáíêííã  âåäõìäáà 

   Jz = Jz + Md2.                           (11.1)  
 
               àë  òíêíáèç âàëíñàþóêèà ¾ è ó â ä ì ñ – ø ò à è ì ä ð è ñ  

               ÇÄÍÐÄËÀ  ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  
ëíëäìòè  ðàèëä  öäðûèñ  ëèëàðç  òíêèà  àë  öäðûèñ  îàðàêäêóðè  ãà  
ëàñäáèñ C úäìòðæä  âàëàåàêè  öäðûèñ  ëèëàðç  èìäðúèèñ  ëíëäìòñ  
ãàëàòäáóêè  ñèñòäëèñ  ëàñèñà  ãà  àë  öäðûäáñ  øíðèñ  ëàìûèêèñ  
éåàãðàòèñ  ìàëðàåêè. 
 (11.1) tolobidan Cans, rom sxeulis (üäðòèêçà  ñèñòäëèñ)  inerciis 
moments minimaluri mniSvneloba aqvs masebis centrze gamavali RerZis 

mimarT  (Jz    Jz’ ). 

ôíðëóêà  (11.1)  ôàðçíã  âàëíè÷äìäáà  îðàõòèéàøè ñþäóêèñ  
èìäðúèèñ  ëíëäìòèñ  âàëíñàçåêäêàã  èñäçè  öäðûäáèñ  ëèëàðç,  
ðíëêäáèú  àð  âàãèàì  ëàñäáèñ  úäìòðøè. 

 
 

            §   3.12.  ÆÍÂÈÄÐÇÈ    ÄÐÇÂÅÀÐÍÅÀÌÈ    ÑÞÄÓÊÈÑ  
                                       ÈÌÄÐÚÈÈÑ   ËÍËÄÌÒÈ 
  
 âàëíçåêèñ  âàðäøä  âçàåàæíáç  æíâèäðçè  äðçâåàðíåàìè  
ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòèñ  âàëíñàçåêäê  ôíðëóêàñ. 

 1).  ñèâðûèñà  ãà M ëàñèñ  äðçâåàðíåàìè  üåðèêè 0A öäðíñ  

èìäðúèèñ  ëíëäìòè 
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  J0 =
3

1
 M 2  .                         0                     C                    

A 

  JC =
12

1  M 2 . 

 2). M  ëàñèñ  äðçâåàðíåàìè  ëàðçéóçþà  ôèðôèòèñ  èìäðúèèñ  
ëíëäìòè,  ðíúà  ôèðôèòèñ  ñèâðûäà  a,  þíêí  ñèâàìä  b.         

      Ja = 
3

1
M b2,                Jb =

3

1
 M a2,                                  y 

 J0 =Ja + Jb = 
3

1
M( a2 +b2),                       b                     

C                    x     

       Jx = 
12

1 M b2,              Jy = 
12

1 M a2,                 0          a 

                   JC  = 
12

1 M(a2+ b2).                                                 

 3). M  ëàñèñ ãà R  ðàãèóñèñ äðçâåàðíåàìè  üðèóêè  ôèðôèòèñ  
(ãèñéíñ)  èìäðúèèñ  ëíëäìòè: 

                     úäìòðèñ  ëèëàðç:     JC  = 
2

1
 M R2 , 

               ãèàëäòðèñ  ëèëàðç:     Jd  = 
4

1 M R2  . 

4). M ëàñèñ  ãà  R ðàãèóñèñ  äðçâåàðíåàìè  üðèóêè  
úèêèìãðèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  ëèñè  âäíëäòðèóêè  0z  öìðûèñ  ëèëàðç: 

   Jz = 
2

1
 M R2, 

 5).  M   ëàñèñ  çþäêè,  äðçâåàðíåàìè  üðèóêè  ðâíêèñ  
èìäðúèèñ  ëíëäìòè  ëèñè  úäìòðèñ  ëèëàðç,  çó  ðâíêèñ   

âàðä  ãà  øèâà  ðàãèóñäáèà  øäñàáàëèñàã   R  ãà  r: 

 JC =
2

1
 M (R2+ r2).. 

øäìèøåìà: àðàäðçâåàðíåàìè  ãà  ðçóêè  éíìôèâóðàúèèñ  
ñþäóêäáèñàçåèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáñ  èçåêèàì  äõñîäðèëäìòóêè  
þäðþèç. 

ÀËÍÚÀÌÀ 5.3.   èîíåäç  M ëàñèñ  äðçâåàðíåàìè üåðèêè  AB= 
ñèâðûèñ  öäðíñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  èë z öäðûèñ  ëèëàðç,  ðíëäêèú  

âàãèñ  0  üäðòèêøè  öäðíñ îäðîäìãèéóêàðóêàã,  çó  A0 =  /4                                
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             ÀËÍÞÑÌÀ.  ¾èóâäìñ – øòàèìäðèñ  çäíðäëèñ  
çàìàþëàã                                                                                                                                       

                        Jz = Jc + M 0C2 .                                           
A     

           åèìàèãàì   Jc = 1/12  M2 ,   þíêí   0C = 

/4.   àëèòíë            

                      Jz = 1/12 M2 + 1/16 M2 = 7/48 M2.        

                                           îàñóþè:   Jz = 7/48 M2. 

 

         ÀËÍÚÀÌÀ 5.4.  âàëíçåàêäç  M    ëàñèñ  ãà  R 
ðàãèóñèñ  äðçâåàðíåàìè  üðèóêè  ãèñéíñ  èìäðúèèñ  
ëíëäìòè  ëèñè  ãèàëäòðèñ    ëèëàðç.                                                                          

               ÀËÍÞÑÌÀ.      àåèðùèíç    éííðãèìàòçà   
ñèñòäëà                          

ñàçàåèç    ãèñéíñ     úäìòðøè.     áðò÷äêè   
ñèëäòðèóêè                   

ìàéåçèñàçåèñ      ñàéííðãèìàòí       öäðûäáèñ       ëèëàðç                                          

 èìäðúèèñ   ëíëäìòäáñ   øíðèñ    àãâèêè   àõåñ  òíêíáàñ     

      Jx+ Jy =  Jc.  (*);      åèìàèãàì   äðçâåàðíåàìè                                        

ãèñéíñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  ëèñè  ÷íåäêè ãèàëäòðèñ  ëèëàðç  äðçè ãà 

èâèåäà, àëèòíë  Jx= Jy. ëäíðäñ  ëþðèå   Jc=1/2MR2.   (*) òíêíáèãàì: 

2Jx=1/2MR2, ñàèãàìàú Jx=1/4MR2.   àñäåä  Jy=1/4MR2.       

                                                                                 îàñóþè: 

Jx= Jy= 1/4MR2 . 

             ÀËÍÚÀÌÀ  5.5.  0  üäðòèêøè  ãàéèãäáóêè  

õàìõàðà  øäãâäáà  üåðèêè  äðçâåàðíåàìè  ñèâðûèñ  ãà M1 
ëàñèñ  öäðíñâàì,  ðíëêèñ  A áíêíæä  ëèëàâðäáóêèà  R  
ðàãèóñèñ  ãà M2  ëàñèñ   üðèóêè  ãèñéí. âàëíçåàêäç  
õàìõàðàñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  ëèñè   ãàéèãäáèñ  0z öäðûèñ  
ëèëàðç,  ðíëäêèú  õàìõàðàñ  ñèáðò÷èñ  ëàðçíáèà. 

           ÀËÍÞÑÌÀ.  õàìõàðà  øäãâäáà  íðè  ñþäóêèñàâàì:  
öäðí  ãà  ãèñéí.   àëèòíë                Jz = Jz

öäð + Jz
ãèñé .   (*)                      

  32 
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          öäðíñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè     Jz
öäð = 1/3M1

2 .  

         0z   öäðûèñ   ëèëàðç  ãèñéíñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòèñ                              

âàëíñàçåêäêàã      âàëíåè÷äìíç    ¾èóâäìñ – øòàèìäðèñ  çäíðäëà:   Jz
ã 

= Jc
ã+ M2d

2,  ñàãàú Jc
ã = 1/2M2R

2 àðèñ ãèñéíñ èìäðúèè  ëíëäìòè ëèñè 
ëàñäáèñ C úäìòðæä ãà   0z      öäðûèñ    îàðàêäêóðàã    âàëàåàêè  
öäðûèñ    ëèëàðç,    þíêí    d -   ëàìûèêè   ãèñéíñ  úäìòðèãàì  0z   

öäðûàëãä: d = 0C =  + R.  âåäõìäáà:  

           Jz
ã = 1/2M2R

2 +M2(+ R)2 . 

(*) –ãàì  ëèåèöäáç:                    Jz = 1/ 3 M1
2 + M2(3/2 

R2+2R+2). 

   ÀËÍÚÀÌÀ  5.6.   M ëàñèñ  ãà R ðàãèóñèñ                             
äðçâåàðíåàìè    üðèóêè    ãèñéí    
ëèëàâðäáóêèà    AB                  

öäðíæä, ðíëäêèú    ëàñäáèñ   C   úäìòðèãàì  
ãàøíðäáóêèà     0C = R/2        ëàìûèêèç.  
âàëíçåàêäç ãèñéíñ   èìäðúèèñ   ëíëäìòäáè x, 
y, z   öäðûäáèñ   ëèëàðç;  àâðäçåä 
úäìòðèãàìóêè  èìäðúèèñ  ëíëäìòäáè.                         

               ÀËÍÞÑÌÀ.  äðçâåàðíåàìè  
ãèñéíñçåèñ                     

                                Jc=1/2MR2 .                                                  

         0y   öäðûè  âàåêäáóêèà  ãèñéíñ  ñèáðò÷èñ  ëàðçíáóêàã;   
àëèòíë,  çó  âàåàåêäáç  ëàñäáèñ  C     

  úäìòðæä  0y -èñ  îàðàêäêóð  Cyc   öäðûñ,     ëàøèì  àë  öäðûèñ   

ëèëàðç      Jyc =Jc=1/2MR2 .              

        âàëíåè÷äìíç  ¾èóâäìñ – øòàèìäðèñ  çäíðäëà;   âåäõìäáà:      

                                Jy=  Jyc + M 0C 2= 3/4MR2. 

       C üäðòèêøè  âàåàåêíç   0z – èñ  îàðàêäêóðè Czc öäðûè.  
åèìàèãàì, ðíâíðú x, àñäåä   zc   öäðûè  ãèñéíñ  ãèàëäòðäáèñ  
çàìàëçþåäóêèà,  àëèòíë 

                                Jx = Jzc= 1/4MR2. 
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¾èóâäìñ – øòàèìäðèñ  çäíðäëèñ  çàìàþëàã: Jz=  Jzc + M 0C 2= 

1/2MR2. 

          ðàãâàìàú  ãèñéí  ñèëäòðèóêèà,  ðíâíðú x, àñäåä y öäðûèñ  
ëèëàðç,   àëèòíë    Jxy = Jxz = Jyz = 0. 

                                        îàñóþè: Jx = 1/4MR2;    Jy= 3/4MR2;    

Jz=1/2MR2; 

                                                              Jxy = Jxz = Jyz = 0.  

 

      §  3.13.   ÌÈÅÇÈÄÐ  ÜÄÐÒÈÊÇÀ  ÑÈÑÒÄËÈÑ  ËÍÛÐÀÍÁÈÑ           
                              ÃÈÔÄÐÄÌÚÈÀÊÓÐÈ  ÂÀÌÒÍÊÄÁÄÁÈ  

 
            âàìåèþèêíç 0xyz ñèåðúäøè n ìèåçèäðè  üäðòèêèñàâàì  

øäãâäìèêè      ëäõàìèéóðè   ñèñòäëèñ  ëíûðàíáà.  ñèñòäëèñ  çèçíäóêè   
Mk(xk, yk, zk)  üäðòèêèñ  ëàñà  è÷íñ   mk.  àë  üäðòèêæä  ëíõëäãè  

÷åäêà  âàðä  (àõòèóðè  ãà  ðäàõúèèñ)   ûàêäáèñ  òíêõëäãè  è÷íñ F


k
(â), 

þíêí  øèâà  ûàêäáèñ  òíêõëäãè  F


k
(ø)   çó  àë  üäðòèêèñ  àùõàðäáàà 

w


k       ( w


k = 
2

2

dt

rd k = r

 k,  ñàãàú  r


k  -  Mk üäðòèêèñ  ðàãèóñ-

åäõòíðèà), ëàøèì  ãèìàëèéèñ  ëäíðä  (ûèðèçàãè)  éàìíìèñ  çàìàþëàã 

  mk w


k = F


k
(â) + F


k
(ø)      (k=1,2,…,n)          (13.1)   

          àõ  âåàõåñ n âàìòíêäáèñàâàì  øäãâäìèêè  ñèñòäëà  ãà  èñèìè  
üàðëíàãâäìäì  ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ   âàìòíêäáäáñ  
åäõòíðóêè  ñàþèç.  ëàçè  ãàâäâëèêäáèç  ãäéàðòèñ  ëàðçéóçþà  
éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  öäðûäáæä  ëèåèöäáç 3n âàìòíêäáèñàâàì  

øäãâäìèê  ñèñòäëàñ   

   mk 2

2

dt

xd k = Xk
(â)  + Xk

(ø)  ,    

                  mk 2

2

dt

yd k = Yk
(â)  + Yk

(ø)  ,                                

(13.2) 

   mk 2

2

dt

zd k
= Zk

(â)  +  Zk
(ø)  ,     (k=1,2,…,n) 
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       äñ   âàìòíêäáäáè  üàðëíàãâäìäì  ìèåçèäð  üäðòèêçà   ñ è ñ ò ä ë 
è ñ          ë í û ð à í á è ñ  ã è ô ä ð ä ì ú è à ê ó ð è   â à ì ò í ê ä á 
ä á ñ  ãäéàðòèñ  éííðãèìàòäáøè.  

 
                Ã È Ì À Ë È É È Ñ   Û È Ð È Ç À Ã È   Ç Ä Í Ð Ä Ë Ä Á 

È 
 
 ãèìàëèéèñ  ëðàåàêè  àëíúàìèñ  àëíñàþñìäêàã  ëíûðàíáèñ  

ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáäáèñ  èìòäâðäáèñ  ëàâèåðàã  þøèðàã  è÷äìäáäì   
ä.ü.  ûèðèçàã  çäíðäëäáñ,  ðíëêäáèú  ãèìàëèéèñ  ûèðèçàãè  éàìíìäáèñ  
øäãäâèà  ãà  üàðëíàãâäìäì  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáäáèñ  
âàðãàõëìèê  ñàþäñ. 

 ûèðèçàãè  çäíðäëäáèñ  ëìèøåìäêíáà  èëàøè  ëãâíëàðäíáñ,  ðíë  
èñèìè  çåàêñàùèìí  ãàëíéèãäáóêäáàñ  àë÷àðäáäì  ìèåçèäðè  ñþäóêèñ  
ëíûðàíáèñ  ûèðèçàã  ãèìàëèéóð  ëàþàñèàçäáêäáñ  øíðèñ.  ûèðèçàãè  
çäíðäëäáè  ñàøóàêäáàñ  âåàûêäåäì  øäåèñüàåêíç  ëíúäëóêè  ëíåêäìèñ  
úàêéäóêè,  îðàõòèéóêàã  ñàèìòäðäñí  ëþàðääáè. 

 

             §  3.14.    ËÀÑÄÁÈÑ  ÚÄÌÒÐÈÑ  ËÍÛÐÀÍÁÈÑ  ÇÄÍÐÄËÀ 
 

ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ  (óëäòäñàã  ë÷àðè  ñþäóêèñ)  ëíûðàíáèñ  
ãàñàþàñèàçäáêàã  þøèð  øäëçþåäåàøè  ñàéëàðèñèà  åèúíãäç  ëèñè  
ëàñäáèñ  úäìòðèñ  ëíûðàíáèñ  þàñèàçè,  ðíëäêñàú   âàëíñàþàåñ   
øäëãäâè                              

 Ç Ä Í Ð Ä Ë À:   ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ  ëàñäáèñ  úäìòðè  
ëíûðàíáñ  èñä,  ðíâíðú  äðçè  ìèåçèäðè  üäðòèêè,  ðíëäêøèú  
çàåëí÷ðèêèà  ëçäêè  ñèñòäëèñ  ëàñà  ãà  ðíëäêæäú  ëíõëäãäáñ  âàðä  
ûàêäáèñ  ìàéðäáè  åäõòíðè. 

ÃÀËÒÉÈÚÄÁÀ:  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  âàìñàæöåðèãàì  âåàõåñ: 

  M r


c = 


n

k 1

mk r


k .                               

(14.1) 
 âàåàüàðëííç  äñ  òíêíáà  íðÿäð: 

    M 
2

2

dt

rd c



 = 


n

k 1

mk 2

2

dt

rd k



,     àìó        M w


C =


n

k 1

mk w


k. 

 çó  ëàðÿåäìà  ëþàðäøè  øäåèòàìç  (13.1)  ëìèøåìäêíáàñ  ãà  

âàåèþñäìäáç  (9.1) -ñ,   ðíë       


n

k 1

F


k
(ø) = 0,  ëèåèöäáç: 
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 M w


C =


n

k 1

F


k
(â)  ,     àìó          M w


C = F


(â) .                

(14.2) 

ñàãàú     


n

k 1

F


k
(â) = F


(â)  .     (çäíðäëà  ãàëòéèúäáóêèà). 

 ëàñäáèñ  úäìòðèñ  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  âàìòíêäáäáè  
èõìäáèàì:   

      M
2

2

dt

xd c = 


n

k 1

Xk
(â),      M

2

2

dt

yd c  = 


n

k 1

Yk
(â),      M 2

2

dt

zd c

 = 




n

k 1

Zk
(â) .       

           øäìèøåìà:   1)   ëàñäáèñ  úäìòðè  âäíëäòðèóêè  üäðòèêèà  ãà  
âàðä  ûàêäáè  ôàõòèóðàã  ëíãäáóêèà  àðà  ëàñäáèñ  úäìòðæä,  àðàëäã  
ñèñòäëèñ  üäðòèêäáæä. 

 2)  çó  ñèñòäëàæä  ëíõëäãè  âàðä  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  åäõòíðè  

ìóêèñ  òíêèà  ( F


(â)= 0),  ëàøèì  ñèñòäëèñ  ëàñäáèñ  úäìòðè  àì  
üíìàñüíðíáàøèà,  àì   ëíûðàíáñ    üðôèåàã  ãà   çàìàáðàã    

( v


= c


onst.),     ä. è.  àñðóêäáñ  èìäðúèóê  ëíûðàíáàñ.  
 3)   çó  âàðä  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  åäõòíðèñ  âäâëèêè  ðàèëä  

öäðûæä  ìóêèñ  òíêèà,  ëàøèì  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  ñèùõàðèñ  âäâëèêè  àë  
öäðûæä  ëóãëèåè  ñèãèãäà. 

ÀËÍÚÀÌÀ  6.1.   0A = 40 ñë  ñèâðûèñ  äðçâåàðíåàìè  öäðí    

=t2/2   éàìíìèç  áðóìàåñ  0  áíêíæä  öäðíñ  ëàðçíáóêàã  âàëàåàêè  
óûðàåè  öäðûèñ  âàðøäëí. t = 0  ëíëäìòèñàçåèñ  âàìñàæöåðäç   ëàñäáèñ  
C   úäìòðèñ  àùõàðäáèñ  ñèãèãä  ãà  öäðíæä  ëíõëäãè  âàðä   ûàêäáèñ  
ìàéðäáè  åäõòíðèñ ëèëàðçóêäáà. 

             ÀËÍÞÑÌÀ.   t = 0  ëíëäìòøè  = 0; 
öäðíñ  óéàåèà  0A  ëãäáàðäíáà.  öäðíñ ëàñäáèñ  

C   úäìòðè  ëíûðàíáñ éàìíìèç:   M cw


= F


â   . 

           C  üäðòèêè  øäëíüäðñ  R = 0A/ 2 = 

20 ñë ðàãèóñèñ  üðäüèðñ.  ëèñè  àùõàðäáà cw


= 

nww


 ; ñèãèãèç  
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wc= w
2+wn

2;  àõ  w= R; wn=
2R. åèìàèãàì = =t,  þíêí    

= =;  àëèòíë t = 0  ëíëäìòøè  = 0,   = . ëàøàñàãàëä w= R; wn= 

0. ëèåèöäáç                   wc = w= 20 ñë/üë2.  

           sawyis t0=0 momentSi =0 da C wertili mdebareobs x RerZze, 

amitom, àùõàðäáà cw


ëèëàðçóêè òðàäõòíðèèñ (üðäüèðèñ)  ëþäáèñ  

âàñüåðèå 0y öäðûèñ  îàðàêäêóðàã. èâèåä ëèëàðçóêäáà àõåñ  F


â  
åäõòíðñàú. 

ÀËÍÚÀÌÀ  6.3. àåòíëàìõàìèñ  àë÷íêè  çåàêè F ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  
ñðèàêèç  âíðàåñ  ¾íðèæíìòàêóð üðôäæä  
(ìàþ.42).  âàìñàæöåðäç  çåàêèñ  ñèëûèëèñ 
C úäìòðèñ  ëíûðàíáèñ  éàìíìè,  çó  
ñðèàêèñ  þàþóìèñ  éíäôèúèäìòèà f, þíêí 
F = 5fP, ñàãàú P - çåêèñ  üíìàà. ñàü÷èñ  
ëíëäìòøè  çåàêè óûðàåè  è÷í. 

            ÀËÍÞÑÌÀ.   çåàêæä  ëíõëäãäáñ  
íçþè  ûàêà: F -  ëàëíûðàåäáäêè  ûàêà, P - ñèëûèëèñ  ûàêà, Fþ - ñðèàêèñ 
þàþóìèñ ûàêà, N-ñà÷ðãäìèñ  ìíðëàêóðè ðäàõúèèñ  ûàêà.    ëàñäáèñ C 
úäìòðèñ  ëíûðàíáèñ âàìòíêäáà  veqtoruli saxiT aseTia:      

                    M cw


= F


+ P


+ F


þ + N


.                                                                          

            ãàåàâäâëèêíç  äñ  òíêíáà  x ãà  y  öäðûäáæä:         M cx =  

F – Fþ  , 

                              0 = - P + N  .                                                        
(à) 

            àõ   yc= R= const   ãà  cy = 0;   N = P; ñðèàêèñ þàþóìèñ  

ûàêà:  Fþ=fN=fP.   (à) –ãàì  âåäõìäáà:  P/ g cx = 5fP – fP;  àõäãàì 

cx =4 f P. 

              åàèìòäâðíç  äñ  òíêíáà:       cx = 4fgt +c1 .                      

(á) 

            ñàü÷èñ  ëíëäìòøè  çåàêè  óûðàåèà,  ä.è.  ðíúà to= 0,  ëàøèì  

cx =Vox= 0;      
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  ëàçè (á)-øè øäòàìèç  ëèåèöäáç  c1= 0; àëèòíë  (á) àñäç ñàþäñ 

èöäáñ: cx = 4fgt;      

                åàèìòäâðíç  äñ  òíêíáà:     xc = 2fgt2 + c2 .                    
(â) 

                âàìåêèêè  ëàìûèêè  àåèçåàêíç  ëíûðàíáèñ  ãàü÷äáèñ  
ëíëäìòèãàì,  ä.è.,  ðíúà  to = 0 , ëàøèì   xc = 0  ãà  ëàøàñàãàëä  (â) – 
ãàì c2= 0. 

          ëàñäáèñ  úäìòðèñ  ëíûðàíáèñ  âàìòíêäáà  èõìäáà:   xc = 2fgt2 . 

 

 

            § 3.15.   ËÍÛÐÀÍÁÈÑ  ÐÀÍÃÄÌÍÁÈÑ  ÇÄÍÐÄËÀ 
 
 meqanikuri moZraobis zoma (masStabi) xasiaTdeba erTis mxriv 

moZravi obieqtis masiT, xolo meores mxriv misi moZraobis siCqariT. 

sxvadasxva dros meqanikaSi SemoTavazebuli iyo moZraobis sxvadasxva 

zoma. meqanikuri moZraobis erT-erTi uZvelesi zomaa moZraobis 

raodenoba – veqtori m v


.                 

ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ:  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ë í û ð à í á è ñ   ð à í ã ä ì í 
á à   äüíãäáà  åäõòíðóê  ñèãèãäñ,  ðíëäêèú  òíêèà  üäðòèêèñ  ëàñèñà  
ãà  ëèñè  åäõòíðóêè  ñèùõàðèñ  ìàëðàåêèñà:                       

                                                                                                 
z         M 

      Q


 = m v


.               (15.1)                                 

Q


 

Q


  åäõòíðè  ëíãäáóêèà  M  üäðòèêæä                r


 

 ãà   ëèëàðçóêèà  v


- ñ  âàñüåðèå. ñèãèãèç                  0                          
x 

                                      Q

 = mv


.                         y 

               Q


 åäõòíðèñ  âäâëèêäáèà   Qx = m x,    Qy = m y,   Qz = 

mz . 
     ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ:     ìèåçèäðè     üäðòèêçà   ñèñòäëèñ     ë í û ð à 

í á è ñ       ð à í ã ä ì í á à   äüíãäáà  åäõòíðóê  ñèãèãäñ,  ðíëäêèú  
òíêèà  ñèñòäëàøè  øäëàåàêè  ÷åäêà  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  
âäíëäòðèóêè  ÿàëèñà:   
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                                     Q


=


n

k 1

mk v


k.                                             

(15.2) 
  çó  âàëíåè÷äìäáç  (14.1)  âàëíñàþóêäáàñ,  ëàøèì  (15.2)  

òíêíáà  àñäú  ùàèüäðäáà: 

           Q


 = 


n

k 1

mk
dt

rd k



 =
dt

rmd kk )(


 =
dt

rMd c )(


 = M
dt

rd c



 = M v


c. 

ëàøàñàãàëä:   Q


 = M v


c.                               

(15.3) 
 ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà  òíêèà  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  

ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñà,  çó  ëàñøè  çàåëí÷ðèêèà  ëçäêè  ñèñòäëèñ  
ëàñà. 

 moZraobis raodenoba (m v


).  aris meqanikuri moZraobis 

pirveli veqtoruli zoma, romelic gamoiyeneba im SemTxvevaSi, roca 

meqanikuri moZraoba erTi fizikuri sxeulidan gadaecema sxva fizikur 

sxeulebs; anu roca xdeba erTi meqanikuri moZraobis Sedareba sxva 

meqanikur  moZraobasTan.  

 moZraobis raodenoba, rogorc veqtoruli sidide, imiTaa 

mniSvnelovani, rom mimarTuleba –es aris meqanikuri moZraobis erT-erTi 

ZiriTadi Tviseba. 

 moZraobis raodenobis ganzomileba teqnikur erTeulTa 

sistemaSi:  [Q] = [1 kgwm2/m 1 m/wm ] = [1 kgwm].. 
 moZraobis raodenobis cnebasTan mWidrod aris dakavSirebuli 

Zalis impulsis cneba. 

      ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ: F


ûàêèñ  ä ê ä ë ä ì ò à ð ó ê è   è ë î ó ê ñ è   

äüíãäáà  åäõòíðóê  ñèãèãäñ,  ðíëäêèú  òíêèà  F


 ûàêèñà  ãà  ãðíèñ  
äêäëäìòàðóêè  dt   øóàêäãèñ  ìàëðàåêèñà: 

   d S


= F


Ē dt . 

        ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ:  F


ûàêèñ  ñ ð ó ê è    è ë î ó ê ñ è   ãðíèñ  

ñàñðóê  (0,)  øóàêäãøè  òíêèà  øäñàáàëèñè  äêäëäìòàðóêè  

èëîóêñäáèñ  èìòäâðàêóðè   ÿàëèñà 

   S


= 


0

F


Ē dt .                                         

(15.4) 
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Praqtikulad, ûàêèñ  èëîóêñè  óôðí  þøèðàã âàëíè÷äìäáà  
ûàêèñ  èñäçè  ëíõëäãäáèñ  ãðíñ,  ðíãäñàú  ãðíèñ  ëíéêä  øóàêäãøè  
ûàêèñ  ñèãèãä  èúåêäáà   ñàéëàíã   ñüðàôàã   (ëàâàêèçàã   ãàðò÷ëèñ   
ãðíñ). 
 

 ÇÄÍÐÄËÀ  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ 
üàðëíäáóêè  ãðíèç  òíêèà  üäðòèêæä  ëíõëäãè  ûàêèñà. 

 ãàëòéèúäáà.   Q


 = m v

.  âàåàüàðëííç 

   
dt

Qd


 = m 
dt

vd


          
dt

Qd


 = m w


  

ëàøàñàãàëä              
dt

Qd


= F


 .                    (15.5) 

äñ  çäíðäëà  ñàëàðçêèàìèà  ñàéííðãèìàòí  öäðûäáæä  
âäâëèêäáèñçåèñàú: 

  
dt

dQx  = X,        
dt

dQy
 = Y,       

dt

dQz  = Z,            (15.6) 

  Aaq  X, Y, Z, arian F

 Zalis gegmilebi koordinatTa 0xyz 

sistemis RerZebze. 

 ØÄÃÄÂÈ  1)    (15.5)  òíêíáà  àñä  âàãàåüäðíç 

   dQ


 = F


·dt 

âàåàèìòäâðíç  äñ  òíêíáà  ãðíèñ   (0,)  øóàêäãøè,  ëèåèöäáç 

   Q


 - Q


0 =  


0

F


Ē dt .                    (15.7) 

àìó   m v


 - m v


0 = 


0

F


Ē dt .             (15.7) 

àë òíêíáèç âàëíñàþóêèà üäðòèêèñ ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ ìàæðãèñ  

             ÇÄÍÐÄËÀ  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  
ìàæðãè  ãðíèñ  ðàèëä  øóàêäãøè  òíêèà  üäðòèêæä  ëíõëäãè  ûàêèñ  
ñðóêè  èëîóêñèñà  ãðíèñ  èëàåä  øóàêäãøè. 

   2)  çó  üäðòèêæä  àðàåèçàðè  ûàêà  àð  ëíõëäãäáñ  ( F


= 0), 

ëàøèì   (15.5) –èñ  çàìàþëàã   Q


= const ,  ä.è.  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  

ðàíãäìíáà  ëóãëèåè  ñèãèãäà  àãâèêè  àõåñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  
øäìàþåèñ  éàìíìñ. 



 193 

  3). çó ûàêèñ âäâëèêè ðíëäêèëä ñàéííðãèìàòí öäðûæä ìóêèñ  
òíêèà,  ëàøèì  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  âäâëèêè  àë  öäðûæä  ëóãëèåè  
ñèãèãäà. 

      ÇÄÍÐÄËÀ  ìèåçèäð   üäðòèêçà ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ 
üàðëíäáóêè  ãðíèç  òíêèà  ñèñòäëàæä  ëíõëäãè  âàðä  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  
åäõòíðèñà. 

      ãàëòéèúäáà.   âàåàüàðëííç  (15.2)   òíêíáà   ãðíèç 

  
dt

Qd


= 


n

k 1

mk w


k,    àìó   
dt

Qd


= 


n

k 1

 ( F


k
(â) + F


k
(ø)) 

åèìàèãàì        


n

k 1

F


k
(ø) = 0      ãà     



n

k 1

F


k
(â) = F


(â)  , 

 âåäõìäáà   
dt

Qd


= F


(â) . 

  äñ çäíðäëà ñàëàðçêèàìèà koordinatTa 0xyz sistemis 

RerZebze  âäâëèêäáøèú 

  
dt

dQx = X (â),          
dt

dQy
= Y(â),         

dt

dQz = Z(â). 

 àìàêíâèóðàã ìèåçèäðè üäðòèêèñà,  ñèñòäëèñçåèñàú  ëòéèúãäáà 

            ÇÄÍÐÄËÀ  ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ ëíûðàíáèñ  
ðàíãäìíáèñ  ìàæðãè  ãðíèñ  ðàèëä  øóàêäãøè  òíêèà  ñèñòäëàæä  
ëíõëäãè âàðä ûàêäáèñ  ìàéðäáè  åäõòíðèñ ñðóêè  èëîóêñèñà  ãðíèñ  
èëàåä  øóàêäãøè. 

                                    Q


 - Q


0 = 


0

F


(â) Ē dt . 

 çó  F


(â) = 0,  ëàøèì  àãâèêè  àõåñ  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  

øäìàþåèñ  éàìíìñ         Q


=Q


0. 

 
 ËÈÇÈÇÄÁÀ.  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  úåêèêäáèñ  çäíðäëèñ  

âàëí÷äìäáèç  àëíúàìäáèñ  àëíþñìà  ðäéíëäìãäáóêèà øäëãäâè  
çàìàëèëãäåðíáèç:  1)  ìàþàææä  âàëíåñàþíç  üäðòèêæä  ëíõëäãè  ÷åäêà  
àõòèóðè  ãà  ðäàõúèèñ  ûàêà (ñèñòäëèñ  øäëçþåäåàøè - ÷åäêà   âàðä   
ûàêà);     2)   àåèðùèíç    éííðãèìàòçà     ñèñòäëà;             3)  
ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  úåêèêäáèñ  çäíðäëà  (ðíâíðú  
üäðòèêèñàçåèñ,  àñäåä – ñèñòäëèñàçåèñ) ùàåüäðíç  ñàéííðãèìàòí  
öäðûäáæä  âäâëèêäáøè;  4)  ëèöäáóêè  âàìòíêäáäáèãàì  âàìåñàæöåðíç  
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óúìíáè  ñèãèãä  (ëíûðàíáèñ ñàü÷èñè  àì  ñàáíêíí  ñèùõàðä,  ëíûðàíáèñ  
ãðí,  ðíëäêèëä  óúìíáè  ûàêà  àì  ëèñè  âäâëèêè). 

 ØÄÌÈØÅÌÀ. 1) çó  ñèñòäëàæä  ëíõëäãè  âàðä  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  
åäõòíðè  àì  ëèñè  âäâëèêè  ðíëäêèëä  öäðûæä  ìóêèñ  òíêèà,  ëàøèì  
âàëíåè÷äìäáç  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  øäìàþåèñ  éàìíìñ     ãà  
âàìåñàæöåðàåç  ñàûäáì  ñèãèãäñ. 

2)  (15.3)  òíêíáèãàì  ùàìñ,  ðíë  çó  ñèñòäëà  (àì ñþäóêè)  

èñä  ëíûðàíáñ,  ðíë  ëèñè  ëàñäáèñ  úäìòðè  óûðàåèà  ( v


c = 0),  ëàøèì  
ñèñòäëèñ  (àì ñþäóêèñ)  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà  ìóêèñ  òíêèà.  
ëàâàêèçàã,  çó  ñþäóêè  áðóìàåñ  ëàñäáèñ  úäìòðæä  âàëàåàêè  öäðûèñ  
âàðøäëí,  ëàøèì  ëèñè  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà  ìóêèñ  òíêèà.   

3)   ìèåçèäðäáèñ   (ëàòäðèèñ)  ÷åäêà  ôíðëàñ  âààùìèà  
ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà,  ëàç  øíðèñ  åäêñàú;  äêäõòðíëàâìèòóðè,  
âðàåèòàúèóêè  ãà  ñþå. åäêäáèñàçåèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  
åäõòíðäáè  ãà  ëèñè  ñèëéåðèåä  âàëíèñàþäáèàì ãàûàáóêíáèñ, 
îíòäìúèàêäáèñ ãà à.ø.ñèãèãääáèñ  ñàøóàêäáèç.  

 

             ÀËÍÚÀÌÀ  7.1  âàìñàæöåðäç  õàìõàðàñ  ëíûðàíáèñ  
ðàíãäìíáèñ  ìàéðäáè  åäõòíðè,  çó  èâè  øäãâäáà P1  üíìèñ 0A=4r  
ñèâðûèñ  äðçâåàðíåàìè    öäðíñà  ãà P2 üíìèñ r ðàãèóñèñ  B 

ãèñéíñàâàì;  àöäáóê ëíëäìòøè õàìõàðàñ  éóçþóðè  ñèùõàðä   - ñ  
òíêèà.                                          

            ÀËÍÞÑÌÀ. öäðíñ  ñèëûèëèñ  úäìòðè  øóà  C üäðòèêøèà  
ëíçàåñäáóêè,  þíêí  ãèñéíñè – B  úäìòðøè.  ñèñòäëèñ   ëíûðàíáèñ  
ðàíãäìíáèñ  ìàéðäáè   åäõòíðè  âàëíèçåêäáà  ôíðëóêèç: 

           Q


 = m0A  v


c + mBv


B ;   (à)   àõ  m0A = P1/ g ;   mB= P2/ g. 

           õàìõàðàñ  ëíûðàíáèñ  ãðíñ  ëèñè  C  ãà  B  üäðòèêäáè  

ëíûðàíáäì  üðäüèðäáæä  éóçþóðè  ñèùõàðèç,  àëèòíë  vc =   0C = 

2r  ;                                 

                                  vB =  0B = 5r  .                                                     

           ñèùõàðèñ v


c  ãà  v


B  åäõòíðäáè  
ëèëàðçóêìè  àðèàì  ìàþàæèñ  ñèáðò÷äøè  0B üðôèñ  

ëàðçíáóêàã  ãà  ëàøàñàãàëä  Q


  åäõòíðèú  0B -ñ   

ëàðçíáóêèà. 
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           çó  (à)  òíêíáàñ  ãàåàâäâëèêäáç  ìàþàæèñ  ñèáðò÷äøè  
ëãäáàðä    0B  üðôèñ  ëàðçíáóê  öäðûæä,  ëèåèöäáç: 

                Q = m0A vc + mB vB = P1/ g 2r  +  P2/ g 5r  =       

                                               = (2P1+ 5P2)r / g . 

                   îàñóþè:   Q = (2P1+ 5P2)r / g ;    

       (Q  ëèëàðçóêèà  0B-ñ  ëàðçíáóêàã  ëíûðàíáèñ  ëþàðäñ). 

 

 ÀËÍÚÀÌÀ  7.2   P = 12 éâ  üíìèñ  âðàìàòà,  ðíëäêèú  
ëèôðèìàåãà  15 ë/üë  ñèùõàðèç,  ¾àäðøè  âàñéãà  íð  ìàüèêàã. P1=8éâ  
üíìèñ  ìàëñþåðäåèñ  ñèùõàðä  âðàìàòèñ  ëíûðàíáèñ  ëèëàðçóêäáèç  
âàèæàðãà  25 ë/üë-ãä.  èîíåäç  ëäíðä  ìàüèêèñ  ñèùõàðä. 

 ÀËÍÞÑÌÀ.  âðàìàòèñ  ëàñà  m = P/ g= 12/ g, þíêí âàñéãíëèñ  
øäãäâàã   ëèöäáóêè   ìàëñþåðäåäáèñ  ëàñäáèà:  m1= P1/ g = 8/ g;     
m2=P2/ g= 4/g. 

               âðàìàòèñ  ñèùõàðäà  v=15 ë/üë, þíêí  ìàëñþåðäåäáèñà: 
v1=25ë/üë  ãà  v2.  óìãà  âàìåñàæöåðíç   v2.  

               âðàìàòèñ  âàñéãíëàëãä  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáàñà  ãà  
âàñéãíëèñ  øäëãäâ  ëèöäáóêè  íðè  ñþäóêèñ  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  
ðàíãäìíáàñ  øíðèñ  àðñäáíáñ  ãàëíéèãäáóêäáà:   

                        Q


 = Q


1 + Q


2 ,      àìó           m v


 = m1 v


1 + 

m2 v


2 .              (à) 

        àëíúàìèñ  îèðíáèñ  çàìàþëàã,  äðç-äðçè  ìàëñþåðäåèñ  ñèùõàðä  

âðàìàòèñ  ëíûðàíáèñ  ëèëàðçóêäáàñ  äëçþåäåà,  ä.è. v


1 v


;  àëèñ  
âàëí,  (à)  òíêíáàñ   äõìäáà  àãâèêè  ëþíêíã  ëàøèì,  çó  àâðäçåä   

v


2  v


;  äñ  éè  âåèùåäìäáñ,  ðíë  çó   (à)  òíêíáàñ    
ãàåàâäâëèêäáç   ëíûðàíáèñ  àë   ëèëàðçóêäáàæä,  ëèåèöäáç:         

                           mv = m1v1 +  m2v2.   

      øäåèòàìíç  àõ  ëèöäáóêè  ëìèøåìäêíáäáè:  12 15 = 8  25 + 4 v2; 

àõäãàì:   v2 = - 5 ë/üë. ìèøàìè  “ - “  âåèùåäìäáñ,  ðíë  ëäíðä  
ìàëñþåðäåèñ  ñèùõàðä  ëèëàðçóêèà  îèðåäêèñ  ñàüèìààöëãäâíã. 



 196 

                                                                                 îàñóþè:  
v2 =  5 ë/üë. 

ÀËÍÚÀÌÀ  7.3.   âàëíçåàêäç ìàþàææä  âàëíñàþóêè  öåäãóðè  
âàãàúäëèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà,  çó  ëþäãåäêíáàøè  ëèöäáóêèà  
íðèåä  áíðáêèñà ãà öåäãèñ  ëàñà.  áíðáêäáèñ  ñèëûèëèñ  úäìòðäáè ëàçè  
áðóìåèñ  öäðûäáæä ëãäáàðäíáñ. 

          ÀËÍÞÑÌÀ. ñèñòäëà øäãâäáà ñàëè  ñþäóêèñàâàì:  íðè áíðáêèñà 
ãà  öåäãèñàâàì;  àëèòíë,  ñèñòäëèñ ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà  èõìäáà:                             

                                      Q


 = Q


1 + Q


2 + Q


3   

             íðèåä  áíðáàêèñ  ñèëûèëèñ  úäìòðè  ëíçàåñäáóêèà  ëàçè  
áðóìåèñ  öäðûäáæä,  ðíëêäáèú  óûðàåèà,  àëèòíë  vc1= 0 ,   vc2= 0,    ãà   
ëèåèöäáç:      

                                     Q1 = m1vc1 

= 0,        

                                     Q2 = m2 
vc2= 0 . 

         Q3 üàðëíàãâäìñ  öåäãèñ  
ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáàñ.  öåäãè  
âàìêàâäáóêèà  ¾íðèæíìòàêóðè C1C2 
üðôèñ  ëèëàðç  ñèëäòðèóêàã. öåäãèñ  ìàüèêàéäáèñ  ëàñäáèú  àë  üðôèñ  
ñèëäòðèóêàã  àðèàì  âàìêàâäáóêìè,  þíêí  àë  ìàüèêàéäáèñ  
ñèùõàðääáè  ÷åäêàìè  äðçëàìäçèñ  òíêèà     ãà  ñèëäòðèóê  ìàüèêäáøè  
óðçèäðçñàüèìààöëãäâí  ëèëàðçóêäáà  àõåç.  àëèòíë,  öåäãèñ  ÷íåäêè 
m ëàñèñ  ìàüèêàéèñ mv ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñàçåèñ  ëíèûäáìäáà  èëàåä 
m ëàñèñ  ñèëäòðèóêè  ìàüèêàéèñ -mv ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà  ãà  ëàçè  
ÿàëè 0–èñ  òíêè  èõìäáà.   ëàøàñàãàëä,  ëçêèàìè  öåäãèñ   ëíûðàíáèñ   
ðàíãäìíáà   Q3 = 0.  

     ëèåèöäç,  ðíë  öåäãóðè  âàãàúäëèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà ìóêèñ  
òíêèà:  Q = 0. 

 

ÀËÍÚÀÌÀ  7.4.   P=100 éâ  üíìèñ  ãà  r =50 
ñë  ðàãèóñèñ  áíðáàêè  ðäêñæä  âíðàåñ  ñðèàêèñ  
âàðäøä ãà àéäçäáñ 60 áð/üç-ñ. âàëíçåàêäç  
áíðáêèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà. 
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                ÀËÍÞÑÌÀ.    áíðáàêè    àñðóêäáñ     áðò÷äê                                      

çàìàáàð   áðóìåàñ   ( n = 60 áð/üç).   áðóìåèñ     ë÷èñè                                   

úäìòðèà K üäðòèêè. áðóìåèñ éóçþóðè                             ñèùõàðä  

èõìäáà  =n/ 30. äñ  àðèñ  áðóìåèñ ë÷èñè   K  úäìòðèñ  âàðøäëí  
øäëíáðóìäáèñ  éóçþóðè  ñèùõàðä. áíðáàêè äðçâåàðíåàìèà. ëèñè  

ñèëûèëèñ  C  úäìòðè  ëíûðàíáñ   vc = r   ñèùõàðèç.    

             áíðáêèñ  üäðòèêäáè  áðóìåèñ K úäìòðèñ  ëèëàðç  ëíûðàíáäì  
ñþåàãàñþåà  ðàãèóñèàì  üðäüèðäáæä.  àë  üäðòèêäáèñ  ñèùõàðääáèñ  
åäõòíðäáè  ëèëàðçóêèà  àë  üðäüèðäáèñ  ëþäáäáèñ  âàñüåðèå;  àëèòíë  
ñþåàãàñþåà  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáàñ àõåñ  ñþåàãàñþåà  

ëèëàðçóêäáà.  ëàçè  ìàéðäáè  åäõòíðè Q


  ëèëàðçóêèà  ëàñäáèñ  

úäìòðèñ  ñèùõàðèñ  ëèëàðçóêäáèç  ãà  ñèãèãèç  èõìäáà : 

                       Q = mvc = P/ g  rn/ 30 = 100  6050/ 98030  = 

10,2 éâ/ üë. 

                                       îàñóþè:    Q = 10,2 éâ/ üë. 

 ÀËÍÚÀÌÀ  7.5 .    ¾íðèæíìòàêóð   
A   áàõàìæä,   ðíëäêèú  ëíûðàíáñ v0 
ñèùõàðèç,  ëíûðàíáñ  B óðèéà   ôàðãíáèçè 
uo ñèùõàðèç.  âàðéåäóê  ëíëäìòøè  óðèéà  
ãààëóþðóýäñ.  âàìñàæöåðäç  óðèéàñ  
âàùäðäáèñ  øäëãäâ  áàõàìèñ  óðèéàñçàì  
äðçàã  ëíûðàíáèñ  ñàäðçí v ñèùõàðä,  çó  
M - áàõàìèñ  ëàñàà,  þíêí m - óðèéàñ  ëàñà. óðèéàñ  ãà  áàõàìèñ  
áíðáêäáèñ  ëàñäáè  óâóêäáäê÷àåèç. 

         ÀËÍÞÑÌÀ.  ñèñòäëà  øäãâäáà  íðè  ñþäóêèñàâàì  (áàõàìè ãà  
óðèéà). áàõàìè  ãà  óðèéà  ëíûðàíáäì üðôèåàã, ëóãëèåè  ñèùõàðèç,  àìó 
èìäðúèóêàã; 

          äñ  ìèøìàåñ,  ðíë ñèñòäëàæä   âàðä  ûàêäáè   àð   ëíõëäãäáäì.  àë  
øäëçþåäåàøè  àãâèêè àõåñ  ëíûðàíáèñ   ðàíãäìíáèñ  øäìàþåèñ  éàìíìñ, 

          ä.è.  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáà  üàðëíàãâäìñ  ëóãëèå  
ñèãèãäñ:       

                       Q


o  = Q


 = const .                                                            

(à)                                     
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 Q


0    àðèñ    ñèñòäëèñ     ëíûðàíáèñ   ðàíãäìíáà    óðèéàñ    

âàùäðäáàëãä: 

                       Q


0  = Q


A + Q


B .                          

 åèìàèãàì 0v

 0u


,   ä.è. Q


AQ


B,        àëèòíë       Q0 = QA + QB.    

(á)                 

          áàõàìèñ  ñèùõàðèñ  ñèãèãäà    v0,   ëàøàñàãàëä   QA = Mv0; 

         óðèéàñ  àáñíêóòóðè  ñèùõàðèñ  ñèãèãäà  v0+u0,  àëèòíë 

                         QB = m (v0 + u0). 

          àë  ëìèøåìäêíáäáèñ  øäòàìèç  (á) - øè,  ëèåèöäáç 

                         Q0 = Mv0 + m (v0 + u0).                                                       
(â) 

                   (à)  òíêíáàøè  Q


  àðèñ  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  

ðàíãäìíáà  óðèéàñ  âàùäðäáèñ  øäëãäâ;  ä.è.  óðèéà  ãà  áàõàìè  
øäâåèûêèàì  âàìåèþèêíç,  ðíâíðú  äðçè  ëçêèàìè  ñþäóêè  ëàñèç 
(M+m), ðíëäêèú  ëíûðàíáñ  âàãàòàìèçàã  v  ñèùõàðèç;      ëàøàñàãàëä                
Q = (M+m) v .                                                              (ã) 

                  (à)  òíêíáèñ  çàìàþëàã  Q0 = Q .   øäåèòàìíç  àõ  (â)  
ãà  (ã)   ëìèøåìäêíáäáè,  ëèåèöäáç:       Mv0 + m (v0 + u0 ) = (M+m) 
v ; 

àõäãàì: v = v0 + m / (M+m)u0.          îàñóþè: v = v0+ m / (M+m) · 
u0 .   

 
 

          §   3.16.  ËÍÛÐÀÍÁÈÑ  ÐÀÍÃÄÌÍÁÈÑ  ËÍËÄÌÒÈÑ  ÇÄÍÐÄËÀ 
   (ÉÈÌÄÒÈÉÓÐÈ  ËÍËÄÌÒÈÑ  ÇÄÍÐÄËÀ) 

 
 Mmeqanikis zogierTi amocanis amoxsnisas, nivTieri wertilis 

meqanikuri moZraobis zomis saxiT ukeTesia gamoviyenoT ara moZraobis 

raodenoba, aramed am wertilis moZraobis raodenobis momenti raime 0 

centris mimarT.  

    ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  àì  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  (ñþäóêèñ)  
áðóìåèçè  ëíûðàíáèñ  ãàñàþàñèàçäáêàã  øäëíåèöíç  ëíûðàíáèñ  
ðàíãäìíáèñ ëíëäìòèñ  úìäáà. 
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 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ë í û ð à í á è ñ    ð à í ã ä ì í 
á è ñ        ë í ë ä ì ò è   ðàèëä  óûðàåè  0  úäìòðèñ  ëèëàðç  äüíãäáà  
åäõòíðóê  ìàëðàåêñ 

                


0 = r

 m.v


                                       

(16.1) 

         àõ  r


(x,y,z)  -  M(x,y,z)  üäðòèêèñ  ðàãèóñ - åäõòíðèà  0  

úäìòðèñ ëèëàðç, þíêí  v


 ( x,y,z)  - üäðòèêèñ  ñèùõàðäà. çó 0xyz 

ñàéííðãèìàòí  ñèñòäëèñ öäðûäáèñ ëâäæàåäáèà i


, j


, k


,  ëàøèì  (16.1) 

òíêíáà àñäú ùàèüäðäáà            

                       


0 = r

 m v


 =   

zmymxm

zyx

kji





                     

(16.2)    ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ  ìèåçèäðè   üäðòèêèñ   ë í û ð à í á è ñ   ð 
à í ã ä ì í á è ñ        ë í ë ä ì ò è   ðàèëä  óûðàåè  öäðûèñ  ëèëàðç  
äüíãäáà   ñèãèãäñ,  ðíëäêèú  òíêèà  àë  öäðûæä  àöäáóêè  ìäáèñëèäðè  
úäìòðèñ  ëèëàðç  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  ëíëäìòèñ  
âäâëèêèñà  èëàåä  öäðûæä. 
 ëàâàêèçàã  0z  öäðûèñ  ëèëàðç     

   z = âäâë z 


0 = ëíë z(m v


). 
               (16.2)-èñ  çàìàþëàã,  ñàéííðãèìàòí  öäðûäáèñ  ëèëàðç  
ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  ëíëäìòäáè  èõìäáà: 

        x = m(yz - zy) , 

        y = m(zx - xz) ,                                                
(16.3) 

        z = m(xy - yx) . 

  ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ ìèåçèäðè   üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  ë í û ð à í á è 
ñ         ð à í ã ä ì í á è ñ  ë í ë ä ì ò è  (éèìäòèéóðè  ëíëäìòè)  ðàèëä  
óûðàåè  0  úäìòðèñ  ëèëàðç  äüíãäáà  ñèñòäëàøè  øäëàåàêè  üäðòèêäáèñ  
ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  ëíëäìòäáèñ âäíëäòðèóê  ÿàëñ   èëàåä  0  
úäìòðèñ  ëèëàðç. 

              


0 = 


n

k 1




k = 


n

k 1

 ( r


k mk v


k).                       

(16.4) 

âäâëèêäáøè  x = 


n

k 1

mk(ykzk - zky k) , 
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                 y = 


n

k 1

mk(zkxk - xkzk) ,                                     

(16.5) 

                 z = 


n

k 1

mk(xkyk - ykxk) . 

  ÇÄÍÐÄËÀ  ðàèëä  0  úäìòðèñ  ëèëàðç  ìèåçèäð  üäðòèêçà  
ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  ëíëäìòèñ  üàðëíäáóêè  ãðíèç  òíêèà  ñèñòäëàæä  
ëíõëäãè  âàðä  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  ëíëäìòèñà èëàåä  0  úäìòðèñ  ëèëàðç. 

  ãàëòéèúäáà.  âàåàüàðííç  (16.4)  òíêíáà  ãðíèç 

                           
dt

d 0


= 


n

k 1

 (
dt

rd k



 mk v


k) + 


n

k 1

 ( r


k mk 
dt

vd k



).  

 àìó 

              
dt

d 0


= 


n

k 1

 ( v


k  mk v


k) + 


n

k 1

 ( r


k mk w


k).             (16.6) 

        àõ    ( v


k  mk v


k) = 0.  åèìàèãàì   mk w


k= F


k
(â) + F


k
(ø) ,  çó  

øäåèòàìç 
(16.6) –øè  ãà  âàëíåè÷äìäáç  øèâà  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  ëíëäìòèñ  ìóêçàì  

òíêíáèñ  çåèñäáàñ  (§3.9),  ëèåèöäáç 

   
dt

d 0


= 


n

k 1

 ( r


k F


k
(â)).                                (16.7) 

âàëíñàþóêäáà 

   


n

k 1

 ( r


k F


k
(â)) = L


0
(â) 

àðèñ  ñèñòäëàæä  ëíõëäãè  âàðä  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  ëíëäìòè  0  úäìòðèñ  

ëèëàðç.  âåäõìäáà 

   
dt

d 0


= L


0
(â) .                                                   

(16.8) 
  äñ  òíêíáà  âàëíñàþàåñ  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  ëíëäìòèñ  
çäíðäëàñ. 

Sedegi  1).  äñ  çäíðäëà  ñàëàðçêèàìèà  ñàéííðãèìàòí  

öäðûäáèñ  ëèëàðç  ëíëäìòäáèñçåèñàú 
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dt

dl x  = Lx
(â) ,         

dt

dl y
 = Ly

(â),         
dt

dl z  = Lz
(â) .        

(16.9) 
  2).  çó  ñèñòäëàæä  ëíõëäãè  âàðä  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  ëíëàìòè  
ðàèëä  úäìòðèñ  (àì  öäðûèñ)  ëèëàðç  ìóêèñ  òíêèà,  ëàøèì  ñèñòäëèñ  
éèìäòèéóðè  ëíëäìòè  àë  úäìòðèñ  (àì  öäðûèñ)  ëèëàðç  ëóãëèåè  

ñèãèãäà    


0 =  c


onst.. 

  3).  óûðàåè  0z  öäðûèñ  âàðøäëí   éóçþóðè  ñèùõàðèç  
ëáðóìàåè  ë÷àðè  ñþäóêèñ  éèìäòèéóðè  ëíëäìòè  áðóìåèñ  öäðûèñ  ëèëàðç  

âàëíèçåêäáà  ôíðëóêèç 

    z = Jz                  (16.10) 
  àõ   Jz   àðèñ  ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  0z   öäðûèñ  ëèëàðç. 
  ðíâíðú  éäðûí  øäëçþåäåà,  àìàêíâèóðè  çäíðäëà   çàåèñè  
øäãäâäáèç   ëòéèúãäáà   äðçè  ìèåçèäðè  üäðòèêèñàçåèñàú.  

  ÇÄÍÐÄËÀ  ðàèëä  0  úäìòðèñ  ëèëàðç  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  
ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  ëíëäìòèñ  üàðëíäáóêè  ãðíèç  òíêèà  
üäðòèêæä  ëíõëäãè    ûàêèñ   ëíëäìòèñà   èëàåä  0   úäìòðèñ  ëèëàðç. 

    
dt

d 0


= L


0 ,   (16.11) 

 àõ   L


0  àðèñ  üäðòèêæä    ëíõëäãè F


 ûàêèñ  ëíëäìòè  0  úäìòðèñ  
ëèëàðç.. 
  Sedegi 1).  äñ  çäíðäëà  ñàëàðçêèàìèà  ñàéííðãèìàòí  

öäðûäáèñ  ëèëàðç  ëíëäìòäáèñçåèñàú 

        
dt

dl x = Lx,         
dt

dl y
= Ly

 ,        
dt

dl z = Lz
 .               

(16.12) 
  Sedegi 2). åçõåàç,  m  ëàñèñ  ìèåçèäð  üäðòèêæä  ëíõëäãè 

F


 ûàêèñ  ôóûä  ÷íåäêçåèñ  âàãèñ   äðçè   ãà  èâèåä  0  úäìòðøè.  àñäç  

F


 ûàêàñ    äüíãäáà        ú ä ì ò ð à ê ó ð è   û à ê à,  þíêí  0  
üäðòèêñ – àë  ûàêèñ  úäìòðè. 
  àåàâíç  0  úäìòðæä  éííðãèìàòçà  0xyz  ñèñòäëà.  úþàãèà  
âåäõìäáà              

           L


0 = 0.     ëàøèì  (16.11) –ãàì  
dt

d 0


= 0,  ñàèãàìàú   


0= 

c


onst.. 
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   åìàþíç  ðíâíð  ëíûðàíáñ M üäðòèêè  úäìòðàêóðè  ûàêèñ  

ëíõëäãäáèç  àë  øäëçþåäåàøè,  ðíâíðú  åàùåäìäç   


0= c


onst.  èâè  

âäâëèêäáøè  àñä  ùàèüäðäáà 

                 z = C1,        y = C2,      z = C3. 
  Aaq   C1,  C2,   C3  mudmivi sidideebia. 

  (16.3)   òíêíáäáèñ    çàìàþëàã     âåäõìäáà  

                         m(yz - zy) = C1, 

            m(zx - xz) = C2,                                 

            m(xy - yx) = C3. 
 àë  òíêíáäáèñ  íðèåä  ëþàðä  âàåàëðàåêíç  øäñàáàëèñàã  x, y, z –æä  
ãà 
øäåéðèáíç,  ëèåèöäáç 
                              C1x + C2y +C3z = 0. 

 äñ  àðèñ  ñèáðò÷èñ  âàìòíêäáà,  ðíëäêèú  âàãèñ  éííðãèìàòçà  

ñèñòäëèñ  ñàçàåäæä.   M  üäðòèêè  èë÷íôäáà  àë  ñèáðò÷äæä ä.è.  
úäìòðàêóðè  ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  üäðòèêè  àñðóêäáñ  áðò÷äê  
ëíûðàíáàñ.  àë  ñèáðò÷äñ  óüíãäáäì   ê à î ê à ñ è ñ   ñèáðò÷äñ. 

 úäìòðàêóðè  ûàêèñ  ëàâàêèçñ  üàðëíàãâäìñ  ëæèñéäì  
îêàìäòèñ  ëèæèãóêíáèñ  ûàêà,  àì  ãäãàëèüèñéäì þäêíåìóðè 
çàìàëâæàåðèñ  ëèæèãóêíáèñ  ûàêà.  

Sedegi 3). ñàýèðíà  àöèìèøìíñ,  ðíë  øèâà  ûàêäáñ   àð   
øäóûêèàç  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ    ëíëäìòèñ   øäúåêà,  
ëàâðàë  àë  ûàêäáñ  øäóûêèàç  ñèñòäëèñ  úàêéäóêè  ìàüèêäáèñ  
ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  ëíëäìòèñ   àì  áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðèñ  
øäúåêà.  ëàâàêèçàã,  ðàèëä  åäðòèéàêóðè z öäðûèñ  âàðøäëí  
ôèâóðèñòèñ  (àì  áàêäðèìàñ)  áðóìåèñàñ  ëèñè  ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  

ëíëäìòè   z =Jz  ëóãëèåèà,  ëàâðàë  þäêäáèñ  àì  ôäþäáèñ  ëíûðàíáèç  

èúåêäáà  èìäðúèèñ  ëíëäìòèñ  (Jz)  ëìèøåìäêíáà  ãà  ëàñ  øäóûêèà   
éóçþóðè  ñèùõàðèñ  øäúåêà. 

ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  ëíëäìòèñ  úìäáà  ôàðçíã  âàëíè÷äìäáà  
ë÷àðè  ñþäóêèñ  ãèìàëèéàøè,  âàìñàéóçðäáèç  âèðíñéíîäáèñ  çäíðèàøè. 

ëíûðàíáèñ   ðàíãäìíáèñ   ëíëäìòèñ  âàìæíëèêäáàà  éâ ë2/  üë. 
ëíûðàíáèñ  ðàíãäìíáèñ  ëíëäìòè  âààùìèàç  àâðäçåä  

äêäõòðíëàâìèòóð,  âðàåèòàúèóê  ãà  ñþå.  ôèæèéóð   åäêäáñ;  ëàñ  
ãèãè  ëìèøåìäêíáà  àõåñ   éåàìòóð  ëäõàìèéàøè. 
 
               ÀËÍÚÀÌÀ  8.1.  ìèåçèäðè A üäðòèêè ëíûðàíáñ  äêèôñóð  

òðàäõòíðèàæä  ëèæèãóêíáèñ F


ûàêèñ  
ëíõëäãäáèç, ðíëäêèú ëèëàðçóêèà 
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äêèôñèñ  äðç-äðç  ôíéóñæä  çàìàëçþåäóê 01 úäìòðèñàéäì.       
äêèôñèñ       ìàþäåàðöäðûäáèà   a =5 ñë  ãà  b = 3 ñë. âàìñàæöåðäç àë 
üäðòèêèñ v2  ñèùõàðä  A2  ëãäáàðäíáàøè,  çó    A1 ëãäáàðäíáàøè  ëèñè  
ñèùõàðäà  v1 – 27 ñë/üë.                                                 

                ÀËÍÞÑÌÀ.  üäðòèêèñ   ëíûðàíáèñàñ   ëèæèãóêíáèñ  F


 
ûàêèñ  ôóûä  ÷íåäêçåèñ  âàãèñ  äðç  ãà  èëàåä  01   üäðòèêøè,  àëèòíë       

L0 = ëíë0 F


= 0.   äñ  ìèøìàåñ,  ðíë  àãâèêè  àõåñ  ëíûðàíáèñ  

ðàíãäìíáèñ  ëíëäìòèñ  øäìàþåèñ  éàìíìñ:           0
A1 = 0

A2 ,      

 àìó           mv1A101 = mv2 A201.   (*) 

ëíúäëóêíáèñ   çàìàþëàã  A10=a = 5 ,  B0=b = 3 . äêèôñèñ  çåèñäáèñ  
çàìàþëàã   

                 001 = c =  a2 – b2   = 4.     

    àëèòíë   A101 = a – c = 1;      A201 = a + c = 9. 

çó  âàåèçåàêèñüèìäáç  ëèöäáóê  ëìèøåìäêíáäáñ,  (*)  òíêíáèãàì  
ëèåèöäáç:    

      v2 =  v1 A101 / A201 = 9 .                    îàñóþè:  v2 = 9 ñë/üë. 

                  ÀËÍÚÀÌÀ  8.2.   M  ëàñèñ  ãà R  
ðàãèóñèñ  äðçâåàðíåàìè  ãèñéí  óñðèàêíã  
ëèâíðàåñ  üðôèå ¾íðèæíìòàêóð   ðäêñæä.  
âàìñàæöåðäç  ãèñéíñ  éèìäòèéóðè  ëíëäìòè  ëèñè  
áðóìåèñ  ë÷èñè   úäìòðèñ  ëèëàðç,  çó  ãèñéíñ C 

úäìòðèñ  cv


   ñèùõàðä   ëóãëèåèà.  

                 ÀËÍÞÑÌÀ.  ãèñéíñ  áðóìåèñ  ë÷èñè  
úäìòðèà  ðäêñçàì  øäþäáèñ  0  üäðòèêè.  âàåàåêíç  0  üäðòèêæä  
ìàþàæèñ  ñèáðò÷èñ  ëàðçíáóêè  0z  öäðûè,  ðíëäêèú èõìäáà áðóìåèñ  
ë÷èñè  öäðûè.  àë  öäðûèñ  ëèëàðç  ãèñéíñ  éèìäòèéóðè ëíëäìòè èõìäáà :               

o  = Jo o.           (*)                                           

ñàãàú  Jo  àðèñ  ãèñéíñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè   0z  öäðûèñ    ëèëàðç,   

þíêí   0 – àë  öäðûèñ   âàðøäëí  ãèñéíñ     áðóìåèñ  ë÷èñè   éóçþóðè  
ñèùõàðä.  çó  ùàåçåêèç, ðíë  ãèñéíñ C úäìòðæä   âàåêäáóêèà 0z-èñ  
îàðàêäêóðè Cz1  öäðûè,  ëàøèì  ¾èóâäìñ-øòàèìäðèñ  çäíðäëèñ  
çàìàþëàã: 

                       J0 = Jc + M R2 = 1/2 MR2 + MR2 = 3/2MR2. 
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 àëíúàìèñ  îèðíáèñ  çàìàþëàã cv


= const; àëàñçàìàåä  vc = 0R . àõäãàì  

0 = vc/R. øäåèòàìíç  J0-èñ  ãà  0 -èñ  ëìèøåìäêíáäáè  (à)  
òíêíáàøè;  âåäõìäáà:       

                        o  = Jo o  = 3/2MR2 vc/R = 3/2MR vc  . 

                                                                         îàñóþè: o = 

3/2MR vc . 

                     ÀËÍÚÀÌÀ  8.3.   a ñèâðûèñ  ãà  P üíìèñ  äðçâåàðíåàìè  
üåðèêè  ¾íðèæíìòàêóðè  0A  öäðíñ  áíêíøè  ëèëàâðäáóêèà AC = r  
ðàãèóñèñ  ãà Q üíìèñ  äðçâåàðíåàìè  
ãèñéí,  ðíëêèñ  ñèáðò÷ä  åäðòèéàêóðèà,  
þíêí   AC ðàãèóñè  üàðëíàãâäìñ   0A-ñ  
âàâðûäêäáàñ.  ñþäóêè  áðóìàåñ  

åäðòèéàêóðè 0z öäðûèñ âàðøäëí  éóçþóðè  
ñèùõàðèç. âàìñàæöåðäç  ñþäóêèñ éèìäòèéóðè  
ëíëäìòè àë öäðûèñ  ëèëàðç.        ñàéèñàðøè  
þàþóìè  óâóêäáäê÷àåèç.                                                        

                   ÀËÍÞÑÌÀ.   ñèñòäëà   øäãâäáà  
íðè ñþäóêèñàâàì: 0A   öäðíñà  ãà  C  ãèñéíñàâàì.        

       àë  ñèñòäëèñ éèìäòèéóðè  ëíëäìòè  0z  öäðûèñ  ëèëàðç  ëíèúäëà  

òíêíáèç:                             z = z
0A  +  z

c   .                                         
(à)                    

     0A  öäðíñ  éèìäòèéóðè  ëíëäìòè:        z
0A = Jz

0A = Pa2/ 3g .         
(á) 

    C ãèñéíñ éèìäòèéóðè ëíëäìòè 0z öäðûèñ ëèëàðç: z
c=Jz

c                   
(â) 

       àõ            Jz
c = Jd + mc0C

2;         d – ãèñéíñ  ãèàëäòðèà;   

                      0C= a + r;  mc= Q/g; Jd=Qr2/4g:         

                    Jz
c  = Q r2/4g  + Q (a+r)2/ g . 

       àë  ëìèøåìäêíáèñ  øäòàìèç   (â)  òíêíáàøè,  âåäõìäáà:    

                       z
c  = Q /4g  [ r2 + 4(a+r)2 ]  .         (ã) 

       (á)   ãà  (ã)   ëìèøåìäêíáäáè  øäåèòàìíç  (à)  òíêíáàøè,  
ëèåèöäáç:    
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                       z = Pa2/ 3g  + Q /4g [ r2 + 4(a+r)2 ]  . 

    ñàáíêííã              z = / 12 g [ 4Pa2 + 3Qr2 + 12 Q (a+r)2] . 

 

                      ÀËÍÚÀÌÀ  8.4.   ñàäðçí  0  öäðûæä  
ùàëíúëóêèà  íðè  äðçëàìäççàì  þèñòàã  øääðçäáóêè  r1 
ãà  r2  (r1< r2)  ðàãèóñèñ  áêíéäáè, ðíëêäáèú  
üàðëíàãâäìäì   äðçâåàðíåàì,   øäñàáàëèñàã   Q1   ãà  Q2   
üíìèñ   ãèñéíäáñ.  

            áêíéäáæä  ãàþåäóêè  çíéäáèñ  áíêíäáøè  
ãàéèãäáóêè 

  P1  ãà  P2  üíìèñ  M1  ãà M2  òåèðçäáèñ  ëíõëäãäáèç  
áêíéäáè  èü÷äáäì  áðóìåàñ. 

            âàìñàæöåðäç    áêíéäáèñ   áðóìåèñ   éóçþóðè  àùõàðäáà.  
ñàéèñàðøè  þàþóìè  óâóêäáäê÷àåèç.                       

               ÀËÍÞÑÌÀ. áêíéäáèñ  áðóìåèñ  éóçþóðè    àùõàðäáèñ  
âàëíñàçåêäêàã áðóìåèñ  0z  öäðûè  âàåàåêíç 0 úäìòðøè  ìàþàæèñ  
ñèáðò÷èñ  ëàðçíáóêàã da âàëíåè÷äìíç sistemis kinetikuri momentis 

Teorema 0z RerZis mimarT      
dt

dl0  = L0
(â) .                          (*)  

 aq  0 = J0 , sadac J0 aris sistemis inerciis momenti 0z RerZis 
mimarT, xolo  L0

(â) - sistemaze moqmedi gare Zalebis nakrebi momenti   

0z RerZis mimarT. Tu  (*) tolobaSi SevitanT 0 -is  mniSvnelobas, 

miviRebT            

                             J0  = L0
â .      saidanac        = L0

â / J0 .                         
(à)      

           ñèñòäëà  øäãâäáà  íçþè  ñþäóêèñàâàì: íðè  áêíéèñà  ãà  íðè  
òåèðçèñàâàì.   áðóìåèñ  0z  öäðûè  âàåàåêíç 0 úäìòðøè  ìàþàæèñ  
ñèáðò÷èñ  ëàðçíáóêàã.  Ëàøèì ñèñòäëèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  àë  öäðûèñ  
ëèëàðç  èõìäáà:                            

                         J0 = Q1r1
2/2g + Q2r2

2/2g + P1r1
2/g + P2r2

2/g =                        
. 

                             =  [ (Q1 + 2P1) r1
2 + (Q2 +2P2) r2

2] / 2g.                   
(á) 
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           ñèñòäëàæä  ëíõëäãäáñ  íçþè  âàðä  ûàêà: Q1, Q2, P1, P2:    
àõäãàì,  íðè  ûàêà -  Q1  ãà Q2  ëíãäáóêìè  àðèàì  áðóìåèñ  0  
úäìòðøè;   àëèòíë, am ori Zalis momenti 0 centris mimarT nulis 

tolia;  ñèñòäëàæä  ëíõëäãè  âàðä  ûàêäáèñ  ìàéðäáè  ëíëäìòè  0  
úäìòðèñ  ëèëàðç  èõìäáà:  

                                     L0
â  = P1 r1 + P2 r2 .                                                   

(â) 

          çó  ëþäãåäêíáàøè  ëèåèöäáç  (á)  ãà  (â)   âàëíñàþóêäáäáñ,  
ëàøèì  (à)  òíêíáèãàì  âàìèñàæöåðäáà  áêíéäáèñ  áðóìåèñ  éóçþóðè  
àùõàðäáà: 

                 = L0
â / J0 =   2g(P1 r1 + P2 r2) / [ (Q1 + 2P1) r1

2 + (Q2 
+2P2) r2

2] . 

       

                  §   3.17.     ÛÀÊÈÑ  ËÓØÀÍÁÈÑ  ÚÌÄÁÀ.   ÑÈËÛÊÀÅÐÄ 
 

 ôèæèéóðè  ñèãèãä,  ðíëäêèú  ðàíãäìíáðèåàã âàìñàæöåðàåñ  
äìäðâèèñ  úåêèêäáàñ  ëèñè äðçè  ôíðëèãàì  ëäíðäøè âàãàñåêèñàñ. 
               üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñàñ  ëàñæä  ëíãäáóêè  ûàêèñ  
ëíõëäãäáèñ äôäõòè  ãàëíéèãäáóêèà  àðà  ëàðòí  ûàêèñ  ëíõëäãäáèñ  
ãðíæä, àðàëäã  ûàêèñ  ëèëàðçóêäáàæäú  ãà  èë  âæàæäú,  ðíëêèñ  
âàìëàåêíáàøè  ëíõëäãäáñ  ûàêà.  üäðòèêèñ  âàãààãâèêäáèñ  ãðíñ  ëèñè  
ëíûðàíáèñ  ãàñàþàñèàçäáêàã  øäëíàõåç  ëóøàíáèñ  úìäáà. 
 ûàêèñ  ëóøàíáà  üàðëíàãâäìñ  ëíúäëóê  âæàæä  ìèåçèäðè  
üäðòèêèñ  âàãààãâèêäáèñàñ  ñþåà  ìèåçèäðè  ñþäóêäáèñ  ëäõàìèéóðè  
æäëíõëäãäáèñ  ñàæíëñ.  ûàêèñ  ëóøàíáà  ñéàêàðóêè  ñèãèãäà. èâè  
àöèìèøìäáà  A  àñíçè. 

 1.   M  üäðòèêæä  ëíõëäãè  ëóãëèåè F


 ûàêèñ  ëóøàíáà  üðôèåè  
ëíûðàíáèñ  ãðíñ  òíêèà  ûàêèñ  ñèãèãèñ, 

   MoM=S   âàãààãâèêäáèñ   ãà  ëàç  øíðèñ                          F


 

ëãäáàðä  éóçþèñ  éíñèìóñèñ ìàëðàåêèñà                   M0                    
S      M 

   A = F S cos.              (17.1)                                             
  2.   âàìåèþèêíç  ìèåçèäðè  M(x,y,z)  üäðòèêè,  ðíëäêèú 

0xyz ñèåðúäøè  F


(X,Y,Z)  ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  âàãààãâèêãäáà  ðàèëä  

BC âæàæä.  üäðòèêèñ  ðàãèóñ-åäõòíðèà r


 (x,y,z).    



 207 

          åçõåàç  ãðíèñ   dt   øóàêäãøè  F


 ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  

üäðòèêëà  ëèèöí äêäëäìòàðóêè   d r

  âàãààãâèêäáà. ñéàêàðóê   

ìàëðàåêñ                                    

                 dA= F

 d r


                (17.2)                                   z    

M    F


     v


                                                      

 äüíãäáà  F


 ûàêèñ  ä ê ä ë ä ì ò à ð ó ê è             B                                                  

ë ó ø à í á à   d r

  âàãààãâèêäáàæä.                                        r


     

F


           C                                              
 äêäëäìòàðóêè  ëóøàíáèñ  ñèãèãäà         0                             
x 

                   dA= F


|| d r

|·cos( F


ˆ d r


) .       (17.3)            y 

   ûàêèñ  äêäëäìòàðóêè  ëóøàíáà  øäèûêäáà  è÷íñ  ãàãäáèçè 

cos( F


,ˆ d r

) >0,   àì  óàð÷íôèçè   cos( F


,ˆ d r


) < 0,     àì  óãðèãäñ  

ìóêñ cos( F


,ˆ d r

) = 0. 

  çó   d r

-èñ  éííðãèìàòäáèà d r


= d r


(dx,dy,dz) ,  ëàøèì 

   dA = F

 d r


= X dx + Y dy + Z dz .               (17.4)  

  3.    ûàêèñ  äêäëäìòàðóêè  ëóøàíáà  àñäú  âàëíèñàþäáà: 

    dA =F dS; 

àõ  F


   àðèñ  F


  ûàêèñ  âäâëèêè M üäðòèêèñ  òðàäõòíðèèñ  
ëþäáæä,   ðíëäêèú   ëèëàðçóêèà  üäðòèêèñ  ëíûðàíáèñ  ëþàðäñ; dS  
àðèñ  M  üäðòèêèñ  äêäëäìòàðóêè   âàãààãâèêäáà  òðàäõòíðèèñ  

âàñüåðèå, romelic Seesabameba d r

 gadaadgilebas. 

åèìàèãàì  F= | F


| cos,   àëèòíë    dA = | F


| cos dS. 

                   4.  F


 ûàêà  øäèûêäáà  è÷íñ M üäðòèêæä  ëíõëäãè  

ðàëãäìèëä  ûàêèñ  òíêõëäãè.   F


= F


1+ F


2+…+ F


n. 
Mmtkicdeba, rom tolqmedis muSaoba gzis raime monakveTze 

tolia Semadgeneli Zalebis mier imave gzaze Sesrulebuli muSaobaTa 

algebruli jamisa:    A=


n

k 1

Ak. 

  F


 ûàêèñ  ñ ð ó ê è   ë ó ø à í á à   âæèñ  ðàèëä  ñàñðóê  
âàãààãâèêäáàæä  âàëíèçåêäáà,  ðíâíðú  øäñàáàëèñè  äêäëäìòàðóêè  
ëóøàíáäáèñ   èìòäâðàêóðè  ÿàëèñ  æöåàðè,  ðíëäêèú âåàûêäåñ  îèðåäêè  

âåàðèñ  ëðóãüèðóê  èìòäâðàêñ  BC  âàãààãâèêäáàæä  
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                                        A = 
BC

( F

 d r


),                                    

(17.5) 

àìó   éííðãèìàòäáøè 

          A = 
BC

( X dx + Y dy + Z dz) .                 

(17.6)   
 5. àöåìèøìíç,  ðíë  ûàêèñ  ñðóêè  ëóøàíáà  ñàæíâàãíã  

ãàëíéèãäáóêèà  ûàêèñ  ëíãäáèñ  üäðòèêèñ  

 òðàäõòíðèàæä  æíâ  øäëçþåäåàøè  éè  ëíãäáèñ            M0 
 üäðòèêèñ  ñàü÷èñ  ãà  ñàáíêíí  ëãäáàðäíáàæä.                                   

M   
 magaliTad, simZimis Zalis muSaoba ar aris         h             

G

 damokidebuli traeqtoriis  saxeze da tolia            

 Zalis sididisa da am Zalis modebis wertilis 

 vertikaluri gadaadgilebis namravlis: 

                A = mgh           (G = mg). 
 Zalebs, romelTa muSaoba ar aris damokidebuli traeqtoriis 

saxeze, ewodebaT potenciuri.  

 ûàêèñ  ëèäð  ãðíèñ  äðçäóêøè  øäñðóêäáóê  ëóøàíáàñ  
äüíãäáà   ñ è ë û ê à å ð ä.   çó t  ãðíèñ  âàìëàåêíáàøè  ëóøàíáà  

çàìàáðàã  øäñðóêãà,  ëàøèì  ñèëûêàåðä  âàëíèñàþäáà  òíêíáèç   

          N = 
t

A
 .            æíâàãàã        N = 

dt

dA
 =  F 

dt

ds
 = 

Fv . 
òäðëèìè  "ëóøàíáà"  (ûàêèñà  ãà  âàìåêèêè  ëàìûèêèñ  

ìàëðàåêèñ  ñàþèç)  þëàðäáàøè  øäëíåèãà  ëþíêíã  XIX   ñ-øè. 
 
 

  § 3.18.  ÎÍÒÄÌÚÈÓÐ  ÛÀÊÇÀ  ÅÄÊÈ.  ÎÍÒÄÌÚÈÓÐÈ  ÄÌÄÐÂÈÀ 
 

 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ  ñèåðúèñ  ìàüèêñ,  ðíëêèñ  ÷íåäê  üäðòèêøè  

ëíõëäãäáñ  ðàèëä F


(X,Y,Z)   ûàêà,  ðíëäêèú  àë  üäðòèêèñ  

ëãäáàðäíáèñ   ôóìõúèàà,   û à ê ç à    å ä ê è   äüíãäáà. 
 úþàãèà,  ûàêèñ  éííðãèìàòäáèú  üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáèñ  

ôóìõúèäáèà 
                    X = X(x,y,z) ,              Y = Y(x,y,z) ,          Z = 

Z(x,y,z). 
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àõ    x,y,z  -  ñèåðúèñ  M  üäðòèêèñ  éííðãèìàòäáèà. 

 ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ   ûàêçà   åäêñ   äüíãäáà  î í ò ä ì ú è ó ð è   
(àìó     é í ì ñ ä ð å à ò ó ê è),  çó  àë  åäêøè  àðñäáíáñ  èñäçè  
óü÷åäòè  ãà  ëäíðä  ðèâàëãä  óü÷åäòàã  üàðëíäáàãè U ôóìõúèà,  
ãàëíéèãäáóêè  ëþíêíã  üäðòèêèñ  ëãäáàðäíáàæä U=U(x,y,z), ðíë  
ëèñè  éäðûí  üàðëíäáóêäáè  éííðãèìàòäáèç,  ûàêèñ  øäñàáàëèñè  
éííðãèìàòäáèñ  òíêèà 

                   
x

U




 = X ,         

y

U




 = Y,     

z

U




 = Z .                       

(18.1)  
 àñäç U  ôóìõúèàñ  ëíúäëóêè  ûàêçà  åäêèñ  ûàêíåàìè  ôóìõúèà   

àìó   î í ò ä ì ú è à ê è    äüíãäáà.  

 ûàêíåàìè  ôóìõúèèñ  ôèæèéóðè  øèìààðñè  øäëãäâèà  îíòäìúèóð  

åäêøè  ûàêèñ  äêäëäìòàðóêè  ëóøàíáèñàçåèñ  âåàõåñ 

dA= ( F

 d r


) =X dx +Y dy +Z dz = 

x

U




dx +

y

U




dy+

z

U




dz =dU. 

ëàøàñàãàëä,  îíòäìúèóð  åäêøè  ûàêèñ  äêäëäìòàðóêè  ëóøàíáà  

òíêèà  ûàêíåàìè  ôóìõúèèñ  ñðóêè  ãèôäðäìúèàêèñà 
   dA = dU.                                                   

(18.2) 
âàåàèìòäâðíç  äñ  òíêíáà    BC   âæàæä,  ëèåèöäáç 

  A = 
BC

dU = Uc - UB =U – U0.                             

(18.3) 
ä.è. îíòäìúèóð  åäêøè  ûàêèñ  ñðóêè  ëóøàíáà  òíêèà  âæèñ  ñàü÷èñ  

ãà  áíêí  üäðòèêäáøè  îíòäìúèàêçà  ëìèøåìäêíáäáèñ  ñþåàíáèñà. 
 àõäãàì  âàëíëãèìàðäíáñ,  ðíë  îíòäìúèóð  åäêøè  ûàêèñ  

ëóøàíáà  àð  àðèñ  ãàëíéèãäáóêè  èë  âæàæä,  ðíëêèñ  âàñüåðèåàú  þãäáà  
üäðòèêèñ  âàãààãâèêäáà,  àðàëäã  ãàëíéèãäáóêèà  âæèñ  ñàü÷èñ  ãà  
áíêí  üäðòèêäáøè  îíòäìúèàêçà  ëìèøåìäêíáäáèñ  ñþåàíáàæä. 

 çó  M üäðòèêèñ  òðàäõòíðèà  øäéðóêè  üèðèà,  ëàøèì Uc = 
UB ãà  (18.3)-èñ  çàìàþëàã A=0.  ëàøàñàãàëä  îíòäìúèóð  åäêøè  ûàêèñ  
ëóøàíáà  øäéðóê  üèðæä  ìóêèñ  òíêèà. 

 (18.1)  òíêíáäáèãàì  àãåèêàã  ëèèöäáèàì  òíêíáäáè 

    
y

X




 =

x

Y




,     

x

Z




 = 

z

X




,     

z

Y




 = 

y

Z




.                    

(18.4) 
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äñ  òíêíáäáè  üàðëíàãâäìäì  àóúèêäáäê  ãà  ñàéëàðèñ  îèðíáäáñ,  ðíë  
ûàêçà  åäêè  è÷íñ  îíòäìúèóðè. 

 îíòäìúèóð  ûàêçà  åäêèñ  ëàâàêèçäáèà  à)  ñèëûèëèñ  ûàêçà  

åäêè  á)  æàëáàðèñ  ãðäéàãè  àöëãâäìè  ûàêèñ  åäêè â)  ëèæèãóêíáèñ  
ûàêèñ  åäêè. 

          åäõòíðñ ðíëêèñ éííðãèìàòäáèà (
x

U




,

y

U




, 

z

U




) äüíãäáà  

U  ôóìõúèèñ  âðàãèäìòè  

    grad U = i
x

U




+ j  

y

U




+ k

z

U




. 

   ëàøàñàãàëä.  (18.1) –èñ  çàìàþëàã  

                                                 F


= grad U. 
 äñ  àðèñ  ûàêçà  åäêèñ  îíòäìúèóðíáèñ  îèðíáà. 

 ûàêçà  åäêøè  àöäáóê ñéàêàðóê  ôóìõúèàñ,  ðíëäêèú  
ñèãèãèç  òíêèà  àöäáóê  üäðòèêøè îíòäìúèóðè  ôóìõúèèñà      
ëíîèðãàîèðä  ìèøìèç,  äüíãäáà   î í ò ä ì ú è ó ð è     ä ì ä ð â è à .     
ä. è.    

                     (x, y, z)  =  - U (x, y, z) .         cxadia    d = - 
dU. 

 ëàøàñàãàëä,  îíòäìúèóð  ûàêçà  åäêøè  ûàêçà U ôóìõúèèñ  

ëàâèåðàã  øäâåèûêèà  åèñàðâäáêíç  îíòäìúèóðè    äìäðâèèñ  úìäáèç. 
 ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  (àì  ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ)  îíòäìúèóðè  

äìäðâèà   ()  ëèñ  ëíúäëóê  ëãäáàðäíáàøè  óãðèñ  èë  ëóøàíáàñ,  
ðíëäêñàú  øäàñðóêäáäì  åäêøè  àðñäáóêè  ûàêäáè  üäðòèêèñ  
(ñèñòäëèñ)  ëíúäëóêè  ëãäáàðäíáèãàì  ñàü÷èñ  ëãäáàðäíáàøè  

âàãàñàñåêäêàã        A = 0 - . 
 
 
 
 

         §  3. 19   ÉÈÌÄÒÈÉÓÐÈ  ÄÌÄÐÂÈÈÑ  ÚÅÊÈÊÄÁÈÑ  ÇÄÍÐÄËÀ 
 
 éèìäòèéóðè  äìäðâèà  àðèñ  ñéàêàðóêè  ãàãäáèçè  ñèãèãä  ãà  

èâè  üàðëíàãâäìñ  üäðòèêèñ  (ñþäóêèñ)  ëíûðàíáèñ  ãèìàëèéóð  
ëàþàñèàçäáäêñ.  éèìäòèéóðè  äìäðâèà  àþàñèàçäáñ  ëäõàìèéóðè  ëíûðàíáèñ  
øäñàûêäáêíáàñ  âàðãàèõëìàñ  ñþåà  ëíûðàíáèñ  äéåèåàêäìòóðè  
ðàíãäìíáèñ  äìäðâèàøè  (îíòäìúèóð  äìäðâèàøè,  ñèçáíøè  ãà  ñþå.) . 
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              ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ     ìèåçèäðè    ü ä ð ò è ê è ñ      é è ì ä ò 
è é ó ð è       ä ì ä ð â è à  äüíãäáà  ñéàêàðóê  ñèãèãäñ,  ðíëäêèú  
òíêèà  üäðòèêèñ  ëàñèñà  ãà  ñèùõàðèñ  éåàãðàòèñ  ìàëðàåêèñà 

  T=
2

1 mv2.    (19.1) 

âàìæíëèêäáà   [éâë]    àì   [ìë]. 

  ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ      ìèåçèäð        ü ä ð ò è ê ç à       ñ è ñ ò 
ä ë è ñ        é è ì ä ò è é ó ð è    ä ì ä ð â è à   äüíãäáà  ñèñòäëàøè  
øäëàåàêè  üäðòèêäáèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèäáèñ  ÿàëñ 

    T=
2

1 


n

k 1

mkvk
2 .                  (19.2) 

 
 1.   ìèåçèäðè     üäðòèêèñàçåèñ      ãàåàëòéèúíç     øäëãäâè  

 ÇÄÍÐÄËÀ  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  éèìäòèéóðè   äìäðâèèñ   
ìàæðãè   ðàèëä  âàãààãâèêäáàæä  òíêèà  àë  üäðòèêæä  ëíõëäãè  ûàêèñ  
ëóøàíáèñà  èëàåä  âàãààãâèêäáàæä. 

 ãàëòéèúäáà. âàìåèþèêíç  m ëàñèñ  ìèåçèäðè M üäðòèêèñ  

ëíûðàíáà,  ðíëäêèú F


 ûàêèñ  ëíõëäãäáèç  âàãààãâèêãäáà M0 

ëãäáàðäíáèãàì  M  ëãäáàðäíáàøè  ãà  øäñàáàëèñàã  àõåñ  v


0  ãà  v


  
ñèùõàðääáè. 

 ãèìàëèéèñ  ëäíðä  éàìíìèñ  çàìàþëàã   m w


 = F


. 
 àë     òíêíáèñ   íðèåä  ëþàðä  âàåàëðàåêíç  ñéàêàðóêàã  

d r


-æä,   âåäõìäáà   m w

 d r


 = F


 d r


.                  

(19.3)    

 àõ  ëàðúþäìà  ëþàðä  øäâåèûêèà  àñä  üàðëíåàãâèìíç 

 m w

 d r


= m

dt

vd


 d r


 =  m
dt

rd


d v


= m v

dv


= d (

2

2mv
) . 

ëàøèì  (19.3)  àñä  ùàèüäðäáà 

                d (
2

2mv
) =  F


 d r


.             (19.4) 

àìó   dT = dA. 
ëàøàñàãàëä,  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  ãèôäðäìúèàêè  

òíêèà  üäðòèêæä  ëíõëäãè  ûàêèñ  äêäëäìòàðóêè  ëóøàíáèñà. 
  âàåàèìòäâðíç  (19.4)  òíêíáà  âæèñ M0M  âàãààãâèêäáàæä.  

úåêàãäáèñ  øäñàáàëèñè  ëìèøåìäêíáäáèñàçåèñ  âåäõìäáà 
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  
v

v0

d (
2

2mv
)  = 

MM 0

F

 d r


. 

àìó   

2

2

mv
  

2

2

0mv
 =  A .                                        

(19.5) 
 äñ  òíêíáà  âàëíñàþàåñ  ìèåçèäðè  üäðòèêèñ  éèìäòèéóðè  

äìäðâèèñ  ìàæðãèñ  çäíðäëàñ  ñàñðóêè  ñàþèç. 
 SeniSvna 1. Tu wertilze moqmedebs ramdenime Zala, maSin 

(19.4) – (19.5) tolobebis marjvena mxareSi igulsxmeba am Zalebis 

tolqmedis mier Sesrulebuli muSaoba. 

 2.  ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñàçåèñ  ãàåàëòéèúíç   øäëãäâè    
 ÇÄÍÐÄËÀ.  ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñ è ñ ò ä ë è ñ  é è ì ä ò è é ó 

ð è   ä ì ä ð â è è ñ   ì à æ ð ã è   ãðíèñ  ðàèëä  ñàñðóê  øóàêäãøè  
óãðèñ  àë  ñèñòäëàæä  ëíõëäãè  øèâà  ãà  âàðä  ûàêäáèñ  ëóøàíáàçà  ÿàëñ  
ãðíèñ  èëàåä  øóàêäãøè. 

 ãàëòéèúäáà. úìíáèêèà ñèñòäëèñ  ëíûðàíáèñ  ãèôäðäìúèàêóðè  

âàìòíêäáäáè mk w


k = F


k
(â) + F


k
(ø)      (k=1,2,…,n) 

 òíêíáèñ   íðèåä  ëþàðä  âàåàëðàåêíç  ñéàêàðóêàã  d r


k 

åäõòíðæä,   âåäõìäáà 

  mk w


k d r


k = F


k
(â) d r


k + F


k
(ø) d r


k                

(19.6) 
åëìàèãàì 

           mk w


k d r


k=mk
dt

vd k



 d r


k =mk
dt

rd k



d v


k= mk v


kdv


k= d 

(
2

2

kkvm
) 

àëèòíë  (16.6)  àñä  ùàèüäðäáà 

 d (
2

2

kkvm
)= F


k
(â) d r


k + F


k
(ø) d r


k      (k=1,2,…,n) 

 øäåéðèáíç  äñ  òíêíáäáè  k-ñ ÷åäêà  ëìèøåìäêíáèñàçåèñ, 

ëèåèöäáç:  

     dT= d (


n

k 1 2

2

kkvm
) =



n

k 1

 ( F


k
(â) d r


k ) + 



n

k 1

 ( F


k
(ø) d r


k).      

(19.7) 
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 ëàøàñàãàëä, ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  ãèôäðäìúèàêè  
òíêèà  ñèñòäëèñ  üäðòèêäáæä  ëíõëäãè  øèâà  ãà  âàðä  ûàêäáèñ  
äêäëäìòàðóê  ëóøàíáàçà  ÿàëèñà. 

 âàåàèìòäâðíç  (19.7)  òíêíáà  ãðíèñ  ðàèëä  (t0,t) øóàêäãøè  
ãà  àöåìèøìíç   éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  ëìèøåìäêíáäáè  ñèòäëèñ ñàü÷èñ  ãà  

ñàáíêíí  ëãäáàðäíáàøè  øäñàáàëèñàã  T0   ãà  T-çè.  ëèåèöäáç 

 T – T0 = 

0

t

t

 


n

k 1

 ( F


k
(â) d r


k ) + 

0

t

t

 


n

k 1

 ( F


k
(ø) d r


k), 

àìó 
  T – T0 = A(â) +A(ø) .                                              

(19.8) 
 äñ  òíêíáà  âàëíñàþàåñ  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  

ìàæðãèñ  çäíðäëàñ  ñàñðóêè  ñàþèç. 
 SeniSvna.  1). çó  ñèñòäëà  óúåêàãèà,  ä.è. ñèñòäëèñ  

üäðòèêäáñ  øíðèñ  ëàìûèêäáè  ëóãëèåèà  (ë÷àðè  ñþäóêäáèñàçåèñ),  ëàøèì  
øèâà  ûàêäáèñ  ëóøàíáàçà  ÿàëè  A(ø) = 0,  ãà  âåäõìäáà 

  T – T0 = A(â). 
 2).  éèìäòèéóúðè  äìäðâèèñ  ìàæðãèñ  çäíðäëà  ñàñðóêè  ñàþèç  

ñàøóàêäáàñ  èûêäåà  âàìåñàæöåðíç  ëäõàìèéóðè  ñèñòäëèñ  üäðòèêäáèñ  
ñèùõàðääáèñ  úåêèêäáà  ëèñè  ëíûðàíáèñ  ãðíñ,  ðíëäêèú  âàëíüåäóêèà  
àë  âàãààãâèêäáàæä  øèâà  ãà  âàðä  ûàêäáèñ  ëíõëäãäáèç.  ëäõàìèéóðè  
ñèñòäëèñ  üäðòèêäáèñ àùõàðäáäáèñ âàìñàñàæöåðàåàã  øäâåèûêèà  
âàëíåè÷äìíç  éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  ìàæðãèñ  çäíðäëà  ãèôäðäìúèàêóðè  
ñàþèç. 

 3) Tu nivTiei wertili moZraobs ZalTa potenciur velSi da 

am velSi wertilze sxva araviTari Zala ar moqmedebs, maSin   dU = - 

d   da 
(18.2) –dan gamomdinare  (19.4) ase Caiwereba: 

             d (
2

2mv
) =  dU = - d, saidanac  d (

2

2mv
+ ) = 0, 

maSasadame          
2

2mv
+  = const.                    (19.9) 

e..i. am SemTxvevaSi kinetikuri da potenciuri energiebis jami 

rCeba mudmivi da kinetikuri energiis formula saSualebas iZleva 

ganvsazRvroT, kinetikuri energies ra nawili gadavida potenciur 

energiaSi an piriqiT. 
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  (19.9)  gamosaxavs meqanikuri energies Senaxvis kanons. Ees 

kanoni samarTliania potencialis mqone ZalebisaTvis. xSirad ewodebaT 

konservatuli Zalebi (laTinuri sityvidan conservare – Senaxva). 
zogad SemTxvevaSi kinetikuri da potenciuri energiebis jami 

cvalebadia, radganac meqanikuri energia SeiZleba gadavides sxva saxis   

(siTbur, eleqtronul da sxv.) energiaSi, an sxva saxis energia 

gadavides meqanikur energiaSi. 

Aam gantolebidan Cans,rom muSaoba aris meqanikuri moZraobis 

is raodenoba, romelic gadavida moZraobis sxva formebSi: e.i. muSaoba – 

es  aris moZraobis formis Secvla, gamosaxuli misi raodenobrivi 

mxariT. 

 

  

                         § 3.20.   ÉÄÌÈÂÈÑ   ÇÄÍÐÄËÀ 
 
 âàëíåçåàêíç  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèà  ëèñè  ðçóêè  

ëíûðàíáèñ  ãðíñ. 
 âàìåèþèêíç n ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  ëíûðàíáà  

éííðãèìàòçà  óûðàåè  (èìäðúèóêè)   01x1y1z1 ñèñòäëèñ  ëèëàðç.  àåèðùèíç  
éííðãèìàòçà  ëäíðä,  ëíûðàåè xyz ñèñòäëà  ñàçàåèç  üäðòèêçà  
ñèñòäëèñ  ëàñäáèñ  C úäìòðøè  ãà  ãàóøåàç,  éííðãèìàòçà  Cxyz  
ñèñòäëà  àñðóêäáñ  üàðëòàì- âàãàòàìèç  ëíûðàíáàñ  èìäðúèóêè   01x1y1z1    

ñèñòäëèñ  ëèëàðç,  ä. è.   
 .  üäðòèêçà ñèñòäëèñ  àáñíêóòóðè  ëíûðàíáà  

èøêäáà ôàðãíáèç  ãà üàðëòàì âàãàòàìèç                  z1        z                                     
ëíûðàíáäáàã.  ñèñòäëèñ Mk üäðòèêèñàçåèñ                                       
Mk 

óûðàåè  ñàéííðãèìàòí  ñèñòäëèñ  ëèëàðç                             kr


        

r


Kô 

                             r


k = r


C + r


Kô                                                                   
x 

  am tolobis âàüàðëíäáèç  ëèåèöäáç  .             01    cr


      c 

 v


k = v


C + v


Kô .  àõ     v


Kô= d r


Kô /dt                y1                                       
x1 

ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèà  èõìäáà                     y 

            T=
2

1  


n

k 1

mkvk
2 =

2

1  


n

k 1

mk( v


C + v


Kô)
2 = 
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              = 
2

1  


n

k 1

mkvc
2 +



n

k 1

mk v


C v


Kô + 
2

1  


n

k 1

mk v


Kô
2 .            

20.1) 

àõ,  ëàðÿåäìà  ëþàðäøè  çèçíäóêè  øäñàéðäáèñàçåèñ  âåäõìäáà 

      
2

1 


n

k 1

mkvc
2 = 

2

1 vc
2



n

k 1

mk = 2

1 Mvc
2         (M =



n

k 1

mk- ñèñòäëèñ 

ëàñàà). 

           


n

k 1

mk v


C v


Kô= v


C  


n

k 1

mk d r


Kô /dt. = v


C

dt

d
(



n

k 1

mk r


Kô) = 

         = v


C
dt

d
(M r


Cô) = 0            (àõ    r


Cô= 0). 

àöåìèøìíç   
2

1 


n

k 1

mk v


Kô
2 =Tô   äñ  àðèñ  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  

ôàðãíáèçè  ëíûðàíáèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèà  èë  éííðãèìàòçà  ñèñòäëèñ  
ëèëàðç,  ðíëäêèú  àñðóêäáñ  üàðëòàì-âàãàòàìèç  ëíûðàíáàñ  ëèñ  
ëàñäáèñ  úäìòðçàì  äðçàã,  ä.è.   àðèñ  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  

äìäðâèà  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  ëèëàðç.  ñàáíêííã  (20.1)  àñä  ùàèüäðäáà  

  T = 
2

1 Mvc
2 + Tô .                                   (20.2) 

 

 äñ  òíêíáà  âàëíñàþàåñ   é ä ì è â è ñ    ç ä í ð ä ë à ñ    
ìèåçèäð  üäðòèêçà  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèà  ëèñè  àáñíêóòóðè  
ëíûðàíáèñàñ  øäèûêäáà  üàðëíãâäìèêè  èõìäñ,   ðíâíðú  ëàñäáèñ  
úäìòðèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèèñà,  çó  åèâóêèñþëäáç,  ðíë  ëàñøè  
çàåëí÷ðèêèà  ëçäêè  ñèñòäëèñ  ëàñà  ãà  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  ëèëàðç  
ôàðãíáèçè  ëíûðàíáèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  ÿàëè. 

 

        §3. 21.  ÑÞÄÓÊÈÑ  ÉÈÌÄÒÈÉÓÐÈ  ÄÌÄÐÂÈÀ  ÑÞÅÀÃÀÑÞÅÀ 
                      ËÍÛÐÀÍÁÈÑ  ÃÐÍÑ 
 
 âàëíåè÷åàìíç  ñþäóêèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  âàëíñàçåêäêè  

ôíðëóêäáè  óëàðòèåäñè  ëíûðàíáäáèñ  øäëçþåäåàøè.  àëèñàçåèñ  
âàëíåè÷äìíç  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  âàëíñàçåêäêè    (19.2)  
ôíðëóêà. 

 1.  ñþäóêèñ   â à ã à ò à ì è ç è    ë í û ð à í á è ñ   
øäëçþåäåàøè  ãðíèñ  àöäáóê  ëíëäìòøè  ÷åäêà  üäðòèêñ  àõåñ  äðçè  ãà  

èâèåä  ñèùõàðä  ãà  èâè  òíêèà  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  ñèùõàðèñà   v


K = v


C.  
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àëèòíë  âåäõìäáà 

                    T=
2

1  


n

k 1

mkvk
2 = 

2

1  


n

k 1

mkvc
2 = 

2

1  vc
2 



n

k 1

mk = 2

1 Mvc
2 . 

   T = 
2

1 Mvc
2 .                                   (21.1) 

 ëàøàñàãàëä, âàãàòàìèçè  ëíûðàíáèñ  ãðíñ  ñþäóêèñ  
éèìäòèéóðè  äìäðâèà  òíêèà  ñþäóêèñ  ëàñèñà  ãà  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  
ñèùõàðèñ  éåàãðàòèñ  ìàëðàåêèñ  ìàþäåðèñà. 

 2.  ñþäóêèñ   á ð ó ì å à  ó û ð à å è   ö ä ð û è ñ   â à ð ø ä ë 
í.   

 åçõåàç  ñþäóêè  áðóìàåñ  óûðàåè  0z  öäðûèñ  âàðøäëí  
éóçþóðè  ñèùõàðèç.  ñþäóêèñ  ÷íåäêè Mk üäðòèêè  ëíûðàíáñ  rk 

ðàãèóñèñ  üðäüèðæä  ãà  àõåç  äðçè  ãà  èâèåä  éóçþóðè  ñèùõàðä  

àëèòíë,  ÷íåäêè Mk üäðòèêèñàçåèñ    vk =  rk.     ñþäóêèñ  

éèìäòèéóðè  äìäðâèà  èõìäáà 

 T=
2

1  


n

k 1

mkvk
2 = 

2

1  


n

k 1

mk
2rc

2 = 
2

1 2 


n

k 1

mk rc
2=

2

1 Jz
2. 

ä. è      T =
2

1 Jz
2.                                      

(21.2) 

  àõ   Jz =


n

k 1

mk rc
2 - ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòèà  áðóìåèñ  0z  

öäðûèñ  ëèëàðç. 
 3.  ñþäóêèñ   á ð ò ÷ ä ê è – î à ð à ê ä ê ó ð è    ë í û ð à 

í á à  øäâåèûêèà  âàìåèþèêíç,  ðíâíðñ  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  (îíêóñèñ)  
âàãàòàìèçè  ëíûðàíáèñà  ãà  ëàñäáèñ  úäìòðèñ  âàðøäëí  áðóìåèçè  
ëíûðàíáäáèñ  äðçíáêèíáà.   àëèòíë  éäìèâèñ  ôíðëóêèñ  çàìàþëàã àë  

ëíûðàíáèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèà  èõìäáà 

              T = 
2

1 Mvc
2 +

2

1 Jc
2.                            

(21.3)   àõ    Tô =
2

1 Jc
2.     Jc  àðèñ  ñþäóêèñ  

èìäðúèèñ  ëíëäìòè  ëàñäáèñ C  úäìòðæä  àë  ñèáðò÷èñ  ëàðçíáóêàã  
âàëàåàêè  öäðûèñ  ëèëàðç.   

 
                    ÀËÍÚÀÌÀ 9.1.   àðàâêóå  ¾íðèæíìòàêóð  ñèáðò÷äæä 

ñþäóêëà  ëèèöí  ñàü÷èñè v0 ñèùõàðä, âàèàðà s=1 ë ëàìûèêè  ãà âàùäðãà. 
âàìñàæöåðäç  ñþäóêèñ   ñàü÷èñè   ñèùõàðä  (v0) ,   çó   ñðèàêèñ                                            
N 
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 þàþóìèñ  éíäôèúèäìòè  f = 0,1 . 

                 ÀËÍÞÑÌÀ.   âàëíåè÷äìíç  üäðòèêèñ                   Fþ                                   
s 

éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  ìàæðãèñ  ôíðëóêà:                                    P 

               mv2/2 – mv0
2 /2 = A .          (*)                                           

ìàþ. 69.           

        àõ  v – üäðòèêèñ  ñàáíêíí  ñèùõàðäà:  v = 0.    A – üäðòèêæä  
ëíãäáóêè  ûàêäáèñ  ëóøàíáà  s  âæàæä.  üäðòèêæä  ëíõëäãäáñ  ñàëè  
ûàêà:  ñþäóêèñ  ñèëûèëèñ  ûàêà- P,  ñðèàêèñ  þàþóìèñ  ûàêà- Fþ, 
æäãàîèðèñ  ìíðëàêóðè  ðäàõúèèñ  ûàêà - N .  àë  ûàêäáèñ s  âæàæä  
ãàâäâëèêäáèñ  øäãäâàã  ëèåèöäáç,  ðíë  A = - Fþ s. þàþóìèñ  ûàêà    
Fþ= f N = fP. 

                  ëàøàñàãàëä   A = -f P s = - fmgs.     çó  âàåèçåàêèñüèìäáç  

ëöäáóê  ëìèøåìäêíáäáñ,   (*)   òíêíáèãàì   âåäõìäáà:    v0 =  2fgs  = 
1,4   ë/üë . 

ÀËÍÚÀÌÀ 9.2.   ¾íðèæíìòèñàãëè    = 300  éóçþèç  ãàþðèê  
àðàâêóå  ñèáðò÷äæä  ñàü÷èñè  ñèùõàðèñ  âàðäøä  äøåäáà  ëûèëä  ñþäóêè.  
þàþóìèñ  éíäôèúèäìòè  óãðèñ  0,2 –ñ.  ðíâíðè  ñèùõàðä  äõìäáà  
ñþäóêñ  ëíûðàíáèñ  ãàü÷äáèãàì  2 ë-èñ  âàåêèñ  øäëãäâ.                         

                 ÀËÍÞÑÌÀ. îèðíáèñ  çàìàþëàã:  v0 = 0; f = 0,2; s = 2; v =?   
âàëíåè÷äìíç  éèìäòèéóðè   äìäðâèèñ  ìàæðãèñ  
çäíðäëà:    

                                   mv2/2 – mv0
2 /2 = A .          

(*)                                                     

            âàëíåçåàêíç  ñþäóêæä  ëíõëäãè  ûàêäáèñ 

 ëóøàíáà   ãàþðèê   ñèáðò÷äæä    s    ëàìûèêæä                               

àãààãâèêäáèñàñ.  ñþäóêæä  ëíõëäãäáñ  ñàëè  ûàêà: ñþäóêèñ  ñèëûèëèñ  
ûàêà- P,  ñðèàêèñ  þàþóìèñ   ûàêà- Fþ, æäãàîèðèñ  ìíðëàêóðè  
ðäàõúèèñ  ûàêà - N . àë  ûàêäáèñ s  âæàæä  ãàâäâëèêäáèñ  øäãäâàã  

ëèåèöäáç,  ðíë  A = (P Sin - Fþ) s. þàþóìèñ  ûàêà Fþ=f N =fPCos .    

ëàøàñàãàëä   A =(PSin- fPCos)s. çó  âàåèçåàêèñüèìäáç  ëöäáóê  
ëìèøåìäêíáäáñ,  (*)  òíêíáèãàì  âåäõìäáà (P = mg):      

                            mv2/2 - mv0
2 /2 = mg ( Sin - f Cos) s . 

àõäãàì    v =  2 g ( Sin - f Cos) s   =  3,58  .           v = 3,58 ë/ü 
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               ÀËÍÚÀÌÀ 9.3 áóðçóêà, ðíëäêñàú  àõåñ ñàü÷èñè v0=14 ë/üë 
ñèùõàðä,  åàðãäáà h1 =1,8 ë  ñèëàöêèãàì  åäðòèéàêóðàã  õåäåèç  
¾íðèæíìòàêóð  èàòàéæä  ãà  àèðäéêäáà ëèñâàì  æäåèç .       

           âàìñàæöåðäç áóðçóêàñ ñèùõàðä èàòàéèãàì  h2= 6,8 ë  
ñèëàöêäæä,  çó  ëþäãåäêíáàøè  àð  ëèèöäáç  ¾àäðèñ  
üèìàöíáàñ  ãà  ëäõàìèéóðè  äìäðâèèñ  ñþåà  ãàìàéàðâäáñ.                                                                                        

    ÀËÍÞÑÌÀ.  áóðçóêàæä  ëíõëäãäáñ  ëþíêíã ñèëûèëèñ 
ûàêà    

                            P =mg.                                                                

  áóðçóêèñ  åàðãìèñàñ  åäðòèéàêèñ   0B   ëíìàéåäçæä: 

                       mvB
2
 /2 -  mv0

2 /2 = mgh1 ; 

    àõäãàì:  vB =  v0
2 +2 gh1  = 15,2 ë/üë; 

           èàòàéèãàì  àðäéåêèñàñ  åäðòèéàêèñ  BD=h2  ëíìàéåäçæä  
ëíûðàíáèñàñ  vB  üàðëíàãâäìñ  ñàü÷èñ  ñèùõàðäñ, þíêí ñàáíêíí 
ñèùõàðäà vD.    âæèñ  BD = h2  ëíìàéåäçæä  ëíûðàíáèñàñ:    

                        mvD
2
 /2 - mvB

2 /2 = - mgh2 ; 

àõäãàì:   vD =  vB
2 -2 gh2  =  98  = 72 .         îàñóþè: vD = 7 2    

ë/üë. 

 

                 ÀËÍÚÀÌÀ 9.4.   R= 0,2 ë  ðàãèóñèñ  ãà  
M = 20éâ  ëàñèñ  äðçâåàðíåàìè  ãèñéí  
¾íðèæíìòàêóð   0xy  ñèáðò÷äøè  àñðóêäáñ  
áðò÷äê  ëíûðàíáàñ  éàìíìèç:      xc = t ,   yc = t2 ,  

 = t3 ( xc,  yc - ãèñéíñ     C   úäìòðèñ  

éííðãèìàòäáèà  ëäòðäáøè,   t - üàëäáøè,   - 
ðàãèàìäáøè).    âàìñàæöåðäç   ãèñéíñ  éèìäòèéóðè  
äìäðâèà  ãðíèñ         t = 1  üë  ëíëäìòøè.  

ÀËÍÞÑÌÀ.  ãèñéí  àñðóêäáñ  áðò÷äê ëíûðàíáàñ;                 

ëèñè   éèìäòèéóðè  äìäðâèà àñä  âàëíèñàþäáà 

                T = Mvc
2 /2 + Jc 

2 / 2;      (*) 

 vc  -   ãèñéíñ   ëàñäáèñ    úäìòðèñ    ñèùõàðäà: 
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                              vc=vcx
2+ vcy

2 ;                                     

    vcx = dxc/dt = 1;    vcy = dyc/dt = 2t;     vc  =   1 + 4 t2   ;                                                                   

     t = 1  üë    ëíëäìòøè       vc  =   5   

 ãèñéíñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  ëèñè  ëàñäáèñ  C úäìòðèñ  ëèëàðç 

                 Jc = 1/2 MR2 = 0,4 éâë2 . 

   àðèñ C úäìòðèñ  âàðøäëí  ãèñéíñ  áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðä:     

= d/dt = 3t2 ;   t = 1 üë  ëíëäìòøè    = 3 üë-1. 

øäåèòàìíç  ëèöäáóêè  ëìèøåìäêíáäáè  (*)  òíêíáàøè,  âåäõìäáà: 

          T = 1/2 205 + 1/2 0,4 32 = 51,8 .           T = 51,8  ÿíóêè. 

                     ÀËÍÚÀÌÀ 9.5.   Q  üíìèñ  êèêåæä  ãàþåäóêè  çíéèñ  
áíêíøè  ëèáëóêèà   P üíìèñ  òåèðçè,  ðíëäêèú  äøåäáà  õåäåèç  ãà  

çàì  àáðóìäáñ  êèêåñ    éóçþóðè  ñèùõàðèç.  
êèêåèñ  ðàãèóñèà  r.  âàìñàæöåðäç  òåèðçèñà  ãà  
êèêåèñàâàì  øäãâäìèêè  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  
äìäðâèà. 

                     ÀËÍÞÑÌÀ.  ñèñòäëà  øäãâäáà  íðè  
ñþäóêèñàâàì;  ëèñè éèìäòèéóðè  äìäðâèà    

                        T = T1 + T2;        (*) 

àõ   T1  - òåèðçèñ  éèìäòèéóðè äìäðâèàà,                                                           

      T2 –   êèêåèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèà. 

      òåèðçè  àñðóêäáñ    âàãàòàìèç   ëíûðàíáàñ  ñèùõàðèç:   

                                vp = vk =  r . 

(k  àðèñ    êèêåèñ  ôäðñíæä  ëãäáàðä  üäðòèêè, ðíëäêèú                    
ëíûðàíáñ  r  ðàãèóñèàì   üðäüèðæä);                            

      T1=Tòå = 1/2m1vp
2 = P/2g(r)2 = P2r2/2g .                 

êèêåè   üàðëíàãâäìñ   óûðàåè   x  öäðûèñ  âàðøäëí  ëáðóìàå  üðèóê 
úèêèìãðóê  ñþäóêñ;  àëèòíë:       

                   T2 = Têèêå = 1/2Jx 
2 .          (**) 

        àõ   Jx  àðèñ  êèêåèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  áðóìåèñ   x  öäðûèñ  
ëèëàðç:             

  55 
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                     Jx = 1/2m2r
2 = Qr2 / 2g . 

(**) – ãàì  âåäõìäáà:      T2 = 1/2 Qr2 2/ 2g = Q/4gr22 . 

(*) – ãàì  ëèåèöäáç:  T = T1 + T2 = P2r2/2g + Q r22 /4g = 2r2 

/4g(2P + Q). 

                                                            îàñóþè:  T = 2r2 /4g(2P 
+ Q). 

 

                     ÀËÍÚÀÌÀ 9.6.   74-ä ìàþàææä  âàëíñàþóêèà  ÿàêàëáðèñ  
àëüä  ëäõàìèæëè. m1  ëàñèñ  D  òåèðçè  àèüäåà  æäåèç  C áêíéæä  
âàãàéèãäáóêè R ðàãèóñèñ  ãà m2 ëàñèñ B 
ãíêæä  ãàþåäóêè  âåàðêèñ  ñàøóàêäáèç.  
ãíêæä  ëíãäáóêèà  ëàáðóìè  Láð  ëíëäìòè,  
ðíëäêèú  ùàðçåèñ  ëíëäìòèãàì  ãíêèñ  

ëíáðóìäáèñ  éóçþèñ  éåàãðàòèñ  

îðíîíðúèóêèà: Láð= a2,  ñàãàú a ëóãëèåè  
éíäôèúèäìòèà.  âàìñàæöåðäç D òåèðçèñ  
ñèùõàðä (vD) èë  ëíëäìòøè,  ðíúà   èâè  àåà h 
ñèëàöêäæä. B ãíêèñ  ëàñà  ùàçåàêäç  çàìàáðàã  âàìàüèêäáóêàã  ëèñ  
ôäðñíæä. C áêíéè m3 ëàñèñ  ëçêèàìè  ãèñéíà. ùàçåàêäç,  ðíë âåàðêè  
óýèëàãè  ãà  óüíìàãèà. ñàü÷èñ  ëíëäìòøè  ñèñòäëà  üíìàñüíðíáàøèà. 

                      ÀËÍÞÑÌÀ. D  òåèðçèñ  ñèùõàðèñ  âàìñàñàæöåðàã  
âàëíåè÷äìíç  ìèåçèäðè  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèèñ  ìàæðãèñ  
çäíðäëà.                                              

                               T – T0 = Aø + Aâ  .                     (1)   

         ðàãâàìàú ñàü÷èñ  ëíëäìòøè ñèñòäëà üíìàñüíðíáàøèà, àëèòíë T0 = 
0.  

ñèñòäëàøè  øäëàåàêè   ñþäóêäáè  àáñíêóòóðàã  ë÷àðè  ñþäóêäáèà; 
âåàðêè   óýèëàãè   ãà  óüíìàãèà;     àëèòíë      øèâà  ûàêäáèñ   
ëóøàíáàçà  ÿàëè    A ø = 0.     (1) òíêíáà ëèèöäáñ àñäç ñàþäñ :     T 
=Aâ  .                 (2)                             

                 âàëíåçåàêíç ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèà (T)  èë  
ëíëäìòøè,  ðíúà  D  òåèðçè  àåà  h  ñèëàöêäæä. 

                 ñèñòäëà  øäãâäáà B ãíêèñ, C  áêíéèñà  ãà D  
òåèðçèñàâàì;  àëèòíë  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  äìäðâèà        T = TD + TC 
+ TB.                    (3) 
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D  òåèðçè  ëíûðàíáñ  âàãàòàìèçàã,  ëèñè  éèìäòèéóðè  äìäðâèà 

         TD = 1/2mDvD
2 = 1/2m1vD

2                 
(4) 

C áêíéè  áðóìàåñ óûðàåè  öäðûèñ  âàðøäëí, 
ëèñè éèìäòèéóðè  äìäðâèà 

                TC = 1/2JC C
2 ;                              

(5) 

àõ   JC    àðèñ  ãèñéíñ  (áêíéèñ)  èìäðúèèñ  
ëíëäìòè  C   üäðòèêèñ  ëèëàðç:  

        JC = 1/2m3r
2,   ( r – áêíéèñ  ðàãèóñèà).  C  àðèñ C  ãèñéíñ  

áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðä. ðíâíðú  ìàþàæèãàì  ùàìñ, D òåèðçñà  ãà C 
áêíéèñ  ôäðñíæä  ëãäáàðä  K üäðòèêñ  àõåç  äðçè  ãà èâèåä  ñèùõàðä: 

vD = vK =Cr .  èâèåä  þàæíåàìè  ñèùõàðä  àõåñ  B  ãíêèñ  ôäðñíæä  
ëãäáàðä  E  üäðòèêñàú:  

               vE =vD = vK.      C = vK / r  = vD / r  . 

ëèöäáóêè  ëìèøåìäêíáäáè  ùàåñåàç  (5)  ôíðëóêàøè,  ëèåèöäáç 

                 TC = 1/21/2m3r
2 vD

2/r2 = 1/4m3vD
2 .                    (6) 

B  ãíêè  áðóìàåñ  óûðàåè  öäðûèñ  âàðøäëí; ëèñè  éèìäòèéóðè äìäðâèà           

                 TB = 1/2JBB
2 .                    (7) 

 JB– ãíêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòèà  ëèñè  áðóìåèñ  öäðûèñ  ëèëàðç. 

 åèìàèãàì  ãíêèñ  ëàñà   çàìàáðàã  âàìàüèêäáóêèà  ëèñ  ôäðñíæä,  
àëèòíë  ãíêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  âàëíèçåêäáà  üåðèêè  üðèóêè  
ðâíêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòèñ  ñààìâàðøí  ôíðëóêèç:  JB = m3R

2. 

B – ãíêèñ  áðóìåèñ  éóçþóðè  ñèùõàðäà: B= vE/R=vD/R     (vE=vK= 
vD).. 

(7) – ãàì  ëèåèöäáç:   TB = 1/2m2 R
2 (vD/R)2 = m2vD

2/ 2 .       (8) 

øäåèòàìíç  (4), (6)  ãà  (8)  ëìèøåìäêíáäáè  ñèñòäëèñ  éèìäòèéóðè  
äìäðâèèñ  âàëíñàçåêäê  (3)  ôíðëóêàøè, ëèåèöäáç: 

             T=1/2m1vD
2+1/4m3vD

2+1/2m2vD;2  àìó              

             T = 1/4  (2m1 + 2m2 + m3) vD
2.      (9) 
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    àþêà  âàëíåçåàêíç  ñèñòäëàæä  ëíãäáóêè  ÷åäêà âàðä  ûàêèñ  
ëóøàíáàçà  ÿàëè (Aâ)   ëíúäëóê  âàãààãâèêäáàæä  (ðíúà D òåèðçè  
àåà h ñèëàöêäæä).  úþàãèà        

                          Aâ = AD + AC + AB .        (10)                                                                                   

ìàþàææä  âàëíåñàþíç  ñèñòäëàæä ëíõëäãè ÷åäêà àõòèóðè ûàêà (ìàþ.75). D 
òåèðçèñ  ñèëûèëèñ  ûàêèñ  ëóøàíáà         

                           AD = - PD h = - m1gh.  

C  áêíéèñ  ñèëûèëèñ   ûàêà  ãà  ðäàõúèèñ   ûàêà ëíãäáóêìè  àðèàì  óûðàå  
C   ñàéèñàðøè;   àëèòíë   AC=0.   B ãíêæä  ëíõëäãäáñ  ñèëûèëèñ   ûàêà,                          

ñàéèñàðèñ  ðäàõúèà ãà ëàáðóìäáäêè  ëíëäìòè   Láð. ñèëûèëèñà  ãà  
ðäàõúèèñ  ûàêäáè  ëíãäáóêìè  àðèàì  óûðàå  ñàéèñàðøè  ãà  ëàçè  
ëóøàíáà  ìóêèñ  òíêèà; ëàáðóìäáäêè  ëíëäìòèñ  ëèäð  øäñðóêäáóêè 
ëóøàíáà  èõìäáà:  

                      AB = Aáð = 


0

 Láð d = 


0

a2d = a/33 ;                    

(11) 

àõ    àðèñ  ãíêèñ  øäëíáðóìäáèñ éóçþä.  ðíúà D òåèðçè  àèüäåñ  æäåèç 

h ëàìûèêæä,  B ãíêè  øäëíáðóìãäáà  éóçþèç,  ðíëäêñàú  øääñàáàëäáà 

h  ñèâðûèñ EE1  ðéàêè ;  àëèòíë EE1 = h = R,  ñàèãàìàú   = h/ R    

         øäåèòàìíç  äñ  ëìèøåìäêíáà  (11) –øè, ëèåèöäáç:  AB = ah3/ 3R3. 

       AD, AC ãà AB–ñ ëèöäáóêè  ëìèøåìäêíáäáèñ  âàçåàêèñüèìäáèç  
ñèñòäëàæä  ëíõëäãè  ûàêäáèñ  ñðóêè  ëóøàíáà  (10)  àñä  âàëíèñàþäáà: 

                        Aâ = - m1gh + ah3/3R3 .                                        
(12) 

(2)  òíêíáèñ  çàìàþëàã,  (9)  ãà  (12)  ëìèøåìäêíáàçà  âàòíêäáèç  
ëèåèöäáç:  

                      1/4  (2m1 + 2m2 + m3) vD
2  =- m1gh + ah3/3R3; 

ñàèãàìàú       

                           vD =  4h(ah2 – 3m1R
3g) / 3R3 (2m1 + 2m2 + m3) . 
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     Mm y a r i    s x e u l i s  d i n a m i k a 

 
 Tavisufal myar sxeuls sivrceSi aqvs Tavisuflebis eqvsi 

xarisxi, e. i. sxeulis mdebareoba sivrceSi ganisazRvreba eqvsi 

urTierTdamoukidebeli parametriT.  aseT parametrebad umetes 

SemTxvevaSi iReben sxeulis masebis centris koordinatebs (xc, yc, zc) 

da eileris kuTxeebs    (   ,  ). 
Mmyari sxeulis dinamikis amocanebis amosaxsnelad saWiroa am 

eqvsi parametris damakavSirebeli gantolebebis moZebna, romelTa 

ricxvic unda iyos eqvsi. Aam gantolebebis misaRebad gamoviyenebT 

sistemis masebis centris moZraobisa da sistemis kinetikuri momentis 

Teoremebs:   

          M w


C = F


(â)          da    
dt

d 0


= L


(â) .                                                    

Aam gantolebebis dagegmilebiT dekartes koordinatTa 

sistemis RerZebze viRebT saZebn eqvs gantolebas. 

SeviswavloT myari sxeulis umartivesi moZraobani. 
 
   § 3.22.Mmyari sxeulis   gadataniTi  moZraoba 

 

vTqvaT M masis D  sxeuli F


1, F


2,..., F


n   Zalebis moqmedebiT 

asrulebs gadataniT moZraobas. Aam Zalebis nakrebi veqtori iyos  

F


(â) (X (â), Y (â), Z (â) ). 
gadataniTad moZraobisas sxeulis yvela wertili aRwers erTi 

da igive traeqtorias da drois nebismier aRebul momentSi yvela 

wertils aqvs erTnairi siCqare da erTnairi aCqareba. amitom, myari 

sxeulis gadataniTi moZraobis Sesaswavlad sakmarisia misi erTi 

romelime wertilis moZraobis Seswavla. aseT wertilad aviRoT  

sxeulis masebis centri, romlis koordinatebia C (xc,yc,zc). 
      masebis centris moZraobis Teoremis Tanaxmad gvaqvs  

                          M w


C = F


(â)                                                      .( 22.1) 

 am gantolebis dagegmilebiT sakoordinato RerZebze miviRebT: 

   
2

2

dt

xd c = X 
(â),      M

2

2

dt

yd c
 =  Y 

(â),      M 2

2

dt

zd c

 =  Z 
(â) . 

Ees gantolebebi warmoadgenen myari sxeulis gadataniTi 

moZraobis gantolebebs. maTi saSualebiT savsebiT amoixsneba myari 
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sxeulis gadataniTi moZraobis orive amocana, Tu mocemuli iqneba 

moZraobis sawyisi pirobebi. 

 

 

 

§3.23. myari sxeulis brunva uZravi RerZis garSemo  

 

 ganvixiloT myari sxeuli, romelic 0xyz sivrcyeSi 

F


1, F


2,..., F


n   Zalebis moqmedebiT brunavs 0z RerZis garSemo. 

vgulisxmobT, rom sxeuli Camagrebulia 0z RerZze mdebare or 0 da 
01 wertilSi. 

 uZravi RerZis garSemo mbrunav myar sxeuls gaaCnia 

Tavisuflebis erTi xarisxi – RerZis garSemo mobrunebis  kuTxe. 
SevadginoT uZravi 0z RerZis garSemo myari sxeulis  brunvis 

gantoleba; amisaTvis gamoviyenoT nivTier wertilTa sistemis 

moZraobis raodenobis momentis (kinetikuri nomentis) Teorema. 

vigulisxmoT, rom sxeuli raime wesiT danawilebulia mcire 

nawilebad (nivTier wertilebad). maSin  kinetikuri momentis Teorema 

0z RerZis mimarT ase Caiwereba: 

             
dt

dl z  =  zL  .                          (23.1) 

Aaq  zl - ñþäóêèñ kinetikuri ëíëäìòèà  0z   öäðûèñ  ëèëàðç, 

xolo  zL  - ñþäóêze   moqmedi  aqtiuri Zalebis nakrebi  ëíëäìòè  0z   

öäðûèñ  ëèëàðç  (sxeulis Camagrebis 0  da   01 wertilebis reaqciis  
Zalebis momentebi 0z RerZis mimarT nulebis tolia)  

rogorc viciT (§3.13 – formula 13.5) 

              zl  = 


n

k 1

mk(xkyk - ykxk) .                   (23.2) 

Aaq  mk – sxeulis Mk nawilis masaa, xolo xk, yk – misi 

koordinatebi. uZravi 0z RerZis garSemo sxeulis  brunvisas yoveli 

Mk nawili moZraobs Sesabamis rk radiusis wrewirze, amitom 

            xk = rk cos ,       yk = rk sin. 
vinaidan      

                                 xk = - rk sin  = - rk sin ,     

                          yk =  rk cos   = rk cos , 
amitom (23.2)-Si SetaniT miviRebT: 
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                zl  = 


n

k 1

mk(x
2
k + y2

k) . 

àìó 

                 zl = zJ .                 (23.3) 

aq    zJ    àðèñ  ñþäóêèñ  èìäðúèèñ  ëíëäìòè  0z   öäðûèñ  

ëèëàðç, xolo    - sxeulis brunvis kuTxuri siCqare. 

SevitanoT (23.3) mniSvneloba (23.1) tolobaSi, gveqneba:   

       
dt

d
( zJ ) = zL ,      anu       zJ

dt

d
= zL . 

Tu am tolobaSi SevitanT  -s mniSvnelobas, miviRebT:                          

zJ  
2

2

dt

d 
= zL ,   anu    zJ  = zL .            (23.4) 

es gantoleba aris uZravi 0z   öäðûèñ  garSemo myari sxeulis     
b r u n v i s   d i f e r e n c i a l u r i  g a n t o l e b a. 

  - brunvis kuTxuri aCqarebaa. 

Tu cnobilia 0z   öäðûèñ  garSemo mabrunebeli momenti zL  da 

brunvis sawyisi pirobebi, maSin (23.4) gantolebidan SegviZlia 

ganvsazRvroT brunvis kanoni, e. i.  kuTxe, rogorc drois funqcia. 

Tu sxeulze moqmedi aqtiuri Zalebis nakrebi momenti 0z   

öäðûèñ  ëèëàðç nulis tolia zL = 0,  maSin  (23.4)-dan 

      
2

2

dt

d 
= 0,   saidanac     

dt

d
= const =  0 

aq integrebiT miviRebT sxeulis Tanabari brunvis 

gantolebas 

              = 0+ 0t . 

SeniSvna: Tu (23.4) gantolebas SevadarebT sxeulis gadataniTi 

moZraobis (1) gantolebas  vnaxavT, rom  sxeulis brunviT moZraobaSi 

inerciis momenti imave rols asrulebs, rasac sxeulis masa 

gadataniTi moZraobis dros.  

 
 
 
§3. 24. Mmyari  sxeulis  brtyeli  moZraoba 
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Mmyari sxeuli Seasrulebs b r t y e l  m o Z r a o b a s 

Tu masSi arsebobs brtyeli kveTa, romlis mimarTac sxeulis masa 

simetriuladaa ganawilebuli; sxeulze modebuli Zalebi moTavsebulia 

am kveTis sibrtyeSi, xolo sxeulis yvela wertilis sawyisi siCqare 

moTavsebulia kveTis sibrtyis paralelur sibrtyeebSi. 

ganvixiloT (D) sxeuli, romelic asrulebsAbrtyel 

moZraobas koordinatTa uZravo 0xy sistemis mimarT. sxeulTan 

uZravad davakavSiroT koordinatTa  Cx1y1 sistema, romelic sxeulTan 

erTad moZraobs. wertili C(xc,yc) – sxeulis masebis centria. 

rogorc kinematikidan cnobilia, brtyeli moZraobisas, 

sxeulis mdebareoba savsebiT ganisazRvreba masebis C centris xc da yc 

koordinatebiT da Cx1 RerZis 0x RerZis mimarT mobrunebis  kuTxiT. 
vTqvaT, sxeulze moqmedi gare Zalebis nakrebi veqtoria 

F

(X,Y).  (D) sxeulis moZraobis diferencialuri gantolebebis 

Sesadgenad gamoviyenebT sxeulis masebis centris moZraobisa da 

kinetikuri momentis Teoremebi:              y      y1    F


1  

  w


C=; F

; cJ

2

2

dt

d 
= cL . (24.1)         F


n                       x1   

Aaq M  – sxeulis masaa, w


C – masebis 

centris aCqareba, cJ - ñþäóêèñ  èìäðúèèñ                   c       

F


2  
ëíëäìòè  0xy   sibrtyis   marTobulad  C                o                               
x 

wertilze gamavali  öäðûèñ  ëèëàðç.  cL  - ñþäóêze   moqmedi gare 

Zalebis nakrebi  ëíëäìòè  C  wertilis ëèëàðç.  
davagegmiloT (24.1) tolobebi koordinatTa uZravi 0xy 

sistemis RerZebze: 

    M
2

2

dt

xd c = X,  M
2

2

dt

yd c = Y,     cJ
2

2

dt

d 
= cL .       (24.2) 

es  gantolebebi  warmoadgenen myari  sxeulis b r t y e l i  
m o Z r a o b i s   d i f e r e n c i a l u r  gantolrbebs. 

Aam gantolebebis integrebiT da miRebuli mudmivebis 

moZraobis sawyisi pirobebiT gansazRvris Sedegad miviRebT myari 
sxeulis brtyeli moZraobis kinematikur gantolebebs:  

      xc = f1 (t) ,     yc = f2 (t) ,      = f3 (t) . 
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       Tu sxeuli asrulebs araTavisufal moZraobas, maSin 

sxeulze moqmed aqtiur Zalebs daematebaT bmis reaqciis Zalebi 

romelTa tolqmedia R

, da .sxeulis brtyeli moZraobis (242) 

gantolebebi miiReben Semdeg saxes: 

     M
2

2

dt

xd c = X+ Rx,,     M 2

2

dt

yd c = Y+Ry,   cJ
2

2

dt

d 
= cL + momc R


..            

Aam gantolebebs unda daematos bmis gantolebebi.  

 

 

 

                            À Ì À Ê È Æ Ó  Ð  È     Ë Ä Õ À Ì È É À 

 $ 3.25      ÛÈÐÈÇÀÃÈ   ÚÌÄÁÄÁÈ   ÃÀ   ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÄÁÄÁÈ 
 

ãèìàëèéèñ ûèðèçàãè çäíðäëäáè ãà ëàçè øäãäâäáè üàðëíàãâäìäì 
ñèñòäëèñ ëíûðàíáèñ éåêäåèñ ñàéëàíã ûêèäð èàðàöñ, ëàâðàë àë 
çäíðäëäáèñ âàëí÷äìäáà ãàéàåøèðäáóêèà âàðéåäóê ñèðçóêääáçàìàú. 
ëàâàêèçàã, þøèðàã ûìäêèà ãàãâäìà çó ëíúäëóê øäëçþåäåàøè ðíëäêè 

çäíðäëà ëèâåè÷åàìñ ëèæìàëãä ñüðàôàã æíâÿäð ñàýèðí þãäáà 
âàìòíêäáàçà ðèúþåèñ âàæðãà, àì éèãäå èñäçè óúìíáè ñèãèãääáèñ 
øäëí÷åàìà (ëàâàêèçàã, ðäàõúèèñ ûàêäáèñ), ðíëäêçà âàìñàæöåðà 
àëíúàìèñ îèðíáèç àð ëíèçþíåäáà. 

àìàêèæóðè ëäõàìèéà èûêäåà æíâàã ëäçíãäáñ, ðíëäêçà 
ãàþëàðäáèçàú øäèûêäáà øäåàãâèìíç ëíûðàíáèñ ãèôäðäìúèàêóðè 
âàìòíêäáäáè (ðíëêäáèú ëàâàêèçàã, àð øäèúàåäì áëèñ ðäàõúèäáñ). 
àìàêèæóðè ëäõàìèéèñ ëäçíãäáè þäêñà÷ðäêèà ðíâíðú çäíðèóêè 
éåêäåèñàçåèñ, àñäåä îðàõòèéóê ñàèìïèìðí âàëíçåêäáøè. 

àìàêèæóðè ëäõàìèéà àãâäìñ ëíûðàíáèñà ãà üíìàñüíðíáèñ øäñüàåêèñ 
æíâàã, ñàäðçí ëäçíãäáñ, ðíëêäáèú âàëíè÷äìäáèàì ÷åäêà ìèåçèäð 
üäðòèêçà ñèñòäëèñàçåèñ. àìàêèæóð ëäõàìèéàøè âàëí÷äìäáóêè 
âàìòíêäáäáè äðçè ãà èâèåä ñòðóõòóðèñàà. ëèóþäãàåàã ñèñòäëèñ 
ëíûðàíáèñà ãà ëàçæä ãàãäáóêè îèðíáäáèñà.  

àìàêèæóðè ëäõàìèéèñ ÷åäêà çäíðäëà ãà âàìòíêäáà âàëíëãèìàðäíáñ 
æíâèäðçè ûèðèçàãè úìäáèñà ãà üèìàãàãäáèñàâàì. 

óéåä  âàìþèêóêè âåàõåñ áëäáèñ éêàñèôèéàúèà. øäëãâíëøè, çó 
ãàëàòäáèç àð èõìà àöìèøìóêè, âàìåèþèêàåç ëþíêíã âäíëäòðèóê 
(¾íêíìíëóð) ñòàúèíìàðóê áëäáñ.                                z 
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àìàêèæóð ëäõàìèéàøè ôàðçíã èþëàðäáà                      r


 
ø ä ñ à û ê í    â à ã à à ã â è ê ä á è ñ ú ì ä á à.                                  
M                           
äñ úìäáà øäëíåèöíç ÿäð äðçè üäðòèêèñàç-                          
åèñ.                                                                                           

r


 
âàìåèþèêíç ìèåçèäðè M üäðòèêè, hj-               0                            

x                                                
ëäêèú ëíûðàíáñ éííðãèìàòçà 0xyz ñèñòä-       y                                    
äëàøè f(x,y,z)=0 æäãàîèðæä. äñ òíêíáà M üäðòèêèñàçåèñ üàðëíàã-
âäìñ âäíëäòðèóêè ñòàúèíìàðóêè áëèñ âàìòíêäáàñ. åçõåàç, M 

üäðòèêèñ ëãäáàðäíáà àë æäãàîèðæä âàìèñàæöåðäáà r


(x,y,z) ðàãèóñ–
åäõòíðèç. 

âàìåèþèêíç ãðíèñ ðàöàú ôèõñèðäáóêè ëíëäìòøè üäðòèêèñ 
ëãäáàðäíáà àë æäãàîèðæä ãà üàðëíåèãâèìíç ðà äêäëäìòàðóêè,  
óñàñðóêíã ëúèðä âàãààâèêäáäáè øäóûêèà ëèèöíñ àë üäðòèêëà èñä,  

ðíë áëà àð ãàèðöåäñ. çó àë âàãààãâèêäáäáñ àöåìèøìàåç  r


 
åäõòíðäáèç, ëàøèì èñèìè âàìêàâãäáèàì àöäáóê M üäðòèêøè 
æäãàîèðèñàãëè âàåêäáóê ëþäá ñèáðò÷äøè ãà àëàåä ãðíñ üàðëíàãâäìäì 

r


 ðàãèóñ-åäõòíðèñ ìàæðãäáñ (åàðèàúèäáñ). àë  r


 åäõòíðäáñ 
äüíãäáàç üäðòèêèñ øäñàûêí âàãààãâèêäáäáè.  

àöåìèøìíç ðíëäêèëä  r


åäõòíðèñ éííðãèìàòäáè x, y,z –èç, 

ä.è.  r


= r


(x,y,z). èñ îèðíáà, ðíë M üäðòèêëà ëèèöí ðàöàú 

 r


 øäñàûêí âàãààãâèêäáà, ðíëêèñ ãðíñàú àð èðöåäåà üäðòèêæä 

ãàãäáóêè áëà, àñä ùàèüäðäáà 

   f (x+x, y+y, z+z) = 0. 
 

 

ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ 1.  ì è å ç  è ä ð è     ü ä ð ò è ê è ñ     ø ä ñ à û 
ê í    â à ã à à ã â è ê ä á à äüíãäáà ëèñ èë óñàñðóêíã ëúèðä 
âàãààãâèêäáäáñ, ðíëêèñ ãðíñàú àð èðöåäåà üäðòèêæä ãàãäáóêè 
áëäáè. 

øäñàûêí  r


 âàãààãâèêäáà àðèñ t ãðíèñ ôèõñèðäáóêè 
ëìèøåìäêíáèñàçåèñ àöäáóêè üäðòèêèñ üàðëíñàþåèçè âàãààãâèêäáà. 
üäðòèêèñ ìàëãåèêè âàãààãâèêäáà ãðíøè äüíãäáà èñäç óñàñðóêíã 

ëúèðä d r


 âàãààãâèêäáàñ, ðíëäêñàú üäðòèêè ñèìàëãåèêäøè èöäáñ 

ëíúäëóêè áëèñ ãðíñ. úþàãèà d r


 âàãààãâèêäáà äëçþåäåà äðç-äðç 

øäñàûêí   r


âàãààãâèêäáàñ. 
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àìàêíâèóðàã âàìèñàæöåðäáà ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëèñ 
øäñàûêí âàãààãâèêäáà ñàñðóêè ðàíãäìíáèñ áëäáèñ øäëçþåäåàøè. 
ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ  2.  ì è å ç  è ä ð   ü ä ð ò è ê ç à     ñ è ñ ò ä ë è ñ      
ø ä ñ à û ê í   â à ã à à ã â è ê ä á à  äüíãäáà ñèñòäëèñ üäðòèêäáèñ 
èñäç óñàñðóêíã ëúèðä âàãààãâèêäáäáñ, ðíëêäáèú àð àðöåäåäì  
ñèñòäëàæä ãàãäáóê áëäáñ. 

øäëãâíëèñàçåèñ, ñèñòäëèñ k-óðè üäðòèêèñ øäñàûêí 

âàãààãâèêäáèñ åäõòíðè àöåìèøìíç  r


k(xk,yk,zk)-èç, þíêí 

ìàëãåèêè  âàãààãâèêäáèñà d r


k(dxk,dyk,dzk)- èç. 

ñàäðçíã  ùàåçåàêíç, ðíë   r


k  ãà  -  r


k  äðçè ãà èâèåäà. 
àìàêèæóð ëäõàìèéàøè äðç-äðçè ëìèøåìäêíåàìè úìäáà àðèñ ûàêèñ    

ø ä ñ à û ê í   ë ó ø à í á è ñ    ú ì ä á à. 

ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ 3. M üäðòèêæä ëíõëäãè F


(X,Y,Z) ûàêèñ 

øäñàûêí ëóøàíáà ðàèëä  r

 âàãààãâèêäáàæä äüíãäáà ñéàêàðóê 

ñèãèãäñ                                  A =   ( F

  r


)                                                                                          

(25.1)                     

àìó  éííðãèìàòäáøè    A= Xx+Yy+Zz                                    
(25,1’)                     

åçõåàç, ãðíèñ àöäáóêè ôèõñèðäáóêè ëìèøåìäêíáèñàçåèñ 
ëíúäëóê ëãäáàðäíáàøè ë÷íô n ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëàæä 

ëíõëäãäáñ ûàêçà ñèñòäëà F


1, F


2,…, F


n, þíêí ñèñòäëèñ üäðòèêäáè 

èöäáäì øäñàûêí  r


1,  r


2, … , r


n  âàãààãâèêäáäáñ, ëàøèì  ñ è ñ ò ä ë è ñ     
ø ä ñ à û ê í   ë ó ø à í á à  äüíãäáà àë ûàêäáèñ ëèäð øäñàûêí 
âàãààãâèêäáäáæä øäñðóêäáóê äêäëäìòàðóê ëóøàíáàçà ÿàëñ  

    A =


n

k 1

( F


k  r


k)                                       

(25.2)                     

àìó  éííðãèìàòäáøè      A =


n

k 1

(Xkxk+Ykyk+Zkzk).                   

(25.2 ‘)        
 ëäõàìèéèñ ëðàåàêè ñàéèçþèñ øäñüàåêèñàñ ñàýèðíà ãàëàòäáèçè 
îèðíáäáè, ðíëêäáèú øäãàðäáèç àëúèðäáäì áëäáèñ ëõíìä àëíúàìäáøè áëèñ 
ðäàõúèäáèñ ðèúþåñ, àì ñóê âàëíðèúþàåäì ëàç. àë ëèæìèç øäëíåèöíç  è 
ã ä à ê ó ð è   á ë è ñ   ú ì ä á à. 

ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ 4. ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëàæä ãàãäáóê áëäáñ 
äüíãäáàç  è ã ä à ê ó ð è, çó àë áëäáèñ ðäàõúèäáèñ ëèäð 



 230 

øäñðóêäáóêè äêäëäìòàðóê ëóøàíáàçà ÿàëè ñèñòäëèñ ÷íåäê øäñàûêí 
âàãààãâèêäáàæä ìóêèñ òíêèà. 

çó ñèñòäëèñ MK üäðòèêæä ëíõëäãè ðäàõúèèñ ûàêà àðèñ RK
, 

ëàøèì èãäàêóðè áëèñ îèðíáà ÷íåäê øäñàûêí  r


K âàãààãâèêäáàæä 
èõìäáà 

              


n

k 1

( R


k  r


k) = 0,                                           

(25.3)                         

àìó  éííðãèìàòäáøè   


n

k 1

(Rkxxk+Rkyyk+Rkzzk) = 0.                        

(25.3’)      

èãäàêóðè áëèñ ëàâàêèçäáèà - âêóåè æäãàîèðè ñèñòäëèñ íðè 

üäðòèêèñ øäëàäðçäáäêè ë÷àðè öäðí æäãàîèðè èë ñþäóêèñàçåèñ, 
ðíëäêèú ëàñæä óñðèàêíã ëèâíðàåñ. 

øäëãâíëèñàçåèñ åèâóêèñþëäáç, ðíë ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëà 
èë÷íôäáà üíìàñüíðíáàøè, çó ñàü÷èñ ëíëäìòøè ÷åäêà üäðòèêèñ ñèùõàðä 
ìóêèñ òíêèà ãà ÷íåäê üäðòèêæä ëíõëäãè ûàêäáèñ ÿàëè ìóêñ óãðèñ. 

åçõåàç n ìèåçèäð üäðòèêçà Mk(xk, yk, zk) (k=1,2,…,n) ñèñòäëà  

éííðãèìàòçà 0xyz èìäðúèóê ñèåðúäøè äëíðùèêäáà  ðàíãäìíáèñ 

èãäàêóð, ¾íêíìíëóð (âäíëäòðèóê) ñòàúèíìàðóê áëàñ 

      fi(x1, y1, z1, … , xn, yn, zn) = 0,     (i=1,2,…,).   (25.4)                     

äñ ìèøìàåñ, ðíë üäðòèêçà ñèñòäëèñ 3n éííðãèìàòè øäéàåøèðäáóêèà  

ðàíãäìíáèñ áëäáèñ âàìòíêäáäáèç (<3n). ëàøàñàãàëä  ãàëíóéèãäáäê 

éííðãèìàòçà ðèúþåèà s=3n-, ðíëäêçàú øäóûêèàç ëèèöíì ìäáèñëèäðè 
ëìèøåìäêíáà. äñ ãàëíóéèãäáäêè éííðãèìàòäáè âàìñàæöåðàåäì 

âàìñàþèêåäêè ñèñòäëèñ ëãäáàðäíáàñ. ãàìàðùäìè  éííðãèìàòè (25.4)–
ãàì âàëíèñàþäáà, ðíâíðú àë s éííðãèìàòèñ ôóìõúèà. 
        ÂÀÌÑÀÆÖÅÐÀ 5. ëíúäëóêè ñèñòäëèñàçåèñ ãàëíóéèãäáäê  
éííðãèìàòçà ðèúþåñ  àë  ñ è ñ ò ä ë è ñ   ç à å è ñ ó ô ê ä á è ñ   þ à 
ð è ñ þ è ñ   ð è ú þ å è  äüíãäáà. 
        øäëíåèöíç s ðàíãäìíáèñ ãàëíóéèãäáäêè îàðàëäòðäáè q1, q2, … 
,qs, ðíëäêçà ñàøóàêäáèçàú âàìèñàæöåðäáà ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëèñ 
ëãäáàðäíáà. àë îàðàëäòðäáñ äüíãäáàç ñèñòäëèñ   â à ì æ í â à ãä á ó ê 
è          é í í ð ã è ì à ò ä á è. ëàçè ñàøóàêäáèç ( 25.4) –ãàì 
âàëíèñàþäáà ñèñòäëèñ ÷åäêà Mk(xk, yk, zk) üäðòèêèñ ãäéàðòèñ 

éííðãèìàòäáè ãà ëàøàñàãàëä, Mk  üäðòèêèñ  r


k  ðàãèóñ-åäõòíðè 
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   r


k= r


k(q1, q2, … ,qs),      (k=1,2,…,n) .                           
(25.4)              
çó  áëà  àðàñòàúèíìàðóêèà 

   r


k= r


k(q1, q2, … ,qs, t),                                                    
(25.6)                                

r


k-ñ ñðóêè åàðèàúèà âàëíèñàþäáà òíêíáèç: 

   r


k=   


s

j 1 j

k

q

r






 qj),      (k=1,2,…,n).                         

(25.7)            
üäðòèêçà ñèñòäëèñ ëíûðàíáèñ âàìòíêäáäáñ âàìæíâàãäáóê 

éííðãèìàòäáøè àñäçè ñàþä àõåç 
   q1= q1(t),    q2= q2(t), … , qs= qs(t) . 

âàìæíâàãäáóêè éííðãèìàòäáèñ üàðëíäáóêäáñ ãðíèç âàìæíâàãä-
áóêè ñèùõàðääáè äüíãäáàç.  

çó (41.2) òíêíáàøè øäåèòàìç  r


k-ñ (41.7) ëìèøåìäêíáàñ, 

ëèåèöäáç  A=


s

j 1




n

k 1

( F


k

j

k

q

r






) qj .                                                     

(25.8)                      

âàëíñàþóêäáàñ           Qj=


n

k 1

( F


k

j

k

q

r






)                                               

(25.9)                                  
äüíãäáà qj    âàìæíâàãäáóêè éííðãèìàòèñ øäñàáàëèñè  â à ì æ í â à ã ä á 
ó êè      û à ê à . 

(41.8)  àñä  ùàèüäðäáà 

                       A =


s

j 1

 Qj qj= Q1 q1 + Q2 q2 + … + Qs qs.   

(25.10)        âàìæíâàãäáóêè   ûàêäáèñ  âàëíçåêèñ  þäðþäáè. 
1. âàìæíâàãäáóêè ûàêà øäèûêäáà âàëíåçåàêíç óøóàêíã (25.9) 

ôíðëóêèç (ùàåüäðíç  éííðãèìàòäáøè) 

  Qj=


n

k 1

( F


k

j

k

q

r






) =


n

k 1

(Xkxk/ qj+ Ykyk/ qj + Zkzk/ qj ).         

(25.11)  
2. Qj ûàêèñ âàìñàæöåðèñàçåèñ ëèåúäç ñèñòäëàñ èñäçè øäñàûêí 

âàãààãâèêäáà, ðíúà qj 0, þíêí qi = 0, ðíúà ij. ëàøèì (25.10) àñä 

ùàèüäðäáà  A = Qj qj , ñàèãàìàú 
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                                            Qj = A/qj . 
3. çó ñèñòäëàæä ëíõëäãè ÷åäêà ûàêà îíòäìúèóðèà, ëàøèì  

Qj  =  / qj , 

ñàãàú   = (q1, q2, … ,qs) – ñèñòäëèñ  îíòäìúèóðè  äìäðâèàà. 
 
 
           $3.26      ØÄÑÀÛÊÍ  ÂÀÃÀÀÃÂÈÊÄÁÀÇÀ  ÎÐÈÌÚÈÎÈ 

 
        øäñàûêí âàãààãâèêäáàçà îðèìúèîè üàðëíàãâäìñ ìèåçèäð 
üäðòèêçà ñèñòäëèñ üíìàñüíðíáèñ àóúèêäáäê ãà ñàéëàðèñ îèðíáàñ. 
ñòàòèéàøè âàìþèêóê üíìàñüíðíáèñ ùåäóêäáðèå âàìòíêäáäáçàì 
øäãàðäáèç øäñàûêí âàãààãâèêäáàçà îðèìúèîèñ óîèðàòäñíáà èëàøè 
ëãâíëàðäíáñ, ðíë èâè ëàðòèåàã âàëíè÷äìäáà ðíâíðú äðçè, èñä 
ðàëãäìèëä ñþäóêèñ ñèñòäëèñ üíìàñüíðíáèñ øäñàñüàåêàã. äñ îðèìúèîè 

çäíðäëèñ ñàþèç àñä ùàëí÷àêèáãäáà 

ÇÄÍÐÄËÀ. âäíëäòðèóêè, ñòàúèíìàðóêè ãà èãäàêóðè áëäáèñ 
ëõíìä ñèñòäëèñ üíìàñüíðíáèñàçåèñ àóúèêäáäêèà ãà ñàéëàðèñè, ðíë 
ñèñòäëàæä ëíõëäãè ÷åäêà àõòèóðè ûàêèñ ëóøàíáàçà ÿàëè ÷íåäê 
øäñàûêí âàãààãâèêäáàæä è÷íñ ìóêèñ òíêè, ä.è.  

        


n

k 1

( F


k  r


k) = 0,                                                

(26.1)                      

àìó âäâëèêäáøè       


n

k 1

(Xkxk+Ykyk+Zkzk). 

ØÄÌÈØÅÌÀ øäñàûêí âàãààãâèêäáàçà îðèìúèîèñ ãàþëàðäáèç 
øäèûêäáà âàìèñàæöåðíñ èãäàêóðè áëèñ ðäàõúèà, çó áëàñ óéóåàâãäáç ãà 
àë áëèñ ðäàõúèàñ ëèóäðçäáç àõòèóð ûàêäáèñ ðèúþåñ. 

ØÄÑÀÛÊÍ ÂÀÃÀÀÃÂÈÊÄÁÀÇÀ ÎÐÈÌÚÈÎÈ ÂÀÌÆÍÂÀÃÄÁÓÊ 
ÉÍÍÐÃÈÌÀÒÄÁØÈ. çó âàåèçåàêèñüèìäáç (25.2) ãà (25.10) 
òíêíáäáñ, ëàøèì øäñàûêí âàãààãâèêäáàçà îðèìúèîèñ âàëíëñàþåäêè 
(26.1) îèðíáà  âàìæíâàãäáóê  éííðãèìàòäáøè ëèèöäáñ øäëãäâ ñàþäñ 

               Q1 q1 + Q2 q2 + … + Qs qs= 0.                                    
(26.2)                

åèìàèãàì âàìæíâàãäáóêè q1, q2,…, qs éííðãèìàòäáè óðçèäðçãà 
ëíóéèãäáêäáè àðèàì, àëèòíë ëàçè åàðèàúèäáèú óðçèäðçãàëíóéèãäáêäáè 
àðèàì. àëèòíë (26.2) òíêíáà ñàëàðçêèàìèà ëàøèì, ðíúà ÷åäêà  Qj= 0,  
ä.è. 
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                 Q1= 0,    Q2= 0,  . . . ,  Qs= 0.                                           
(26.3)                       

ëàøàñàãàëä, âäíëäòðèóêè ñòàúèíìàðóêè, èãäàêóðè áëäáèñ ëõíìä 
ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëèñ üíìàñüíðíáèñàçåèñ àóúèêäáäêèà ãà 
ñàéëàðèñè, ðíë ñèñòäëèñ ÷åäêà âàìæíâàãäáóêè ûàêà ìóêèñ òíêè è÷íñ. 

çó ñèñòäëàæä ëíõëäãè ûàêäáè îíòäìúèóðèà, ëàøèì ñèñòäëèñ 
üíìàñüíðíáèñ àóúèêäáäêè ãà ñàéëàðèñè (26.3) îèðíáà ëèèöäáñ øäëãäâ 

ñàþäñ 

   / q1  = 0,      / q2= 0,   . . . , / qs= 0.  
 

 $3.27      ËÄÕÀÌÈÉÈÑ  ÆÍÂÀÃÈ  ÂÀÌÒÍÊÄÁÀ 
 

øäñàûêí âàãààãâèêäáàçà îðèìúèîè ãàêàëáäðèñ îðèìúèîèñ 
ñàøóàêäáèç øäèûêäáà âàìåàæíâàãíç ëíûðàåè ñèñòäëèñàçåèñ. 

ãàêàëáäðèñ îðèìúèîè ñàøóàêäáàñ âåàûêäåñ ñèñòäëèñ üíìàñüíðíáèñ 
îèðíáà âàìåèþèêíç, ðíâíðú ìàëãåèêè ãà ëàøàñàãàëä, âàëíåè÷äìíç 
øäñàûêí âàãààãâèêäáàçà îðèìúèîè. àëèñ ñàôóûåäêæä ùàëíåà÷àêèáíç  ë ä 

õ à ì è é è ñ   æ í â à ã è   é à ì í ì è  
âäíëäòðèóêè áëäáèñ ëõíìä ñèñòäëèñ ÷íåäêè ëãäáàðäíáèñàçåèñ 

÷åäêà ëíúäëóêè (àõòèóðè) ûàêèñ, ðäàõúèèñ ûàêèñ ãà èìäðúèèñ ûàêèñ 
ëèäð øäñðóêäáóêè äêäëäìòàðóê ëóøàíáàçà ÿàëè ñèñòäëèñ ÷íåäê 

øäñàûêí âàãààãâèêäáàæä ìóêèñ òíêèà  

            


n

k 1

( F


k+ kR


+ k


)  r


k  = 0,                                           

(27.1)                        
àë âàìòíêäáàñ   äüíãäáà      ã è ì à ë è é è ñ        æ í â à ã è               

â à ì ò í ê ä á à. 

çó ñèñòäëà äëíðùèêäáà èãäàêóð áëäáñ, ëàøèì âåäõìäáà 

  


n

k 1

( F


k+ k


)  r


k  = 0, 

àìó                  


n

k 1

( F


k- mkW k)  r


k  = 0,                                               

(27.2)                 

äñ óéàìàñéìäêè òíêíáà âäâëèêäáøè àñä ùàèüäðäáà 




n

k 1

[ (Xk- mk
2

2

dt

xd k )xk+ (Yk- mk 2

2

dt

yd k )yk+(Zk- mk 2

2

dt

zd k )zk]=0.      

(27.3)   
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(27.2) àìó (27.3) âàìòíêäáàñ óüíãäáäì  ë ä õ à ì è é è ñ  æ í â à 
ã    â à ì ò í ê ä á à ñ, ðàãâàìàú ëàñøè âàäðçèàìäáóêèà ðíâíðú 
ñòàòèéèñ,  èñä ãèìàëèéèñ âàìòíêäáäáè. ëàñ þøèðàã óüíãäáäì ãàêàëáäð 
– êàâðàìïèñ âàìòíêäáàñ. 

ØÄÌÈØÅÌÀ 1) çó ñèñòäëàñ âààùìèà àðàèãäàêóðè áëäáè, ëàâàêèçàã, 
þàþóìèç, ëàøèì ãèìàëèéèñ æíâàãè âàìòíêäáà èëàåä ñàþèç øäâåèûêèà 

 

âàëíåè÷äìíç, íöíìãàú, àðàèãäàêóðè áëèñ ðäàõúèäáè (ëàâàêèçàã, 

þàþóìèñ  ûàêà) ëèåàéóçåìíç àõòèóð ûàêäáèñ ðèúþåñ 
2) çó ñèñòäëèñ áëäáñ øíðèñ àðèñ àðàãàëýäðè áëäáè, ëàøèì øäñàûêí 
âàãààãâèêäáäáñ ëèåàéóçåìäáç ëþíêíã èë âàãààãâèêäáäáñ,  ðíëêäáæäú 
ñèñòäëà áëäáèñàâàì àð çàåèñóôêãäáà. ãèìàëèéèñ æíâàãè âàìòíêäáèãàì, 
ðíâíðú øäãäâè, øäèûêäáà ëèåèöíç ãèìàëèéèñ æíâàãè çäíðäëäáè ãà 
ëäõàìèéóðè ñèñòäëèñ ãèôäðäìúèàêóðè âàìòíêäáäáè.  

   
             $3.28     ÊÀÂÐÀÌÏÈÑ  ËÄÍÐÄ  ÂÅÀÐÈÑ  ÂÀÌÒÍÊÄÁÄÁÈ 

 
ëäõàìèéèñ æíâàãè âàìòíêäáà, ðíëäêèú âàëíñàþàåñ ãàêàëáäð–

êàâðàìïèñ âàäðçèàìäáóê îðèìúèîñ, øäñàûêäáêíáàñ èûêäåà âàëíåè÷äìíç 
ëíûðàíáèñ ãèôäðäìúèàêóðè âàìòíêäáäáè èñä, ðíë ëþäãåäêíáàøè àð 
ëèåèöíç èãäàêóðè áëèñ ðäàõúèäáè. ëäõàìèéèñ æíâàãè âàìòíêäáèñ 
âàëí÷äìäáà ðàëãäìèëä çàåèñóôêäáèñ þàðèñþèñ ñèñòäëèñ ëíûðàíáèñ 
øäñàñüàåêàã æíâÿäð ëíóþäðþäáäêèà (ðàãâàìàú âåýèðãäáà èìäðúèèñ 
ûàêäáèñ øäëí÷åàìà ãà àëàñçàìàåä, ëþäãåäêíáàøè óìãà ëèåèöíç, ðíë 
ãäéàðòèñ éííðãèìàòäáèñ åàðèàúèäáè äðçëàìäççàì ãàéàåøèðäáóêèà), 
ûìäêè þãäáà ãàëíóéèãäáäêè âàìòíêäáäáèñ âàëí÷íôà. àëèòíë, àñäç 
øäëçþåäåàøè óôðí ëíñàþäðþäáäêèà åèñàðâäáêíç àðà ëäõàìèéèñ æíâàãè 
âàìòíêäáèç, àðàëäã ëèñâàì âàëíëãèìàðä ê à â ð à ì ï è ñ    ë ä í ð ä             
â å à ð è ñ         â à ì ò í ê ä á ä á è ç, ñàãàú äñ üèìàöíáäáè æíâàãàã 
ãàûêäóêèà. 

åçõåàç ëíúäëóêèà n ìèåçèäð üäðòèêçà Mk(xk, yk, zk) 
(k=1,2,…,n)  ñèñòäëà, ðíëäêèú äëíðùèêäáà èãäàêóð, ¾íêíìíëóð 
(âäíëäòðèóê) àðàñòàúèíìàðóê áëäáñ. ñèñòäëèñ çàåèñóôêäáèñ 
þàðèñþèñ ðèúþåè è÷íñ s. äñ  ìèøìàåñ, ðíë àðñäáíáñ s  âàìæíâàãäáóêè 
éííðãèìàòè q1, q2, … ,qs, ðíëêäáèú âàìñàæöåðàåäì ñèñòäëèñ 
ëãäáàðäíáàñ ñèåðúäøè. 

çó åèñàðâäáêäáç (25.6), (25.7), (25.9) òíêíáäáèç, ëàøèì 
ëäõàìèéèñ æíâàãè âàìòíêäáà 
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      


n

k 1

( F


k- mkW k)  r


k  = 0 

âàðéåäóêè âàðãàõëìäáèñ øäëãäâ ëèèöäáñ øäëãäâ ñàþäñ 

         ( )
j

d T

dt q




 - 

jq

T




 = Qj        (j= 1,2,…,s).                             

(28.1)        

ñàãàú T= T(q1, q2, … ,qs, q1 , q2, … ,qs, t ) - ñèñòäëèñ éèìäòèéóðè 
äìäðâèàà, þíêí Qj - ñèñòäëèñ  âàìæíâàãäáóêè  ûàêà. 

äñ âàìòíêäáäáè àðèàì ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëèñ ëíûðàíáèñ 
ãèôäðäìúèàêóðè âàìòíêäáäáè âàìæíâàãäáóê éííðãèìàòäáøè, àìó 
ðíâíðú ëàç óüíãäáäì  ê à â ð à ì ï è ñ  ë ä í ð ä   â å à ð è ñ  â à  ì  
ò í ê ä á ä á è. âàìòíêäáàçà (28.1) ñèñòäëà øäèúàåñ èëãäì 
âàìòíêäáàñ, ðàëãäìè çàåèñóôêäáèñ þàðèñþèú àõåñ ñèñòäëàñ. äñ 
âàìòíêäáäáè àëàñçàìàåä àð øäèúàåäì  ðäàõúèèñ  ûàêäáñ. 
àë âàìòíêäáäáèñ óîèðàòäñíáà àãðä ëèöäáóê ñèñòäëèñ ëíûðàíáèñ ñþåà 
âàìòíêäáäáçàì øäãàðäáèç èëàøè ëãâíëàðäíáñ, ðíë ëàçè ñàþä ãà 
ðàíãäìíáà àð àðèñ ãàëíéèãäáóêè àðú ëíúäëóê ñèñòäëàøè øäëàåàê 
ñþäóêçà (àì üäðòèêçà) ðàíãäìíáàæä, àðú ëàçè ëíûðàíáèñ þàñèàçæä.  
êàâðàìïèñ âàìòíêäáäáèñ ðèúþåè âàìèñàæöåðäáà ëþíêíã ñèñòäëèñ 
çàåèñóôêäáèñ þàðèñþèñ ðèúþåèç. 
            çó ìèåçèäð üäðòèêçà ñèñòäëà ëíûðàíáñ îíòäìúèóð ûàêçà 
åäêøè, ëàøèì àðñäáíáñ ûàêçà ôóìõúèà U, ðíëäêñàú øääñàáàëäáà 

îíòäìúèóðè äìäðâèà   = - U ãà âàìæíâàãäáóêè ûàêèñàçåèñ âåàõåñ   

                                    Qj = 

jq

U




 = - 

jq


              (j= 1,2,…,s). 

øäåèòàìíç äñ ëìèøåìäêíáà (28.1) âàìòíêäáàøè ãà øäëíåèöíç 

àöìèøåìà  L = T + U = T -   .    
L–ñ äüíãäáà  ê à â ð à ì ï è ñ   ô ó ì õ ú è à   (àì éèìäòèéóðè 

îíòäìúèàêè).    
ëþäãåäêíáàøè ëèåèöíç, ðíë  

              - 
.

jq

U




 = 

.

jq


 = 0,          ä.è.   

.

jq

T




=  

.

jq

L




 . 

(44.1) àñäç ñàþäñ ëèèöäáñ 
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              ( )
j

d L

dt q




 - 

jq

L




 = 0          (j= 1,2,…,s) .                

(28.2) 
äñ âàìòíêäáäáè üàðëíàãâäìäì êàâðàìïèñ ëäíðä âåàðèñ âàìòíêä-

áäáñ, ðíãäñàú àðñäáíáñ ûàêçà ôóìõúèà. îíòäìúèóð ûàêçà åäêøè 
ëíûðàåè ñèñòäëèñàçåèñ àë ãèôäðäìúèàêóðè âàìòíêäáäáèñ øäñàãâäìàã 
ñàéëàðèñèà åèúíãäç ëþíêíã äðçè ôóìõúèà – êàâðàìïèñ ôóìõúèà. 
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