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ლეონტიევის საწარმოო ფუნქციები; ეკონომიკური დინამიკის წონასწორობის მოდელი; ბაზრის 
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კეინსის დინამიური მოდელი; სამუელსონ - ჰიქსის დისკრეტული მოდელი; მაკროეკონომიკური 
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პრაქტიკული და სასემინარო მეცადინეობების ჩასატარებლად. 

 

 

რეცენზენტი: ფიზიკა-მათემატიკის                              ჰამლეტ  მელაძე 

                         მეცნიერებათა დოქტორი,  

                          პროფესორი 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3 
 

სარჩევი 

შესავალი                                                                                                                                 

$ 1.წრფივი დაპროგრამების ამოცანები 

$ 2. ამოცანა მინიმალური დანახარჯების შესახებ                                                                                                    

$ 3. წრფივი დაპროგრამების ამოცანების გრაფიკული ამოხსნა 

$ 4.მაქსიმალური მოგების მიღების მოდელი 

$ 5.ოპტიმალური რაციონის  მოდელი 

$ 6. დარგთაშორისი ბალანსის ლეონტიევის მოდელი 

$ 7. საერთაშორისო ვაჭრობის რიკარდოს მოდელი 

$ 8. სტოუნის მომხმარებლის არჩევანის მოდელი 

$ 9.ქვეყნის მოსახლეობის შემოსავლის განსაზღვრის მოდელი 

$ 10.ქობ-დაგლასის და ლეონტიევის საწარმოო ფუნქციები 

$ 11. ეკონომიკური დინამიკის წონასწორობის მოდელი 

$ 12.ეკონომიკური დინამიკის მოდელები. ბაზრის მუშაობის ობობას ქსელისებრი 

მოდელი 

$ 13. სამომხმარებლო საქონლების ბაზრის ვალრასის დინამიური მოდელები 

$ 14.ერთი საქონლის ბაზრის  ვალრასი - ევანსი - სამუელსონის დინამიური 

მოდელები 

$ 15. ალენისა და მარშალის ერთი საქონლის ბაზრის დინამიური უწყვეტი მოდელები 

$ 16. ფასების რხევების მოდელი 

$ 17.მაკროეკონომიკური დინამიკის ჰაროდი - დომარის მოდელი 

$ 18.კეინსის დინამიური მოდელი 

$ 19. სამუელსონ - ჰიქსის დისკრეტული მოდელი 

$ 20. მაკროეკონომიკური დინამიკის სოლოუს არაწრფივი მოდელი 

$ 21. საწარმოს მუშაობის არაწრფივი მოდელი 

ლიტერატურა              



4 
 

                                                      შესავალი 

 

Tanamedrove ekonomikuri Teoria, rogorc mikro aseve makro 

doneze, Seicavs maTematikur modelebs da meTodebs rogorc 

bunebrivad aucilebel elementebs [1, 6, 8, 18 19]. 

maTematikuri modelebis gamoyeneba ekonomikaSi iZleva 

saSualebas: 

10. gamovyoT da formalurad aRvweroT ekonomikuri 

cvladebisa da obieqtebis yvelaze mniSvnelovani, arsebiTi 

kavSirebi; amasTan, rTuli obieqtis Seswavla iTvaliswinebs 

abstraqciis umaRles xarisxs; 

20. mkafiod formulirebul sawyisi monacemebidan da 

Tanafardobebidan deduqciis meTodebiT miiReba daskvnebi, 

romlebic adekvaturia ganxiluli obieqtisa;  

30. maTematikuri meTodebi iZleva saSualebas induqtiuri 

gziT miviRoT obieqtze axali codna: SevafasoT forma da misi 

cvladebis damokidebulebis parametrebi, romlebic umaRles 

xarisxSi Seesabameba arsebul dakvirvebebs. 

40. maTematikuri enis (aparati) gamoyeneba zustad da 

kompaqturad iZleva saSualebas avxsnaT ekonomikuri Teoriis 

debulebebi, misi cnebebi da daskvnebi. 

maTematikur modelebs ilustraciuli da kvleviTi miznebiT 

ixilavdnen adre: f.kene (1758, "ekonomikuri cxrili"), a.smiti 

(klasikuri makroekonomikuri modeli), d.rikardo 

(saerTaSoriso vaWrobis modeli). 
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XIX saukuneSi sabazro ekonomikis modelirebaSi didi 

wvlili Seitana maTematikurma skolam (l. valrasi, o.kurno, 

v.pareto , f. ejuorti da sxva). 

XX saukuneSi modelirebis maTematikuri meTodebi farTod 

gamoiyeneba ეკონომიკაში, maT gamoyenebasTan dakavSirebulia yvela 

naSromi, romelic aRiniSna nobelis premiiT ekonomikis dargSi. 

     1968 წელს შვედეთის სამეფო ბანკმა, დაარსების 300 წლისთავის 

აღსანიშნავად, დააფუძნა ნობელის სახელობის პრემია ეკონომიკაში 

(ოფიციალური დასახელება: ალფრედ ნობელის სახელობის შვედეთის 

სამეფო ბანკის პრემია ეკონომიკურ მეცნიერებებში). 

   პირველი პრემია 1969 წელს მიენიჭა ჰოლანდიელს იან ტინბერგენს 

(1903 – 1994) და ნორვეგიელ რაგნარ ფრიშს (1895 – 1973), „ეკონომიკური 

პროცესების ანალიზისთვის დინამიკური მოდელების შემუშავებისა და 

გამოყენებისთვის“.     

        ნორვეგიელი ეკონომისტი და ეკონომეტრისტი რაგნარ ფრიში 

ეკონომეტრიკის – მეცნიერების, რომელიც შეისწავლის მათემატიკური 

მოდელებისა და სტატისტიკური მეთოდების გამოყენებას ეკონომიკურ 

მონაცემებთან მიმართებაში – პიონერს წარმოადგენდა. მასვე ეკუთვნის 

ტერმინები „ეკონომეტრიკა“ და „მაკროეკონომიკა“. ის თანამედროვე 

ეკონომიკური მეცნიერების ერთ-ერთი დამაარსებელია. მას სახელი 

გაუთქვა დიდმასშტაბიანი ეკონომეტრიკული მოდელების შემუშავებამ, 

რომლებიც ეკონომიკურ დაგეგმვასა და ეროვნული შემოსავლის 

აღრიცხვასთან იყო კავშირში. მის ინტერესების სფეროში შედიოდა 

სავაჭრო ციკლები, საწარმოო თეორია, სამომხმარებლო ქცევა და 

სტატისტიკა. 

       ჰოლანდიელი ეკონომისტი იან ტინბერგენსი ცნობილია თავისი 

ეკონომეტრიკული მოდელებით. მას ეკუთვნის პირველი ეროვნული 

ყოვლისმომცველი მაკროეკონომიკული მოდელი, რომელიც მან 

თავდაპირველად 1936 წელს შექმნა ნიდერლანდებისთვის, ხოლო 
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მოგვიანებით გამოიყენა აშშ-სა და დიდი ბრიტანეთისთვის. მან 

პირველმა შემოიტანა განსხვავება სამიზნე მაჩვენებლებსა და 

ინსტრუმენტებს შორის და ხაზი გაუსვა იმ გარემოებას, რომ სამიზნე 

მაჩვენებლებისა და მათი სასურველი მნიშვნელობის მიღწევისთვის 

გამოყენებულ ინსტრუმენტთა რაოდენობა ტოლი უნდა იყოს. ეს ცნებები 

და პრინციპები დღესაც გამოიყენება მსოფლიოს ცენტრალური ბანკების 

მიერ საკუთარი მოდელების შემუშავებისას. 

        1972 წელს  კენეტ ეროუმ (1921 – 2017) და ჯონ ჰიქსმა (1904 – 1989), 

მიიღეს ნობელის პრემია  შრომათა ციკლისათვის  „წონასწორობისა და 

კეთილდღეობის ზოგადი თეორიის შექმნისათვის“. 

       1973  წელს ვასილი ლეონტიევმა (1905 -1999) მიიღო ნობელის პრემია 

„დარგთაშორისი ბალანსის მათემატიკური მოდელი“ -ის შექმნისათვის. 

1974  წელს ჯონ ფორბს ნეშმა (1928 – 2015)  მიიღო  ნობელის პრემია  

ნაშრომთა ციკლისათვის „თამაშებში ოპტიმალური სტრატეგიების 

კვლევის მათემატიკური მეთოდი“. 

        1975 წელს  ლეონიდე კანტოროვიჩმა (1912 – 1986) და ტიალინგ ჩარლ 

კუპმანსმა  (1910 – 1985) მიიღეს ნობელის პრემია  ნაშრომთა 

ციკლისათვის  „წრფივი დაპროგრამება, სურსათის ოპტიმალური 

განაწილების თეორია“. 

         1987 წელს  რობერტ სოლოუმ (1924  -  ) მიიღო ნობელის პრემია 

ნაშრომთა ციკლისათვის  „ფუნდამენტური კვლევებისათვის 

ეკონომიკური ზრდის თეორიაში“. 

2005  წელს რობერტ  აუმანმა (1930  - ) და  ტომას შელინგმა  

 (1921 – 2016) მიიღეს ნობელის პრემია  ნაშრომთა ციკლისათვის  

„კონფლიქტისა და კოოპერაციის პრობლემების გაგება ანალიზის 

მეშვეობით თამაშთა თეორიის ფარგლებში“. 
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          2007 წელს როჯერ მაერსონმა  (1951 - )  მიიღო ნობელის პრემია 

ნაშრომთა ციკლისათვის  „ოპტიმალური მექანიზმების საფუძვლების 

თეორიის შექმნისთვის“. 

    ეკონომიკური თეორიიდან ცნობილია, რომ ბაზარი ეფექტურია, 

თუმცა რესურსების არანაირი განაწილება არ იძლევა იმის 

შესაძლებლობას, რომ ბაზრის მონაწილეებმა გაიუმჯობესონ თავიანთი 

მდგომარეობა არსებული ფასების გათვალისწინებით. ეს საკითხი 

განიხილეს სწორედ ლოიდ შეპლიმ (1923 – 2016) და ელვინ როტმა, 

რისთვისაც 2012 წელს ნობელის პრემია მიიღეს ნაშრომთა ციკლისთვის 

„მდგრადი განაწილებისა და ბაზრის მოდელირების პრაქტიკაში 

წვლილისათვის“.  მათ განიხილეს ორმხრივი ბაზრები, სადაც 

ურთიერთქმედებენ ქალები და კაცები, მომუშავეები და ფირმები, 

სტუდენტები და უნივერსიტეტები და ა.შ. ამ შემთხვევაში ბაზარი 

მოიაზრება არამხოლოდ ეკონომიკური კუთხით. ეკონომიკისათვის 

დაწერილმა ამ თეორიამ შემდგომ სხვა სფეროებშიც ჰპოვა გამოყენება. 

      2013 წლის ნობელის სახელობის პრემია ეკონომიკაში მიენიჭა სამ 

მეცნიერს – იუჯინ ფამას (1939 -  ), ლარს პეტერ ჰანსენსა და რობერტ 

შილერს ნაშრომთა ციკლისათვის „აქტივების ფასების ემპირიული 

ანალიზისთვის“. 

      ამერიკელი ეკონომისტი იუჯინ ფამა ცნობილია თავისი 

მოღვაწეობით პორტფელის თეორიასა და აქტივების ფასწარმოქმნაში. 

ითვლება ე.წ. „ეფექტიანი ბაზრების ჰიპოთეზის“ შემქმნელად. ამ 

ჰიპოთეზის მიხედვით არსებული ინფორმაცია დაუყოვნებლივ და 

სრულად აისახება აქტივის (ფასიანი ქაღალდის) საბაზრო 

ღირებულებაში. ი. ფამამ შემოიტანა ბაზრის ეფექტიანობის სამი ტიპი – 

სუსტი, როდესაც აქტივის ფასი ასახავს აქტივთან დაკავშირებულ მთელ 

ისტორიულ ინფორმაციას; ნახევრად-ძლიერი – როდესაც აქტივის ფასი 

ასახავს ისტორიულ და მიმდინარე საჯარო ინფორმაციას აქტივის 

შესახებ; ძლიერი – როდესაც აქტივის ფასი ასახავს მთლიან ინფორმაციას 

აქტივის შესახებ – ისტორიულ, მიმდინარე საჯაროსა და ინსაიდერულს. 
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შედეგად, ეფექტიანი ბაზრების შემთხვევაში შეუძლებელია შემოსავლები 

მუდმივად აღემატებოდეს საშუალო საბაზრო ამონაგებს. 

     ამერიკელი ეკონომისტი ლარს ჰანსენი (1952 - ), ცნობილია 

მომენტების განზოგადოებული მეთოდის (GMM – Generalized Method of 

Moments) შექმნით. ეს მეთოდი ფართოდ გამოიყენება იმ შემთხვევაში, 

როდესაც მაქსიმალური მსგავსობის მეთოდი (Maximum Likelihood 

Estimation) გამოუყენებადია რთული და კომპლექსური ეკონომიკური 

მონაცემების შემთხვევაში. მან აჩვენა, თუ როგორ შეიძლება მომენტების 

პირობების გამოყენება (როდესაც პირობითი მოსალოდნელი 

მნიშვნელობები ნულის ტოლი უნდა იყოს პარამეტრების ჭეშმარიტი 

მნიშვნელობებისთვის) გონივრული და ვალიდური ესტიმატორების 

გამოთვლისთვის. 

     ამერიკელი ეკონომისტი რობერტ შილერი (1946 - ), ცნობილი თავისი 

მოღვაწეობით აქტივების ფასების თეორიაში. თავისი წიგნის 

„ირაციონალური სწრაფი ზრდა“ (Irrational Exuberance) ორ სხვადასხვა 

გამოცემაში მან სწორად იწინასწარმეტყველა და აღწერა თავდაპირველად 

ე.წ. დოტკომ ბუშტი, ხოლო შემდგომ – უძრავი ქონების ბუშტი. 2000 

წლის გამოცემაში მან ხაზი გაუსვა გარემოებას, რომ სააქციო ბაზრები 

გადაფასებული იყო და ბუშტის გასკდომა უახლოეს მომავალში 

გარდაუვალი იყო – რაც მოხდა კიდეც წიგნის გამოქვეყნებიდან 

რამდენიმე დღეში. 2005 წლის გამოცემაში მან მიაქცია ყურადღება იმ 

ფაქტს, რომ აშშ-ში ბევრგან მედიანური შემოსავალი 6 - 9-ჯერ ნაკლები 

იყო, ვიდრე უძრავი ქონების მედიანური ფასები, ხოლო უძრავი ქონების 

ინფლაციაზე კორექტირებული ფასების ამონაგები წელიწადში 1%-ზე 

ნაკლები იყო. ამ ინფორმაციაზე დაყრდნობით მან იწინასწარმეტყველა 

უძრავი ქონების ბუშტის სწრაფი გასკდომა. 2007-2008 წლებში ასეც 

მოხდა, რამაც მნიშვნელოვანი ტრიგერის როლი ითამაშა 2008- 2009 

წლების გლობალურ ფინანსურ კრიზისში. შილერის ნაშრომები მოიცავს 

მრავალ თემას ბიჰევიერისტული ფინანსებიდან რისკ-მენჯმენტამდე. ის 
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დღევანდელობის 100 ყველაზე გავლენიანი ეკონომისტის რიცხვში 

შედის. 

     

maTematikuri modelebi, romlebic gamoiyeneba ekonomikaSi 

modelirebadi obieqtis Taviseburebebis, modelirebis miznebisa 

da gamoyenebuli instrumentebis niSnebis mixedviT, iyofa 

Semdeg klasebad: makro da mikroekonomikuri; Teoriuli da 

gamoyenebiTi; optimizaciuri da wonasworuli; statistikuri da 

dinamikuri modelebi. 

makroekonomikuri modeli aRwers ekonomikas rogorc erTian 

erTeuls, akavSirebs erTmaneTTan gamsxvilebul materialur da 

finansur maCveneblebs: moxmareba, investiciebi, saprocento 

ganrigi, fulis masa da sxva. 

mikroekonomikuri modeli aRwers ekonomikis struqturuli 

da funqcionaluri mdgenelebis urTierTmoqmedebas an 

calkeuli aseTi mdgenelis qcevas sabazro garemoSi. Teoriuli 

modelebi iZleva saSualebas SeviswavliT daskvnebisa da 

formaluri wanamZRvrebis deduqciis meSveobiT ekonomikisa da 

misi maxasiaTebeli elementebis Tvisebebi. gamoyenebiTi modelebi 

iZleva saSualebas SevafasoT konkretuli ekonomikuri 

obieqtis funqcionirebis parametrebi da gavakeToT 

rekomendaciebi praqtikuli gadawyvetilebebis misaRebad. 

gamoyenebiT modelebs upirveles yovlisa miekuTvneba 

ekonometrikuli modelebi, romlebic iyeneben ekonomikuri 

cvladebis ricxviT mniSvnelobebs da statistikurad afaseben 

maT arsebuli dakvirvebebis safuZvelze. 



10 
 

sabazro ekonomikis modelirebaSi mniSvnelovani adgili 

ukavia wonasworobis modelebs. isini aRweren ekonomikis iseT 

mdgomareobas, roca yvela Zalis tolqmedi, romlebic 

cdiloben mis gamoyvanas wonasworobidan, miiswrafvis 

nulisaken. arasabazro ekonomikaSi uwonasworoba zogierTi 

parametriT (magaliTad, deficiti) kompensirdeba sxva 

faqtorebiT (Savi bazari, rigebi,...). wonasworuli modeli 

deskriptulia, aRmwerilobiTia. optimizacia sabazro ekonomikis 

TeoriaSi gamoiyeneba mikrodoneze (momxmareblis sargeblianobis 

maqsimizacia an firmis mogeba); mikrodoneze ekonomikuri 

subieqtebis qcevis racionaluri arCevis Sedegia zogierTi 

wonasworuli mdgomareoba. 

statistikur modelebSi aRiwereba ekonomikuri obieqtis 

mdgomareoba konkretul momentSi an drois garkveul periodSi. 

dinamikuri modeli Seicavs ekonomikuri cvladebis 

urTierTkavSirs droSi. 

statistikur modelebSi, rogorc wesi, fiqsirdeba rigi 

sidideebis mniSvnelobebi, romlebic dinamikaSi cvladia - 

magaliTad, kapitaluri resursebi, fasebi da a.S. dinamikuri 

modeli ar daiyvaneba rigi statistikuri martivi jamisken, 

aramed aRwers Zalebs da urTierTqmedebas ekonomikaSi, 

romlebic gansazRvraven masSi procesebis msvlelobas. rogorc 

wesi, dinamikuri modeli iyenebs diferencialuri da sxvaobiani 

gantolebebis aparats, agreTve variaciul aRricxvas. 

determinirebuli modeli varaudobs modelis cvladTa Soris 

xist funqcionalur kavSirebs [1,6]. stoqasturi modeli uSvebs 
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SemTxveviTi moqmedebebis arsebobas gamokvlevad maCveneblebze 

da iyenebs maTi aRwerisaTvis albaTobis Teoriisa da 

maTematikuri statistikis aparats [8].  

maTematikuri ekonomika mecnierebis ganyofilebaa, romelic 

dakavebulia ekonomikuri procesebis maTematikuri modelebis 

Tvisebebis da amoxsnebis analiziT. maTematikuri ekonomika 

gancalkevebulia ekonometrikisagan, romelic dakavebulia 

ekonomikuri damokidebulebebisa da modelebis statistikuri 

SefasebiT da analiziT empiriuli monacemebis Seswavlis 

safuZvelze. 

maTematikuri ekonomikis modelebs Soris SeiZleba gamovyoT 

ori msxvili klasi - ekonomikur sistemebSi wonasworobis 

modeli da ekonomikuri zrdis modeli. wonasworobis modeli 

(magaliTad, erou-debres modeli; "xarjva-gamoSvebis" 

leontievis modeli) gvexmareba iseTi ekonomikuri sistemebis 

SeswavlaSi, romelSic yvela gare Zalis tolqmedi nulis 

tolia. es, rom vTqvaT, statikuri modelebia, xolo 

ekonomikuri dinamika aRiwereba zrdis modelebis meSveobiT 

(harodi-domaris modeli; solous modeli; magistraluri tipis 

modeli,...). zrdis modelebis kvlevis arsebiTi momentia 

stacionaruli zrdis traeqtoriebis analizi da povna (zrda 

mudmivi struqturuli maxasiaTeblebiT), romlisken miiswrafeba 

modeliT aRwerili ekonomikuri sistema. stacionaruli zrdis 

traeqtoriebis gamokvleva erTdroulad warmoadgens bazas 

zrdis ufro rTuli tipebis analizisaTvis da damakavSirebeli 

rgolia ekonomikuri wonasworobis modelebTan, radganac aseTi 

traeqtoriebis moZebna tolfasia garkveuli saxiT cvalebadi 
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wonasworuli mdgomareobis gansazRvrisa. mniSvnelovani wvlili 

zrdis TeoriaSi Seitanes fon neimanma, soloum, geilma, 

moriSimam da sxvebma. 

pirveli Sromebi ekonometrikaSi gamoCndnen XIX saukunis 

bolos, XX saukunis dasawyisSi. 1897 wels gamoCnda 

ekonomikur TeoriaSi maTematikuri skolis fuZemdeblis  

ვილფრედო paretos (1848 – 1923) naSromi, romelic eZRvneba 

sxvadasxva qveyanaSi mosaxleobis Semosavlebis statistikur 

Seswavlas. SemoTavazebuli iyo paretos wiri y=A(x – a)-, sadac 

x - Semosavlis sididea, y - im pirTa raodenobaa, romelTa 

Semosavali aRemateba x-s, a - minimaluri Semosavalia, A > 0 da 

> 0 - damokidebulebis parametrebia, romlebic miiReba 

statistikuri meTodiT. 

dRevandel dRes ekonometrikuli modelebi da meTodebi ara 

marto mZlavri instrumentia ekonomikaSi axali codnis 

misaRebad, aramed farTod gamoyenebadi aparatia prognozirebaSi, 

sabanko saqmeSi, biznesSi praqtikuli gadawyvetilebebis 

misaRebad. 
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$1. wrfivi daprogramebis amocanebi 

 

optimizaciuri amocana aris ekonomiko-maTematikuri amocana,  

romelic mdgomareobs miznobrivi funqciis optimaluri 

(maqsimaluri an minimaluri) mniSvnelobis  povnaSi, amasTan 

cvladTa mniSvnelobebi unda ekuTvnodes dasaSveb mniSvnelobaTa 

zogierT ares [1]. 

zogadi saxiT amocanis maTematikuri dasma Semdegia: 

 

                            U = f(X)→   max an min                                     (1.1) 

                            X  W, X = (x1, x2, ...xn), 

W  (x1, x2,...xn) cvladebis dasaSvebi mniSvnelobaTa area, 

f(X) - miznobrivi funqciaa. 

imisaTvis, rom amovxsnaT optimizaciis amocana (1.1) 

sakmarisia vipovoT misi optimaluri amoxsna, e.i. iseTi X0  W, 

rom maqsimizaciis amocanis SemTxvevaSi 

                               f(X0)  f(X),   X  W, 

xolo minimizaciis amocanis SemTxvevaSi 

                               f(X0)  f(X),  X  W. 

optimizaciis amocana amouxsnadia, Tu mas ar gaaCnia 

optimaluri amoxsna. kerZod, maqsimizaciis amocana amouxsnadia, 

Tu miznobrivi f(X) funqcia dasaSveb W simravleze ar aris 

SemosazRvruli zemodan. 
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optimizaciuri amocanebis amoxsnis meTodebi damokidebulia 

rogorc miznobrivi f(X) funqciis saxeze, aseve dasaSveb W 

simravlis agebulebaze. Tu amocanaSi miznobrivi funqcia n 

cvladisaa, maSin amoxsnis meTodebs maTematikuri daprogramebis 

meTodebi ewodeba. 

maTematikur daprogramebaSi miznobrivi f(X) funqciis da W 

aris saxidan gamomdinare gamoyofen Semdeg ZiriTad amocanebs: 

1. wrfivi daprogramebis amocanebi, f(X) da W wrfivobis 

SemTxvevaSi. 

2. mTelricxviani daprogramebis amocanebi, Tu dasmulia 

(x1,x2,...xn) cvladTa mTelricxovnobis piroba. 

3. arawrfivi daprogramebis amocanebi, Tu f(X)-is forma 

atarebs arawrfiv xasiaTs. 

wrfivi daprogramebis amocana ewodeba operaciaTa kvlevis 

amocanas, romlis maTematikuri modeli mdgomareobs SemdegSi: 

 

            max(min)xc)X(f j

n

1j
j  


,                (1.2) 

 

            m,...2,1MI,Ii,bx ij

n

1j
ij 



a ,       (1.3) 

           Mi,bx ij

n

1j
ij 



a ,                     (1.4) 
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                        xj  0, jJ, J  N = {1,2,...n}.                                     (1.5) 

 

amasTan, wrfiv gantolebaTa (1.3) da utolobaTa (1.4), (1.5) 

sistemas, romelic gansazRvravs amocanis amoxsnis dasaSveb W 

simravles, wrfivi daprogramebis amocanis SezRudvis sistema 

ewodeba, xolo wrfiv f(X) funqcias - miznobrivi funqcia an 

optimalurobis kriteriumi. 

kerZo SemTxvevaSi, Tu I = , maSin (1.3), (1.4) sistema Sedgeba 

mxolod wrfiv (1.4) utolobebisagan, xolo Tu I=M, maSin - 

wrfiv gantolebebisagan (1.3). 

Tu wrfivi daprogramebis amocanis maTematikur models aqvs 

saxe: 

              minxc)X(f j

n

1j
j  


,                 (1.6) 

              m,1i,bx ij

n

1j
ij 



a ,                  (1.7) 

 

                                bi  0, xj0,  n,1j  ,                   (1.8) 

 

maSin amocana warmodgenilia kanonikuri formiT. 
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$ 2. amocana minimaluri danaxarjebis Sesaxeb 

 

vTqvaT, qalaqSi tardeba msoflio pirveloba fexburTSi. 

qalaqSi aris ori sastumroTa didi kompleqsi da ori 

stadioni. pirvel kompleqsSi SeuZlia icxovros a raodenobis, 

xolo meoreSi b raodenobis fexburTis gulSematkivars 

(modeli gulisxmobs, rom sastumroTa kompleqsebSi 

ganTavsebuli arian mxolod fexburTis msoflio pirvelobaze 

Camosuli gulSematkivrebi). 

qalaqis pirveli safexburTo stadionis tevadobaa c, xolo 

meoresi d (modelSi gaTvaliswinebulia, rom safexburTo 

stadionebze daswrebis bileTebi gaaCniaT mxolod sastumroTa 

mobinadreebs). erTi gulSematkivris gadayvana pirveli 

kompleqsidan pirvel stadionze 11 dolari jdeba, meore 

stadionze 12 dolari, xolo meore kompleqsidan pirvel 

stadionze 21 dolari Rirs, meore stadionze 22. rogor unda 

gadaviyvanoT sastumroTa kompleqsebidan stadionebze 

gulSematkivrebi, rom satransporto danaxarjebi iyos 

minimaluri. 
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SemoviRoT aRniSvnebi: 

x1 - gulSematkivarTa raodenobaa gadayvanili pirveli 

kompleqsidan pirvel stadionze; 

x2 - pirveli kompleqsidan meore stadionze; 

x3 - meore kompleqsidan pirvel stadionze; 

x4 - meore kompleqsidan meore stadionze. 

maSin amocanis maTematikuri dasma Semdegnairad Caiwereba: 

          f(x1,x2,x3,x4) =11x1 +12x2 + 21x3 + 22x4 → min, 

sadac                11,12,21,22 > 0.             (2.1) 

                  





















,dxx

,cxx

,bxx

xx

42

31

43

21 a,

                   (2.2) 

                                        xi  0, 4,1i  . 

bunebrivia, rom  

                  



4

1i
i dcbx a . 

(2.2)-dan martivad miiReba 

                  














,xcbx

,xcx

,xx

14

13

12 a

                 (2.3) 
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saidanac miviRebT, roca  

        b  c, x1  [0, min(a,c)]; b < c, x1  [c-b, min(a,c)]. 

amrigad, miznobrivi f funqcia (minimaluri satransporto 

danaxarji) miiRebs saxes: 

 

      f(x1) =11x1 +a – x112 +c – x121 +b – c + x122 = 

             =a12  + c + b – c22 +x1.      (2.4) 

 

ganvixiloT sami SemTxveva: 

a)  

anu  

                (2.5) 

maSin (2.4)-dan miviRebT 

                                  f = a+ c+ (b – c)               (2.6) 

 

anu f mudmivia. martivad SeiZleba vaCvenoT, rom f > 0, Tu b  c, 

maSin  

                                 f = a+ c+ (b – c) 

radganac a, c, , , > 0. 

Tu b < c, maSin (2.5)-is ZaliT 
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f = a+ c+ (b – c)a+ c+ (b – c)– ) =  

  = a+ c+ (b – c)b – cc – b= 

= (a + b – c)+ b+ (c – b)= d+ b+(c – b)

                                                (2.7) 

radganac a + b = c + d, d, b(c – b) > 0. 

amrigad, (2.5) SemTxvevaSi miznobrivi funqcia f nebismieri x1-

Tvis dasaSvebi aredan mudmivia da dadebiTi. 

b) Tu  

,              (2.8) 

maSin f funqcia zrdadia, 

roca b  c [0, min(a, c)] SualedSi, 

xolo roca b < c, [c – b, min(a, c)] SualedSi.' 

amrigad, roca b  c miznobrivi f funqcia aRwevs Tavis 

minimalur (2.6) mniSvnelobas x1=0 wertilSi, xolo 

optimaluri amoxsna iqneba: 
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roca b < c miznobrivi f funqcia aRwevs Tavis minimalur 

mniSvnelobas x1 = c – b wertilSi. 

 f(c – b)= a+ c+ (b – c)(c – b)). 

cxadia, rom (2.7)-is ZaliT f(c – b) > 0. 

optimaluri amoxsna, roca b < c Caiwereba Semdegi saxiT: 
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                  (2.10) 

g) Tu 

,                                          (2.11) 

maSin (2.4)-is Tanaxmad f(x1) funqcia klebadia, e.i. aRwevs Tavis 

minimalur mniSvnelobas 

                               x1 = min(a,c) 

wertilSi. maSin optimaluri amoxsna iqneba 

 

x1 = min(a, c),          x2 = a – min(a, c),  

x3 = c – min(a,c),      x4 = d – a + min(a,c).                                       (2.12) 

 

vaCvenoT, rom f(min(a,c)) dadebiTia (2.11) SemTxvevaSi. 
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f(min(a,c)) = a+ c+ (b – c)

min(a,c).                 (2.13) 

vTqvaT, c  a, maSin 

 

f(c) = a+ c+ b c c c c c

(a – c)+ b+ c> 0. 

Tu a < c, maSin 

f(a) = a+ c+ (b – c)+ a( 

 a+ a+ (b – c)+ a(  

= (b – c)+ aa(a + b – c)+ a= d+ a> 0. 

 

ganvixiloT kerZo SemTxvevebi: 

10. a = 30000, b = 40000, c = 20000, d = 50000. 

$, $, $, $, 

anu gvaqvs SemTxveva (b) (c < a < b), 



miznobrivi funqcia aRwevs minimums, roca x1 = 0.  

              f(0) =  a+ c+ (b – c)= 460000$, 

xolo optimaluri amonaxsni iqneba (2.9) 
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20. a = 20000, b = 30000, c = 25000, d = 25000. 

$, $, $, $. 

adgili aqvs (g) SemTxvevas (a < c < b), radganac 

   

klebadi miznobrivi funqcia (2.4) aRwevs minimalur 

mniSvnelobas min(a,c) = 20000 = a wertilSi, f(a) = 295000$, 

xolo optimaluri amonaxsni Caiwereba:   
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30. a = 25000, b = 20000, c = 15000, d = 30000. 

$, $, $, $. 

adgili aqvs (a) SemTxvevas, (c < b < a), radganac 

           

amrigad, miznobrivi funqcia nebismieri x1  [0, 15000],  
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f = a+ c+ (b – c)= 250006 + 150006 + 50005 = 265000$. 

 

40. a = 22000, b = 15000, c = 25000, d = 12000. 

$, $, $, $. 

adgili aqvs (b) SemTxvevas, (b < a < c), radganac 

   

miznobrivi funqcia aRwevs Tavis minimalur mniSvnelobas  

x1 = c – b = 10000   wertilSi.   f(10000) = 294000$, xolo optima-

lur amoxsnas aqvs saxe (2.10): 
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50. a = 20000, b = 17000, c = 18000, d = 19000. 

$, $, $, $. 

adgili aqvs (g) SemTxvevas, (b < c < a), radganac 

 

klebadi miznobrivi f funqcia (2.4) aRwevs minimalur 

mniSvnelobas min(a, c) = c = 18000 wertilSi. 
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                           f(c) = f(18000) = 194000$,  

xolo optimalur amoxsnas aqvs saxe (2.12) 
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სავარჯიშოები  

იპოვეთ ოპტიმალური განაწილება მინიმალური სატრანსპორტო 

დანახარჯების ამოცანაში 

 

 

 

2.1 a = 20500, b = 17500, c = 18500, d = 19500 

$, $, $, $ 

 

2.2 a = 22500, b = 15500, c = 25500, d = 12500 

$, $, $, $ 
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2.3. a = 25500, b = 20500, c = 15500, d = 30500 

$, $, $, $ 

 

       2.4     a = 27000, b = 28000, c = 31000, d = 24000 

$, $, $, $ 

 

    2.5        a = 33000, b = 27000, c = 35000, d = 25000 

$, $, $, $ 

 

    2.6        a = 53000, b = 24000, c = 35000, d = 42000 

$, $, $, $ 

2.7      a = 30000, b = 21000, c = 25000, d = 26000 

$, $, $, $ 

 

2.8     a = 28000, b = 23000, c = 20000, d = 31000 

$, $, $, $ 

        2.9 a = 35000, b = 25000, c = 40000, d = 20000 

$, $, $, $ 

        2.10 a = 55000, b = 15000, c = 40000, d = 30000 

$, $, $, $ 
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$ 3. wrfivi daprogramebis amocanebis grafikuli 

amoxsna. 

wrfivi daprogramebis amocanebis amoxsnis grafikuli xerxi 

mizanSewonilia gamoviyenoT [1]: 

a) orucnobiani amocanebis amoxsnisaTvis, roca SezRudvebi 

gamosaxulia utolobebiT;  

b) mravalucnobiani amocanebis amoxsnisaTvis, im pirobiT, rom 

maTi kanonikuri saxe ar Seicavs orze met Tavisufal cvlads. 

CavweroT orucnobiani wrfivi daprogramebis amocana. 

davuSvaT, rom miznobriv funqcias aqvs saxe 

                        f(x1, x2) = c1x1 + c2x2 → max,                                   (3.1) 

xolo SezRudvebs 
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                                x1  0, x2  0.                           (3.3) 

amocanis SezRudvis (3.2), (3.3) sistemis yoveli utoloba 

geometriulad gansazRvravs naxevarsibrtyes Sesabamisad 

sasazRvro wrfeebiT 

                            ai1x1 + ai2x2 = bi; )m,1i(    x1=0; x2=0. 
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utolobaTa sistemis (3.2), (3.3) Tavsebadobis SemTxvevaSi, 

misi amonaxsnTa are aris wertilTa simravle, romelic 

ekuTvnis yvela aRniSnul naxevarsibrtyes. radganac mocemuli 

naxevarsibrteebis gadakveTis wertilTa simravle amozneqilia, 

amitom dasaSveb amonaxsnTa are iqneba amozneqili simravle da 

mas amonaxsnTa mravalkuTxedi ewodeba. am mravalkuTxedis 

gverdebi mdebareoben wrfeebze, romelTa gantolebebi miiReba 

sawyisi SezRudvebis sistemidan (3.2), (3.3), Tu utolobaTa 

niSnebs SevcvliT tolobis niSnebiT. 

utolobaTa sistema (3.2), (3.3)-is dasaSvebi amonaxsnTa are 

SeiZleba iyos: 

a) amozneqili mravalkuTxedi; 

b) amozneqili mravalkuTxa SemousazRvreli are; 

g) carieli simravle; 

d) sxivi; 

e) monakveTi; 

v) wertili. 

miznobrivi (3.1) funqcia sibrtyeze  gansazRvravs paralelur 

wrfeTa ojaxs, romelTagan yovels Seesabameba f-is garkveuli 

mniSvneloba. 

)c;c(C 21


 veqtori, romelic am paraleluri wrfeebis 

perpendikularulia, uTiTebs f-is uswrafesi zrdadobis 
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mimarTulebas, xolo mopirdapire veqtori (- 


C ) - f-is kleba-

dobis mimarTulebas. 

Tu erTidaigive koordinatTa sistemaSi gamovsaxavT 

utolobaTa sistemas (3.2), (3.3) dasaSveb amonaxsnTa ares da 

paralelur wrfeTa ojaxs (3.1) maSin, f funqciis maqsimumis 

gansazRvris amocana dadis dasaSveb areSi im wertilis povnaSi, 

romelzedac gadis wrfe f = const ojaxidan da romelic 

Seesabameba f parametris udides mniSvnelobas. 

aseTi wertili arsbeobs maSin, roca amonaxsnTa 

mravalkuTxedi ara carielia da masze miznobrivi funqcia 

SemosazRvrulia zemodan. aRniSnul pirobebSi amonaxsnTa 

mravalkuTxedis erT-erT wveroSi miznobrivi funqcia Rebulobs 

maqsimalur mniSvnelobas. 

am wveros gansazrvrisaTvis avagoT donis wrfe             

f = 0 = c1x1 + c2x2, romelic koordinatTa saTaveze gadis da 

)c;c(C 21


 veqtoris perpendikularulia.Semdeg es wrfe (f = 0) 

gadavwioT )c;c(C 21


 veqtoris mimarTulebiT manam, sanam is 

ar Seexeba amonaxsnTa mravalkuTxedis ukanasknel kidura 

(kuTxur) wertils. am wertilis koordinatebi gansazRvraven 

mocemuli amocanis optimalur gegmas. 

(3.1) - (3.3) amocanis grafikuli amoxsnisas SeiZleba adgili 

hqondes sxvadasxva SemTxvevas (nax. 3.1  – 3.4). 
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nax.3.1. f funqciis optimumi (maqsimumi) miiRweva A wertilSi 
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nax.3.2. f funqciis maqsimumi miiRweva AB monakveTis nebismier wertilSi 

 

 

nax. 3.3. f funqciis maqsimumi miuRwevadia 
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nax.3.4. dasaSveb amonaxsTa are - carieli area 

 

სავარჯიშოები 

იპოვეთ მიზნის ფუნქციის მაქსიმალური და მინიმალური 

მნიშვნელობები მოცემულ არეში 
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3.26 W = 4x1 – 3x2 → max,min; 
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3.32W = 3x1 + 13x2 → min; 
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     3.39 W = 5x1 + 3x2 → max, min;  
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3. .67  min,max,5)1( 21
2  xxaw Ra  
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.85.3  მოცემულია წრფივი მიზნის ფუნქცია და  შეზღუდვების  არაწრფივი სისტემა. 

    

გრაფიკული მეთოდით იპოვეთ გლობალური ექსტრემუმები (მაქსიმუმი და 

მინიმუმი) 
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$ 4. maqsimaluri mogebis miRebis modeli 

 

davuSvaT, rom sawarmo uSvebs ori saxis produqcias (nawarmi 

A, nawarmi B), risTvisac iyenebs sami saxis nedleuls. normebi 

moyvanilia cxril 1-Si. 

cxrili 1 

nedleulis saxe 

nedleulis normebi 

(kg) erT nawarmze 
nedleulis 

saerTo 

raodenoba (kg) A B 

I 12 4 300 

II 4 4 120 

III 3 12 252 

mogeba erTi nawarmis 

realizaciidan (fulad 

erTeulebSi) 

30 40  

modelSi navaraudevia, rom orive saxis nawarmis gasaReba 

uzrunvelyofilia. amocana mdgomareobs nawarmis gamoSvebis 

gegmis povnaSi, romlisTvisac sawarmos mogeba yvela nawarmis 

bazarze realizaciisagan maqsimaluria. 

SevadginoT amocanis Sesabamisi maTematikuri modeli. 

davuSvaT, rom sawarmo awarmoebs A saxis x raodenobis da B 

saxis y raodenobis nawarms, radganac yoveli saxis nedleulis 

raodenoba SemosazRvrulia da nawarmTa raodenoba 



48 
 

arauaryofiTia, cxrili 1-is Tanaxmad miviRebT Semdeg 

utolobaTa sistemas: 

                  





















.0y,0x

,252y12x3

,120y4x4

,300y4x12

                 (4.1) 

am SemTxvevaSi A saxis x raodenobis da B saxis y 

raodenobis nawarmis realizaciisgan miRebuli mogeba 

(miznobrivi funqcia) Caiwereba Semdegnairad 

                                      f = 30x + 40y → max.                                 (4.2) 

 

                                           nax.4.1 

 



49 
 

utolobaTa sistema (4.1)-dan martivad miiReba, rom dasaSveb 

amonaxsnTa are aris xuTkuTxedi OPQRS, amasTan P, Q, R, S 

wertilTa koordinatebi miiReba Sesabamisi wrfeebis (ix. 

nax.4.1) gadakveTiT. miviRebT, rom 

 

                       P(0; 21), Q(12; 18), R(22,5; 7,5), S(25; 0). 

 

Tu f = 0 = 30x + 40y wrfes vamoZravebT perpendikularuli 

)40;30(C 


 mimarTulebiT, maSin f-is mniSvneloba izrdeba. 

bunebrivia, rom dasaSveb amonaxsnTa aredan Q iqneba ukanaskneli 

kidura (kuTxuri) wertili, romelsac exeba f = 0 wrfe, ris 

Semdeg ukve es wrfe ar kveTs xuTkuTxeds. 

amrigad, 

 

fmax = f(Q) = f(xmax; ymax) = f(12; 18) = 3012 + 4018 = 1080$. 
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სავარჯიშოები 

4.1 იპოვეთ მაქსიმალური მოგება 

Nნედლეულის სახე 

ნედლეულის ნორმები (kg) 

ერთ ნაწარმზე ნედლეულის საერთო 

რაოდენობა (kg) 

A B 

I 10 4 200 

II 6 8 180 

III 3 12 240 

MმogebaerTinawarmisrea

lizaciidan 

(fuladerTeulebSi) 

50 45  

 4.2 იპოვეთ მაქსიმალური მოგება 

Nნედლეულის სახე 

ნედლეულის ნორმები (kg) ერთ 

ნაწარმზე ნედლეულის საერთო 

რაოდენობა (kg) 
A B 

I 15 3 200 

II 6 8 190 

III 3 12 280 

Mმogeba erTi nawarmis 

realizaciidan (fulad 

erTeulebSi) 

75 45  

 

4.3 იპოვეთ მაქსიმალური მოგება 

Nნედლეულის სახე 

ნედლეულის ნორმები (kg) ერთ 

ნაწარმზე ნედლეულის საერთო 

რაოდენობა (kg) 
A B 

I 10 6 300 

II 6 8 200 
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III 4 12 240 

Mმogeba erTi nawarmis 

realizaciidan (fulad 

erTeulebSi) 

120 80  

 

4.4 იპოვეთ მაქსიმალური მოგება 

Nნედლეულის სახე 

ნედლეულის ნორმები (kg) ერთ 

ნაწარმზე ნედლეულის საერთო 

რაოდენობა (kg) 
A B 

I 14 8 250 

II 6 8 170 

III 4 12 240 

Mმogeba erTi nawarmis 

realizaciidan (fulad 

erTeulebSi) 

150 200  

 

4.5 იპოვეთ მაქსიმალური მოგება 

Nნედლეულის სახე 

ნედლეულის ნორმები (kg) ერთ 

ნაწარმზე ნედლეულის საერთო 

რაოდენობა (kg) 
A B 

I 12 6 250 

II 6 8 190 

III 4 12 290 

Mმogeba erTi nawarmis 

realizaciidan (fulad 

erTeulebSi) 

180 250  
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4.6 იპოვეთ მაქსიმალური მოგება 

 

 

Nნედლეულის სახე 

ნედლეულის ნორმები (kg) ერთ 

ნაწარმზე ნედლეულის საერთო 

რაოდენობა (kg) 
A B 

I 12 6 400 

II 6 8 240 

III 4 12 300 

Mმogeba erTi nawarmis 

realizaciidan (fulad 

erTeulebSi) 

220 180  

 

4. 7 იპოვეთ მაქსიმალური მოგება 

 

Nნედლეულის სახე 

ნედლეულის ნორმები (kg) ერთ 

ნაწარმზე ნედლეულის საერთო 

რაოდენობა (kg) 
A B 

I 14 8 420 

II 5 9 260 

III 4 12 320 

Mმogeba erTi nawarmis 

realizaciidan (fulad 

erTeulebSi) 

250 190  
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$ 5. optimaluri racionis modeli 

 

rogorc cnobilia, mefrinveleobis fermebis mTavari 

daniSnulebaa wiwilebis gasuqeba. davuSvaT, rom gvaqvs ori 

saxis sakvebi - xorbali da simindis fqvili. amocana 

mdgomareobs wiwilebisaTvis maqsimalurad iafi (minimaluri 

danaxarji), magram srulfasovani racionis SedgenaSi. 

Sesabamisi maTematikuri modelis SedgenisaTvis, Cven unda 

vicodeT cximebis da naxSirwylebis kaloriebis raodenoba 1 

gram xorbalSi da 1 gram simindis fqvilSi, aseve sakvebis 

Sesabamisi fasi. 

davuSvaT, rom 1 gram xorbalSi a1 kaloriaa, a2 grami cximia 

da a3 grami naxSirwyalia, xolo 1 gram simindis fqvilSi b1 

kaloriaa, b2 grami cximia da b3 grami naxSirwyalia. 

wiwilas dRiuri racioni unda Seicavdes kaloriebis 

aranakleb c1, cximebis aranakleb c2 gramis da naxSirwylebis 

aranakleb c3 gramis raodenobas. 

vivaraudoT, rom wiwilas dRiur meniuSi x grami xorbalia 

da y grami simindis fqvili.  

amrigad, miviRebT utolobaTa sistemas 

                    





















.0y,0x

,cybx

,cybx

,cybx

333

222

111

a

a

a

               (5.1) 
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davuSvaT, rom 1 grami xorbali Rirs fulis p erTeuli 

(TeTrebSi), xolo 1 grami simindis fqvili q erTeuli. maSin, 

wiwilas dRiuri racionis Rirebulebaa (miznobrivi funqcia) 

                                        f = px + qy → min.                           (5.2) 

garkveulobisaTvis, ganvixiloT SemTxveva, roca 

            
3
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3
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2
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1 ,,,3,1,
bbbbbb

i
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p

i

i aaaaaaa
 , 

rac niSnavs, rom wrfeebi  3,1i,i l  

                 )(
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c
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b
y 1

1

1

1

1 l
a

 , 

                 )(
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c
x

b
y 2

2

2

2

2 l
a

 , 

                 )(
b

c
x

b
y 3

3

3

3

3 l
a

 , 

ikveTebian (nax.5.1) 
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nax.5.1 

 

vTqvaT, 

      
3

3

2

2

1

1

3

3

2

2

1

1

3

3

2

2

1

1

bbb
;

ccc
;

b

c

b

c

b

c aaa

aaa
 .      (5.3) 

miznobrivi funqcia dasaSveb amonaxsnTa areSi, (amozneqili 

mravalkuTxa SemousazRvreli are) R wertilSi, aRwevs 

minimalur mniSvnelobas 

                      fmin = f(R) = f(xmin; ymin) = pxmin + qymin, 

sadac 
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utolobebi sruldeba (5.3)-is ZaliT. 

 

savarjiSoebi 

ipoveT miznobrivi funqciis maqsimaluri an minimaluri 

mniSvneloba mocemul areSi 

1. W = 2x1 – 5x2 → min;   2. W = x1 – 4x2 → min; 

    














.0x,0x

,4x3x2

,6x4x3
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













.0x,0x

,16x10x3

,8x5x3

21
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21

 

3. F = x1 + x2 → max;   4. W = 2x1 + 2x2 → min; 

   













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5. F = 2x1 + 3x2 → max;    6. W = x1 – 3x2 → min; 
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7. W = x1 – 3x2 → min;      8. W = 2x1 + 5x2 → max; 
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,6x2x

21

21

21

          
















.0x,0x
,300x

,400x
,500xx

21

2

1

21

 

 

9. W = x1 + 4x2 → max;    10. W = 2x1 + x2 → max; 

   
















.0x,0x
,1x

,3x
,7xx

21

2

1

21

      














.0x,0x

,11x3x4

,15x6x2

21

21

21

 

11. W = 2x1 + 2x2 → min;   12. W = 3x1 + 2x2 → max; 

     














.0x,0x

,8x2x

,4xx

21

21

21

         
















.0x,0x
,2x4,0x1,0

,6,0x
,1x

21

21

2

1

 

13. W = x1 + x2 → max;    14. W = 5x1 + x2 → max; 
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













.0x,0x

,30x3x2

,20xx3

21

21

21

                         
















.0x,0x
,1,1x3

,75,2x
,11x6x3

21

2

1

21

 

15. W = 2x1 + 7x2 → max;   16. W = x1 – 2x2 → min; 

    
















.0x,0x
,9x2x2

,4x
,3x

21

21

2

1

          














.0x,0x

,1x24x2

,1x10x

21

21

21

 

17. W = x1 + 3x2 → max;   18. W = 2x1 + 4x2 → max; 

    
















.0x,0x
,2x

,3x
,17x8x4

21

2

1

21

                














.0x,0x

,7x6x

,15xx4

21

21

21

 

19. W = 2x1 + 3x2 → min;   20. W = 4x1 + 6x2 → max; 

    














.0x,0x

,9x6x4

,3x2x5

21

21

21

                 
















.0x,0x
,2x

,31x
,32x15x

21

2

2

21

 

21. W = 4x1 – x2 → min;   22. W = 2x1 + x2 → min; 
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













.0x,0x

,4x8x5

,9x6x4

21

21

21

                 














.0x,0x

,21x9x2

,7x3x5

21

21

21

 

23. W = x1 + 5x2 → max ;   24. W = 2x1 + x2 → min; 

      














.0x,0x

,7x3x

,8xx2

21

21

21

          














.0x,0x

,21x9x2

,7x3x5

21

21

21

 

25. W = x1 + 4x2 → max;   26. W = 3x1 – 2x2 → min; 

      





















.0x,0x

,16xx3

,5x

,4x

21

21

2

1

                        














.0x,0x

,4x8x3

,8x5x2

21

21

21

 

27. W = x1 + 3x2 → max;   28. W = 5x1 + 4x2 → max;   
















.0x,0x
,2x3

,1x3
,9x4x16

21

2

1

21

        














.0x,0x

,6x3x

,9xx4

21

21

21

 

29. W = 3x1 + x2 → min;             30. W = 3x1 + 0,5x2 → max; 

   














.0x,0x

,50x10x3

,5xx4

21

21

21

           





















.0x,0x

,12x5x2

,8,1x

,2x

21

21

2

1
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$ 6. დარგთაშორისი ბალანსის ლეონტიევის მოდელი 

 

ganvixiloT dargTaSorisi balansis leontievis maTematikuri 

modeli [1,4]. 

rogorc cnobilia, nebismieri qveynis ekonomika Sedgeba 

mravali dargisagan. am dargebis muSaoba mWidrodaa 

dakavSirebuli erTmaneTTan. cxadia, rom TiToeuli maTgani 

amzadebs gansxvavebul produqcias da xdeba maT Soris gacvla-

gamocvla. 

dargTaSorisi kavSirebis analizi makroekonomikis 

umniSvnelovanesi amocanaa. leontievis modeli saSualebas 

gvaZlevs zustad gamovTvaloT TiToeuli dargis mier 

warmoebuli produqciis raodenoba dargTaSorisi da arsebuli 

sabazro moTxovnebis dasakmayofileblad, rom qveyanaSi ar iyos 

deficiti raime produqtze an ar hqondes adgili raime 

produqtis Warbwarmoebas. 

dargTaSorisi kavSirebis asaxsnelad Seqmnilia specialuri 

cxrili, romlis maTematikuri modelic pirvelad damuSavda 

harvardis universitetSi profesor vasil leontievis mier. man 

amerikis SeerTebuli Statebis ekonomika dayo 500 dargad da 

Seiswavla maTi urTierTTanamSromlobis meqanizmebi. 1973 wels 

aRniSnuli modelis SeqmnisaTvis v.leontievs nobelis premia 

mieniWa ekonomikis dargSi. 

aRniSnul modelSi igulisxmeba, rom TiToeuli dargi 

awarmoebs mxolod erTi saxis produqcias, warmoebis done 

ucvlelia im xnis ganmavlobaSi, romlisTvisac xdeba dagegmva. 
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leontievis maTematikuri modeli samarTliania mxolod drois 

raRac T gansazRvruli SualedisaTvis. 

ganvixiloT leontievis maTematikuri modeli n - raodenobis 

dargebisaTvis. Sesabamisi maTematikuri modelis asagebad 

SemovitanoT aRniSvnebi: vTqvaT, xi - i-uri dargis saerTo 

gamoSvebaa fulad gamosaxulebaSi, xij - i-uri dargis 

produqciis moculobaa, romelic gamoiyeneba j-uri dargis 

warmoebis uzrunvelsayofad, yi - i-uri dargis saboloo 

produqciis moculobaa arasawarmoo daniSnulebisaTvis fulad 

gamosaxulebaSi. yovelive amis gaTvaliswinebiT SevadginoT 

dargTaSorisi kavSirebis cxrili 1: 

cxrili 1 

dargebis 

rigiToba 

produqciis 

saerTo 

moculoba 

dargTaSorisi nakadebi saboloo 

produqti 
1 2 3 . . . n 

1 x1 x11 x12 x13 . . .  x1n y1 

2 x2 x21 x22 x23 . . .  x2n y2 

3 x3 x31 x32 x33 . . .  x3n y3 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. . .  . 

. 

. 

. 

. 

. 

n xn xn1 xn2 xn3 . . .  xnn yn 
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sxvadasxva dargis produqciis sidide izomeba sxvadasxva 

erTeuliT, amitom maTematikuri modelis Sesaqmnelad saWiroa 

yvelasaTvis erTnairi sazomi erTeulis povna. aseT erTeulad 

SeiZleba aviRoT produqciis Rirebuleba. cxrilSi mocemuli 

dargTaSorisi nakadebis da saboloo produqciis jami tolia 

Sesabamisi dargis produqciis Rirebulebisa. 

amrigad, vRebulobT dargTaSorisi balansis leontievis 

gantolebas Semdegi saxiT 

                 n,1i,yxx
n

1j
iiji  



.            (6.1) 

SemovitanoT aRniSvnebi 

                 n,1j,i,
x

x

j

ij
ij a  .               (6.2) 

aij - i-uri dargis produqciis moculobaa, romelic ixarjeba 

j-uri dargis produqciis erTeulovani moculobis warmoebaze. 

A = (aij) matricas t e q n olo g i u r i  m a t r i c a  ewodeba, 

xolo aij - ricxvebs w a r m o e b i s  t e q n olo g i u r i  

k o e f i c i e n t e b i . modelSi igulisxmeba, rom es 

koeficientebi mudmivia drois garkveul SualedSi. 

(6.1) da (6.2)-dan miviRebT leontievis gantolebas Semdegi 

saxiT 

         n,1i,yxx
n

1j
ijiji  



a  .                  (6.3) 
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dargTaSorisi balansis (6.3) gantoleba unda amoixsnas xi 

)n,1i(   mimarT. amisaTvis SemovitanoT matriculi aRniSvnebi 

,

x
.

.

.
x

x

X

n

2

1

























  















































n

2

1

nn2n1n

n22221

n11211

y
.

.

.
y

y

Y,A

aaa

aaa

aaa









.         (6.4) 

maSin, leontievis (6.3) gantoleba matriculi formiT 

Caiwereba Semdegnairad 

                                           X = AX + Y.                                      (6.5) 

(6.5) gantolebis amosaxsnelad X-is Semcveli Sesakrebebi 

gadavitanoT tolobis marcxena mxares da gavitanoT frCxilebs 

gareT 

              X – AX = Y  EX – AX = Y  (E – A)X = 

= Y  (E – A)– 1 (E – A)X = (E – A) – 1Y  X = (E – A )– 1Y .                 (6.6) 

aq Cven vgulisxmobT, rom (E – A )– 1 arsebobs, anu  

                                          | E – A |  0. 

ganvixiloT dargTaSorisi balansis amocana, romlis arsic 

mdgomareobs imaSi, rom mimdinare wlis balansis monacemebisa 

da garkveuli dargebis upiratesi ganviTarebis pirobebSi 

sworad davgegmoT momavali wlis saerTi gamoSveba regionsa Tu 

saxelmwifos farglebSi. imisaTvis, rom amocanis dasma iyos 

ufro gasagebi, ganvixiloT konkretuli magaliTi: 
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vTqvaT, 2018 wels 4 dargma (soflis meurneoba, mrewveloba, 

energetika, manqanaTmSenebloba) mogvca dargTaSorisi balansis 

Semdegi cxrili 2 

cxrili 2 

dargebis 

CamonaTvali 

produq-

ciis mo-

culoba 

dargTaSorisi nakadebi saboloo 

pro-

duqti 
1 2 3 4 

soflis 

meurneoba (1) 

x1=125 x11=15 x12=10 x13=30 x14=20 y1=50 

mrewveloba (2) x2=115 x21=20 x22=15 x23=20 x24=30 y2=30 

energetika (3) x3=120 x31=10 x32=20 x33=15 x34=15 y3=60 

manqanaTmSeneb-

loba (4) 

x4=120 x41=30 x42=30 x43=10 x44=10 y4=40 

 

SevadginoT mimdinare 2018 wlis saerTo gamoSvebis gegma im 

pirobiT, rom pirveli dargis (soflis meurneoba) saboloo 

produqti unda gaizardos 10%-iT, meore dargis (mrewveloba) 

- 10%-iT, mesame dargis (energetika) - 5%-iT, xolo meoTxe 

dargis (manqanaTmSenebloba) - 5%-iT. 

amoxsna 

oTxive dargis saboloo produqtis moculobis 

rekomendebuli mniSvnelobebia 
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















































42

63

33

55

05,140

05,160

1,130

1,150

Y . 

 

















































1000

0100

0010

0001

E,

120

10

120

10

115

30

125

30
120

15

120

15

115

20

125

10
120

30

120

20

115

15

125

20
120

20

120

30

115

10

125

15

A . 





























12

1

12

1

23

6

25

6
8

1

8

1

23

4

25

2
4

1

6

1

23

3

25

4
6

1

4

1

23

2

25

3

A ,     





































12

11

12

1

23

6

25

6
8

1

8

7

23

4

25

2
4

1

6

1

23

20

25

4
6

1

4

1

23

2

25

22

AE . 

 

 

                             
2325

252

575

252
|AE|


 . 
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









































 

32325

5232

2325

96

32325

410

32325

386

32325

259

2325

336

32325

301

32325

217

14425

851

5

1

14425

2285

14425

713

14423

599

23

5

14423

521

14423

1973

252

575
)AE( 1 . 

 

xolo mocemuli oTxi dargis saerTo gamoSvebis gegma (6.6)-

is Tanaxmad iqneba 









































139

28418

378

48125

72252

2250803

144252

3779525

X   , an           

























09,128

31,127

05,124

18,135

X . 
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savarjiSoebi 

6.1 იპოვეთ ყოველი დარგის წარმოების აუცილებელი ღირებულებითი 

მოცულობა, რომელიც საჭირო იქნება მოთხოვნის პროდუქციის გასაზრდელად 

შესაბამისად  80% და 60%, თუ წარმოების სისტემა მოცემულია შემდეგი 

მახასიათებლებით 

პროდუქციის 

მოცულობა 

დარგთაშორისი ნაკადები 

 

მოთხოვნის 

მოცულობა 

 

1001 x  5011 x  2012 x  301 y  

1502 x  6021 x  6022 x  302 y  

 

6.2 იპოვეთ ყოველი დარგის წარმოების აუცილებელი ღირებულებითი 

მოცულობა, რომელიც საჭირო იქნება მოთხოვნის პროდუქციის გასაზრდელად 

შესაბამისად  50% და 70%, თუ წარმოების სისტემა მოცემულია შემდეგი 

მახასიათებლებით 

პროდუქციის 

მოცულობა 

 

დარგთაშორისი ნაკადები 

 

მოთხოვნის 

მოცულობა 

 

1001 x  4011 x  2012 x  401 y  

1502 x  6021 x  5022 x  402 y  

 

6.3 იპოვეთ ყოველი დარგის წარმოების აუცილებელი ღირებულებითი 

მოცულობა, რომელიც საჭირო იქნება მოთხოვნის პროდუქციის გასაზრდელად 

შესაბამისად  50% და 50%, თუ წარმოების სისტემა მოცემულია შემდეგი 

მახასიათებლებით 
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პროდუქციის 

მოცულობა 

 

დარგთაშორისი ნაკადები 

 

მოთხოვნის 

მოცულობა 

 

1501 x  5011 x  6012 x  401 y  

1202 x  3021 x  4022 x  502 y  

 

6.4 იპოვეთ ყოველი დარგის წარმოების აუცილებელი ღირებულებითი მოცულობა, 

რომელიც საჭირო იქნება მოთხოვნის პროდუქციის გასაზრდელად შესაბამისად  40% 

და 50%, თუ წარმოების სისტემა მოცემულია შემდეგი მახასიათებლებით 

პროდუქციის 

მოცულობა 

 

დარგთაშორისი ნაკადები 

 

მოთხოვნის 

მოცულობა 

 

1401 x  6011 x  7012 x  101 y  

1602 x  6021 x  7022 x  302 y  

 

6.5 იპოვეთ ყოველი დარგის წარმოების აუცილებელი ღირებულებითი მოცულობა, 

რომელიც საჭირო იქნება მოთხოვნის პროდუქციის გასაზრდელად შესაბამისად  

80% და 60%, თუ წარმოების სისტემა მოცემულია შემდეგი მახასიათებლებით 

პროდუქციის 

მოცულობა 

დარგთაშორისი ნაკადები 

 

მოთხოვნის 

მოცულობა 

 

1001 x  5011 x  2012 x  301 y  

1502 x  6021 x  6022 x  302 y  
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6.6  წინა წელს ეკონომიკის ორმა დარგმა საშუალება მოგვცა შეგვედგინა 

დარგთაშორისი ბალანსის ცხრილი: 

 

# 1 2    საბოლოო 

პროდუქტი (yi) 

პროდუქციის საერთო 

გამოშვება (xi) 

1 50 50    100 200 

2 40 30    180 250 

 

იპოვეთ მიმდინარე წლის საერთო გამოშვების (xi) გეგმა იმ პირობით, რომ 

პირველი დარგის საბოლოო პროდუქტი (yi) გაიზრდება 10%-ით, მეორე დარგისა – 20 

%-ით. 

6.7 წინა წელს ეკონომიკის ორმა დარგმა საშუალება მოგვცა შეგვედგინა 

დარგთაშორისი ბალანსის ცხრილი: 

 

# 1 2    საბოლოო 

პროდუქტი (yi) 

პროდუქციის საერთო 

გამოშვება (xi) 

1 30 50    120 200 

2 40 60    150 250 

 

იპოვეთ მიმდინარე წლის საერთო გამოშვების (xi) გეგმა იმ პირობით, რომ 

პირველი დარგის საბოლოო პროდუქტი (yi) გაიზრდება  15%-ით, მეორე დარგისა – 

10%-ით. 

6.8 წინა წელს ეკონომიკის ორმა დარგმა საშუალება მოგვცა შეგვედგინა 

დარგთაშორისი ბალანსის ცხრილი: 

 

# 1 2   საბოლოო 

პროდუქტი (yi) 

პროდუქციის საერთო გამოშვება 

(xi) 



70 
 

1 60 40   120 220 

2 40 30   180 250 

 

იპოვეთ მიმდინარე წლის საერთო გამოშვების (xi) გეგმა იმ პირობით, რომ 

პირველი დარგის საბოლოო პროდუქტი (yi) გაიზრდება  25 %-ით, მეორე დარგისა – 

20 %-ით. 

6.9 წინა წელს ეკონომიკის ორმა დარგმა საშუალება მოგვცა შეგვედგინა 

დარგთაშორისი ბალანსის ცხრილი: 

 

# 1 2   საბოლოო 

პროდუქტი (yi) 

პროდუქციის საერთო გამოშვება (xi) 

1 30 40   130 200 

2 40 30   150 220 

 

იპოვეთ მიმდინარე წლის საერთო გამოშვების (xi) გეგმა იმ პირობით, რომ 

პირველი დარგის საბოლოო პროდუქტი (yi) გაიზრდება  20%-ით, მეორე დარგისა – 

25%-ით. 

 

6.10 წინა წელს ეკონომიკის ორმა დარგმა საშუალება მოგვცა შეგვედგინა 

დარგთაშორისი ბალანსის ცხრილი: 

 

# 1 2   საბოლოო 

პროდუქტი (yi) 

პროდუქციის საერთო გამოშვება (xi) 

1 30 40   180 250 

2 40 60   200 300 
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იპოვეთ მიმდინარე წლის საერთო გამოშვების (xi) გეგმა იმ პირობით, რომ 

პირველი დარგის საბოლოო პროდუქტი (yi) გაიზრდება  30 %-ით, მეორე დარგისა – 

15 %-ით. 

6.11 წინა წელს ეკონომიკის ორმა დარგმა საშუალება მოგვცა შეგვედგინა 

დარგთაშორისი ბალანსის ცხრილი: 

 

# 1 2   საბოლოო 

პროდუქტი (yi) 

პროდუქციის საერთო გამოშვება (xi) 

1 60 40   100 200 

2 40 60   150 250 

 

 

იპოვეთ მიმდინარე წლის საერთო გამოშვების (xi) გეგმა იმ პირობით, რომ 

პირველი დარგის საბოლოო პროდუქტი (yi) გაიზრდება  30 % - ით, მეორე დარგისა – 

40 % - ით. 

 

wina wels meurneobis xuTma dargma saSualeba mogvca 

Segvedgina dargTaSorisi balansis cxrili: 

 

# 1 2 3 4 5 saboloo 

produqti (yi) 

produqciis saerTo 

gamoSveba (xi) 

1 10 20 30 20 20 100 200 

2 20 10 25 35 10 150 250 

3 20 20 30 30 20 180 300 
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4 40 30 20 20 40 200 350 

5 30 40 20 40 20 250 400 

 

ipoveT mimdinare wlis saerTo gamoSvebis (xi) gegma im 

pirobiT, rom pirveli dargis saboloo produqti (yi) 

gaizrdeba n1%-iT, meore dargisa – n2%-iT, mesamisa – n3%, 

meoTxisa – n4%-iT, mexuTesi – n5%-iT. 

6.12. n1 = 10%,  n2 = 5%,  n3 = 12%,  n4 = 15%,  n5 = 20%. 

6.13. n1 = 5%,  n2 = 10%,  n3 = 15%,  n4 = 10%,  n5 = 15%. 

6.14. n1 = 15%,  n2 = 12%,  n3 = 10%,  n4 = 5%,  n5 = 10%. 

6.15. n1 = 20%,  n2 = 15%,  n3 = 5%,  n4 = 20%,  n5 = 5%. 

6.16. n1 =8%,  n2 = 6%,  n3 = 20%,  n4 = 12%,  n5 = 8%. 

6.17. n1 =12%,  n2 = 8%,  n3 = 16%,  n4 = 8%,  n5 = 12%. 

6.18. n1 =6%,  n2 = 10%, n3 = 15%,  n4 = 10%,  n5 = 10%. 

6.19. n1 =18%,  n2 = 5%,  n3 = 12%,  n4 = 5%,  n5 = 15%. 

6.20. n1 =16%,  n2 = 8%,  n3 = 10%,  n4 = 8%,  n5 = 10%. 

6.21. n1 =4%,  n2 = 6%,  n3 = 8%,  n4 = 10%, n5 = 12%. 
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$ 7. saerTaSoriso vaWrobis modeli 

 

modelSi ganixileba n raodenobis qveyana. am qveynebis 

erovnuli Semosavali, romelic mimarTulia moxmarebaze, anu 

saqonlis (produqtis) SeZenaze da momsaxurebaze Sesabamisad 

x1,x2,...,xn-is tolia [1]. 

vivaraudoT, rom sistema konservatiulia, e.i. xj Semosavali 

mTlianad ixarjeba ganxiluli qveynebis sistemis SigniT, kj - 

erovnuli xj Semosavlis nawilia, romelic ixarjeba k-uri 

qveynis saqonlis SeZenaze da momsaxureobaze 

                 n,1j,k,
x

p
j

kj
kj 


              (7.1) 

pkj - erovnuli Semosavlis Sesabamisi wilia (pjj - )n,1j(   

erovnuli Semosavlebis wilebia, romlebic ixarjeba yoveli 

qveynis SigniT saqonlis SeZenaze da momsaxureobaze). 

SemovitanoT P matrica 

                               

























nn1n

n111

p...p
.

.

.

p...p

P  .                                       (7.2) 

am kvadratul matricas v a W r o b i s  s t r u q t u r ul i  

m a t r i c a  ewodeba. 

radganac, yoveli j-Tvis )n,1j(   
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                                           



n

1k
kjjx                   (7.3) 

(7.1), (7.2)-dan miviRebT, rom P matricis yoveli svetis 

elementTa jami erTis tolia (svetebis mixedviT stoqasturi 

matricaa). 

yoveli n,1k  -Tvis pirveli qveyana k-uri qveynis saqonlis 

SeZenaze da momsaxureobaze xarjavs k1 Tanxas, meore - k2 

Tanxas, ..., n-uri - kn Tanxas, amitom k-uri qveynis amonagebi 

gare da Siga vaWrobidan Seadgens 

                 j

n

1j
kj

n

1j
kjk xpy 



 ,             (7.4) 

anu xPy kk

 ,  )p,...p(P kn1kk


 P matricis k-uri striqonia, 

)x,...x(x n1


. 

am qveynebs Soris vaWroba iTvleba dabalanseburad, Tu 

yoveli qveynis savaWro balansi aradeficituria, anu 

                                   yj  xj, n,1j                      (7.5) 

e.i. moxmareba ar aRemateba amonagebs. 

amrigad, dabalansebuli vaWrobisaTvis, miviRebT utolobaTa 

sistemas 

                       












.xxp...xpxp

,xxp...xpxp

nnnn22n11n

1nn1212111

           (7.6) 
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Tu (7.6) sistemaSi Tundac erTi striqonisaTvis adgili aqvs 

mkacr utolobas, maSin striqonebis SekrebiT miviRebT 

             nnnn122n1211n11 xp...p...xp...pxp...p  

                          n21n21 x...xxx...xx  , 

radganac 

                                         n,1j,1p
n

1k
kj 



. 

Cven miviReT winaaRmdegoba, rac niSnavs imas, rom (7.6) 

utolobaTa sistema sinamdvileSi aris wrfivi gantolebaTa 

sistema 

                                                xxP


                                                   (7.7) 

da warmoadgens qveynebis konservatiuli sistemis dabalansebul 

savaWro balans. 

wrfivi sistema (7.7)-Tvis sakuTari mniSvnelobebis da 

sakuTari veqtoris arseboba ekvivalenturia erovnuli 

Semosavlebis arsebobisa, romlebic ganaxorcieleben 

aradeficitur savaWro sistemas struqturuli P matriciT 

(7.2), e.i. qveynebis jgufisaTvis vaWrobis dabalansebuli 

modelis arsebobisa struqturuli P matriciT. 

radganac (7.7) sistema ekvivalenturia Semdegi sistemis 

                    0x)IP( 


                  (7.8) 
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sadac I - erTeulovani matricia, maSin aranulovani moxmarebis 

x

 veqtoris arseboba ekvivalenturia (P – I) matricis gada-

gvarebulobisa, anu 

                                         det (P – I) = 0. 

bunebrivia, rom am models aqvs praqtikuli mniSvneloba, 

radganac savaWro gacvlis xangrZlivi daubalansebloba 

(ekonomikis mdgomareobis ZiriTadi maxasiaTeblebis oTx-xuT 

ricxvSi) seriozuli signalia savaluto kursis moaxloebuli 

cvlilebisa. 

ganvixiloT sami qveynis konservatiuli sistemis vaWrobis 

struqturuli matrica 

                                     


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


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
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







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1
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1
2

1

2

1

3

1
2

1

4

1

3

1

P  

da vipovoT dabalansebuli (aradeficituri) vaWrobis 

modelisaTvis am qveynebis moxmarebis )x,x,x(x 321


 veqtori. 

bunebrivia, rom 

                                          det (P – I) = 0, 

amitom aseTi aranulovani x

 veqtori arsebobs. 

am SemTxvevaSi (7.7) sistemis amonaxsni Caiwereba 
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                          


















3

2
;

3

4
;1x

3

2
,x

3

4
,xx 111


. 

Tu SevarCevT, magaliTad, = 30 (0 > 0), maSin miviRebT am 

qveynebs Soris dabalansebul vaWrobas moxmarebis nebismieri 

)x,x,x(x 321


 veqtorisaTvis, romlis komponentebi (30; 40, 

20) Seefardeba rogorc 3:4:2, e.i. meore qveynis erovnuli 

Semosavali yvelaze maRalia, xolo mesame qveynis - yvelaze 

dabali. 

 

savarjiSoebi 

7.1 სამი ქვეყნის საერთაშორისო ვაჭრობის მატრიცას  აქვს სახე 
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იპოვეთ თანაფარდობა ამ ქვეყნების ბიუჯეტებს შორის. 

7.2.სამი ქვეყნის საერთაშორისო ვაჭრობის მატრიცას  აქვს სახე 
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იპოვეთ თანაფარდობა ამ ქვეყნების ბიუჯეტებს შორის. 

 

7.3 სამი ქვეყნის საერთაშორისო ვაჭრობის მატრიცას  აქვს სახე 
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იპოვეთ თანაფარდობა ამ ქვეყნების ბიუჯეტებს შორის. 

7.4 სამი ქვეყნის საერთაშორისო ვაჭრობის მატრიცას  აქვს სახე 
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იპოვეთ თანაფარდობა ამ ქვეყნების ბიუჯეტებს შორის. 

7.5. sami qveynis konservatiuli sistemis vaWrobis 

struqturul matricas aqvs saxe 
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P . 

ipoveT am qveynebis dabalansebuli vaWrobisTvis moxmarebis 

)x,x,x(x 321


 veqtori. 

7.6. oTxi qveynis konservatiuli sistemis vaWrobis 

struqturuli matricaa 
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ipoveT am qveynebis dabalansebuli vaWrobisaTvis moxmarebis 

)x,x,x,x(x 4321


 veqtori. 

7.7 oTxi qveynis konservatiuli sistemis vaWrobis 

struqturuli matricaa 
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ipoveT am qveynebis dabalansebuli vaWrobisaTvis moxmarebis 

)x,x,x,x(x 4321


 veqtori. 

7.8 oTxi qveynis konservatiuli sistemis vaWrobis 

struqturuli matricaa 



80 
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ipoveT am qveynebis dabalansebuli vaWrobisaTvis moxmarebis 

)x,x,x,x(x 4321


 veqtori. 

7.9 oTxi qveynis konservatiuli sistemis vaWrobis 

struqturuli matricaa 
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ipoveT am qveynebis dabalansebuli vaWrobisaTvis moxmarebis 

)x,x,x,x(x 4321


 veqtori. 

7.10 oTxi qveynis konservatiuli sistemis vaWrobis 

struqturuli matricaa 
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ipoveT am qveynebis dabalansebuli vaWrobisaTvis moxmarebis 

)x,x,x,x(x 4321


 veqtori. 

 

7.11 მოცემულია   საერთაშორისო ვაჭრობის მატრიცა 
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იპოვეთ თანაფარდობა მათი ბიუჯეტების შორის. 

7.12 .მოცემულია  საერთაშორისო ვაჭრობის მატრიცა 
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იპოვეთ თანაფარდობა მათი ბიუჯეტების შორის. 

7.13 შეადგინეთ საერთაშორისო ვაჭრობის „პოლიტიკური“ მატრიცა                                                  

რუსეთი  : უკრაინა : საქართველო, თუ  მათი ბიუჯეტების თანაფარდობაა 30:15:1. 

7.14 შეადგინეთ საერთაშორისო ვაჭრობის „პოლიტიკური“ მატრიცა                                                  

თურქეთი  : სომხეთი : საქართველო, თუ  მათი ბიუჯეტების თანაფარდობაა 20:2:1,5. 

7.15 შეადგინეთ საერთაშორისო ვაჭრობის „პოლიტიკური“ მატრიცა                                                  

თურქეთი  : აზერბაიჯანი : სომხეთი, თუ  მათი ბიუჯეტების თანაფარდობაა 20:9:2. 

7.16 შეადგინეთ საერთაშორისო ვაჭრობის „პოლიტიკური“ მატრიცა 

აზერბაიჯანი:სომხეთი:საქართველო, თუ  მათი ბიუჯეტების თანაფარდობაა 7:2:1,5. 
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$ 8. stounis momxmareblis arCevanis modeli 

 

gamoviyvanoT moTxovnis funqcia stounis momxmareblis 

arCevanis (sargeblianobis) konkretuli funqciisaTvis. am 

funqcias aqvs saxe [1, 5]: 

     max)x()x(u
n

1i
ii

i  


a , x = (x1, x2, ..., xn) .            (8.1) 

aq ai, n,1i  -uri dovlaTis aucilebeli minimaluri raodenobaa, 

romelic Seisyideba nebismier SemTxvevaSi da ar warmoadgens 

arCevanis sagans. imisaTvis, rom ai, n,1i   dovlaTTa 

erToblioba, srulad iqnes SeZenili, aucilebelia, rom I 

Semosavali iyos am dovlaTTa erTobliobis SesaZenad saWiro 

fulis raodenobaze 

                        


n

1i
iip a  

meti. i > 0 xarisxis maCveneblebi (8.1)-Si, axasiaTeben 

momxmareblisaTvis dovlaTTa fardobiT Rirebulebas anu 

axasiaTeben imas, Tu ramdenad metad sasurvelia esa Tu is 

saxis dovlaTi momxmareblisaTvis. 

Tu miznobriv (8.1) funqcias davumatebT sabiujeto 

SezRudvebs 

               



n

1i
ii Ip a , xi  0, n,1i  ,            (8.2) 

maSin miviRebT amocanas, romelsac stounis modeli ewodeba. 
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lagranJis funqcias am SemTxvevaSi aqvs saxe 

       







 



n

1i
iin1 )Ixp)x(u),x(L),x,...,x(L .   (8.3) 

vipovoT langraJis funqciis kerZo warmoebulebi xi, ( n,1i  ) 

cvladebiT da gavutoloT nuls, maSin 

                 n,1i,0p
x

)x(u
p

x

u

x

L
i

ii
ii

ii














a
, 

saidanac 

                n,1i,
p

)x(u
x

i

i
ii 




 a  .          (8.4) 

am pirobebs daemateba toloba 

                      0Ixp
n

1i
ii 



,               (8.5) 

romlis Sesruleba ekvivalenturia tolobisa, romelic miiReba 

Tu langraJis funqciis warmoebuls -Ti gavutolebT nuls. 

gavamravloT (8.4)-Si yoveli i-uri piroba pi–ze da avjamoT 

i-is mimarT, maSin miviRebT 

               0pxp)x(u
n

1i

n

1i
iiii

n

1i
i   

 

a .     (8.6) 

radganac optimumis wertilSi sabiujeto SezRudvebi 

sruldeba, rogorc toloba, (8.6)-Si 


n

1i
iixp  SevcvaloT I-Ti, 

maSin miviRebT 
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












 n

1i
i

n

1i
iipI

)x(u
a

 .             (8.7) 

(8.4), (8.7)-dan miviRebT moTxovnis funqcias 

           n,1i,

pI

.
p

x
n

1j
j

n

1j
jj

i

i
ii 
















a

a  .       (8.8) 

am funqciis interpretireba sakmaod iolia. Tavdapirvelad 

gamoiyeneba yoveli ai ( n,1i  ) dovlaTis minimalurad 

aucilebeli raodenoba, Semdeg gamoiTvleba fulis darCenili 

raodenoba, romelic proporciulad gadanawildeba mocemuli 

saxis dovlaTis sasurvelobis i ( n,1i  ) mniSvnelobis 

(wonadobis) mixedviT. fulis raodenobis pi fasze gayofiT 

miviRebT minimumis garda damatebiT SesaZen i-uri dovlaTis 

raodenobas da davumatebT mas ai-is. 

stounis models gaaCnia kerZo SemTxvevebi: 

magaliTad, roca yvela ai=0, n,1i  , xolo i( n,1i  ) 

erTmaneTis tolia, maSin (8.8)-dan miviRebT 

                  n,1i,
np

I
x

i
i  .               (8.9) 

e.i. Semosavali iyofa n tol nawilad da moTxovna i-ur 

saqonelze miiReba rogorc ganayofi miRebuli fulis 

raodenobis gayofisagan mis fasze. 
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am SemTxvevaSi Cven vxedavT, rom moTxovna izrdeba 

Semosavlis zrdadobisas erTis toli elastiurobiT da 

klebulobs fasis zrdadobiT minus erTis toli 

elastiurobiT. amrigad, am modelSi yoveli saqoneli 

normaluria da fasiani. amis garda, moTxovna usasrulobamde 

izrdeba, Semosavlis usasrulo gazrdisas. am azriT, yoveli 

saqoneli aris "fufunebis sagani". 

imisaTvis, rom aRvweroT moTxovnis qcevis ufro 

mravalsaxovani formebi sxvadasxva saqonelze modeli unda 

Seicavdes, miznobrivi upiratesobis (sargeblianobis) funqciis 

ufro rTul saxeebs. magaliTad, upiratesobis funqciisaTvis 

                                   b
1

b
2121 )bx(xx)x,x(u   aaa ,    (8.10) 

sadac a, b - parametrebia, moTxovnis funqcias aqvs saxe 

                       
1

1
bpI

I
x




a
.               (8.11) 

rac, pirveli moTxovnis sagnebisaTvis moTxovnis tipiuri 

funqciaa, xolo 

                       
)bpI(p

))b(pI(I
x

12

1
2






a
        (8.12) 

fufunebis sagnebisaTvis tipiuri moTxovnis funqciaa. 

(8.5), (8.11), (8.12) martivad miiReba Semdegi sistemidan 
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savarjiSoebi 

8.1 stounis sargeblianobis funqcias aqvs saxe 

         


 
5

1i
ii54321 max)x()x,x,x,x,x(u ia . 

ipoveT moTxovnis funqcia xi ( 5,1i  ) im SemTxvevaSi, roca 

momxmarebeli (profesori) aucileblad moixmars TveSi a1 = 20 

cal purs p1 = 0,55  laris RirebulebiT, a2 = 4 kg kartofils 

p2 = 1,2 laris RirebulebiT, a3 = 4 kg xorcs p3 = 9,5 laris 

RirebulebiT, a4 = 3 kg Tevzs p4 = 9 laris RirebulebiT da a5 

= 15 cal kvercxs p5 = 0,28 laris RirebulebiT, Tu 1=6, 

2=5,3=4, 4=3, 5=2.  

momxmareblis Tviuri biujetia 500 lari (ოჯახის ერთ კაცზე 

გათვლილი).  

8.2. stounis sargeblianobis funqcias aqvs saxe 
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     


 
8

1i
ii87654321 max)x()x,x,x,x,x,x,x,x(u ia . 

ipoveT moTxovnis funqcia xi ( 8,1i  ) im SemTxvevaSi, roca 

momxmarebeli (saxelmwifo moxele, saSualo donis Cinovniki) 

moixmars TveSi a1 = 25 cal purs p1 = 0,7 laris RirebulebiT, 

a2 = 5 kg kartofils p2 = 1,2 laris RirebulebiT, a3 = 9 kg 

xorcs (qaTmis, saqonlis, Roris,...) p3 = 10 laris RirebulebiT, 

a4 = 5 kg Tevzs (kalmaxi, oraguli, saTale Tevzi,...) p4 = 12 

laris RirebulebiT, a5 = 20 cal ojaxis kvercxs p5 = 0,35 

laris RirebulebiT, a6 = 3 kg yvels (imeruli, sulguni, guda-

yveli,...) p6 = 10 laris RirebulebiT, a7 = 2 kg sokos (qama 

soko, Sampinionebi,...) p7 = 11 laris RirebulebiT, sxva 

delikatess a8 = 5 kg p8 = 25 laris RirebulebiT, Tu 1 = 2, 2 

= 3,3 = 7, 4 = 6, 5 = 5, 6 = 8,          7 = 4,8 = 9. 

saSualo donis მოხელიეს Tviuri biujetia 1500 lari. 

8.3. stounis sargeblianobis funqcias aqvs saxe: 

             


 
4

1i
ii4321 max)x()x,x,x,x(u ia . 

ipoveT moTxovnis funqcia xi ( 4,1i  )  im SemTxvevaSi, roca 

momxmarebeli (pensioneri) moixmars TveSi a1 = 30 cal purs   

p1 = 0,35 laris RirebulebiT, a2 = 6 kg kartofils p2 = 0,6 

laris RirebulebiT, a3 = 3 kg xorcs p3 = 6 laris 

RirebulebiT, a4 = 3 kg Saqars (CaisaTvis) p4 = 1 laris 

RirebulebiT, Tu 1 = 4, 2 = 2,3 = 1, 4 = 3. 

pensioneris Tviuri biujeti Seadgens 180 lars. 
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$ 9. qveynis mosaxleobis Semosavlis gansazRvris 

modeli 

 

l o r e n c i s  w i r i  ewodeba mosaxleobis Semosavlis 

normis damokidebulebis grafiks mosaxleobis im wilisagan, 

romelsac gaaCnia mocemuli (cvladi) normirebuli Semosavali 

[1,5]. es wiri iZleva saSualebas SevafasoT usamarTlobis 

xarisxi mocemuli qveynis mosaxleobis Semosavlebis 

ganawilebaSi, rac Zalian aqtualuria dRevandel saqarTveloSi. 

Tu yoveli moqalaqis Semosavali m-is tolia, maSin n 

adamianis erToblivi Semosavali In = mn, xolo N adamianisagan 

Semdgari jgufis saerTo Semosavalia IN = mN. 

SemovitanoT normirebuli cvladebi 
N

n
x   da 

N

n

I

I
y  , maSin 

                x
mN

mNx

mN

mn

I

I
y

N

n  . 

e.i. Semosavlebis Tanabari ganawilebisas lorencis wiri 

aris sakoordinato sibrtyis mTavari diagonali (biseqtrisa), 

Tu x da y-s CavTvliT uwyvetad. 

Tu lorencis wiris agebisas SevTanxmdebiT, rom erToblivi 

Semosavlis gaangariSeba iwyeba Raribebisagan da mere izrdeba 

sulze Semosavlis mixedviT, maSin lorencis L(x) wiri 

ganlagebulia mTavari diagonalis qvemoT. 

bunebrivia, rom realobaSi x da y = L(x) cvladebi Rebuloben 

mxolod sasrulo raodenobis mniSvnelobebs, magram modelSi 

CaTvlilia, rom L(x) uwyveti wiria. rac ufro Sordeba 
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lorencis wiri diagonals, miT ufro metad araTanabrad 

ganawilebulia mosaxleobis Semosavlebi. 

davuSvaT x (x[0, 1]) - mosaxleobis wilia, y = L(x) (L(0) = 0, 

L(1) = 1) - lorencis wiria, A = (1;0), D = (1,1) (ix. nax.5.6.1). 

lorencis wiris da diagonals Soris moTavsebuli 

mrudwiruli figuris SL farTobis Sefardebas OAD 

samkuTxedis S farTobTan ji n i s  k o e f i c i e n t i  ewodeba 

(Semosavlebis araTanabrad ganawilebis ricxviTi 

maxasiaTebelia). 

 

 

 

nax.9.1. 
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cxadia, rom SOAD = S = 1/2, xolo l - iyos mrudwiruli 

samkuTxedis OAD (moTavsebulia L(x) wiris qvemoT) farTobi, 

maSin jinis koeficienti k gamoiTvleba formuliT 

                                  l
ll

211
S

S
k 




S
.           (9.1) 

davuSvaT, rom SedarebiT naklebad ganviTarebuli qveynis 

Semosavlebis ganawilebis statistikurma monacemebma 

gamoavlines lorencis wiri Semdegi saxiT 

                                  2x11)x(L  ,  x[0,1].        (9.2) 

gamovTvaloT jinis k koeficienti. 

cxadia, rom adgili aqvs utolobas 

                                  1x0,xx11)x(L 2  . 

amitom (9.2)-dan miviRebT 

              
4

1dxx11dx)x(L
1

0

1

0

2 
  l . 

amrigad, (9.1)-s Tanaxmad, miviRebT, 

                               
2

1

44
1

2

1
SSL 










 
 l , 

                                     5708,01
2S

S
k L 


 . 
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SeiZleba gavakeToT daskvna imis Sesaxeb, rom (9.2)-is saxis 

lorencis funqciis SemTxvevaSi, gadaxra Semosavlebis Tanabrad 

ganawilebis samkuTxedidan Seadgens misi farTobis TiTqmis 

60%-s. 

ra Tqma unda, jinis koeficientis mniSvnelobis gansazRvra, 

romelic Seesabameba mosaxleobis Semosavlebis ganawilebaSi 

dasaSveb araTanabrobas, SeTanxmebis sagania, magram k-s miRebuli 

mniSvneloba Zalian maRalia, rac metyvelebs am qveynebSi 

arsebul usamarTlobaze. am qveynebis xelisuflebas, romelic 

ase cudad zrunavs Tavis moqalaqeTa ZiriTadi masis 

interesebze, ar unda gaukvirdes mosalodneli aRelvebebi 

socialuri sakiTxebis gamo. 

 

savarjiSoebi 

mocemulia ramodenime qveynis lorencis wiri. gamoTvaleT 

jinis Sesabamisi k koeficienti (x[0,1]). romelia ufro 

ganviTarebuli qveyana? 

9.1. 1
2

x3

2

x
1)x(L

2

 . 

9.2. 4x5x
2

1
1)x(L 2  . 

9.3. 9x10x
3

1
1)x(L 2  . 
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9.4. ლორენცის  ფუნქციას აქვს სახე: 196197
14

1
1)( 2  xxxL . 

გამოთვალეთ ჯინის კოეფიციენტი. ქვეყნის მოსახლეობის რამდენი პროცენტია  

უკმაყოფილო არსებული მდგომარეობით? 

9.5 ლორენცის  ფუნქციას აქვს სახე: 144145
12

1
1)( 2  xxxL . 

გამოთვალეთ ჯინის კოეფიციენტი. ქვეყნის მოსახლეობის რამდენი პროცენტია  

უკმაყოფილო არსებული მდგომარეობით? 

9.6 ლორენცის  ფუნქციას აქვს სახე: 169170
13

1
1)( 2  xxxL  

გამოთვალეთ ჯინის კოეფიციენტი. ქვეყნის მოსახლეობის რამდენი პროცენტია  

უკმაყოფილო არსებული მდგომარეობით? 

9.7 ლორენცის  ფუნქციას აქვს სახე: 225226
15

1
1)( 2  xxxL  

გამოთვალეთ ჯინის კოეფიციენტი. ქვეყნის მოსახლეობის რამდენი პროცენტია  

უკმაყოფილო არსებული მდგომარეობით? 

9.8 ლორენცის  ფუნქციას აქვს სახე: 23)( xxL  . 

გამოთვალეთ ჯინის კოეფიციენტი. ქვეყნის მოსახლეობის რამდენი პროცენტია  

უკმაყოფილო არსებული მდგომარეობით? 

9.10 ლორენცის  ფუნქციას აქვს სახე: 3)( xxL  . 

გამოთვალეთ ჯინის კოეფიციენტი. ქვეყნის მოსახლეობის რამდენი პროცენტია  

უკმაყოფილო არსებული მდგომარეობით? 

9.11ლორენცის  ფუნქციას აქვს სახე: 99)( xxL  . 

გამოთვალეთ ჯინის კოეფიციენტი. ქვეყნის მოსახლეობის რამდენი პროცენტია  

უკმაყოფილო არსებული მდგომარეობით? 
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$ 10. ქob-daglasis da leontievis sawarmoo funqciebi 

 

calkeuli regionis an qveynis mTlianobaSi ekonomikuri 

procesebis modelirebisas (makroekonomikur, agreTve 

mikroekonomikur doneze) gamoiyeneba sawarmoo funqciebi [1,5]. 

gansazRvra 1. Y = f(x1, x2, .., xn) saxis funqcias, sadac xi 

),1( ni   i-uri gamoyenebuli resursebis moculobebia, Y 

gamoSvebuli produqciis moculoba, s a w a r m o o  f u n q c i a  

ewodeba. 

garkveuli produqciis gamomSvebi calkeuli sawarmosaTvis 

(firma) sawarmoo funqcia gamoSvebuli produqciis moculobas 

akavSirebs (naturalur an RirebulebiT gamosaxulebaSi) 

sxvadasxva saxis SromiT danaxarjebTan, aseve drois, nedleu-

lis sxvadasxva saxeobis, makompleqtebeli nawilebis, energiis, 

ZiriTadi kapitalis danaxarjebTan. aseTi tipis sawarmoo 

funqcia warmoebis moqmedi teqnologiis modelirebas axdens. 

rogorc wesi, sawarmoo funqciis agebisas, calkeuli 

regionis an mTlianad qveynisaTvis, produqtis wliuri 

gamoSvebis Y maCveneblad xSirad iReben regionis an Sesabamisad 

qveynis erTobliv produqts (Semosavali) aRricxuls ucvlel 

fasebSi, resursebad ganixilaven ZiriTad kapitals (x1=K- wlis 

ganmavlobaSi gamoyenebuli moculoba) da cocxal Sromas (x2=L 

– erTeulTa raodenoba). amrigad, makroekonomikaSi ganixilaven 

orfaqtorian ( 2,1i  ) sawarmoo funqcias 

                                       Y = f (K,L)                        (10.1) 
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bunebrivia, rom rac ufro metia faqtorTa ricxvi, miT 

ufro realuria (zustia) modeli, magram gacilebiT ufro 

rTulic. zogjer, ekonomikur modelebSi gamoyenebuli 

bunebrivi resursebis moculobis damatebiT gaTvaliswinebiT 

ganixilaven makroekonomikis samfaqtorian sawarmoo funqcias. 

sawarmoo funqcias gaaCnia Semdegi Tvisebebi: 

a) warmoebaSi gamoyenebuli i-uri ( n,1i  ) resursis xarjis 

gazrdiT gamoSveba gaizrdeba 

                ,0
x

f

i





 n,1i  .                   (10.2) 

gansazRvra 2.  simravles Y = f(x1,x2,..,xn) s a w a r m o o  

f u n q c i i s  e k o n o m i k u r i  a r e a l i  ewodeba, Tu yoveli 

M0(x10,x20,...,xn0) wertilisaTvis  simravlidan adgili aqvs 

(10.2) utolobas. 

ekonomikuri arealis gareT, resursis efeqturoba iwyebs 

dacemas. magaliTad, Tu resursad ganixileba miwa, maSin samuSao 

Zalis ucvlelobisas, ijariT aRebuli miwis farTobis gazrdam 

SeiZleba ki ar gazardos Semosavali, aramed, piriqiT, 

Seamciros kidec. is maqsimaluri farTobi, romelzedac 

daqiravebuli miwis farTobis gazrda momgebiania, warmoadgens 

am SemTxvevaSi, ekonomikuri arealis zRvrul mniSvnelobas. 

gansazRvra 3. Y = f(x1,x2,..,xn) sawarmoo funqciis cvlilebis 

siCqares, xi resursis cvlilebis mixedviT, i-uri resursis 

z R v r ul i  e f e q t u r o b a  ewodeba. zRvruli efeqturoba 

aRiniSneba Mi-Ti 
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                  ,
x

f
M

i
i




  n,1i  . 

b) sxva resursebis raodenobis ucvlelobis pirobebSi, erTi 

romelime aRebuli resursis raodenobis zrdasTan erTad, am 

resursis gamoyenebis efeqturoba mcirdeba. sawarmoo funqciis 

am Tvisebas k l e b a d  z R v r ul  e f e q t u r o b a s  uwodeben. 

es piroba Caiwereba Semdegi saxiT 

                  ,0
x

f
2
i

2





 n,1i  .                 (10.3) 

g) erTi i-uri resursis gazrdiT sxva j-uri resursis 

zRvruli efeqturoba izrdeba, anu 

            ,0
xx

f

ji

2





 n,1i  ,  n,1j  , ij .       (10.4) 

d) sawarmoo funqcia warmoadgens p>0 xarisxis erTgvarovan 

funqcias. amasTan, roca p > 1, warmoebis masStabis t-jer 

gazrdiT (t > 1) warmoebis moculoba izrdeba tp-jer, e.i. 

adgili aqvs warmoebis masStabis zrdiT gamowveul warmoebis 

efeqturobis zrdas. roca p < 1, maSin adgili aqvs warmoebis 

efeqturobis vardnas gamowveuls warmoebis masStabis zrdiT, 

xolo, roca p = 1, gvaqvs warmoebis mudmivi efeqturoba 

warmoebis mzardi masStabebis pirobebSi, an gvaqvs xvedriTi 

gamoSvebis damoukidebloba warmoebis masStabisagan. 

aRniSnuli Tviseba Caiwereba Semdegi tolobiT 

            )x,...,x,x(ft)tx,..,tx,tx(f n21
p

n21  .       (10.5) 
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ekonomikuri procesebis modelirebisas ganixilaven 

multiplikatiur (namravlis formis gamo) 

                  





n

1i
i0

ixY                    (10.6) 

da aditiur (jamis formis gamo) 

                  



n

1i
ii0 xY                  (10.7) 

sawarmoo funqciebs. 

mikro, aseve makroekonomikur doneze sawarmoo saqmianobis 

modelirebisaTvis xSirad gamoiyeneba orfaqtoriani 

multiplikatiuri kob-duglasis sawarmoo funqcia (kob da 

duglasi ori amerikeli ekonomistia, romlebmac 1929 wels 

pirvelad SemoiRes es funqcia) 

                  21LKY 0
 ,                  (10.8) 

sadac K – gamoyenebuli ZiriTadi kapitalis moculobaa 

(ZiriTadi fondebi), xolo L – cocxal samuSao Zalaze 

danaxarjebi),  – sawarmoo funqciis parametrebia. 

xSirad, ixilaven SemTxvevas, roca es dadebiTi mudmivebi 

akmayofileben pirobas 

= 1,  (0,1),  (0,1),         

maSin kob-duglasis sawarmoo funqcia (10.8) miiRebs saxes 
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1

L

K

L

Y
0











  .                                      (10.9) 

gansazRvra 4. 
L

Y
 da 

L

K
 wiladebs Sesabamisad S r o m i s  

m w a r m o e bl u r o b a  da S r o m i s  k a p i t a l a R W u r v i lo -

b a  ewodeba, xolo 
K

Y
 wilads – kapitalis mwarmoebluroba an 

k a p i t al u k u g e b a , 
Y

K
 wilads – produqciis gamoSvebis 

k a p i t alt e v a d o b a , 
Y

L
 – produqciis gamoSvebis 

S r o m a t e v a d o b a .  

sawarmoo Y = f(x1, x2) funqcias statikuri ewodeba, Tu misi 

parametrebi da f maxasiaTebeli damoukidebelia droze, Tumca 

resursebis da gamoSvebis moculobebi SeiZleba iyos 

damokidebuli t droze, e.i. SeiZleba hqondeT warmodgena 

droiTi mwkrivebis saxiT: x1 (0), x1 (1), ..., x1 (T); x2 (0), x2 (1), ..., x2 

(T); Y (0), Y (1),...,Y (T), Y(t) = f(x1(t), x2(t)), sadac t – wlis nomeria 

T,0t  , t = 0 – droiTi Sualedis sabaziso welia, romelic 

moicavs 1,2...T wlebs. 

sawarmoo funqcias dinamikuri ewodeba, Tu:  

10. t dro figurirebs sawarmoo funqciis argumentebSi, 

rogorc sawarmos damoukidebeli faqtori, romelic gavlenas 

axdens gamoSvebuli produqciis moculobaze, anu 

                                       Y = f (K, L, t). 
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20. sawarmoo funqciis parametrebi () da f 

maxasiaTebeli damokidebulia droze. 

sawarmoo funqciis agebisas samecniero-teqnikuri progresi 

SeiZleba gaTvaliswinebul iqnes ept (p > 0 – gamoSvebis zrdis 

tempia, samecniero-teqnikuri progresis gavleniT) mamravlis 

SeyvaniT, anu 

             )T,..,2,1,0t())t(x),t(x(fe)t(Y 21
pt  . 

aqve unda gaviTvaliswinoT, rom Tu sawarmoo funqciis 

parametrebs ganvsazRvravT T0 drois periodSi mocemuli 

droiTi mwkrivebis safuZvelze, maSin miRebulma sawarmoo 

funqciam SeiZleba mogvces sarwmuno Sedegebi momavali drois 

SualedisaTvis, romelic xangrZlivobiT ar aRemateba 0T
3

1
-s. 

gansazRvra 5. wertilTa simravles, romelic warmoadgens  

Y = f(x1,x2,...,xn) sawarmoo funqciis donis wirebs (Y = const, 

hiperzedapiri) i z o k v a n t a  ewodeba. 

izokvantis cneba sawarmoo funqciisaTvis, analogiuria 

ganurCevlobis mrudis cnebisa sargeblianobis funqciisaTvis. 

gansazRvra 6. Y = f(x1,x2,...xn) sawarmoo funqciis )Y(E
ix  

elastiuroba i-uri resursis mixedviT uwodeben i-uri resursis 

Mi zRvruli mwarmoeblurobis Sefardebas mis Ai saSualo 

mwarmoeblurobasTan 







 n,1i,

x

f
A

i
i , i-uri resursis 

mixedviT 
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i

i

i

i
x

A

M

x/f

x/f
)Y(E

i



 .          (10.10) 

gansazRvra 7. w a r m o e b i s  e l a s t i u r o b a  ewodeba 

yvela resursis mixedviT elastiurobaTa jams 

                    



n

1i
xx )Y(E)Y(E

i
. 

gansazRvra 8. i-uri resursis j-uriT C a n a c v l e b i s  

z R v r ul  n o r m a s  uwodeben gamosaxulebas 

              ji,2,1j,i,

x

f

x

f

dx

dx
R

j

i

i

j
ij 









       (10.11) 

Y gamoSvebis moculobis mudmivobis pirobebSi. 

kob-duglasis sawarmoo funqciis ganzogadebas warmoadgens 

CES (Constant Elasticity of Substitution; Canacvlebis mudmivi 

elastiuroba) funqcia, romelsac aqvs Semdegi saxe: 

                  
/n

L)u1(uKAY ,        (10.12) 

sadac   1, n > 0 – erTgvarovnobis xarisxia, A > 0, 0 < u < 1. 

ganixilaven, agreTve wrfiv 

                              Y = aK + bL + c                                    (10.13) 

da leontievis 

                                         Y = min (aK, bL)                                     (10.14) 
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sawarmoo funqciebs. 

CES funqciis Canacvlebis elastiuroba (kapitaliT Sromis 

Canacvlebis elastiuroba) 

            
K

Y
Y,

L

Y
Y,

Y

Y
lnd

L

K
lnd

'
K

'
L

'
K

'
L

LK








 ,  

gamoiTvleba (10.12)-dan, da Rebulobs mudmiv mniSvnelobas. 

                   



1

1
LK .                   (10.15) 

aseve unda aRiniSnos, rom 1/LK – izokvantebis (donis 

wirebi) simrudis zomaa. 

Tu = 1 , maSin miviRebT sawarmoo funqcias wrfivi 

izokvantebiT (kerZod, wrfiv sawarmoo funqciasac). 

roca   0, maSin zRvruli gadasvliT (10.12)-Si miviRebT 

kob-duglasis sawarmoo funqcias = 1 – elastiurobiT, xolo, 

roca    – miviRebT leontievis sawarmoo funqcias. 

amrigad, wrfiv sawarmoo funqcias aqvs Canacvlebis 

usasrulo elastiuroba (izokvantebi wrfeebia, nulovani 

simrudiT), kob-duglasis sawarmoo funqciis Canacvlebis 

elastiuroba erTis tolia, xolo leontievis funqcias aqvs 

Canacvlebis nulovani elastiuroba (masSi resursebi 

gamoyenebul unda iqnes mxolod mocemul proporciebSi da 

erTmaneTs ver Caanacvleben). 
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10.1 - 10.4 naxazebze mocemulia am sawarmoo funqciebis 

donis wirebi (izokvantebi). 

zogierTi mecnieris mier (a.granbergi, e.erSovi, i.iaremenko, 

a.smiSliaevi, m.veitcmani, n.barkalovi) CES funqcia gamoyenebul 

iqna sabWoTa kavSiris ekonomikis modelisaTvis. 

 

 

 

 

 

 

 
nax.10.1. 

wrfivi sawarmoo funqcia 

Y=aK+bL+c 

 

 
nax.10.2. 

kob-duglasis funqcia 

Y=AKL, (0,1), (0,1) 
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nax.10.3. 

leontievis funqcia 

Y=min(aK,bL), 
a

b
tg   

 

 
nax.10.4. 

CES funqcia 

 

magaliTad, 1960 - 1985 periodis SefasebisaTvis miRebul 

iqna (n = 1) 

        81,0/181,081,0 )L3588,0K6412,0(002,1Y   ,  (10.16) 

anu wrfivi-erTgvarovani CES funqcia materialur-teqnikuri 

progresis gauTvaliswineblobiT da 

   t0252,003,3/103,303,3 e)L5926,0K4074,0(966,0Y   , (10.17) 

anu wrfivi-erTgvarovani CES funqcia materialur-teqnikuri 

progresis gaTvaliswinebiT. 

(10.15)-is Tanaxmad, (10.16)-s SemTxvevaSi Canacvlebis 

elastiuroba LK = 0,55 tolia, xolo (10.17)-is SemTxvevaSi LK 

= 0,25. 

sxva avtorebis mier miRebuli Sefasebebi Canacvlebis 

elastiurobisaTvis Seadgenda daaxloebiT 0,4, anu sabWoTa 
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kavSiris ekonomikisaTvis is erTze naklebi iyo, rac miuTiTebs 

Sromis da kapitalis urTierTCanacvlebis dabal xarisxze. 

 

savarjiSoebi 

10.1 vTqvaT mocemulia wrfivi sawarmoo funqcia Semdegi 

saxis 

             n,1i,const,xY i

n

1i
ii  



aa . 

aCveneT, rom am SemTxvevaSi warmoebis elastiuroba erTis 

tolia. 

10.2. mocemulia kob-duglasis sawarmoo funqcia 

       21 LKY 0
aaa , a0  > 0, a1  (0,1), a2  (0,1), a1 + a2 = 1. 

a) gamoTvaleT warmoebis elastiuroba; 

b) gamoTvaleT K kapitalis L Sromis resursiT Canacvlebis 

R12 zRvruli norma gamoSvebis Y moculobis mudmivobis 

pirobebSi; 

g) gamoTvaleT L Sromis K kapitaliT Canacvlebis R21 

zRvruli norma gamoSvebis Y moculobis ucvlelobis 

pirobebSi. 

10.3. mocemulia wrfivi orfaqtoriani sawarmoo funqcia 

                                     Y=a0 + a1x1 + a2x2. 
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ipoveT, faqtorebis urTierTCanacvlebis R12, R21 zRvruli 

normebi. 

10.4. aCveneT, rom nebismieri orfaqtoriani sawarmoo 

funqciisaTvis Canacvlebis zRvruli normebi akmayofileben 

tolobas 

                                           R12R21 = 1. 

 

 

$ 11. ეკონომიკური დინამიკის წონასწორობის მოდელი 

 

ekonomikur mecnierebaSi da praqtikaSi amosaxsneli amocanebi 

drois faqtoris gaTvaliswinebiT iyofa statikur da dinamikur 

amocanebad. 

statika swavlobs ekonomikuri obieqtebis mdgomareobas, 

romelic Seesabameba drois gansazRvrul moments, an periods, 

maTi parametrebis droSi cvlilebebis gaTvaliswinebis gareSe. 

dinamikur amocanebSi aisaxeba cvladTa ara marto 

damokidebuleba droze, aramed maTi urTierTkavSiri droSi. 

magaliTad, investiciebis dinamika gansazRvravs ZiriTadi 

kapitalis sidideebis dinamikas, rac Tavis mxriv gamoSvebis 

moculobis cvlilebis umniSvnelovanesi faqtoria. 

dro ekonomikur dinamikaSi ganixileba rogorc uwyveti an 

diskretuli. uwyveti dro moxerxebulia modelirebisaTvis, 

radganac iZleva diferencialuri aRricxvisa da 

diferencialur gantolebaTa Teoriis aparatis gamoyenebis 

saSualebas. diskretuli dro moxerxebulia  gamoyenebebisaTvis, 

radganac statistikuri monacemebi yovelTvis diskretulia da 
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Seesabameba drois konkretul erTeulebs. diskretuli 

droisaTvis SeiZleba gamoviyenoT sxvaobiani gantolebaTa 

aparati. 

aRvniSnoT, rom ekonomikuri dinamikis cnobili modelebis 

umravlesoba arsebobs rogorc uwyvet, aseve diskretul 

variantebSi. orive variantSi maTTvis miiReba analogiuri 

Sedegebi, xolo TviT modelebis sirTulis done daaxloebiT 

erTnairia. 

ekonomikur TeoriaSi mniSvnelovania wonasworobis cneba. 

wonasworoba aris obieqtis iseTi mdgomareoba, romelsac is 

inarCunebs gare moqmedebebis ar arsebobis pirobebSi [1]. 

ekonomikuri dinamikis amocanebi Seicaven rogorc im 

procesebis aRweras, romlebic gadian wonasworobis 

mdgomareobaze, aseve gare Zalebis moqmedebiT gamowveuli am 

mdgomareobis transformaciis procesebs. 

davuSvaT, rom ekonomikuri sistema aRiwereba erTi x(t) 

maCvenebliT. 

vivaraudoT, rom x(t) maCveneblis cvlilebis siCqare 

wonasworobis xe mdgomareobidan gadaxris proporciulia 

             )x)t(x(k
dt

)t(dx
e ,                   (11.1) 

sadac k - mudmivi koeficientia. 

sawyisi pirobis saxiT aviRoT Semdegi toloba 

              00t
x)0(x)t(x 


.                  (11.2) 
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koSis amocanis (11.1), (11.2) erTaderTi amonaxsni Caiwereba 

Semdegnairad 

                                x(t) = xe+(x0  xe) ekt .                   (11.3) 

Tu k<0, maSin (11.3)-dan miviRebT 

             e
kt

t
e0e

t
xelim)xx(x)t(xlim 


.    (11.4) 

(11.4) niSnavs, rom wonasworoba mdgradia, e.i. x(t) sididis 

gadaxrisa xe sididisagan is kvlav miiswrafvis miiRos es 

mniSvneloba. 

Tu k > 0, maSin (11.3) mogvcems (x0  xe) 

 


)xx(signelim)xx(x)t(xlim e0
kt

t
e0e

t
.      (11.5) 

(11.5) niSnavs imas, rom Tu k > 0 maSin x(t) miiswrafvis 

usasrulobisaken (Tu sawyisi mdgomareoba ar emTxveva 

wonasworobis mdomareobas).  

naxazebze 11.1 (k < 0), 11.2 (k > 0) naCvenebia x(t) funqciis 

yofaqceva.  

dinamikuri wonasworobis amocanebSi dinamiuri sistemebi 

SeiZleba aRiweros agreTve iseTi grafikebiT, rogorc naCvenebia 

nax.11.3, 11.4. 
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nax. 11.1 (k < 0)   
a) - x10 > xe  

  b) -  x20 < xe 

 

 
nax. 11.2. (k > 0) 
a) - x10 > xe  

   b) -  x20 < xe 
 

 
nax. 11.3 

 

 
nax. 11.4 

 

diskretuli modeli 

ekonomikuri sistemis qceva diskretul droSi SeiZleba 

aRiweros sxvaobiani gantolebis meSveobiT, romelic akavSirebs 

x(t) sididis mniSvnelobebs xt, xt-1 drois mezobel momentebSi. 
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diskretuli modelis SemTxvevaSi sxvaobian gantolebas aqvs 

saxe 

                                    xt = xt-1 + k(xt-1  xe),                   (11.6) 

romlis amonaxsni Caiwereba Semdegi saxiT 

                                    xt = xe+ (x0xe)(1+ k)t .                 (11.7) 

marTlac, (11.6)-dan miviRebT 

   x1 = x0 + k(x0xe)=x0 + xe  xe + k(x0  xe) = xe + (x0  xe)(k + 1), 

  x2 = x1 + k(x1  xe) = x1(1 + k)  kxe = xe(1 + k) + 

        + (x0  xe)(k + 1)2  kxe = xe + (x0  xe)(k + 1)2, 

anu nebismieri t-Tvis adgili aqvs (11.7). 

(11.7)-dan gamomdinareobs, rom roca k < 0 sistema, romelic 

gadaxrilia xe-dan didi t-Tvis ubrundeba xe, xolo, roca k > 0 

- ufro Sordeba. 

(11.7)_dan gamomdinareobs, rom wonasworoba mdgradia, roca                                   

|1 + k| <1, anu   2 < k < 0  da aramdgradia  |1 + k| > 1, anu     

k  (  , -2)  (0,) SemTxvevisaTvis. 
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savarjiSoebi 

a parametris ra mniSvnelobisaTvis ekonomikuri 

sistemisaTvis x(t) maCvenebliT wonasworobis xe mdgomareoba 

mdgradia? 

 

11.1 25x,20)0(x),xx)(2(
dt

)t(dx
ee  a . 

11.2 10x,15)0(x),xx)(4(
dt

)t(dx
ee

2  a . 

11.3 25x,30)0(x),xx)(67(
dt

)t(dx
ee

2  aa . 

11.4 55x,50)0(x),xx)(89(
dt

)t(dx
ee

2  aa . 

 

11.5 58x,60)0(x),xx)(1(
dt

)t(dx
ee

2  a . 

 

11.6 35x,32)0(x),xx)(1(
dt

)t(dx
ee

2  aa . 

 

11.7 36x,40)0(x),xx)(1(sin
dt

)t(dx
ee  a . 
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11.8 25x,30)0(x),xx)(2(cos
dt

)t(dx
ee  a . 

 

11.9 50x,45)0(x),xx)(2cos(sin
dt

)t(dx
ee  aa . 

 

11.10 70,60)0(),)(1cos(sin
)( 20182018  ee xxxx

dt

tdx
aa . 

 

 

 

$ 12. ეკონომიკური დინამიკის მოდელები. ბაზრის მუშაობის ობობას 

ქსელისებრი მოდელი 

 

ganvixiloT makroekonomikuri dinamikis modelebis ori 

magaliTi, romlebic warmoadgenen diskretul da uwyvet 

midgomebs (diskretuli da uwyveti modelebi). orive 

SemTxvevaSi modelebs gaaCniaT abstraqtuli xasiaTi [1]. 

am modelebze SeiZleba movaxdinoT demonstrireba 

diskretuli da uwyveti dinamiuri modelebis umartivesi 

aparatisa, agreTve naTlad vaCvenoT makroekonomikuri dinamikis 

umniSvnelovanesi kategoriebi da problemebi. 
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bazris muSaobis ობობას ქსელისებრი  modeli. 

es diskretuli modeli iZleva saSualebas gamovikvlioT 

bazarze saqonlis fasebis da moculobis mdgradoba, romelic 

aRiwereba moTxovna-miwodebis tradiciuli wirebiT, roca aris 

dagvianeba droSi (laga) (ix. nax.12.1) 

 

 

 

 

nax.12.1. moTxovna-miwodebis wiri (D_S) 
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davuSvaT, rom mwarmoeblebi (magaliTad, xorblis ferma) 

gansazRvraven saqonlis miwodebis fass mocemul periodSi wina 

periodSi dadgenili fasebis mixedviT 

                                     QS(t) = St(Pt – 1).                                         (12.1) 

amrigad, miwodebis funqciaSi (S) Sedis dagvianeba droSi, 

drois erTi erTeulis xangrZlivobiT. marTlac, gadawyvetileba 

warmoebis moculobis Sesaxeb miiReba mimdinare fasebis 

gaTvaliswinebiT, magram warmoebis cikls gaaCnia garkveuli 

xangrZlivoba da amis Sesabamisi gadawyvetilebis miwodeba 

gamoCndeba bazarze mocemuli ciklis damTavrebisas. 

mocemul periodSi moTxovnis (D) wiri axasiaTebs 

damokidebulebas saqonlis moTxovnis moculobasa da mis 

sabazro fass Soris. 

                                           QD(t) = Dt(Pt) .                                      (12.2) 

amrigad, fasebis dinamika aRiwereba Semdegi gantolebaTa 

sistemiT 

                    

















 

.QQ

),P(DQ

),P(SQ

S
t

D
t

tt
D
t

1tt
S
t

               (12.3) 

an erTi moTxovna-miwodebis fasebis damakavSirebeli 

gantolebiT 

                                           Dt(Pt) = St(Pt  1).                                  (12.4) 
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(12.4) gantolebidan SeiZleba vipovoT Pt fasis mniSvneloba 

mocemul momentSi, Tu cnobilia misi Pt–1 mniSvneloba wina 

momentSi. 

amoxsnis sqema SemdegSi mdgomareobs: 

            

...)P(SQ)Q(DP)P(SQ)Q(DPQ 121
1

1010
1

00  

 

sadac D 1 - moTxovnis funqciis Seqceuli funqciaa. 

                                           Q0 = D(P0). 

kerZo SemTxvevisaTvis, ganvixiloT ობობას ქსელისებრი  

modeli, romelSic moTxovnis da miwodebis funqciebi wrfivia 

          D(P) = C  EPt, S(P) = A + BPt  1, S(P) = D(P).                 (12.5) 

 

aq B > 0, radganac miwodebis S(P) funqcia zrdadia; E > 0, 

radganac moiTxovs D(P) funqcia klebadia 

                                  S'(P) = B > 0, D'(P) = – E < 0. 

amasTan 

                                 C > A > 0, anu D(0) > S(0) > 0, 

radganac vTvliT, rom nulovani fasisaTvis moTxovna aRemateba 

miwodebas. 

gantoleba, romelic aRwers aseTi sistemis dinamikas, 

Caiwereba Semdegi saxiT: 
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                                  D(Pt) = S(Pt-1), 

                               C – EPt = A + BPt-1 .                      (12.6) 

vipovoT wonasworuli P* fasi da warmoebis wonasworuli 

Q* moculoba. isini unda akmayofilebdnen gantolebebs (ix.nax. 

12.1) (moTxovnis da miwodebis fasebi da agreTve, warmoebis 

moculobebi tolia) 

                                  










*,EPC*Q

*,BPA*EPC
 

saidanac 

                


















.
EB

AEBC
*Q

,
EB

AC
*P

                (12.7) 

SemdegSi, aucilebelia gamovikvlioT fasebis da warmoebis 

moculobis yofaqceva im SemTxvevaSi, roca sawyisi wertili ar 

emTxveva wonasworuls. 

Tavdapirvelad es amocana SeiZleba amoixsnas grafikulad, 

ris Sedegad miviRebT "obobas" tipis msgavs suraTs. 

aviRebT ra saqonlis moculobas da fasis sawyis raodenobas, 

romelic gansxvavdeba wonasworuli wertilisagan, 

Tanmimdevrulad aRvniSnavT wertilebs moTxovna-miwodebis 

wirebze modelSi gansazRvruli gamoangariSebis proceduris 

Tanaxmad, SevaerTebT maT horizontaluri da vertikaluri 

swori xazebiT. 
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     nax.12.2                 nax.12.3                   nax.12.4 

grafikuli analizidan miviRebT Semdeg daskvnebs: 

a) Tu miwodebis S wiri ufro daxrilia vidre moTxovnis D 

wiri (nax.12.2), maSin wonasworoba aseTi saqonlis bazarze 

mdgradia (procesi miiwsrafvis wonasworuli mdgomareobisaken). 

b) Tu moTxovnis D wiri ufro daxrilia vidre miwodebis S 

wiri, maSin wonasworoba aseT bazarze aramdgradia (nax.12.3). 

g) miwodebisa da moTxovnis wirebis Tanabar daxrilobis 

SemTxvevaSi fasebi bazarze ganicdis regularul rxevebs 

mudmivi amplitudiT (nax. 12.4). 

axla, gadavideT modelis formalur analizze. Tu (12.6)-dan 

gamovsaxavT Pt-s   Pt-1-iT meSveobiT, miviRebT rekurentul 

Tanafardobas 

                  1tt P
E

B

E

AC
P 


 .              (12.8) 
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am Tanafardobis Tanmimdevrulad gamoyenebisas, miviRebT 

                  01 P
E

B

E

AC
P 


 , 

        
















 012 P

E

B

E

AC

E

B

E

AC
P

E

B

E

AC
P , 

an zogad SemTxvevaSi 

0

t
t

1t
1t

32

t P
E

B
)1(

E

B
)1(...

E

B

E

B

E

B
1

E

AC
P 























































   

(12.9) 

kvadratul frCxilebSi mdgomi gamosaxuleba aris 

geometriuli progresiis jami 

            

1t
1t

32

E

B
)1(...

E

B

E

B

E

B
1S






























 , 

                          
q1

q1
q...qq1S

n

1
1n2

1n



  aa , 

sadac a1=1, 
E

B
q  . 

Tu |q| < 1,  maSin 
q1

1

q1
Slim 1

n
n 







a
. 

amrigad, (12.9)_dan drois nebismier t momentisTvis miviRebT 

Pt fasisaTvis gamosaxulebas 
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         0

t
t

t
t

t P
E

B
)1(

E

B
1

E

B
)1(1

E

AC
P 

























 .     (12.10) 

a) cxadia, roca 1
E

B
 , maSin 

                0
E

B
t









 (didi t-Tvis), 

                *P
BE

AC
Pt 




 , 

anu Tu miwodebis wiri ufro daxrilia vidre moTxovnis wiri 

(ix. 12.6), maSin wonasworoba mdgradia (nax.12.2) 

b) Tu 1
E

B
 , ese igi moTxovnis wiri ufro daxrilia, vidre 

miwodebis (ix. 12.6), maSin 

                 







t

E

B
, (t) 

da procesi ganSladia (aramdgradi wonasworoba). 

g) roca 1
E

B
 , ese igi B = E, anu Tu moTxovnis da miwodebis 

wirebi erTnairad arian daxrili (ix. nax. 12.5), maSin  

                                         Pt = P*[1 – (–1)t] + (–1)t P0, 

anu, Tu t - luwia, maSin 
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                                                Pt = P0, 

xolo Tu t - kentia, maSin 

                                 Pt = 2P* – P0, 
2

PP
*P 01  . 

 

 

 

nax.12.5. (P0 < P*) 

 

amrigad, sistemis mdgradobisaTvis ganmsazRvreli momentia 

ufro naklebi reaqciaa fasebis cvlilebebze im funqciisa, 

romelsac gaaCnia dagvianeba droSi (miwodebis funqcia      

S(P) = A + BPt-1). 
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realurad, roca B>E usasrulo zrdad rxevebs adgili ar 

eqneba, radganac didi gadaxris SemTxvevaSi wonasworobis 

mdgomareobidan, wrfivi miaxloeba (wrfivi modeli) ara - 

realisturia. 

ufro realistur arawrfiv modelebSi damyardeba arawrfivi 

didi rxevebi, magram sasrulo amplitudisa, romlebic arian 

winapirobebi warmoebis aRmavlobisa da vardnis ekonomikuri 

ciklebisa. 

 

savarjiSoebi 

12.1 davuSvaT, rom miwodebis da moTxovnis funqciebs aqvT 

saxe 

St = A + BPt ,    Dt = C  EPt-1,    St = Dt.  A, B, C, E > 0, C > A. 

rogori iqneba wonasworuli wertilisaken krebadobis piroba? 

gamosaxeT es procesi grafikulad. 

12.2 mocemulia ობობას ქსელისებრი  modeli 

      St = 20 + 30Pt-1,  Dt = 100 – 50Pt,   St = Dt 

davuSvaT P0 = 0,5.     gamovTvaloT P1_? P2_? 

12.3 davuSvaT, rom ობობას ქსელისებრი  modelSi moTxovnis 

funqcia 
t

t
P

3
D  , xolo miwodebis funqcia 

                                    St = 5Pt-1, P0 = 1. 
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grafikulad gamosaxeT gamoSvebis moculobis da fasis 

dinamika. rogoria wonasworuli fasi da gamoSveba? aris Tu 

ara wonasworoba mdgradi? 

 mocemulia ობობას ქსელისებრი modeli. aageT grafiki da 

SeiswavleT mdgradobaze. 

12.4  St = 3 + 8Pt-1,   Dt = 15 – 8Pt,  St = Dt,  P0 = 1. 

12.5  St = 12 + 9Pt-1,  Dt = 18 – 10Pt,    St = Dt,  P0 = 0,5. 

12.6  St = 14 + 6Pt-1,  Dt = 20 – 4Pt,    St = Dt,  P0 = 0,7. 

12.7  St = 10 + 4Pt-1,  Dt = 40 – 11Pt,    St = Dt,  P0 = 3. 

12.8 St = 100 + 20Pt-1, Dt = 140 – 20Pt,    St = Dt,  P0 = 2. 

 

12.9 St = 80 + 6Pt-1,  Dt = 110 – 4Pt,     St = Dt,  P0 = 1. 

12.10 St = 40 + 12Pt,  Dt = 60 – 8Pt-1,     St = Dt,  P0 = 2. 

12.11  St = 30 + 6Pt,  Dt = 70 – 2Pt-1,     St = Dt,  P0 = 4. 

12.12 St = 25 + 5Pt,  Dt = 75 – 5Pt-1,     St = Dt,  P0 = 3. 

 

12.13 St = 35 + 4Pt,  Dt = 115 – 4Pt-1,    St = Dt,  P0 = 9. 
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12.14 St = 10 + 3Pt,  Dt = 90 – 5Pt-1,      St = Dt,  P0 = 8. 

 

12.15 St = 40 + 9Pt,  Dt = 120 – 11Pt-1,  St = Dt,  P0 = 5. 

 

 

$ 13. სამომხმარებლო საქონლების ბაზრის ვალრასის დინამიური 

მოდელები 

 

20-ე საუკუნის დასაწყისში შვეიცარიელმა ეკონომისტმა ლ. ვალრასმა 

გამოიკვლია ზოგიერთი დინამიური მოდელი უწყვეტი დროის 

ფაქტორის გათვალისწინებით. შემდეგ პირველად უწყვეტი დინამიური 

მოდელი 1930 წელს შემოგვთავაზა ჯ. ევანსმა. შემდგომ 20-ე საუკუნის 

40-იან წლებში ანალოგიური იდეები შემოგვთავაზა პ. სამუელსონმა.        

 განვიხილოთ მოდელი ლ. ვალრასის კონცეფციის მიხედვით და 

მოვიყვანოთ მისი კვლევის შედეგები. 

ვალრასის მოდელების თავისებურება მდგომარეობს იმაში, რომ 

ბაზარი განიხილება ავტონომიურად, ეკზოგენური პროცესების გავლენის 

გარეშე.  ეს იძლევა საშუალებას გავაანალიზოთ ბაზრის მოდელი 

უშუალო ინტეგრებით, სპეციალური მათემატიკური აპარატის 

გამოყენების გარესე. 

მოდელირებისას ნავარაუდევია, რომ  )(),(),( tStDtP   – t  დროის 

უწყვეტი ფუნქციებია. 

მოთხოვნის და მიწოდების წირები მოცემულია შემდეგი 

ფორმულებით:  
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                           aPPD  )(                                                                         (13.1) 

სადაც a,  – მუდმივი კოეფიციენტებია, 

                   bPPS  )(                                                                                  (13.2) 

სადაც b,  – მუდმივი კოეფიციენტებია. 

ფასის ზრდის სიჩქარე პროპორციული  მუდმივი კოეფიციენტით 

ბაზარზე საქონლის დეფიციტისა. ეს კოეფიციენტი განსაზღვრავს 

რეაქციის ხარისხს, მყიდველთა მგრძნობიარობას ჭარბ მოთხოვნაზე, 

დეფიციტზე.  დეფიციტის გაზრდით იზრდება ფასის ზრდის სიჩქარე.  

მათემატიკურ მოდელს აქვს ჩვეულებრივი წრფივი 

განცალებადცვლადებიანი დიფერენციალური განტოლების სახე: 

                       )( SD
dt

dP
                                                                                 (13.3) 

სადაც 
dt

dP
- ფასის ცვლილების სიჩქარეა, SD   -  საქონლის დეფიციტს 

შეადგენს, 0  – საქონლის დეფიციტზე მყიდველთა რეაქციის 

კოეფიციენტია. 

განტოლება (13.3)-ს ამოხსნისათვის, მასში ჩავსვათ (13.1), (13.2) და 

მივიღებთ შემდეგ განტოლებას: 

 

                                )()()( tPba
dt

dP
                                         (13.4) 

წონასწორობის წერტილში ფასის ცვლილების სიჩქარე ნულის ტოლია 

( )0
dt

dP
, ამიტომ (13.4)- დან მივიღებთ წრფივ ალგებრულ განტოლებას 

წონასწორულ  ფასზე 
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                        0)()(  Pba                                                       (13.5) 

სადაც P წონასწორული ფასია. 

თუ (13.4) გამოვაკლებთ (13.5), მივიღებთ შემდეგ დივერენციალურ 

განტოლებას 

                                ))()((  PtPba
dt

dP
                                                    (13.6) 

(13.6) განტოლების ამოხსნისათვის შემოვიღოთ გარდაქმნა 

 

                           PtPtR )()(                                                                (13.7) 

(13.7)-ში შემოტანილი უცნობი ფუნქცია )(tR არის ფასის გადახრა 

წონასწორული ფასისგან, )(tP  ფასის ზრდაა წონასწორულ ფასზე P

საქონლის დეფიციტის და ფასის შემცირება საქონლის სიჭარბის 

შემთხვევაში. 

(13.6), (13.7) - დან მარტივად მიიღება დიფერენციალური განტოლება 

)(tR  ფუნქციაზე 

                    )()( tRba
dt

dR
                                                                   (13.8) 

რომლის ერთადერთი ამონახსნი ჩაიწერება შემდეგნაირად 

                   ))(exp()( 0 tbaRtR                                                             (13.9) 

სადაც 0R  არის საწყის მომენტში ფასის გადახრა წონასწორული ფასისგან. 

 

                         PPR 00                    00 )0()( PPtP t                         (13.10) 

ამრიგად, (13.7), (13.9), (13.10)-დან მივიღებთ (13.6)-ის ერთადერთ 

ამონახსნს, რომელიც განსაზღვრავს საქონლის ფასის დინამიკას დროში 



124 
 

          ))(exp()()( 0 tbaPPPtP                                                     (13.11)                                    

 )](sgn[ ba  -ის მნიშვნელობაზეა ანუ მის ნიშანზეა დამოკიდებულია 

ფასის მონოტონური მიახლოება თუ დაშორება წონასწორულ ფასისგან.  

თუ 1)](sgn[  ba ანუ 0)(  ba , მაშინ დროის ცვლილებით 

საქონლის ფასი მიისწრაფვის წონასწორულ ფასისკენ, მიუხედავად იმისა 

საწყის მომენტში  ფასი მეტია )( 0  PP , ნაკლებია )( 0  PP თუ ტოლია

)( 0  PP  წონასწორობის ფასისა. 

                                                    


 PtP
t

)(lim  

თუ 1)](sgn[  ba ანუ 0)(  ba , მაშინ დროის ცვლილებით 

საქონლის ფასი შორდება წონასწორულ ფასს, თუ საწყისს მომენტში ფასი 

მეტია წონასწორულზე )( 0  PP და დროის t მომენტში ფასი გახდება 

ნულის ტოლი, როცა საწყისს მომენტში ფასი ნაკლებია წონასწორულზე 

)( 0  PP  

                            
0

ln
)(

1

PP

P

ba
t










 

ამრიგად თუ ,0)(  ba  მაშინ გვაქვს ასიმპტოტურად მდგრადი 

ბაზრის შემთხვევა, ხოლო თუ ,0)(  ba  მაშინ არამდგრადი ბაზრის 

შემთხვევა. 

როგორც დავინახეთ   (13.11) ამონახსნიდან, ვალრასის ამ მოდელში 

ადგილი არა აქვს ფასის რხევებს ანუ ამონახსნს არა აქვს პერიოდული 

ფუნქციის სახე. 

განვიხილოთ ფასის დინამიკის ყველანაირი შესაძლო შემთხვევა. 

1. მოდელის პარამეტრები 0,0  ba  ანუ მოთხოვნა ფასის კლებადი  

ფუნქციაა, ხოლო მიწოდება ფასის ზრდადი ფუნქციაა. ამ შემთხვევაში, 

როგორც სჩანს (13.11)-დან მიმდინარე ფასის გადახრა წონასწორული 



125 
 

ფასისგან მცირდება და ექსპონენციალური ფუნქციით მიისწრაფვის 

ნულისკენ. აქედან შეიძლება გაკეთდეს დასკვნა, ამ შემთხვევაში, 

საბაზრო ფასი ასიმპტოტურად მდგრადია. აქვე შევნიშნავთ, რომ როცა 

ba  მოთხოვნის დაგვიანების ობობასქსელური მოდელის ანალიზს 

მივყავართ საწინააღმდეგო დასკვნისკენ - საბაზრო სისტემა 

არამდგრადია.  

2. მოდელის პარამეტრები 0,0,0  ba   ანუ მოთხოვნა და მიწოდება 

ფასის კლებადი ფუნქციებია. 

მიწოდების ფუნქციის კლებადობა ნიშნავს, რომ საქონლის 

მწარმოებელი ფასის გაზრდით ამცირებს და არა ზრდის მიწოდებას.  

ასეთი სიტუაცია შესაძლებელია, თუ გამყიდველი არის ერთი 

მონოპოლისტი. ამ შემთხვევაში უნდა განვიხილოთ ორი ვარიანტი, 

რომლებსაც მივყავართ ორ პრინციპულად განსხვავებულ დასკვებისკენ.  

პირველ ვარიანტში ba  , შესაბამისად (13.11)-ის თანახმად   

მიმდინარე ფასის გადახრა წონასწორული ფასისგან იზრდება და 

საბაზრო სისტემა არამდგრადია.  

მეორე ვარიანტში 0,  bba , შესაბამისად (13.11)-ის თანახმად   

მიმდინარე ფასის გადახრა წონასწორული ფასისგან კლებულობს, 

ექსპონენციალური ფუნქციით მიისწრაფვის ნულისკენ და საბაზრო 

სისტემა ასიმპტოტურად მდგრადია. 

ფასის დინანიკის შედარება ობობასქსელური და ვალრასის 

დინამიური მოდელის მიხედვით. აქ ნაგულისხმევია, რომ 0a

ყოველთვის ანუ მოთხოვნის ფუნქცია ყოველთვის კლებადია (იხ. 

ცხრილი 13.1). 

ბაზრის მოდელი 

 

მიწოდება იზრდება ( 0b ) მიწოდება კლებულობს ( 0b ) 
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ab   ab   ba   ba   

ვალრასის 

მოდელი 

 

წონასწორობა 

ასიმპტოტურად 

მდგრადია 

 

წონასწორობა 

ასიმპტოტურად 

მდგრადია 

 

წონასწორობა 

ასიმპტოტურად 

მდგრადია 

 

წონასწორობა 

არამდგრადია 

 

ობობაქსელებური 

მოდელი 

 

წონასწორობა 

ასიმპტოტურად 

მდგრადია 

 

წონასწორობა 

არამდგრადია 

 

წონასწორობა 

ასიმპტოტურად 

მდგრადია 

 

 

წონასწორობა 

არამდგრადია 

 

ცხრილი 13.1 

 

სამომხმარებლო საქონლების ბაზრის დინამიური მოდელები 

სასაქონლო ბაზრის დინამიური მოდელების თავისებურება იმაში 

მდგომარეობს, რომ მათში ასახულია მისი ორი ძირითადი ნაწილი - 

მყიდველები და გამყიდველები. 

ერთ  ნაწილს (გამყიდველები) განზრახული აქვს საქონლის გაყიდვა, 

ხოლო მეორე ნაწილი (მყიდველები) მიისწრაფვის მიიღოს საქონლის ეს 

თუ სხვა რაოდენობა  ფასზე დამოკიდებულებით. ეს 

დამოკიდებულებები მოდელირდება მიწოდებისა და მოთხოვნის 

ფუნქციებით. გამყიდველები და მყიდველები აგებენ თავის საბაზრო 

ქცევას შემდეგნაირად. საკონკურენტო ბაზარზე ფასის ზრდის 

შემთხვევაში გამყიდველები ცდილობენ გაზარდონ საქონლის წარმოება 

და მიწოდება, ხოლო მყიდველები ამცირებენ მოთხოვნას.  
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ხდება ბაზრის  «საქონლით გადატვირთვა»  და გარიგებების 

მოცულობის შემცირება.  

საქონლის გაჩენილი სიჭარბე აიძულებს გამყიდველებს დაწიონ მისი 

ფასი. ეს ტენდენცია იწვევს მყიდველთა მოთხოვნის ზრდას და შეიძლება 

გაჩნდეს საქონლის დეფიციტი. შემდეგ შემოსავლის გაზრდის 

შესაძლებლობების იმედით გამყიდველები კვლავ აწევენ ფასს. ამრიგად,  

ბაზარი მოქმედებს უარყოფითი უკუკავშირის პრინციპით, როგორც 

შეკრული სისტემა,  რომელიც შედგება ორი სამეურნეო სუბიექტთა 

ჯგუფებისაგან   –  გამყიდველებისაგან და მყიდველებისაგან. უმარტივეს 

შემთხვევაში, ბაზრის დინამიკა მთლიანობაში შეიძლება ავსახოთ ერთი 

დიფერენციალური განტოლებით. ასე აიგება ლ. ვალრასის მოდელები.  

არსებობს უფრო რთული მოდელები.  

პირველ მოდელში საბაზრო მოთხოვნა და მიწოდება საქონელზე 

დამოკიდებულია არა მარტო მის ფასზე, არამედ მისი ცვლილების 

სიჩქარეზე.   

მეორე მოდელში გამყიდველები არამყისიერად რეაგირებენ 

წონასწორული ფასის ცვლილებაზე, არამედ გარკვეული ყოვნით.  

ამასთან, ორივე მოდელი შეკრული სისტემაა და არ განიცდის გარე 

ზემოქმედებას.  ამ შემთხვევაში იძულებით მოძრაობას ადგილი არა აქვს.  

ამიტომ გამოკვლევას ექვემდებარება თავისუფალი მოძრაობა.  ბაზრის 

მოდელების გამოკვლევის მთავარი საკითხი მდგომარეობს საბაზრო 

სისტემის მდგრადობის გარკვევაში. თუ ფასი მიისწრაფვის ზოგიერთ 

მუდმივი მნიშვნელობისკენ, მაშინ საბაზრო სისტემა ასიმპტოტურად 

მდგრადია,  მხარს უჭერს ასიმპტოტურად მდგრად მოძრაობას. თუ 

მეორდება ფასის უსასრულოდ ზრდადი რხევები ან ფასი მონოტონურად 

მიისწრაფვის უსასრულოსკენ, მაშინ სისტემა არამდგრადია.  
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საბაზრო სისტემის მდგრადობის ანალიზი კეთდება მახასიათებელი 

განტოლების ფესვების მიხედვით.  თუ ყველა ფესვი ნამდვილია, მაშინ 

ფასი მონოტონურად იცვლება.  თუ ერთი ფესვი მაინც დადებითია, მაშინ 

ფასის ცვლილების პროცესის შესაბამისი შესაკრები გამოისახება 

ექსპონენციალური ფუნქციით, რომელიც მიისწრაფვის 

უსასრულობისკენ. 

თუ მახასიათებელი განტოლების ფესვები წმინდა წარმოსახვითია, 

ფასის ცვლილების პროცესს აქვს სინუსოიდალური სახე არაქრობადი 

რხევებით.  

თუ ფესვები ნებისმიერი კომპლექსურია, მაშინ ფასი იცვლება 

რხევითად კლებადი ან ზრდადი ამპლიტუდით. ფასის ცვლილების 

კლებადი ამპლიტუდის დროს, ბაზარი ასიმპტოტურად მდგრადია, 

ზრდადი ამპლიტუდის დროს   – არამდგრადია.  

 ასიმპტოტურად მდგრად სისტემაში ფასის სიდიდე მიისწრაფვის 

მუდმივ მნიშვნელობისკენ და წონასწორობის წერტილში ხდება 

მუდმივი. წონასწორობის მდგომარეობაში მოთხოვნა შთანთქავს 

საქონლის ყველა   მიწოდებულ რაოდენობას.  არამდგრად სისტემაში 

არასაფასო ფაქტორების ზემოქმედების ძალით, ფასი გადაიხრება 

წონასწორული მნიშვნელობისაგან,  რის შემდეგ ადგილი აქვს ფასის 

უწყვეტ ცვლილებებს და შეიძლება გაჩნდეს დროის პერიოდები, 

რომლებშიც ბაზარზე შეიგრძნობა საქონლის დეფიციტი ან მისი სიჭარბე. 
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$  14. ერთი საქონლის ბაზარის  ვალრასის - ევანსი - სამუელსონის 

დინამიური მოდელები 

 

განვიხილოთ კონკურენტული ბაზრის მოდელი, რომელშიც 

გამყიდველები არა მყისიერად რეაგირებენ წონასწორული ფასის 

ცვლილებაზე, არამედ გარკვეული ყოვნით.  

  მოთხოვნის )(tP  და მიწოდების   )(ty  ფასები ერთმანეთს არ 

ემთხვევა.  

განვიხილოთ შემთხვევა, როცა )(ty  ფასი იგვიანებს  )(tP  ფასთან 

შეფარდებით. 

დაგვიანების (ყოვნი) მოდელირება გავაკეთოთ სისტემაში პირველი 

რიგის ინერციული რგოლის შემოღებით 

)(tP   –  რგოლის შემავალი პროცესია,   )(ty  – რგოლის რეაქციაა. 

      რგოლის მათემატიკურ მოდელს აქვს სახე: 

             )()(
)(

tPty
dt

tdy
T                                                                         (14.1) 

სადაც T   – დროითი ლაგია (საშუალო დაგვიანება, ყოვნი). 

S მიწოდებას საფასო დინამიკის გათვალისწინებით აქვს შემდეგი 

სახე:  

                                 )())(( tbytyS                                                    (14.2) 

სადაც b,  –  მუდმივი კოეფიციენტებია.  

მოთხოვნის დინამიკა D  აღიწერება ტოლობით 

                  )())(( taPtPD                                                                   (14.3) 
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სადაც a,  –  მუდმივი კოეფიციენტებია.  

ბაზარზე ფასის ცვლილების სიჩქარე პროპორციულია მოთხოვნისა 

და მიწოდების შეუთანხმებლობისა 0 პროპორციულობის 

კოეფიციენტით. 

        ))](())(([
)(

tyStPD
dt

tdP
                                                                 (14.4) 

ამრიგად სამოდელო ობიექტი აღიწერება დიფერენციალურ 

განტოლებათა სისტემით 

                 

















))](())(([
)(

)()(
)(

tyStPD
dt

tdP

tPty
dt

tdy
T



                                                    (14.5) 

სადაც ))(()),(( tPDtyS შესაბამისად განსაზღვრულია (14.2), (14.3)-ში.   

 სისტემა (14.5)-დან, (14.2), (14.3)-ს გათვალისწინებით, )(tP  -ს 

გამორიცხვით )(ty  ფუნქციისათვის მიიღება მეორე რიგის 

მუდმივკოეფიციენტებიანი არაერთგვაროვანი დიფერენციალური 

განტოლება 

 

                        )()()(
)(

)1(
)(

2

2

batyba
dt

tdy
aT

dt

tyd
T                  (14.6) 

)(ty ფასის დინამიკის მიხედვით, განვსაზღვროთ არის თუ არა ბაზარი 

მდგრადი სისტემა.  

(14.6)-ის  შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას აქვს შემდეგი სახე 

((14.6) -ის ზოგადი ამონახსნი მიიღება  ერთგვაროვანი განტოლების 

ზოგადი ამონახსნისა და (14.6) კერძო ამონახსნის ( )1)( ty ჯამის სახით) 
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               0)()(
)(

)1(
)(

2

2

 tyba
dt

tdy
aT

dt

tyd
T                                      (14.7) 

რომლის არატრივიალურ ამონახსნს 0)( ty  ვეძებთ  

                   )exp()( qtty                                                                           (14.8) 

 

(14.7)-ში (14.8) ჩასმით, მარტივად მიიღება მახასიათებელი 

განტოლება 

            0)()1(2  baqaTTq                                                            (14.9) 

მიწოდების ფასის მოძრაობის ანალიზს მოვახდენთ მახასიათებელი 

განტოლების (14.9)-ს ფესვების საფუძველზე 

           
T

baTaTaT
q

2

)(4)1()1( 2

1





                                           (14.10)                                                          

     
T

baTaTaT
q

2

)(4)1(1 2

2





 

რომლებიც იძლევიან შესაძლებლობას გავაკეთოთ რიგი დასკვნა 

შეფარდებით განხილული საბაზრო სისტემის დინამიური თვისებებისა. 

    თუ (14.10) ფესვები ნადვილია, მაშინ ფასების ცვლილების პროცესი 

მონოტონურია; თუ ფესვები კომპლექსურად შეუღლებულია, მაშინ 

პროცესი ციკლურია ცვალებადი ამპლიტუდით; თუ ფესვები წმინდა 

წარმოსახვითია, მაშინ პროცესი ციკლურია მუდმივი ამპლიტუდით. 

   ჩვენს შემთხვევაში ფასების ცვლილების პროცესი დამოკიდებულია  

0,0,,  Tba  კოეფიციენტების მნიშვნელობებზე.  

     განვიხილოთ ფესქვეშა გამოსახულება (14.10)-ში. 
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                   )(4)1( 2 baTaTQ                                                           (14.11) 

 

1. თუ  0Q , მაშინ მაშინ მიწოდების ფასის ცვლილების პროცესი 

ციკლურია ცვალებადი ამპლიტუდით. ცხადია, რომ ამას აქვს ადგილი, 

თუ სრულდება უტოლობა 

                                              
T

aT
ba





4

)1( 2
  

ამის გარდა ჩვენ შემთხვევაში 

         01  aT                                                                          (14.12) 

 

რომელიც სრულდება, როცა 

                                          
T

a


1
  

 

ამიტომ, როცა 
T

a


1
  ნამდვილი ნაწილები კომპლექსური ფესვებისა 

(14.10)-ში უარყოფითია. 

შესაბამისად მიწოდების ფასის ცვლილების პროცესს აქვს ქრობადი 

რხევების სახე. საბაზრო სისტემა ასიმპტოტურად მდგრადია. 

2.  თუ  0Q , მაშინ მიწოდების ფასის ცვლილების პროცესს აქვს 

მონოტონური ხასიათი.  

ცხადია, რომ ამ შემთხვევაში 

         
T

aT
ba





4

)1( 2
                                                                             (14.13)                                          



133 
 

(14.10)-ში, (14.13) გათვალისწინებით 1q -თვის მარტივად მიიღება 

 

                      
))(4)1()1((2

)(4
2

1

baTaTaTT

Tba
q








                      (14.14) 

 

ცხადია, რომ 01 q  თუ 

                                                  0 ba  

ამის გარდა, (14.10)-დან ცხადია, რომ  ყოველთვის 02 q  

იმასთან დაკავშირებით, რომ მახასიათებელი განტოლების (14.10)-ს ამ 

შემთხვევაში ორივე ფესვი უარყოფითია მიწოდების ფასი მონოტონურად 

მიისწრაფვის მუდმივი მნიშვნელობისკენ. საბაზრო სისტემა 

ასიმპტოტურად მდგრადია. 

უნდა აღინიშნოს, რომ არასრულყოფილი კონკურენციის 

შემთხვევაში, შესაძლებელია მოდელის მუდმივი პარამეტრების სხვა 

მნიშვნელობები. ეს მოითხოვს ბაზრების მდგრადობის შესაბამის 

კვლევას.   

მაგალითად, ორივე ფესვი (141.10)-ში წმინდა წარმოსახვითია, ანუ 

                          ,01  aT     ,
1

T
b


   0 ba  

 მაშინ მიწოდების ფასის ცვლილების პროცესი რხევითია, ფასის 

წონასწორული ფასისგან გადახრის ამპლიტუდა მუდმივია.  

ამრიგად, ასიმპტოტური მდგრადობის არე განისაზღვრება 

უტოლობებით 
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















0

1

ba

T
a


                                                              (14.15) 

 

 ამრიგად, მიწოდების დაგვიანებით (ყოვნით) ბაზრის მოდელი 

ასიმპტოტურად მდგრადია, მაშინ და მხოლოდ მაშინ, როცა სრულდება 

(14.15). 

 

 

$ 15. ალენისა და მარშალის ერთი საქონლის ბაზრის დინამიური 

უწყვეტი მოდელები 

 

ალენისა და მარშალის მოდელი ითვალისწინებს, რომ დროის 

ნებისმიერ t  მომენტში )(tP ისე დგინდება, რომ ერთის მხრივ მოთხოვნა 

მთლიანად შთანთქავს მიწოდებას,  მეორეს მხრივ მიწოდება მთლიანად 

შთანთქავს მოთხოვნას. ამ შემთხვევაში მოთხოვნისა და მიწოდების 

ფუნქციები  დაკავშირებული არიან ფუნქციონალური ტოლობით [6, 18]: 

 

          )
)(

),(()
)(

),((
dt

tdP
tPS

dt

tdP
tPD                                                             (15.1) 

თუ მოთხოვნისა და მიწოდების ფუნქციები თავისი არგუმენტების 

წრფივი ფუნქციებია,  
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               ,
)(

)()( 2
dt

tdP
ktaPtD   02 k                                                     (15.2)                              

   

        ,
)(

)()( 1
dt

tdP
ktbPtS   01 k                                                    (15.3)                           

 

მაშინ (15.1)-(15.3)-დან მივიღებთ 

 

             
k

tP
k

ba

dt

tdP  



 )(

)(
                                                                (15.4) 

                           021  kkk  

ბაზრის (15.4) მოდელი ასიმპტოტურად მდგრადია, მაშინ და 

მხოლოდ მაშინ, როცა 0 ba  

მარშალის არგუმენტაცია სხვანაირია. თუ დროის რომელიღაც 

მომენტში მიწოდების მოცულობა განსხვავდება წონასწორულ დონეს, 

მაშინ მოსალოდნელი ფასები, რომლის გადახდის მზადყოფნაშია 

მყიდველი, განსხვავდება გამყიდველისთვის მისაღები ფასებისგან. 

 ა. მარშალის თანახმად საბაზრო კონიუქტურის ფორმირებაში 

ყოველთვის მწარმოებელებია დომინანტური ძალა.  

საბაზრო ფასები არასაკმარისად მოქნილია და მოთხოვნისა და 

მიწოდებებს შორის დისპროპორციების გაჩენისას გარიგებების 

მოცულობები უფრო ჩქარად რეაგირებენ ვიდრე ფასები.  

მარშალის მიხედვით საბაზრო წონასწორობის დადგენის პროცესის 

ინტერპრეტაცია შეესაბამება მოკლე პერიოდში არასრულყოფილი 

კონკურენციის პირობებს.  
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ავაგოთ დინამიური მოდელი, რომელშიც მიწოდების მოცულობა 

იზრდება, თუ გამყიდველების ფასები ნაკლებია ვიდრე 

მყიდველებისათვის მისაღები.  

დავუშვათ, რომ გაზრდის სიჩქარე დეფიციტის მოცულობის 

პროპორციულია. 

მაშინ, მიიღებთ ( DP -მყიდველის ფასია, SP - გამყიდველის ფასია) 

,
a

Q
PD





       
b

Q
PS





                                                                    (15.5) 

სადაც )(tQ - მიწოდების მოცულობა, რომლისთვის ადგილი აქვს 

დიფერენციალურ განტოლებას 

                          ),( DS PP
dt

dQ
                                                            (15.6)          

       (15.5), (15.6) -დან მარტივად მიიღება 

     

       
ab

ab
tQ

badt

dQ 



 )()

11
(                                                   (15.7) 

სადაც 0  რეაქციის სიჩქარეა. 

(15.7)-ის მახასიათებელ განტოლებას აქვს სახე: 

                   0)
11

( 
ba

q   

 

ასიმპტოტურ მდგრადობას ადგილი ექნება მაშინ და მხოლოდ მაშინ, 

როცა 

                     0)
11

( 
ba

  
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ანუ 

                         0
11


ba
                  

ესე იგი 

                                 








0

0

ab

ba
  ან       









0

0

ab

ba
 

    განტოლება (15.7)-ის ამონახსნი, რომელიც აკმაყოფილებს საწყის 

პირობას ( ))0( 0QQ  ჩაიწერება შემდეგი სახით 

                      
ba

ab
t

baba

ab
QtQ















])

11
(exp[)()( 0                         (15.8) 

                0)(lim 





 ba

ab
tQ

t


 

 

 

 

$ 16. ფასების რხევების მოდელი 

 

ეკონომიკურ მეცნიერებაში არსებობენ სხვადასხვა თეორიები, 

რომლებსაც გააჩნიათ პრეტენზია ფასების რხევების  სახეების, 

მოცულობისა და ტენდენციების ახსნაზე. ის ფაქტი, რომ ფასები 

განიცდიან მნიშვნელოვან ცვლილებას,  არა მარტო არ იწვებს ეჭვებს, 

არამედ ეს არის საფონდო ბაზრის საფუძველი. მაგრამ ამ რხევების 

მიზეზი ეკონომისტების ყურადღების მიღმაა  დარჩენილი. 

ა.მარშალის კლასიკური მტკიცებულება შემდეგში მდგომარეობს: 

«როცა მოთხოვნა და მიწოდება წონასწორობაში იმყოფება, დროის 
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ერთეულში წარმოებული საქონლის რაოდენობას შეიძლება  დავარქვათ 

წონასწორობის რაოდენობა, ხოლო ფასი, რომლითაც ის იყიდება - 

წონასწორობის ფასი.  ასეთი წონასწორობა მდგრადია, ე.ი. ფასი 

ზოგიერთი გადახრის შემთხვევაში, მიისწრაფვის დაუბრუნდეს წინა 

მდგომარეობას, როგორც ქანქარა ირხევა ამ თუ იმ მხარეს თავისი 

უმდაბლესი წერტილიდან» [6,18]. 

ამ მუდმივი რხევების მიზეზები არ განიხილება ეკონომისტების მიერ. 

როგორც წესი, ეკონომისტები საკმარის ახსნად თვლიან, რომ ფასების 

რხევები დაკავშირებული არიან გაცვლის შემთხვევით აქტებთან. 

ეკონომიკის დინამიური მოდელები მიეკუთვნება დინამიურ 

სისტემებს. კონკრეტული დინამიური სისტემები შეიძლება იყოს 

როგორც დეტერმინირებული ასევე სტოქასტური. 

განვიხილოთ ეკონომიკური მოდელების აგებისათვის რამდენიმე 

წესი: 

- მოდელი არ უნდა იყოს ძალიან რთული. თუ მოდელი შეიცავს ორ 

ცვლადზე მეტს, მაშინ ის იჩენს სტოქასტურ ხასიათს. 

- მოდელისთვის ასარჩევია  დროის სწორი ჰორიზონტი, რადგანაც  

არსებობს დროზე დამოკიდებული «ჩქარი»   და «ნელი» ცვლადები. 

- უნდა განისაზღვროს პარამეტრები, რომლებიც კვანძურია  

შესასწავლი პროცესისათვის და ცვლიან თავისი ბიფურკაციური 

წერტილების გავლისას სისტემის თვისებებს. 

ნებისმიერი ეკონომიკური მოვლენას ადგილი აქვს ზოგიერთ 

სივრცეში. შესაბამისად, ეკონომიკური მოდელის აგებისას 

განსაზღვრული უნდა იყოს სივრცე, სადაც მოცემულია სისტემა.  

სივრცესთან აკავშირებენ ეკონომიკური ცვლადების თვლის სისტემას, 
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რომელიც იძლევა საშუალებას განვსაზღვროთ ნებისმიერი წერტილის 

მდგომარეობა შეფარდებით კოორდინატთა სათავიდან. 

ყველაზე მარტივია, ეკონომიკური სივრცის კოორდინატების სახით 

განვსაზღვროთ ჩვენი სისტემის პირობით ერთეულებში განსაზღვრული 

კეთილდღეობის რაოდენობები (აქტივები, საქონლები). სივრცეში 

წერტილის მდგომარეობა განსაზღვრავს აქტივების შესაბამის 

რაოდენობებს, რომლებისც არსებობენ დროის მოცემულ მომენტში. 

თუ კეთილდღეობის რაოდენობები უცვლელია, მაშინ წერტილი 

უძრავია (სისტემა წონასწორობაშია), მაგრამ ეს მდგომარეობა ნაკლებად 

საინტერესოა ანალიზისთვის. თუ კეთილდღეობის რაოდენობები 

იწყებენ ცვლილებას, მაშინ სისტემა იწყებს მოძრაობას. ამ შემთხვევაში 

ჩვენ უნდა გავითვალისწინოთ სისტემის მოძრაობის სიჩქარე და 

მიმართულება, ამ მიზნით ჩვენი სისტემის დამატებითი კოორდინატების 

(კეთილდღეობის რაოდენობები, აქტივები, საქონლები) შემოღებით, 

რომლებიც წარმოებდება და მოხმარდება დროის გარკვეულ შუალედში 

(დროის ერთეულში). ამით, ჩვენ დამატებითი კოორდინატების სახით 

შემოგვაქვს წარმოებულები დროით კეთილდღეობის რაოდენობებისაგან, 

რომლებიც იძლევიან სისტემაში კეთილდღეობების ცვლილებების 

სიჩქარეებს. 

ეკონომიკური სისტემის «მოძრაობა» განვსაზღვროთ როგორც 

წონასწორული 0q  კოორდინატის ცვლილება  q  სიდიდით. 

ფასების ნამრავლი საქონლის მოცულობაზე იძლევა   ღირებულებას, 

რომელსაც ბაზრის მონაწილეები მიისწრაფვიან მაქსიმიზირებას.  

ეკონომიკური სისტემის გადახრას წონასწორობიდან საქონლის მცირე 

სიდიდით q , საქონლის საერთო ღირებულება მცირდება და ჩნდება 

«ბაზრის ძალა»,  რომელიც აბრუნებს სისტემას წონასწორობის 

წერტილისკენ.  თუ წონასწორობის წერტილს ავიღებთ კოორდინატთა 
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სათავედ, მაშინ ღირებულების ფუნქციის ამ წერილის მიდამოში 

ტეილორის მწკრივად დაშლას ექნება სახე 

             ....
2

2

0 
cq

q                                                                        (16.1) 

 

რადგანაც     ფუნქციის პირველი რიგის წარმოებული წონასწორობის 

წერტილში ნულის ტოლია, ხოლო ძალის წარმოდგენას აქვს სახე 

 

                               .... cqfq                                                            (16.2) 

მცირე გადახრებისათვის სხვა წევრების გათვალისწინება არ არის 

საჭირო. «ბაზრის ძალის»  დაბრუნებადი წევრი არის ზუსტად შემდეგი 

განტოლების მესამე წევრი 

 

                                   02 2 


qqq                                                          (16.3) 

    თუ სისტემა გადაიხარა წონასწორობიდან, მაშინ    ირღვევა ბალანსი 

მოთხოვნა და მიწოდების შორის და «საბაზრო ძალების»   

                            qfq
2  

მოქმედებით სისტემის დაბრუნებისათვის წონასწორობის წერტილისკენ 

ჩნდება წარმოების სიჩქარისა და საქონლის მოხმარების ბალანსის 

ცვლილება, ე.ი. ჩნდება სიდიდე 


q  - ეკონომიკური სისტემის აჩქარება. 

(16.3) განტოლების მეორე წევრი 


q2  ეკონომიკურ სისტემაში ასრულებს 

უკუკავშირის როლს. 
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როცა 0  სისტემაში ჩნდება ძალა, რომელიც ანალოგიური ხახუნის 

ძალისა მექანიკურ სისტემაში. ხახუნის ქვეშ უნდა ვიგულისხმოთ, 

ტრანზაქციური დანახარჯები. 

ქოუზის განსაზღვრებით «ტრანზაქციური დანახარჯი ეს 

ინფორმაციის შეგროვებისა და დამუშავების დანახარჯია, 

მოლაპარაკებების წარმოებისა და გადაწყვეტილებების მიღების 

დანახარჯებია, კონტრაქტის შესრულების კონტროლისა და 

იურიდიული დაცვის   დანახარჯებია”. ზემოთ ჩამოთვლილ 

დანახარჯებიდან ყოველთვის არ ექვემდებარება აღრიცხვას 

ინფორმაციის უტყუარობისა და მიღებული გადაწყვეტილებების 

დანახარჯები. რაც უფრო მეტია წარმოების  


q  სიჩქარე, მით უფრო  

გარემოს მეტ წინააღმდეგობას განიცდის მწარმოებელი, ამასთან   

ნულზე მეტია. 

ამრიგად, ტრანზაქციური დანახარჯების გამო ეკონომიკურ სისტემას 

აქვს «თვითრეგულაციის» თვისება.   

აჟიოტაჟური მოთხოვნა ან პანიკა ახდენს ბაზრის დესტაბილიზაციას 

და გამოყავს ის წონასწორობის მდგომარეობიდან და ჩნდება  

«უარყოფითი ხახუნი» ( )0 .  სისტემაში წარმოშობილი შემთხვევითი 

რხევები ძლიერდება და სისტემა უფრო და უფრო შორდება 

წონასწორობის მდგომარეობას. 

ა. მარშალი საუბრობს როგორც საქონლის ფასის რხევებზე, ასევე 

წარმოების მოცულობის რხევებზე.  საქონლის p  ფასი არის მისი 

მოცულობის ფუნქცია 

                            )(qp                                                                        (16.4) 

მოცემული (16.4) ფუნქცია არის მოთხოვნის წირი მოცემულ 

საქონელზე.  
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ა. მარშალის თანახმად 

                                                 Cqpn                                                   (16.5) 

ცხადია, რომ რხევებს ადგილი აქვს წონასწორობის წერტილის ),( 00 pq   

გარშემო,  ამასთან    

                                      ,
1

,00
n

qp 
         C                                (16.6) 

მაგრამ, ჩვენ შგვიძლია მივიღოთ ),( 00 pq  წერტილი კოორდინატთა 

სათავედ და დავშალოთ ფუნქცია ტეილორის მწკრივად წონასწორობის 

წერტილის მიდამოში 

 

...)()( 1
0000   qqqqqpp                                                        ( 16.7) 

 

თუ (16.7)-ში შემოვიფარგლებით ტეილორის მწკრივის მხოლოდ 

პირველი ორი წევრით (დანარჩენები ბევრად ნაკლები არიან), მივიღებთ       

                                            qqp 1
0

                                                   (16.8) 

საქონლის ფასისთვის მივიღებთ საქონლის მოცულობის (16.3)-ის 

ანალოგიურ დიფერენციალურ განტოლებას 

 

                                   02 2 


ppp                                                          (16.9) 

ამრიგად (16.3) და (16.9) -ს თანახმად ფასისა და კეთილდღეობის 

ფარდობითი რაოდენობების რხევები ერთდაიგივე კანონით აღიწერება. 

ჩვენ შეგვიძლია (16.3), (16.9) განტოლებები გადავწერთ შემდეგი 

სახით 
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                            02 2 


xxx                                                            (16.10) 

სადაც x არის ეკონომიკურ სისტემაში როგორც ფასის ასევე 

კეთილდღეობის რაოდენობების ცვლილება. 

 

 

$ 17. makroekonomikuri dinamikis  

harodi-domaris modeli 

 

uwyveti drois modelis saxiT ganvixiloT makroekonomikuri 

dinamikis uwyveti modeli (misi umartivesi varianti - harodi-

domaris modeli) [1]. 

modeli aRwers Y(t) Semosavlis dinamikas, romelic 

ganixileba, rogorc C(t)  moxmarebisa da I(t) investiciebis jami 

 

                                 Y(t) = C(t) + I(t)                          (17.1) 

modelSi ekonomika iTvleba daxurulad, amitom sufTa 

eqsporti nulis tolia, xolo saxelmwifo xarjebi ar 

gamoiyofa. ekonomikuri zrdis modelis ZiriTadi winapirobaa - 

investiciebisa da Semosavlis zrdis siCqares Soris 

urTierTkavSiris formula. 

modelSi ivaraudeba, rom Semosavlis zrdis siCqare 

investiciebis proporciulia 
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dt

)t(dY
B)t(I  ,                       (17.2) 

sadac B - Semosavlis matebis kapitaldabandebis koeficientia, 

B

1
 - matebis kapitalukugeba. 

amrigad, modelSi faqtiurad CarTulia Semdegi winapirobebi: 

a) sainvesticio lagi (dagvianeba droSi) nulis tolia: 

investiciebi myisierad gadadis kapitalis namatSi, anu 

K(t) = I(t), 

sadac K(t) - kapitalis droSi namatis uwyveti funqciaa; 

b) ara aqvs adgili kapitalis gadinebas; 

g) es gamomdinareobs Semosavlis matebis proporciulobidan 

kapitalis matebasTan (17.2) 

                                     dt))t(K(d
B

1
)t(dY  . 

wrfiv sawarmoo funqcias 

                           Y(t) = aL(t) + bK(t) + c, (a, b, c = const), 

sadac 
B

1
b  , gaaCnia es Tviseba im SemTxvevaSi, rodesac a = 0, 

an L(t) = const; 

d) Sromis danaxarjebi mudmivia droSi an gamoSveba 

damokidebulia Sromis danaxarjebisagan, radganac Sroma ar 

aris deficituri resursi; 
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e) modeli ar iTvaliswinebs teqnikur progress. 

zemoT CamoTvlili winapirobebi, ra Tqma unda, mniSvnelovnad 

auxeSeben realuri makroekonomikuri procesebis dinamikis 

aRweras, arTuleben mocemuli modelis gamoyenebas, magaliTad, 

erToblivi  gamoSvebis an Semosavlis sididis uSualo 

gamoangariSebas an prognozs. magram, mocemuli modeli arc 

aris amisTvis gansazRvruli; amave dros modelis SedarebiTi 

simartive iZleva saSualebas ufro siRrmiseulad SeviswavloT 

investiciebis dinamikisa da gamoSvebis matebis urTierTkavSiri, 

miviRoT gakeTebuli winapirobebisaTvis ganxiluli parametrebis 

traeqtoriebis zusti formulebi. 

makroekonomikuri dinamikis yvela modelSi sabazo aris 

damokidebuleba, romelic akavSirebs droSi investiciebis 

maCveneblebs, maT mier gansazRvruli ZiriTadi kapitalis 

moculobas da gamoSvebis (Semosavlis) dones. amis garda, am 

modelSi aucilebelia ganvsazRvroT gamoSvebis (Semosavlis) 

struqturis formirebis principebi, misi ganawileba 

SemadgenelTa Soris, upirveles yovlisa - moxmarebasa da 

dagrovebas Soris. es principebi efuZneba optimizaciur 

midgomas (moxmarebis erToblivi moculobis maqsimizacia). 

ganxilul modelSi ivaraudeba, rom moxmarebis moculobis 

dinamika C(t) mocemulia ekzogenurad, anu es maCvenebeli 

SeiZleba iyos droSi mudmivi (maT Soris, nulis toli), 

izrdebodes mocemuli mudmivi tempiT an hqondes sxva dinamika. 

modelis umartivesi SemTxvevaa, roca C(t) = 0. praqtikuli 

TvalsazrisiT, es SemTxveva srulad ararealuria, magram masSi 
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yvela resursi mimarTulia investiciebze, ris Sedegad SeiZleba 

ganisazRvros matebis tempi. 

am SemTxvevaSi (17.1), (17.2)-dan miviRebT 

 

          
dt

)t(dY
B)t(I)t(I)t(C)t(Y  .          (17.3) 

amrigad, Y(t) funqciisaTvis miviRebT koSis amocanas 

 

                   











0Y)0(Y

)t(Y
B

1

dt

)t(dY

 ,              (17.4) 

romlis erTaderTi amonaxsni Caiwereba Semdegi saxiT: 

 

                   
t

B

1

0 eY)t(Y









 ,              (17.5) 

sadac 
B

1
 - matebis uwyveti tempia, es matebis maqsimalurad 

SesaZlebeli (teqnologiuri) tempia. 

axla davuSvaT, C(t) = C = const. maSin miviRebT araerTgvarovan 

wrfiv pirveli rigis diferencialur gantolebas 

                                        C
dt

)t(dY
B)t(Y  ,                             (17.6) 
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romlis kerZo amonaxsnia Yk(t) = C, xolo (17.6) Sesabamisi 

erTgvarovani gantolebis zogadi amonaxsni Caiwereba Semdegi 

saxiT: 

                    
t

B

1

eA)t(Y









 . 

amrigad, (17.6)-is zogadi amonaxsni iqneba 

                    CeA)t(Y
t

B

1











 

 

da sawyisi pirobis (17.4) gamoyeneba, mogvcems 

                                            A = Y0 – C, 

saidanac 

                 Ce)CY()t(Y
t

B

1

0 









.         (17.7) 

(17.7)-is gaTvaliswinebiT, miviRebT Semosavlis matebis 

uwyvet temps 


























)t(Y

C
1

B

1

)t(Y

C)t(Y

B

1

)t(Y

e)CY(

B

1
)t(Y

dt

)t(dY
)t(y

t
B

1

0 . 

   (17.8) 

rogorc Cans (17.8)-dan sawyis momentSi matebis tempi tolia 
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                   









0Y

C
1

B

1
)0(y  

da izrdeba t > 0-Tvis, xolo roca t miiswrafis 

teqnologiuri tempisken 

                    
B

1
)t(ylim

t



,                 (17.9) 

bolo Tanafardoba (17.9) uCvenebs, rom Semosavali izrdeba, 

xolo moxmarebis mudmivi moculoba Seadgens mis ufro nakleb 

nawils. 

sidide 
)t(Y

C
1)t(   aris dagrovebis norma drois t 

momentSi da Semosavlis matebis tempi proporciulia rogorc 

am sididisa, aseve matebis kapitalukugebis 
B

1
 maCveneblisa (ix. 

17.8) 

                  )t(
B

1
)t(y  .                 (17.10) 

amrigad, sxva Tanabar SemTxvevaSi, dagrovebis normis mateba 

proporciulad zrdis Semosavlis matebis temps. 

sabolood, ganvixiloT modelis varianti, romelSic 

moxmarebis C(t) maCvenebeli izrdeba mudmivi r tempiT 

 

                                    C(t) = C(0)ert = C0ert ,                 (17.11) 
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maSin (17.1), (17.2)-dan miviRebT 

                  
rt

0eC
dt

dY
B)t(Y   .          (17.12) 

amrigad, miviRebT koSis amocanas 

            











0

rt0

Y)0(Y

e
B

C
)t(Y

B

1

dt

dY
,              (17.13) 

romlis erTaderTi amonaxsni Caiwereba (
B

1
r  ) Semdegi saxiT 

                  rt0B

t
0

0 e
Br1

C
e

Br1

C
Y)t(Y













 .        (17.14) 

zogadi mosazrebidan naTelia, rom moxmarebis matebis tempi 

r ar unda aRematebodes matebis zogadi tempis maqsimalur 

SesaZlo mniSvnelobas, radgan sxva SemTxvevaSi moxmareba 

daikavebs ufro da ufro met wils, xolo bolos da bolos - 

Semosavlis umravles nawils, rac daiyvans nulze jer 

investicias, xolo mere Semosavals. 

Tu 
B

1
r  , maSin 0

Br1

1



,xolo 

t
B

1

rt ee









 . 

Sesabamisad, garkveuli t* drois Semdeg 

             










 )1Br(

C

Y
1ln

1rB

B
t

0

0
*  



150 
 

Semosavali gaxdeba uaryofiTi, rac SeuZlebelia. 

                            Y(t) < 0, roca t > t*, Y(t*) = 0. 

Semosavlebis matebis ganxilul modelSi, roca r < 
B

1
, bevria 

damokidebuli r da 
B

0
0


  (

0

0
0

Y

C
1   - dagrovebis normaa 

sawyis momentSi) Tanafardobaze. 

Tu r = 0, maSin Semosavlis matebis tempi udris moxmarebis 

matebis temps da (17.14)-dan miviRebT 

               

t
Y

C
1

B

1

0
t

0
0

0

0 eYeY)t(Y










  . 

 

am SemTxvevaSi, dagrovebis norma mudmivia droSi, 

               
0

0
0

Y

C
1)t(  , 

xolo Semosavlis matebis tempi proporciulia dagrovebis 

normisa da ukuproporciulia matebis kapitaltevadobisa. 

ekonomikuri zrdadobis modelis am modifikacias, sadac 

dagrovebis norma mudmivia, h a r o d i - d o m a r i s  m o d el s  

uwodeben. 

karl marqsis ekonomistebisaTvis cnobil gafarToebuli 

TviTwarmoebis matebis modelSi miiReba analogiuri Sedegi. 

marqsis sqemebSi Semosavlis matebis tempi tolia 
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1

1

h1

zn


, 

sadac n1 - dagrovebis normaa pirvel qveganayofSi, 
V

M
z   - 

momatebuli Rirebulebis normaa, 
1

1
1

V

C
h   - pirvel 

qveganayofSi kapitalis organuli agebulebaa; (C - mudmivi 

kapitalia, V - cvladi kapitalia, M - momatebuli 

Rirebulebaa). 

matebis ganxiluli modelis terminebSi miviRebT 

 

     
z1

h1

)z1(V

)1h(V

)zVV(

)VVh(

)MV(

)VC(
B 111



















 , 

 

         
1z

z
n

z

1
1M

CV

MV

CV
10




















 , 

saidanac 

                 
1

1

1

10

h1

zn

h1

1z

1z

zn

B 











, 

rac uCvenebs Sedegebis damTxvevas mudmivi  mniSvnelobis 

struqturuli parametrebis matebis orive modelSi. 

Tu matebis ganxilul modelSi sruldeba ormagi utoloba 
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                     0r
B

1
 , 

maSin moxmarebis matebis tempi Zalian maRalia ekonomikisTvis. 

am SemTxvevaSi koeficienti 

           0

r
B

1

B

1
B

)r(C

Br1

C
Y

0

000
0 
























  

uaryofiTia, radganac r
B

1
 . pirveli Sesakrebi (17.14)-Si 

drois garkveuli momentis Semdeg moduliT aRemateba meores, 

anu Y(t) gaxdeba uaryofiTi. amitom Semosavlis matebis tempi 

vardeba da zogierTi momentidan xdeba uaryofiTi. amis Semdeg 

TviT Semosavali Y(t) gaxdeba nulis toli da modeli kargavs 

ekonomikur azrs. 

es SemTxveva analogiuria 
B

1
r   SemTxvevisa, magram aq saqme 

ukve imaSi ar aris, rom moxmarebis matebis tempi principSi 

miuRwevadia xangrZlivi periodisaTvis. mocemul SemTxvevaSi, 

Zalian mcirea moxmarebis sawyisi 0 norma. 

Tu r < 0, maSin moxmarebis norma da masTan erTad Semosavlis 

matebis tempi izrdeba, amasTan, ukanaskneli zRvarSi 

miiswrafvis 
B

1
-ken (t  ). 
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B

1

r

e
B

1

1

e
r

B

1
r

B

1

)t(Y

)t(
)t(y

0

t
B

1
r

0

t
B

1
r

0

0

Y 




















































, 

                      
B

1
)t(ylim

t



. 

magram, am SemTxvevaSi adgili aqvs "dagrovebas 

dagrovebisaTvis", radganac moxmareba izrdeba mocemuli r 

tempiT, xolo Semosavlis matebis tempis zrdadoba 

ganpirobebulia investiciebis ufro Cqari zrdadobiT. 

moxamrebis 0 norma aRemateba Br-s, roca r < 0, radganac 

               0
0

0 rB
B

r 


  

da moxmarebis moculobis maqsimizaciidan gamomdinare, es norma 

Zalian maRalia. 

misi ufro maRali done iTxovs sawyisi investiciebis I(0) = I0 

gazrdas sawyisi moxmarebis C0 Semcirebis xarjze, rac 

moxmarebis matebis fiqsirebuli r tempisaTvis ganapirobebs mis 

ufro dabal dones mTel traeqtoriaze. 

amave dros moxmarebis matebis saWiro tempi 
B

1
r   SeiZleba 

SevinarCunoT, roca 0 = Br (0 = r). 
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amrigad, Tu saWiroa moxmarebis matebis mudmivi r tempis 

SenarCuneba, romelic ar aRemateba teqnologiur temps, maSin 

nebismieri SualedisaTvis moxmarebis moculobis 

maqsimizaciisaTvis aucilebelia dagrovebis sawyisi 0 = Br 

normis dayeneba. 

ufro rTulia sakiTxi, r tempis romeli done ufro 

misaRebia. misi didi sidide uzrunvelyofs moxmarebis did 

moculobas xangrZlivi periodisaTvis, sawyis etapze moxmarebis 

Semcirebis xarjze. amrigad, r mniSvnelobis SerCevisaTvis (Tu 

is ivaraudeba mudmivad) saWiroa informacia im piris 

ganwyobaze, romelic Rebulobs gadawyvetilebas. 

 

savarjiSoebi 

 

gansazRvreT Y(t) Semosavali da Semosavlis zrdis tempi 

)t(Y
)t(Y)t(y



 . 

17.1 
t4,0e2)t(Y5,0

dt

)t(dY
 , 

      Y(0) = Y0 = 20. 

 

17.2 
t5,0e)t(Y6,0

dt

)t(dY
 , 
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    Y(0) = Y0 = 10. 

 

17.3 
t6,0e7)t(Y7,0

dt

)t(dY
 , 

    Y(0) = Y0 = 70. 

 

17.4 
t3,0e2)t(Y4,0

dt

)t(dY
 , 

      Y(0) = Y0 = 20. 

 

17.5 
t7,0e8)t(Y8,0

dt

)t(dY
 , 

       Y(0) = Y0 = 80. 

 

17.6 
t4,0e2)t(Y5,0

dt

)t(dY
 , 

        Y(0) = Y0 = 25. 

 

17.7 
t4,0e2)t(Y5,0

dt

)t(dY
 , 

      Y(0) = Y0 = 70. 
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17.8 
t6,0e8)t(Y

3

2

dt

)t(dY
 , 

       Y(0) = Y0 = 110. 

 

17.9 
t3,0e6)t(Y

5

2

dt

)t(dY
 , 

   Y(0) = Y0 = 50. 

 

17.10. 
t4,0e6)t(Y

7

3

dt

)t(dY
 , 

      Y(0) = Y0 = 200. 

17.11 
t7,0e9)t(Y9,0

dt

)t(dY
 , 

   Y(0) = Y0 = 50. 

17.12 
t6,0e16)t(Y8,0

dt

)t(dY
 , 

   Y(0) = Y0 = 90. 

17.13 
t4,0e12)t(Y6,0

dt

)t(dY
 , 

     Y(0) = Y0 = 70. 



157 
 

17.14 
t65,0e28)t(Y

5

4

dt

)t(dY
 , 

   Y(0) = Y0 = 190. 

17.15
t7,0e14)t(Y

8

7

dt

)t(dY
 , 

      Y(0) = Y0 = 85. 

$ 18. კეინსის დინამიური მოდელი. მოთხოვნა - მიწოდების 

ტოლობა 

 

განვიხილოთ შემდეგი ეკონომიკური მოდელი. დავუშვათ, რომ 

შიდა ჯამური პროდუქტი (შჯპ) შემდეგ წელს y(t + 1) უდრის წინა 

(მიმდინარე) წლის ჯამურ მოთხოვნას, ხოლო ჯამური მოთხოვნა, 

რომელიც შედგება მოთხოვნისაგან სამომხმარებლო (С) და ინვესტიციურ  

(I) საქონლებზე, დამოკიდებულია მხოლოდ მიმდინარე წლის შჯპ-ზე. 

 

                                ( 1) [ ( )] ( )y t C y t I t                                                     (18.1) 

 

ვივარაუდოთ, რომ მოთხოვნა სამომხმარებლო საქონელზე 

წრფივადაა დამოკიდებული შჯპ-ზე, ხოლო მოთხოვნა საინვესტიციო 

საქონელზე მნიშვნელოვნად არ იცვლება. 

მაშინ, (18.1)-დან მივიღებთ 

 

                              ( 1) ( )y t C cy t I                                             (18.2) 
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სადაც (18.2)-ში: 

С – მომხმარების ფონდის მინიმალური მოცულობაა, 

с{0 < с < 1) – მიდრეკილებაა მომხმარებისკენ. 

შევადგინოთ (18.2)-ის ანალოგიური განტოლება, ოღონდც დროის 

ბიჯით t , ანუ (18.3) და (18.2) ემთხვევა ერთმანეთს, თუ t =1 

 

                            ( ) ( ) [ (1 ) ( ) ]y t t y t C c y t I t                                     (18.3) 

 

სადაც (1 – с) – მიდრეკილებაა დაგროვებისკენ. 

თუ (18.3) გავყოფთ t -ზე და გადავალთ ზღვარზე, როცა 0t   

მივიღებთ  დიფერენციალურ განტოლებას (მუდმივი დროის როლს 

ასრულებს სიდიდე, რომელიც შექცეულია დაგროვების 

მიდრეკილებისკენ): 

 

                                          
1

1 1

dy C I
y

c dt c


 

 
                                             (18.4) 

 

განტოლება (18.4) წარმოადგენს პირველი რიგის 

მუდმივკოეფიციენტებიან არაერთგვაროვან დიფერენციალურ 

განტოლებას, რომლის კერძო წონასწორული (სტაციონარული) 

ამონახსნია 

                              
1

E

C I
y

c





                                                                (18.5) 
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თუ საწყის მომენტში მოთხოვნა საინვესტიციო საქონლებზე 

შეიცვალა I0  სიდიდიდან  I -ზე (I > 10), მაშინ ეკონომიკაში ადგილი 

ექნება გარდამავალ პროცესს შჯპ-ის 0y  მნიშვნელობიდან  уЕ 

მნიშვნელობამდე (როცა t  ).  

წრფივი განტოლება (18.4), (18.5)-ის გათვალისწინებით  მარტივად 

გადაიწერება შემდეგი სახით 

 

                     
1 ( )

( )
1 1

E
E

d y y C I
y y y

c dt c

 
     

 
                                  (18.6)                                               

 

განტოლება (18.6) წარმოადგენს პირველი რიგის დიფერენციალურ 

განტოლებას განცალებადი ცვლადებით და მისი ერთადერთი ამონახსნი, 

საწყისი პირობის 00 )0()( yyty t   გათვალისწინებით, მიიღებს შემდეგ 

სახეს 

 

                    (1 )
0( ) ( ) t c

E Ey t y y y e                                                        (18.7) 

 

ცხადია, რომ (18.7)-დან გამომდინარეობს, რომ 

                            

                        E
t

yty 


)(lim  

 

ანუ შჯპ მიისწრაფვის წონასწორულ მდგომარეობისკენ. 
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$ 19. ეროვნული შემოსავლის დინამიკის  სამუელსონ - ჰიქსის 

დისკრეტული მოდელი 

 

ნებისმიერი ქვეყნის ეკონომიკისათვის დამახასიათებელია 

განვითარების ტალღური ბუნება, რის გამო ქვეყნის ეროვნული 

შემოსავალი ხან იზრდება, ხან მცირდება. 

ეკონომიკის განვითარების ასეთი ტალღური ბუნების 

შესასწავლად სამუელსონმა და ჰიქსმა შეიმუშავეს შესაბამისი 

მათემატიკური მოდელი [5]. ამ მოდელში  )(tX ეროვნული 

შემოსავლის სიდიდის რხევები აიხსნება აქსელერაციის 

პრინციპითა და მულტიპლიკატორის კონცეფციით. 

აქსელერაციის პრინციპი ამტკიცებს, რომ ინვესტიციის 

მასშტაბები დამოკიდებულია საბოლოო პროდუქტებზე 

მოთხოვნის ზრდის ტემპზე, ამასთან საინვესტიციო მოთხოვნა 

საბოლოო პროდუქტზე მოთხოვნის პროპორციულია. 

პროპორციულობის კოეფიციენტს აქსელერაციის ფაქტორი 

ეწოდება. 

სამუელსონ-ჰიქსის მათემატიკურ მოდელში აქსელერაციის 

პრინციპზე დაფუძნებულ ინვესტიციის დისკრეტულ 

განტოლებას აქვს შემდეგი სახე: 

 

                                   )]2()1([)(  tXtXtI                                         (19.1) 
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სადაც   აქსელერაციის კოეფიციენტია (ფაქტორი). 

)(tC ხარჯის სიდიდე წრფივად დამოკიდებულია მოთხოვნაზე, 

სადაც განიხილება ერთეულოვანი ლაგი (ყოვნი) 

                                            AtXtC  )1()(                                         (19.2) 

 

სადაც )1,0( განისაზღვრება რეგრესიული ანალიზის 

საფუძველზე. 

                                  NMA                                                           (19.3) 

 

სადაც  

M  საარსებო მინიმუმია, N მოსახლეობის რაოდენობაა. 

თუ გავითვალისწინებთ მოთხოვნასა და მიწოდების 

წონასწორობის პირობას (ეროვნული შემოსავალი არის ხარჯისა 

და ინვესტიციების ჯამი), მივივებთ 

                                     )()()( tItCtX                                                     (19.4) 

 

თუ (19.4)-ში შევიტანთ (19.1), (19.2) და გავაკეთებთ შესაბამის 

გარდაქმნებს, მივიღებთ სამუელსონ-ჰიქსის დისკრეტულ 

განტოლებას 

 

AtXtXtX  )2()1()()(                                                         (19.5) 
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განტოლება (19.5) წარმოადგენს მეორე რიგის 

მუდმივკოეფიციენტებიან არაერთგვაროვან დისკრეტულ 

განტოლებას, რომლის ზოგადი ამონახსნი დამოკიდებულია 

A,, -ზე. 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

                       4)( 2 D  

თუ ,0D  მაშინ (19.5)-ის ზოგადი ამონახსნი ჩაიწერება 

შემდეგი სახით 

                           






1

)( 2211

A
cctX tt                                                    (19.6) 

სადაც  

,
2

1

D



 ,

2
2

D



  

როცა 0D  












 

1
)

2
)(

2
()( 1

21

A
tcctX t                                                       (19.7) 

 

როცა 0D  







1
)sincos()( 21

A
tctctX t                                                            (19.8) 









D
tg  
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როგორც სჩანს (19.6)-(19.8)-დან შეიძლება მივიღოთ 

ეროვნული შემოსავლის რხევები როგორც მზარდი ისევე 

კლებადი ამპლიტუდით. 

იმისათვის, რომ განვსაძრვღოთ სამუელსონ-ჰიქსის 

განტოლების ერთადერთი ამონახსნი, უნდა დავსვათ ორი 

დამატებითი პირობა (მაგალითად, ეროვნული შემოსავლის 

მნიშვნელობები მოდელის განხილვის საწყის მომენტში და 

ერთი წლის შემდეგ ანუ 10 )1(,)0( XXXX   ). 

  

სავარჯიშოები 

შეისწავლეთ ეროვნული შემოსავლის დინამიკა სამუელსონ-

ჰიქსის განტოლების მიხედვით, როცა   ცნობილია. 

ქვეყნისთვის (ქალაქისთვის) N რაოდენობის მოსახლეობით 

და M  საარსებო მინიმუმით,   აქსელერაციის კოეფიციენტების 

და საწყისი სხვადასხვა მნიშვნელობებისათვის შეისწავლეთ )(tX

ეროვნული შემოსავლის დინამიკა: 

19.1 ,1,0 ,3,1,200,103 6  MN 10
1

9
0 102,1,101,1  XX  

19.2 ,2,0 ,4,1,250,109 6  MN 10
1

9
0 105,1,102,1  XX  

19.3 ,3,0 ,6,1,300,102 7  MN 11
1

10
0 102,1,101,1  XX  

19.4 ,4,0 ,2,1,250,105 6  MN 10
1

10
0 102,101,1  XX  

19.5 ,1,0 ,3,1,200,103 6  MN 10
1

9
0 102,1,101,1  XX  

19.6 ,9,0 ,2,400,106 6  MN 10
1

9
0 105,1,105,1  XX  

19.7 ),12(2  ,2,250,109 6  MN 10
1

9
0 108,1,109,1  XX  
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19.8 5,16  ,5,1,180,107 6  MN 10
1

9
0 107,1,105,1  XX  

   19.9 ,5,0 ,9,1,200,103 6  MN 10
1

9
0 102,1,101,1  XX  

   19.10 ,5,0 ,8,1,200,103 6  MN 10
1

9
0 102,1,101,1  XX  

 

 

$ 20. makroekonomikuri dinamikis solous  

arawrfivi modeli 

 

ekonomikuri zrdis sxva modeli warmodgenilia nobelis 

premiis laureatis r.solous mier. 

sxva, adre ganxilul zrdis modelebTan SedarebiT mZime 

s olo u s  m o d el i  ufro zustad aRwers makroekonomikuri 

procesebis zogierT Taviseburebebs [1]: 

10 am modelSi sawarmoo funqcia arawrfivia da xasiaTdeba 

zRvruli warmoebadobis klebadobis TvisebiT; 

20 modeli iTvaliswinebs ZiriTadi kapitalis gadinebas; 

30 solous modeli Seicavs SromiTi resursebisa da 

teqnikuri progresis dinamikis aRweras da maT gavlenas 

ekonomikur zrdaze; 

40 modelSi ismeba da ixsneba moxmarebis donis maqsimizaciis 

amocana mdgradi traeqtoriebis zogierT simravleze. 



165 
 

bunebrivia, rom yvelaferi es arTulebs modelis 

struqturas da misi ZiriTadi maCveneblebis traeqtoriebis 

cvlilebebisaTvis zusti formulebis miReba sagrZnoblad 

rTuli amocana xdeba. amis gamo zogierTi sxva aspeqti solous 

sabazo modelSi gamartivebulia: magaliTad, kapitalis 

gadinebisa da Senaxvis normebi mudmivia; ar arsebobs 

sainvesticio lagebi; sawarmoo funqcias gaaCnia mudmivi ukugeba 

masStabisagan. amis garda, modelis analizis sawyis doneze 

veZebT ara yvela misi maCveneblis cvlilebis traeqtoriebs 

(rogorc harodi-domaris modelSi) aramed mdgradi 

wonasworobis mdgomareobis maxasiaTeblebs, romlisken sistema 

gadis grZelvadian periodSi. 

solous modelis winamZRvrebi da aRniSvnebi: 

a) sawarmoo funqcias aqvs saxe: 

 

                                        Y = F(K, L),                         (20.1) 

sadac Y - produqciis gamoSvebaa, an Semosavali, K - kapitali, 

xolo L - Sromaa. 

ukugeba masStabisagan mudmivia, anu 

 

                                           F(zK, zL) = zF(K,L),                 (20.2) 

e.i. F(K, L) - pirveli xarisxis erTgvarovani funqciaa. 

faqtorebis zRvruli warmoebadoba dadebiTia, magram 

klebulobs, e.i. 
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b) kapitalis gadinebis W sidide K kapitalis 

proporciulia  

                                             W = K,                                          (20.4) 

sadac  - gadinebis normaa. 

g) Senaxvis (investiciebis)  norma mudmivia, investiciebi 

ganisazRvreba formuliT 

                                                 I = Y,                       (20.5) 

d) Y Semosavali nawildeba moxmarebaze da investiciebze 

 

                                               Y = C + I ,                                          (20.6) 

e) warmoebaSi dakavebulTa L raodenoba izrdeba mudmivi n 

tempiT 

                                                L = L0ent,                       (20.7) 

sadac L0 - sawyis momentSi warmoebaSi dakavebulTa raodenobaa. 

v) SromaSemnaxvel teqnikur progress aqvs g tempi, e.i. 

mudmivi efeqturobis Sromis erTeulebis ricxvi erT 

momuSaveze mimarTebaSi izrdeba g tempiT. 
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gakeTebuli winamZRvrebis gaTvaliswinebiT sawarmoo funqcia 

SeiZleba ganvixiloT rogorc Sromis warmoebadobis 
L

Y
y   

damokidebuleba mis kapitalSeiaraRebaze (aRWurvilobaze) 

L

K
k  , anu 

                                                   y = f(k).                 (20.8) 

aq L - Sromis mudmivi efeqturobis erTeulTa ricxvia 

(SromaSemnaxveli teqnikuri progresis ararsebobis pirobebSi, 

SromaSi dakavebulTa raodenobaa, an misi arsebobis pirobebSi, 

erTnairi efeqturobis pirobiTi TanamSromelTa raodenobaa). 

es yvelaferi gamomdinareobs (20.1), (20.2)-dan 
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investiciebs mivyavarT kapitalSeiaraRebis zrdisaken, xolo 

kapitalis gadinebas da momuSaveTa raodenobisa da Sromis 

mudmivi efeqturobis erTeulTa ricxvTa zrdas – misi 

Semcirebisaken. 

investiciebis Sedegad k kapitalSeiaraRebis namats aqvs saxe: 
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L

I
i  . 

sxva danarCeni faqtorebis gamo kapitalaRWurvilobis tempis 

Semcireba udris  

+ n + g 

(zustad udris, Tu Y, K, L - drois uwyveti funqciebia da 

miaxloebiT udris diskretul SemTxvevaSi mcire , n, g-Tvis). 

am faqtorebis gamo kapitalSeiaraRebis Semcirebis sidide 

tolia: 

+ n + g)k. 

k sidide imyofeba mdgradi wonasworobis mdgomareobaSi, Tu 

misi namati investiciebis gamo udris mis Semcirebas sxva 

faqtorebis gamo.  

radganac Y = C + I, Tu gavyofT am tolobas (L > 0), miviRebT 

 

                                             y = c + i,                                           (20.9) 

sadac y - Semosavalia, c - moxmareba, i - investiciebia mudmivi 

efeqturobis Sromis erTeulze. Sesabamisad, 

                                             i = f(k).                      (20.10) 

k maCveneblis stabilurobis piroba, Caiwereba Semdegnairad 

+ n + g)k* = f(k*) ,        (20.11) 

k* - kapitalSeiaraRebis mdgradi donea. 
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nax.20.1. kapitalSeiaraReba 

 

naxazi 20.1-ze naCvenebia wonasworobis mdgradoba k = k*-Tvis. 

es wonasworobis wertilia k maCveneblisaTvis, radganac am 

wertilSi kapitalSeiaraRebis kuTri namatis sidide udris 

misi kuTri Semcirebis sidides, da k maCvenebeli rCeba 

ucvlelad. 

wonasworoba mdgradia, radganac roca k1 < k* kuTri 

investiciebi aRemateba kapitalSeiaraRebis Semcirebas da misi 

sidide izrdeba. k2 > k* SemTxvevisaTvis, piriqiT, kuTri 
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investiciebi naklebia, vidre kapitalSeiaraRebis Semcireba da 

misi sidide klebulobs, sanam ar miaRwevs k*. 

nax.20.1-dan SeiZleba davaskvnaT, rom Senaxvis  normis 

gazrdis SemTxvevaSi, investiciebis funqciis ((f(k)) grafiki 

maRla wava da gadakveTs (+ n + g)k wrfes ufro marjvniv. 

amrigad, Senaxvis normis zrda iwvevs k* kapitalSeiaraRebis 

mdgradi donis matebas, Sesabamisad Semosavlis mdgradi donis 

zrdas Sromis erTeulze 

                                             y* = f(k*). 

Tu SromiT dakavebulTa ricxvi ar izrdeba (an nela 

izrdeba), e.i. n = 0, maSin (+ n + g)k wrfes aqvs naklebi 

daxriloba da k* gadaiwevs marjvniv. analogiurs aqvs adgili 

ufro naklebi (an nulovani) SromaSemnaxveli teqnikuri 

progresis g tempis SemTxvevaSi. 

mdgrad mdgomareobaSi k, y, c, i maCveneblebis matebis tempi 

nulis tolia, radganac es kuTri maCveneblebia mudmivi 

efeqturobis Sromis erTeulze gaangariSebuli, xolo erTi 

mSromelis Sromis efeqturoba izrdeba g tempiT, xolo 

kapitalis, Semosavlis, moxmarebis da investiciebis maCveneblebi 

erT SromiT dakavebulze gaangariSebuli, izrdeba g tempiT. Tu 

dakavebulTa raodenoba izrdeba n tempiT, maSin kapitalis 

Semosavlis, moxmarebis da investiciebis moculoba mdgrad 

mdgomareobaSi izrdeba (n + g) tempiT. 

Sesabamisad, solous modeli gviCvenebs, rom erT momuSaveze 

Semosavlis xangrZlivi mdgradi matebis erTaderTi wyaroa 

teqnikuri progresi. 
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rogorc ukve vaCveneT, Senaxvis  normis yovel dones 

Seesabameba garkveuli mdgradi mdgomareoba da mdgradi 

moxmarebis Tavisi done gamoTvlili mudmivi efeqturobis c* 

Sromis erTeulze. 

SeiZleba daisvas mdgradi mdgomareobis gansazRvris amocana, 

sadac c* maqsimaluria yvela aseT mdgomareobebidan. radganac 

nebismier mdgrad mdgomareobaSi sruldeba toloba 

                               i*= (+ n + g)k* 

 

                               c* = y*  i*=f(k*) + n + g)k*. 

miviRebT 

                                   F(k*)=f(k*)  (+ n + g)k*→ min.  

F(k*) diferencirebadi funqciis maqsimumis aucilebeli 

pirobaa  

               F'(k*) = 0. 

 

                               F'(k*) = f ' (k*)  (+ n + g) = 0, 

 

                               f ' (k*)= + n + g .                                          (20.12) 

moxmarebis kuTri moculobis maqsimizaciisaTvis kapitalis 

optimaluri moculobis arCevis wess o q r o s  w e s s  uwodeben. 

mis Sesabamis kapitalSeiaraRebis k** sidides, o q r o s  w e s i T  
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k a p i t al S e i a r a R e b a s  uwodeben, xolo Senaxvis * normas 

- S e n a x v i s  n o r m a s  o q r o s  w e s i T . * SeiZleba vipovoT 

                                (+ n + g) k**= *f (k**) 

gantolebidan, romelic mdgradi mdgomareobis aucilebeli 

pirobaa. oqros wesiT moxmarebis kuTri sidide c** miiReba 

rogorc Semosavlis da investiciebis sxvaoba 

                                c**= f (k**) (+ n + g) k**. 

 

 

 

nax.20.2. mdgradi kapitalSeiaraReba 

 

M(k**, f(k**)) wertilSi sawarmoo funqciis mxebi (+ n + g) k 

wrfis paraleluria (20.12)-is ZaliT. 
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Tu SromiT dakavebulTa matebis tempi ufro dabalia, an 

SromaSemnaxveli teqnikuri progresis tempi dabalia, maSin (+ 

n + g)k wrfe ufro daxrilia abscisTa RerZisken da k** 

wertili marjvniv gadaiwevs da moxmarebis kuTri sidide c** 

gaizrdeba. 

Tu kapitalSeiaraRebis sawyisi k* sidide naklebia k**-ze, 

maSin azri aqvs Senaxvis normis gazrdas im sididemde, romelic 

Seesabameba oqros wess da TandaTanobiT ekonomika gadis kuTri 

moxmarebis c** maqsimalur doneze. 

aRvniSnoT, rom Tavdapirvelad moxmarebis kuTri done 

daiklebs, xolo meore TandaTanobiT daiwyebs zrdas, 

investiciebisa da gamoSvebis kuTri matebasTan erTad. Tu 

kapitalSeiaraRebis sawyisi k* sidide k**-ze metia, maSin 

Senaxvis norma unda SevamciroT oqros wesis Sesabamis donemde.  

maSin ekonomika TandaTanobiT gava c** moxmarebis kuTr doneze. 

am SemTxvevaSi, moxmarebis kuTri done Tavdapirvelad 

izrdeba, aRemateba c**, xolo mere TandaTanobiT klebulobs 

c**-mde, kuTri investiicebisa da gamoSvebis daklebasTan erTad. 

y, c, i maCveneblebis dinamika orive SemTxvevisaTvis mocemulia 

nax.20.3, 20.4. 
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nax.20.3. Senaxvis normis zrdadoba nax.20.4. Senaxvis normis                                           

klebadoba 

 

$ 21. საწარმოს მუშაობის არაწრფივი მოდელი 

 

ganvixiloT arawrfivi maTematikuri modeli, romelic 

akavSirebs erTmaneTTan warmoebis moculobas, realizebuli 

produqciis moculobas, warmoebisaTvis saWiro resursebis 

moculobasa da maTi cvlilebis siCqareebs [1]. 

davuSvaT, rom x(t) - warmoebis moculobaa drois t momentSi, 

y(t) - realizebuli produqciis moculobaa, a - realizebuli 

produqciis erTeuli moculobis fasia, b - warmoebuli 

produqciis erTeuli moculobis TviTRirebulebaa. 

maSin, warmoebis moculobis cvlilebis siCqare tolia, 

produqciis realizaciidan amonagebsa da warmoebis danaxarjebs 

Soris sxvaobisa, anu adgili aqvs gantolebas:L 
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                  )t(bx)t(y
dt

)t(dx
 a ,             (21.1) 

sadac a, b dadebiTi mudmivebia. 

z(t) - aRvniSnoT warmoebisaTvis saWiro resursebis 

moculoba drois t momentSi, c - bazris moTxovnis koeficienti 

warmoebis x(t) moculobaze, d - bazris gajerebis koeficienti, 

p - warmoebis resursebiT uzrunvelyofis koeficienti. 

bunebrivia, rom realizebuli produqciis moculobis 

cvlilebis siCqare tolia, warmoebuli produqciis bazriT 

uzrunvelyofis moculobisa, gajerebis moculobisa da 

warmoebis resursebiT uzrunvelyofis moculobaTa sxvaobisa, 

rac gantolebis saxiT Semdegnairad Caiwereba: 

 

           )t(z)t(px)t(dy)t(cx
dt

)t(dy
 ,          (21.2) 

sadac c, d, p - dadebiTi mudmivebia. 

Tu q-Ti aRvniSnavT resursebis xarjvis siCqaris 

koeficients, xolo l-iT - warmoebis resursebiT 

uzrunvelyofis koeficients, maSin  

 

             )t(y)t(x)t(qz
dt

)t(dz
l ,              (22.3) 

sadac q, l - dadebiTi mudmivebia, anu warmoebis resursebis 

moculobis cvlilebis siCqare tolia, resursebiT 
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uzrunvelyofis moculobasa da daxarjuli resursebis 

moculobaTa Soris sxvaobisa. 

amrigad, sawarmoos funqcionirebis arawrfivi maTematikuri 

modeli aRiwereba Semdegi arawrfivi gantolebaTa sistemiT 

 

         




















).t(y)t(x)t(qz
dt

)t(dz

),t(z)t(px)t(dy)t(cx
dt

)t(dy

),t(bx)t(y
dt

)t(dx

l

a

            (21.4) 

 

advilad SevniSnavT, rom (21.4) gantolebaTa sistema emTxveva 

lorencis maTematikur models, roca 

 

                        a = b = 10; c = 28; d = p = l = 1; q = 8/3.        (21.5) 

 

bunebrivia, rom (21.4) sistemas daemateba koSis sawyisi 

pirobebi 

                            x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0 .               (21.6) 

 

(21.5)-s SemTxvevaSi, fazur sibrtyeze miviRebT lorencis 

antraqtors, romelic fraqtalur simravles warmoadgens. 
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lorencis atraqtori Seesabameba determinirebul sistemaSi 

qaosis warmoqmnis movlenas. am SemTxvevaSi, warmoebisa da 

amonagebis moculobebi aRaraa marTvadi da sistema midis 

ngrevisken. amitom, cdiloben Tavi aaridon sistemis qaosuri 

muSaobis reJimebs, parametrebis Sesabamisi dinamikis 

saSualebiT. 

Tu ganvixilavT, lorencis arawrfiv gantolebaTa sistemas 

(21.4)-s, (21.5)-is SemTxvevaSi, erTeulovani sawyisi pirobebiT 

(x0 = y0 = z0 = 1), maSin miviRebT lorencis ucnauri atraqtoris 

suraTs fazur sibrtyeze, romelic Seesabameba determinirebuli 

sistemis qaosur reJimSi gadasvlas, magram romelic icvlis 

"pepelas frTebis" moxazulobas c - parametris cvlilebisas, 

rac Seesabameba bazris moTxovnis cvlilebas warmoebuli 

produqtis moculobaze. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



178 
 

                                              ლიტერატურა  

1. თ. ჩილაჩავა, ც. ძიძიგური მათემატიკური მოდელირება, ინოვაცია, 

თბილისი, 2008, 440 გვ. 

2. თ. ჩილაჩავა, ც. ძიძიგური მათემატიკური მოდელები ეკოლოგიასა და 

მედიცინაში, ინოვაცია, თბილისი, 2011, 336 გვ. 

3. თ. ჩილაჩავა მათემატიკური მოდელირების საფუძვლები. ამოცანათა 

კრებული, სსუ, 2016,  82 გვ.  

4. ჰ. მელაძე, ნ. სხირტლაძე გამოყენებითი მათემატიკის საწყისები. თსუ, 

თბილისი, 2000, 261 გვ. 

5. თ. ობგაძე მათემატიკური მოდელირება. 2016. 
6. Marshall A. The Principles of Economics, London. 1949, 8th 

Edition. 
7. W.Diewert, K.Spremann, F.Stehing Mathematical modelling in economics. 

Springer, 1993. 

8. J.Dupacova, J. Hurt, J.Stepan Stochastic modeling in economics and finance. 

2006. 

9. Ашманов С.А. Введение в математическую экономику. М., Наука, 1984. 

10. Бережная Е.В., Бережной В.И. Математические методы моделирования 

экономических систем. М. Финансы и статистика. 2005, 432 стр. 

11. Ващенко Т.В. Математика финансового менеджмента. М. 1996. 
12. Жолков С.Ю. Математика и информатика для гуманита-риев. Учебник, 

М.Ж Альфа –М; ИНФРа-М, 2005, 528 стр. 
13. Замков О.О., Толстопятенко А.В., Черемных  Ю.В. Математические 

методы в экономике.  Учебник, 2-ое изд. М. ЖМГУ, Изд.  Дело и Сервис, 
1999, 368 стр. 

14. Замков Ю. Математическое моделирование в экономике. Москва, 2000.   
15. Косович Е. Финансовая математика:теория и практика финансово-

банковских расчетов. М. 1994. 
16. Красс М.С., Чупринов Б.Н. Основы математики и ее прило-жения в 

экономическом образовании. Учебник, М., 2000.  
17. Маленво Э. Математическая экономика (пер. с франц.), 2000. 
18. Маршалл А. Принципы экономической науки . т. II, Москва, Прогресс, 

1993, 310 стр. 
19. Коуз Р. Фирма, рынок и право. Москва, 1993,  192 стр.  


	ყდა
	სარჩევი



