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თავი 1. ოპერატორები კვანტურ მექანიკაში 

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

კვანტური მექანიკის მათემატიკური აპარატი მჭიდროდაა დაკავשირებული წრფი-
ვი ოპერატორების თეორიასთან, რომლის ერთ-ერთი ძირითადი დებულების თა-
ნახმად, ფიზიკურ, ცდაზე დაკვირვებად სიდიდეებს שეესაბამებიან ერმიტული 
(თვითשეუღლებული) ოპერატორები, რომლებიც მოქმედებენ ფიზიკური სისტე-
მის მდგომარეობის აღმწერი Ψ ტალღური ფუნქციების (მდგომარეობის ვექტო-
რების) სივრცეשი. 

Â  ოპერატორს ეწოდება წრფივი, თუ სრულდება პირობა: 

( ) 22112211
ˆˆˆ ψψψψ AcAcccA +=+ ,             (1.1) 

სადაც 1c  და 2c  მუდმივი რიცხვებია, ხოლო 1ψ  და 2ψ  – ნებისმიერი ფუნქციები. 

Â  და B̂  ოპერატორების კომუტატორი ასე განიმარტება: 

[ ] ABBABA ˆˆˆˆˆ,ˆ −= .              (1.2) 

ნებისმიერ წრფივ L̂  ოპერატორს שეიძლება שევუსაბამოთ ერმიტულად שე-

უღლებული +L̂ ოპერატორი, რომელიც ასე განიმარტება: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ΨΨ≡ΨΨ=≡ +∗+∗
12121212

ˆˆˆˆ LdqqqLdqqLqL ψψψψ      (1.3) 

(ამასთან, 2.1Ψ  ფუნქციებს გარკვეული שეზღუდვები ედება). თუ += LL ˆˆ  მაשინ 
ოპერატორს ეწოდება ერმიტული (თვითשეუღლებული) ოპერატორი, თუმცა, ზო-
გადად, ოპერატორის ერმიტულობისა და თვითשეუღლების ცნებები არ ემთხვევა 
ერთმანეთს. 

f̂ ოპერატორის საკუთარი nΨ  ფუნქციებისა და საკუთარი nf მნიשვნელობე-
ბის განტოლება ასე განიმარტება:  

nnn ff Ψ=Ψ̂                (1.4)  

nΨ  საკუთარი ფუნქციები აღწერენ სისტემის მდგომარეობას, როდესაც გარკვე-

ული nf  მნიשვნელობა აქვს f ფიზიკურ სიდიდეს (ნებისმიერი მდგომარეობის დროს 
ფიზიკურ სიდიდეს არ გააჩნია გარკვეული მნიשვნელობა).ეს ფუნქციები ორთო-
ნორმირებული ფუნქციებია და ადგენენ სრულ სისტემას, რაც საשუალებას იძლე-
ვა ნებისმიერი მდგომარეობის ტალღური ფუნქცია გავשალოთ ამ ფუნქციებად: 

 Ψ=
n

nncϕ Y,                (1.5) 
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სადაც  

( ) ( ) •Ψ=Ψ= qnnn dqqc τϕϕ               (1.6) 

A  ფიზიკური სიდიდის საשუალო ψ  მდგომარეობაשი שემდეგნაირად განი-
მარტება: 

( ) ( ) qdqAqAA τψψψψ  •• == ˆˆ               (1.7) 

Â  ოპერატორს ეწოდება უნიტარული, თუ ის აკმაყოფილებს პირობას: 

1ˆˆˆˆ == ++ AAAA                 (1.8) 

1.1. წრფივი ოპერატორების თეორიის ძირითადი დებულებები 

1.1. განიხილეთ שემდეგი ოპერატორები ( )∞<<∞− x : 

ა) წანაცვლების – ( ) ( )axxTT aa +Ψ≡Ψˆ:ˆ ; 

ბ) არეკვლის – ( ) ( )xxII −Ψ≡Ψˆ:ˆ ; 

გ) მასשტაბის ცვლილების – ( ) ( ) 0,ˆ:ˆ >Ψ≡Ψ ccxcxMM cc ; 

დ) კომპლექსური שეუღლების – ( ) ( )xxKK ∗Ψ≡Ψˆ:ˆ ; 

ე) ორი ნაწილაკის კოორდინატების გადასმის – ( ) ( )12211212 ,,ˆ:ˆ xxxxPP Ψ≡Ψ . 
არიან თუ არა ჩამოთვლილი ოპერატორები წრფივი? იპოვეთ მათი שებრუნე-
ბული ოპერატორები. 

1.2. აჩვენეთ, რომ ორი წრფივი ოპერატორის ჯამი (სხვაობა) ისევ წრფივი ოპერა-
ტორია. 

1.3. აჩვენეთ, რომ ორი წრფივი ოპერატორის ნამრავლი ისევ წრფივი ოპერატორია.  

1.4. აჩვენეთ, რომ 
dx

d

xdx

d
x

dx

d

x

21
2

22

+=





 . 

1.5. აჩვენეთ, რომ 
dx

d
xx

dx

d += 1 .  

1.6. აჩვენეთ, რომ 112 −=
dx

d
x

xdx

d
x . 

1.7. იმოქმედეთ 
2

4ˆ 





 += x

dx

d
A  ოპერატორით რაიმე ψ  ფუნქციაზე. 

1.8. იმოქმედეთ 
2

ˆ 





 += A
dx

d
B ოპერატორით რაიმე ψ  ფუნქციაზე, სადაც constA= .  
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1.9. იმოქმედეთ 
2

ˆ 







∂
∂+

∂
∂=

zx
C  ოპერატორით რაიმე ψ  ფუნქციაზე. ახსენით, 

რატომ שეგვიძლია 1.8 და 1.9 ამოცანაשი ოპერატორის, როგორც ორი წევრის 
ჯამის კვადრატის წარმოდგენა, 1.7 ამოცანაשი კი – არა.  

1.10. იმოქმედეთ 
3

ˆ 





 += x

dx

d
D  ოპერატორით რაიმე ψ  ფუნქციაზე. 

1.11. იმოქმედეთ 
31ˆ 





 +=

xdx

d
L  ოპერატორით რაიმე ψ  ფუნქციაზე. 

1.12. იმოქმედეთ 2
2

2
ˆ x

dx

d
A = და 

2
ˆ 






= x

dx

d
B ოპერატორებით שემდეგ ფუნქცი-

ებზე: ა) xcos  და ბ) xe . 

 ეადარეთ ერთმანეთსש .1.13
2

ˆ 





=

dx

d
xA და 

2
ˆ 






= x

dx

d
B ოპერატორები.  

1.14. აიყვანეთ კვადრატשი ( )rAiL


 +∇=ˆ  ოპერატორი. 

მითითება: გამოიყენეთ ტოლობა ψψψ AdivAA


+∇=∇ .  

1.15.* იპოვეთ שემდეგი ოპერატორები 

ა) { }Iia ˆexp  ;  

ბ) 






≡

dx

d
axLa expˆ  

ცხადი სახით, სადაც a  ნამდვილი პარამეტრია, ხოლო Î -არეკვლის ოპერატორი.  

მითითება: ( )fFF ˆˆ =  სახის ოპერატორი (ფუნქცია ოპერატორისა), სადაც ( )zF  

ფუნქციაა z -ის (რომელიც იשლება ტეილორის მწკრივად ( ) =
n

n
n zczF ), უნდა 

გაიგოთ, როგორც ოპერატორი =
n

n
n fcF ˆˆ . ისარგებლეთ ამ განმარტებით. 

1.16. იპოვეთ ოპერატორი, რომელსაც ( )xψ  გადაჰყავს ( )ax +ψ  .იש-

1.17. იპოვეთ ოპერატორი, რომელსაც ( )r
ψ  გადაჰყავს ( )ar

 +ψ  .იש-

1.18. იპოვეთ ოპერატორი, რომელსაც ( )ϕψ  გადაჰყავს ( )αϕψ +  ი, სადაცש-
ϕ კუთხური ცვლადია (სივრცის მობრუნების ოპერატორი α კუთხეზე). 
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1.19. თუ Â  და B̂ ოპერატორებია, იქნება თუ არა ერთმანეთის ტოლი ორი 

ოპერატორი – ( )BA ˆˆsin +  და ( )AB ˆˆsin +  

1.20. დაამტკიცეთ, რომ [ ] [ ] [ ]CABCBACBA ˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆˆ,ˆ +=   

და      [ ] [ ] [ ]BCACBACBA ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ +=


. 

1.21. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია იაკობის იგივეობა  

[ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆ ≡++ ACBBACCBA . 

1.22. აჩვენეთ, რომ ჯამის კომუტატორი ტოლია კომუტატორების ჯამის, ანუ 
სრულდება ტოლობა: 

[ ]  =






ki
ii

i k
ki BABA

,

ˆ,ˆˆ,ˆ . 

1.23. იპოვეთ კომუტატორი x  და ლაპლასის Δოპერატორებს שორის. 

1.24. L̂ და M̂ ოპერატორები აკმაყოფილებენ პირობას 1ˆˆˆ =− LMML


. იპოვეთ 

LMMLA ˆˆˆˆ 22 −= .  

მითითება: Â -ს დაუმატეთ და დააკელით MLM ˆˆˆ წევრები და მიღებული გამოსა-

ხულების სხვაობებשი მარცხნივ და მარჯვნივ ფრჩხილებს გარეთ გაიტანეთ M̂ . 

1.25.* L̂ და M̂ ოპერატორები აკმაყოფილებენ პირობას 1ˆˆˆ =− LMML


. იპოვეთ 

( ) ( )LfMMLfA ˆˆˆˆˆ −= . 

1.26. მოცემულია ორი ოპერატორი – 
dx

d
xL n=ˆ  და mx

dx

d
M =ˆ . დაადგინეთ n -ის 

და m -ის რა მნიשვნელობებისათვის კომუტირებენ ეს ოპერატორები. 

1.27. დაამტკიცეთ, რომ, თუ [ ] 1ˆ,ˆ =BA , მაשინ სრულდება שემდეგი ტოლობები: 

ა) [ ] BBA ˆ2ˆ,ˆ 2 = ;     ბ) [ ] 23 ˆ4ˆ,ˆ BBA = ;     გ) [ ] ( )ABBABA ˆˆˆˆ2ˆ,ˆ 22 +=  

1.28. ცნობილია, რომ 2
2

2
1

2 ˆˆˆ AAA += . დაამტკიცეთ, რომ, თუ 1Â  და 2Â  ოპერატო-

რები კომუტირებენ B̂  ოპერატორთან, მაשინ მასთან კომუტირებს 2Â  ოპერატორიც. 

1.29. Â ოპერატორი კომუტირებს B


და Ĉ ოპერატორებთან. שეიძლება თუ არა 

აქედან დავასკვნათ, რომ B


და Ĉ ოპერატორები კომუტირებენ? 

1.30.* აჩვენეთ, რომ, თუ Â  და B̂  ოპერატორები კომუტირებენ საკუთარ კომუ-

ტატორებთან, ანუ [ ][ ] [ ][ ]BABBAA ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆ = , მაשინ: ა) [ ]BABnBA nn ˆ,ˆˆ]ˆ,ˆ[ 1−=  და      

ბ) [ ]BAAnBA nn ˆ,ˆˆ]ˆ,ˆ[ 1−= , სადაც n  მთელი რიცხვია. 
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1.31.*აჩვენეთ, რომ, თუ Â და B̂ ოპერატორები კომუტირებენ საკუთარ კომუტა-

ტორებთან, ანუ [ ][ ] [ ][ ]BABBAA ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆ = , მაשინ სრულდება ტოლობა: 

( )[ ] [ ] ( )BFBABFA ˆˆ,ˆ,ˆ ′=


, 

სადაც ( )xF ′  აღნიשნავს ( )xF  ფუნქციის წარმოებულს. 

მითითება: ჯერ ისარგებლეთ ინდუქციის მეთოდით და აჩვენეთ, რომ nˆ ˆ[A,B ] =  
n 1ˆ ˆ ˆn A,B B − =   და שემდეგ ( )xF  ფუნქცია გაשალეთ ტეილორის მწკრივად. 

1.32. რაიმე λ  პარამეტრზე დამოკიდებული ( )λM̂  ოპერატორის წარმოებული ამ 
პარამეტრით שემდეგნაირად განიმარტება: 

( ) ( ) ( )
ε

λελ
λ
λ

ε

AA

d

Ad ˆˆˆ
lim

0

−+=
→

. 

ამ განმარტების საფუძველზე აჩვენეთ, რომ:  

( )
λλλ d

Bd
AB

d

Ad
BA

d

d ˆˆˆˆˆˆ += . 

მითითება: გამოიყენეთ წარმოებულის განმარტება და მრიცხველשი დაუმატეთ 

და დააკელით ( ) ( )λελ BA ˆˆ +  წევრი. 

1.33. წინა ამოცანაשი მიღებული თანაფარდობის გამოყენებით დაამტკიცეთ, რომ:  

( ) 111 ˆˆˆˆ −−− −= A
d

Ad
AA

d

d

λλ
. 

მითითება: გააწარმოეთ 1ˆˆ 1 =−AA  ტოლობა.  

1.34.* დაამტკიცეთ, რომ Â  და L̂  ოპერატორებისათვის სამართლიანია שემდეგი 
თანაფარდობა: 

[ ] [ ][ ] [ ][ ][ ]...ˆ,ˆ,ˆ,ˆ
!3

1ˆ,ˆ,ˆ
!2

1ˆ,ˆ
!1

1ˆˆ ˆˆ
ALLLALLALAeAe LL +++=−  

მითითება: განიხილეთ s პარამეტრზე დამოკიდებული ( )sÂ  ოპერატორი 

( ) LsLs AeesA
ˆˆˆ −=  

და განიხილეთ მისი პირველი და მაღალი რიგის წარმოებულები λ  პარამეტრით. 

1.35.* აჩვენეთ, რომ, თუ Â  და B̂ ოპერატორები კომუტირებენ საკუთარ კომუტა-

ტორებთან, ანუ [ ][ ] [ ][ ]0ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆ == BABBAA , მაשინ სამართლიანია ვეილის ტოლობა: 
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[ ]BA
BABA eeee

ˆ,ˆ
2
1

ˆˆˆˆ += . 

მითითება: განიხილეთ ოპერატორი  

( ) sBsA eesT
ˆˆˆ = , 

გააწარმოეთ ეს ოპერატორი s პარამეტრით და გამოიყენეთ 1.30 ამოცანის שედე-
გები.  

1.36.* აჩვენეთ, რომ Â და HeB
ˆˆ β−= ოპერატორებისათვის სრულდება שემდეგი 

ტოლობა  

[ ] [ ] −−− =
β

λλββ λ
0

ˆˆˆˆ ˆ,ˆ,ˆ deHAeeeA HHHH . 

მითითება: გამოიყენეთ ფაქტი, რომ დასამტკიცებელი ტოლობის მარცხენა და 

მარჯვენა მხარეები ტოლია 0=β -თვის და აჩვენეთ, რომ ამ ტოლობის მარცხენა 

და მარჯვენა მხარე ერთნაირ პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებას აკ-
მაყოფილებს. 

1.37.* ჩათვალეთ λ  მცირე პარამეტრად და იპოვეთ ( ) 1ˆˆ −
− BA λ ოპერატორის გაש-

ლა ამ პარამეტრის მიხედვით. 

მითითება: დაწერეთ ოპერატორული ტოლობა: 

( ) 
∞

=

−
=−

0

1 ˆ̂ˆˆ
n

n
nCBA λλ . 

გაამრავლეთ ის ( )BA ˆˆ λ−  ოპერატორზე და უცნობი nĈ  ოპერატორები იპოვეთ 

მიღებული ტოლობის ორივე მხარეשი λ  პარამეტრის ხარისხების გატოლებით. 

1.38. აჩვენეთ, რომ 
dx

d
xL =ˆ  და x

dx

d
M =ˆ  ოპერატორები ერთმანეთთან კომუ-

ტირებენ.  

1.39. გამოთვალეთ שემდეგი კომუტატორები: 

ა) [ ]2ˆ, xpx ; ბ) [ ]xpx ˆ,2 . 

1.40. გამოთვალეთ שემდეგი კომუტატორები: 

ა) [ ]22 ˆ, xpx  ბ) 






 3
2

2
, x

dx

d
. 
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1.41. დაამტკიცეთ, რომ კომუტატორებისათვის სრულდება שემდეგი ტოლობები: 

ა) ( )[ ]
x

f
ixfpx ∂
∂−= ,ˆ ;      ბ)  ( )[ ]

xp

f
ixfx
∂
∂= , ,  

სადაც ( )xf ნებისმიერი ფუნქციაა. 

1.42. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობები: 

ა) ( )[ ] 2

2
22 ˆ2ˆ,

x

f
p

x

f
ipxf xx ∂

∂+
∂
∂=  , 

ბ) [ ][ ] xpxx x
222 4,, −= , 

სადაც ( )xf ნებისმიერი ფუნქციაა. 

1.43. აჩვენეთ, რომ ჰამილტონიანისთვის 

( )xV
dx

d

m
H +−= 2

22

2
ˆ 

 

სამართლიანია שემდეგი კომუტაციური თანაფარდობები: 

ა) [ ] ;ˆ, xp
m

i
xH


−=      ბ)  [ ]

x

V
ipH x ∂
∂= ˆ,ˆ ;  

გ) [ ] 2

2
22 ˆ2ˆ,ˆ

x

V
p

x

V
ipH xx ∂

∂+
∂
∂=   . 

1.44.* აჩვენეთ, რომ ჰამილტონიანი 

( )xV
dx

d

m
H +−= 2

22

2
ˆ 

, 

(სადაც ( )xV  პერიოდული პოტენციალია ( ) ( )xVaxV =+ ), კომუტირებს ტრანს-

ლაციის ( )aT̂  ოპერატორთან, რომელიც ასე განიმარტება: ( ) ( ) ( )axxaT +Ψ=Ψˆ . 

მითითება: ისარგებლეთ ფორმულით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xaTxexp
ia

n
x

dx

d
a

n
ax

api

n

n
n

n
n

n
n Ψ≡Ψ=Ψ






=Ψ=+Ψ 

∞

=

∞

=

ˆˆ
!

1
!

1 ˆ

00




. 

1.45. დაამტკიცეთ, რომ ერთგანზომილებიან שემთხვევაשი თუ პოტენციური ენერ-

გია სიმეტრიულია ( ) ( )xVxV −= , მაשინ 1.1. ამოცანაשი განმარტებული I ინვერ-

სიის ოპერატორი კომუტირებს ჰამილტონის ( )xV
m

p
H x +=

2
ˆ

2

 ოპერატორთან. 
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1.46. აჩვენეთ, რომ პუასონის ფრჩხილი  

( )






 + x

dx

d

dx

d
xx )(sincos, 22 αα , 

სადაც const=α , დამოკიდებული არ არის α -ზე. 

1.47. აჩვენეთ, რომ პუასონის ფრჩხილი  

( )






 + x

dx

d

dx

d
x

dx

d )(sincos, 22 αα , 

სადაც const=α , დამოკიდებული არ არის α -ზე. 

1.48. გამოთვალეთ პუასონის שემდეგი ფრჩხილი 

( ){ }rai
 ,∇− , 

სადაც a


მუდმივი ვექტორია. 

1.49. გამოთვალეთ პუასონის ფრჩხილი שემდეგი ოპერატორებისათვის: 

αxA =ˆ ; 
dx

d
xB β=ˆ , 

სადაც α  და β  ნებისმიერი რიცხვებია. 

1.50. გამოთვალეთ  პუასონის שემდეგი ფრჩხილი 

( )








xf
dx

d , . 

1.51. აჩვენეთ, რომ, თუ ნებისმიერი χ  ფუნქციისათვის სრულდება ტოლობა 

f,, χϕχ = , 

მაשინ ϕ  და f ფუნქციები ერთმანეთს ემთხვევა. 

1.52. აჩვენეთ, რომ, თუ T̂ და Ŝ ოპერატორები ნებისმიერი ϕ  და f  
ფუნქციებისათვის აკმაყოფილებს პირობას  

fSfT ,ˆ,ˆ ϕϕ = , 

მაשინ T̂ და Ŝ ოპერატორები ერთმანეთს ემთხვევა. 

1.53. აჩვენეთ, რომ ერმიტული ოპერატორების ნამრავლისათვის სრულდება שემ-

დეგი ტოლობა: ( ) +++
= ABBA ˆˆ . 

1.54. დაამტკიცეთ, რომ, თუ Â  ერმიტული ოპერატორია, მაשინ nÂ -იც ერმიტუ-
ლი ოპერატორია, სადაც n  მთელი დადებითი რიცხვია. 
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1.55. დაამტკიცეთ, რომ, თუ Â და B̂  ერმიტული ოპერატორები კომუტირებენ, 

მაשინ BA ˆˆ ერმიტული ოპერატორია. 

მითითება: გამოიყენეთ ტოლობა ( ) +++
= ABBA ˆˆ .  

1.56. აჩვენეთ, რომ ( ) AA ˆˆ =
++ . 

1.57. აჩვენეთ, რომ რიცხვის ერმიტულად שეუღლებული მის კომპლექსურად 

+=∗ ეუღლებულს ემთხვევა, ანუש cc . 

1.58. იპოვეთ 
dx

d
A =ˆ ოპერატორის ერმიტულად שეუღლებული ოპერატორი. 

მითითება: დაწერეთ 
dx

d
A =ˆ ოპერატორის ერმიტულად שეუღლებული ოპერატო-

რის განმარტება ინტეგრალური სახით და ჩაატარეთ ნაწილობითი ინტეგრაცია. 

1.59. იპოვეთ 
n

n

dx

d
A =ˆ ოპერატორის ერმიტულად שეუღლებული ოპერატორი. 

1.60.* იპოვეთ 1.17 ამოცანის ∇=


a
a eT̂ ოპერატორის ერმიტულად שეუღლებული 

ოპერატორი. 

1.61.* იპოვეთ 1.18 ამოცანის ϕ
α

α
d

d
i

eT =ˆ  ოპერატორის ერმიტულად שეუღლებუ-
ლი ოპერატორი, სადაც α  ნამდვილი სიდიდეა. 

1.62. დაამტკიცეთ, რომ ნამდვილ ფუნქციაზე გამრავლების ოპერატორი ერმიტუ-
ლად שეუღლებული ოპერატორია. 

1.63. აჩვენეთ, რომ 
x

iaL
∂
∂=ˆ  ოპერატორი ერმიტული ოპერატორია, სადაც a  

ნამდვილი რიცხვია. 

მითითება: გამოიყენეთ ერმიტულობის პირობა ინტეგრალური სახით. 

1.64. აჩვენეთ, რომ ( )xVL =ˆ  ოპერატორი ერმიტული ოპერატორია. 

1.65. აჩვენეთ, რომ 2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=Δ  ოპერატორი ერმიტული ოპერატორია. 

1.66. აჩვენეთ, რომ 
dx

d
x

dx

d ;  და xxp  ოპერატორები არ არიან ერმიტული ოპე-

რატორები. 

1.67. აჩვენეთ, რომ +LL ˆˆ  და LL ˆˆ+ ოპერატორები ერმიტულია. 
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1.68. აჩვენეთ, რომ ++ LL̂  და ( )+− LLi ˆ  ოპერატორები ერმიტულია. 

1.69. დაამტკიცეთ, რომ, თუ Â  და B̂  ერმიტული არაკომუტირებადი ოპერატო-

რებია, მაשინ: ა) [ ]BA ˆ,ˆ  არაერმიტულია; ბ) [ ]BAi ˆ,ˆ  ერმიტულია. 

1.70. აჩვენეთ, რომ, თუ Ĉ ოპერატორი ერმიტულია, მაשინ += ACAB ˆˆˆˆ  ოპერატო-
რიც ერმიტული ოპერატორია. 

1.71. აჩვენეთ, რომ, თუ Â , B


და Ĉ ოპერატორები ერმიტულია, მაשინ ერმიტუ-

ლია ABCCBA ˆˆˆˆˆˆ +  და ( )ABCCBAi ˆˆˆˆˆˆ −  ოპერატორებიც. 

1.72. აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი L̂ ოპერატორი שეიძლება שემდეგი სახით წარმო-
ვადგინოთ:  

BiAL ˆˆˆ += , 

სადაც Â  და B


ოპერატორები ერმიტული ოპერატორებია. 

1.73. მოცემულია L̂ არაერმიტული ოპერატორი. რა שემთხვევაשი იქნება 2L̂ ოპე-
რატორი ერმიტული? 

მითითება: ისარგებლეთ 1.72 ამოცანის שედეგით. 

1.74. აჩვენეთ, რომ, თუ ოპერატორი ერმიტულია, მაשინ მისი שებრუნებული ოპე-
რატორიც ერმიტულია. 

1.75. აჩვენეთ, რომ ორი არაკომუტირებადი ერმიტული F̂ და Ĝ ოპერატორის 
კომუტატორისათვის სრულდება שემდეგი ტოლობა:  

[ ] DiGF ˆˆ,ˆ = , 

სადაც D̂ ერმიტული ოპერატორია. 

1.2. საკუთარი ფუნქციები და მნიשვნელობები. საשუალოს ცნება.  
პროექციული და უნიტარული ოპერატორები 

1.76. იპოვეთ საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიשვნელობები שემდეგი ოპე-

რატორებისა: ა)
dx

d
A =ˆ  და ბ)

dx

d
iB =ˆ . 

მითითება: გაითვალისწინეთ, რომ საკუთარი ფუნქციები ±∞→x  ზღვარשი სას-
რულო უნდა იყოს. 

1.77. იპოვეთ 
dx

d
xA +=ˆ  ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი 

მნიשვნელობები . 
მითითება: განაცალეთ ცვლადები საკუთარი ფუნქციების განტოლებაשი. 
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1.78. იპოვეთ 
dx

d
iA −=ˆ  ოპერატორის საკუთარი ψ  ფუნქციები და საკუთარი 

მნიשვნელობები, თუ ( ) ( )axx +=ψψ , სადაც a  მუდმივაა. 

1.79. იპოვეთ
ϕd

d
iA =ˆ  ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიש-

ვნელობები. 

მითითება: გაითვალისწინეთ საკუთარი ფუნქციების ცალსახობიდან გამომდინა-

რე პერიოდულობის თვისება ( ) ( )πϕψϕψ 2+= .  

1.80.* იპოვეთ
ϕd

d
A sinˆ =  ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი 

მნიשვნელობები. 

1.81.* იპოვეთ 






=
ϕd

d
iA cosˆ  ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი 

მნიשვნელობები. 

1.82.* იპოვეთ ϕd

d
ia

eA =ˆ  ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიש-
ვნელობები. 

1.83.* იპოვეთ 
dx

d

xdx

d
A

2ˆ
2

2
+=  ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები. 

მითითება: שემოიღეთ ახალი ფუნქცია ψxU =  და მისთვის ამოხსენით  

საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი მნიשვნელობების განტოლება. 

1.84. ცნობილია, რომ 2

2
ˆ

dx

d
A = ოპერატორის საკუთარი ფუნქციაა xx 3cos)( =Ψ . 

იპოვეთ საკუთარი მნიשვნელობა. 

1.85. მოცემულია שემდეგი ფუნქციები axeeaxax axax ln,,,,
22  და axsin . აჩვე-

ნეთ ამ ფუნქციებიდან რომელი ფუნქციებია საკუთარი ფუნქციები שემდეგი ოპე-

რატორებისა: ა). 
dx

d
; ბ) 2

2

dx

d
. 

1.86. მოცემულია ფუნქციები ა) 
2kxe− ; ბ) 2x  და გ) kxkx sincos + . ამ ფუნქცია-

თაგან რომელია 2

2
ˆ

dx

d
L =  ოპერატორის საკუთარი ფუნქცია? იპოვეთ საკუთარი 

მნიשვნელობა. 
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1.87. იპოვეთ Â  ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები, თუ მისი საკუთარი 
ფუნქციაა )(xΨ  :იשემთხვევებש ემდეგש 

ა) 2

2
ˆ

dx

d
A −= ; xx 2sin)( =Ψ , 

ბ) 2
2

2
ˆ x

dx

d
A +−= ; 2

2

)(
x

ex
−

=Ψ . 

1.88. იპოვეთ Â ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები, თუ მისი საკუთარი ფუ-
ნქციაა )(xΨ  :იשემთხვევებש ემდეგש 

ა) 
dx

d

xdx

d
A

2ˆ
2

2
+= ;      ბ)  

x

x
x

αsin)( =Ψ . 

1.89. იპოვეთ Â ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები, თუ მისი საკუთარი 
ფუნქციაა:  

;ˆˆ
xpA =  ( )tzyetzyx

kx
i

,,),,,( Φ=Ψ  . 

1.90. იპოვეთ საკუთარი ფუნქციები ψ  და საკუთარი მნიשვნელობები שემდეგი 
ოპერატორებისა: 

2

2

dx

d− , თუ 0,0 == xψ  და lx = -თვის. 

1.91. იპოვეთ საერთო საკუთარი ფუნქციები שემდეგი ოპერატორებისა: 

ა) x  და yp̂  ; ბ) yx pp ˆ,ˆ და zp̂  გ) xp და 2
xp  . 

1.92. აჩვენეთ, რომ ( ) θθ cos=Ψ  ფუნქცია საკუთარი ფუნქციაა 







−=

θ
θ

θθ d

d

d

d
F sin

sin
1ˆ  ოპერატორის. 

1.93. აჩვენეთ, რომ ( )
ξ
ξξ sin=Ψ  ფუნქცია საკუთარი ფუნქციაა 

ξξξ d

d

d

d
F

2ˆ
2

2
+=  

ოპერატორის. 

1.94. აჩვენეთ, რომ ( ) 33/ ρρ ρ−=Ψ e  ფუნქცია საკუთარი ფუნქციაა 

22

2 62ˆ
ρρρ

−+=
d

d
F  ოპერატორის. 
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1.95. მოცემულია, რომ λψψ =L̂ . აჩვენეთ, რომ ψλψ nnL =ˆ , სადაც n  მთელი 
რიცხვია. 

1.96. მოცემულია, რომ λψψ =L̂ . აჩვენეთ, რომ ψλψ 11ˆ −− =L . 

1.97. იპოვეთ საკუთარი ფუნქცია და საკუთარი მნიשვნელობა კომპლექსურად שე-
უღლების ოპერატორისა  

( ) ( )xxK ∗=ψψˆ . 

1.98. აჩვენეთ, რომ ერმიტული ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები ნამდვი-
ლი სიდიდეებია. 

1.99. წრფივი L̂ ოპერატორის ერთ საკუთარ λ მნიשვნელობას שეესაბამება n  ტა-
ლღური ფუნქცია, ანუ სრულდება שემდეგი ტოლობები: 

nnLLL Ψ=ΨΨ=ΨΨ=Ψ λλλ ˆ;...ˆ;ˆ
2211  

აჩვენეთ, რომ ამ პირობებשი nΨΨΨ ,..., 21  ფუნქციებიდან שეგვიძლია שევადგი-

ნოთ უსასრულო რაოდენობის კომბინაციები, რომლებიც  საკუთარი მნიשვნელო-
ბების განტოლებას აკმაყოფილებენ და რომელთაც იგივე λ საკუთარი მნიשვნე-
ლობა აქვთ. 

1.100. იპოვეთ 2

22

0 2 dx

d

m
H

−=  ჰამილტონიანის საკუთარი ფუნქციები და საკუ-

თარი მნიשვნელობები. განიხილეთ ორი שემთხვევა: ა) მოძრაობა არ არის שეზღუ-
დული ანუ ∞<<∞− x ; ბ) ax ≤≤0 . ამ שემთხვევაשი დაადგინეთ, რამდენჯერ 
ხდება ტალღური ფუნქცია ნული (კვანძების რიცხვი). 

1.101. ერმიტული f̂ აკმაყოფილებს שემდეგ პირობას: 

ა) 22ˆ cf = ;     ბ)   ;ˆˆ 2 fcf =      გ)  fcf ˆˆ 23 = , 

სადაც c ნამდვილი პარამეტრია. იპოვეთ საკუთარი მნიשვნელობები ამ ოპერატო-
რის. 

1.102. იპოვეთ საკუთარი ფუნქციები და მნიשვნელობები ოპერატორისა 

xpf ˆˆˆ βα += , სადაც p̂ იმპულსის ოპერატორია, ხოლო x̂  –  კოორდინატის.  

მითითება: ამოხსენით საკუთარი მნიשვნელობების დიფერენციალური განტოლება. 

1.103.* ერმიტულ f̂ ოპერატორს აქვს N განსხვავებული საკუთარი მნიשვნელო-

ბა. აჩვენეთ, რომ Nf̂ ოპერატორი წრფივად გამოისახება 1,...ˆ,1̂ −Nff ოპერატო-
რის საשუალებით.  
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მითითება: აჩვენეთ, რომ ( )( ) ( )NffffffG −−−= ˆ...ˆ
21


 ოპერატორის მოქმედე-

ბა ნებისმიერ Ψ ფუნქციაზე იძლევა ნულს, ანუ 0=ΨG , რის დასამტკიცებლადაც 

Ψ ფუნქცია გაשალეთ f̂ ოპერატორის საკუთარ 
kf

ϕ  ფუნქციებად 
=

=Ψ
N

k
fk

1
ϕ . 

1.104.* LBA ˆ,ˆ,ˆ ოპერატორები აკმაყოფილებენ שემდეგ კომუტაციურ თანაფარდო-

ბებს: [ ] [ ] [ ] 0ˆ,ˆ,0ˆ,ˆ,0ˆ,ˆ ≠== BALBLA . აჩვენეთ, რომ L̂  ოპერატორის მნიשვნე-
ლობებს שორის აუცილებლად იქნება გადაგვარებული მნიשვნელობები.  

1.105.* Aψ  მდგომარეობაשი სისტემას გააჩნია A  სიდიდის განსაზღვრული მნიשვნე-

ლობა. აქვს თუ არა ამ მდგომარეობაשი განსაზღვრული მნიשვნელობა B სიდიდეს, 

თუ ცნობილია, რომ Â  და B̂ ოპერატორები: ა) არ კომუტირებენ; ბ)კომუტირებენ?  

1.106. მდგომარეობაשი, რომელიც აღიწერება abΨ  ტალღური ფუნქციით, A  და 

B ფიზიკურ სიდიდეებს გააჩნიათ გარკვეული მნიשვნელობები. რა שეიძლება ით-

ქვას ამ სიდიდეების საკუთარ a  და b  მნიשვნელობებზე, თუ ცნობილია, რომ Â  

და B̂ ოპერატორები ანტიკომუტირებენ ერთმანეთთან? 

1.107. დაამტკიცეთ, რომ ერმიტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები ორთო-
ნორმირებულია. 

1.108. დაამტკიცეთ, რომ ორთოგონალური ფუნქციები წრფივად დამოუკიდებელ-
ნი არიან. 

მითითება: დაწერეთ წრფივად დამოკიდებულების ტოლობა და ორთოგონალობის 
გამოყენებით აჩვენეთ, რომ ყველა კოეფიციენტი ამ ტოლობაשი ნულია. 

1.109. იპოვეთ 
dx

d
xf −=ˆ  არაერმიტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და 

მნიשვნელობები. რა განსხვავებაა ერმიტული ოპერატორების שემთხვევისაგან? 

1.110. იპოვეთ 
dx

d
xf +=ˆ  არაერმიტული ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები და 

მნიשვნელობები. რა განსხვავებაა ერმიტული ოპერატორების שემთხვევისაგან? 

1.111.*  1φ  და 2φ ნორმირებული ფუნქციებია, რომელთაც ერთი და იგივე საკუთა-
რი მნიשვნელობა שეესაბამება. ცნობილია, რომ: 

 =∗ ddx21φφ , 

სადაც d  ნამდვილი რიცხვია. იპოვეთ 1φ  და 2φ  ფუნქციების ნორმირებული 
წრფივი კომბინაცია, რომელიც ორთოგონალური იქნება:  

ა) 1φ -ის;      ბ)  21 φφ + -ის. 
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1.112. ნაწილაკი მოძრაობს ( )bx ,0∈  ინტერვალשი და მისი ტალღური ფუნქციაა 

( ) ( )xbaxx −=Ψ ; იპოვეთ ნაწილაკის კოორდინატისა და კინეტიკური ენერგიის 
საשუალო. 

1.113. გამოთვალეთ ნაწილაკის იმპულსის საשუალო xp ,თუ მისი ტალღური 

ფუნქციაა: ა) ;ikxe  ბ) kxcos ; გ) 
2axe− . ყველა שემთხვევაשი ( )∞∞−∈ ,x . 

1.114. დაამტკიცეთ, რომ ერთგანზომილებიან שემთხვევაשი იმპულსის საשუალო-
სათვის სამართლიანია ფორმულა: 

 







−= ∗

∗
dx

dx

d

dx

di
px

ψψψψ
2


. 

1.115.*  დაამტკიცეთ, რომ დისკრეტული სპექტრის სტაციონარულ მდგომარეო-
ბებשი ნაწილაკის იმპულსის პროექციის საשუალო მნიשვნელობა ნულია. 

მითითება: გამოიყენეთ 1.43 ამოცანაשი დამტკიცებული [ ] xp
m

i
xH ˆ, 

−=  თანა-

ფარდობა. 

1.116. დროის გარკვეულ მომენტשი ნაწილაკი იმყოფება მდგომარეობაשი 

( ) 2

2

a

x
ikx

Aex
−

=ψ  , 

სადაც A  და a  მუდმივებია. იპოვეთ x  და xp . 

1.117.* სისტემა იმყოფება მდგომარეობაשი, რომელიც აღიწერება ნორმირებული 

( )xψ ტალღური ფუნქციით და ის שეიძლება გაიשალოს ერმიტული Â ოპერატო-

რის საკუთარ ფუნქციებად, ანუ ( ) ( )=
k

kk xcx ϕψ . ჩათვალეთ, რომ ( )xkϕ  ფუნ-

ქციები ნორმირებულია ერთიანზე. 

ა) მიიღეთ გამოსახულება, რომელიც განსაზღრავს kc კოეფიციენტებს. 

ბ) აჩვენეთ, რომ საשუალო მნიשვნელობა ტოლია 

=
k

kk cAA
2

, 

სადაც kA საკუთარი მნიשვნელობებია Â ოპერატორის. რა ფიზიკური აზრი აქვს 
2

kc -ს? 

1.118.*  ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია გაუსის განაწილებას ემთხვევა –  

( ) ( )2axAex −−= λψ , 
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სადაც aA,  და λ  დადებითი ნამდვილი მუდმივებია. ნორმირების პირობიდან 

იპოვეთ A . ასევე იპოვეთ x , 2x  და xσ   

მითითება: ამ და ქვემოთ მოყვანილ რამდენიმე ამოცანაשი ისარგებლეთ ცხრი-
ლის ინტეგრალებით, რომლებიც მოცემულია კრებულის დამატებაשი A. 

1.119. წყალბადის ატომის ძირითადი მდგომარეობის ტალღური ფუნქციაა 

( ) 0a

r

Aer
−

=Ψ , სადაც 0a  პირველი ბორის რადიუსია 









= 2

2
0

0
4

me
a

πε
, m  ელექ-

ტრონის მასაა, e  –  ელექტრონის მუხტი, A  –  ნორმირების მუდმივა. ელექტრო-

ნის ბირთვთან ურთიერთქმედების პოტენციური ენერგიაა 
r

e
rU

2
)( −= . გან-

საზღვრეთ A  და პოტენციური ენერგიის საשუალო U . 

1.120. მოცემულია ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია ( ) tix eAetx ωλ −−=Ψ , , სადაც 

A , λ  და ω  დადებითი ნამდვილი მუდმივებია. იპოვეთ A , x , 2x , 

22 xxx −=σ  და ნაწილაკის პოვნის ალბათობა ),( xx σσ− ინტერვალשი. 

გაითვალისწინეთ ინტეგრალქვეשა ფუნქციის ლუწობა.  

1.121. m მასის ნაწილაკი ასრულებს ერთგანზომილებიან მოძრაობას ( )l,0 ინ-

ტერვალשი. მისი ტალღური ფუნქციაა ( )
l

x
Ax

πsin=Ψ . იპოვეთ A , x , xp  

და kE . 

1.122. m მასის ნაწილაკი ასრულებს ერთგანზომილებიან მოძრაობას და 0=t  

მომენტשი მისი ტალღური ფუნქციაა ( )
ikx

a

x

Aex
+−

=Ψ 2

2

, სადაც kA,  და a  მუდმი-

ვებია. იპოვეთ A , x , xp  და kE . გაითვალისწინეთ ინტეგრალქვეשა ფუნ-

ქციის ლუწობა.  

1.123. მოცემულია ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია ( ) ( )


xip
xCx 0expϕ=Ψ , სა-

დაც ( )xϕ  ნამდვილი ფუნქციაა. აჩვენეთ, რომ 0p ნაწილაკის საשუალო იმპულსია 

მოცემულ მდგომარეობაשი. 
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1.124. ნაწილაკის მდგომარეობა აღიწერება ტალღური ფუნქციით 

( ) ( ) ( )










 −

−=Ψ 2

2
00

2
exp

a

xxxip
xCx


ϕ , სადაც 0p , 0x , a  ნამდვილი პარამეტრე-

ბია. იპოვეთ x , 2x , xσ , p , 2p , pσ  . 

1.125. 0=t მომენტשი ნაწილაკის ტალღური ფუნქციაა: 

( )

xA ; 0 x a;
a
b xx,0 A ; a x b;
b a

0; x 0, x b,

 ≤ ≤


−Ψ = ≤ ≤ −
 < >


 

სადაც baA ,, მუდმივებია. 

ა) დაანორმირეთ ტალღური ფუნქცია Ψ ,ანუ A  გამოსახეთ a  და b -ს საשუა-
ლებით. 

ბ) სად არის მოსალოდნელი ნაწილაკის პოვნა ყველაზე დიდი ალბათობით 0=t  
მომენტשი? 

გ) იპოვეთ ნაწილაკის პოვნის ალბათობა a წერტილის მარცხნივ. რას უდრის ეს 
ალბათობა, როცა ab = და ab 2= ? 

დ) იპოვეთ x .  

1.126. აჩვენეთ, რომ საשუალო მნიשვნელობები ერმიტული ოპრატორებისა +LL ˆˆ  

და LL ˆˆ+  ( L̂ წრფივი ოპერატორია) ნებისმიერ მდგომარეობაשი არაუარყოფითია. 

1.127. იპოვეთ კავשირი ნაწილაკის კოორდინატისა და იმპულსის საשუალოებს שო-

რის, რომელთა ტალღურ 1Ψ  და 2Ψ  ფუნქციებს שორის שემდეგი კავשირია:  

ა) ( ) ( )axx +Ψ=Ψ 12 ;      ბ)  ( ) ( )


xip
xx 0

12 expΨ=Ψ . 

1.128.* ერმიტულ ( )λf̂  ოპერატორს გააჩნია დისკრეტული სპექტრი და დამოკი-

დებულია λ  პარამეტრზე. დაამტკიცეთ, რომ სრულდება שემდეგი თანაფარდობა: 

( ) ( )
λ
λ

λ
λ

∂
∂=

∂
∂ ff n , 

სადაც n  ინდექსით დანომრილია საკუთარი მნიשვნელობები და ტოლობის მარ-

ჯვენა მხარეს გასაשუალოება ხდება ( )qn ;λΨ  ტალღური ფუნქციით. 
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მითითება: საკუთარი მნიשვნელობების განტოლება ( ) ( ) ( ) ( )qfqf nnn ;;ˆ λλλλ Ψ=Ψ  

გააწარმოეთ λ პარამეტრით და გამოიყენეთ ( )λf̂  ოპერატორის ერმიტულობა. 

1.129. f  ფიზიკური სიდიდის ( )ifP̂ პროექციული ოპერატორი ეწოდება წრფივ 

ოპერატორს, რომლის მოქმედება 
kf

Ψ ფუნქციაზე שემდეგნაირად განიმარტება: 

( )




≠

=Ψ
=Ψ=Ψ

ki

kif
ffffi

ff

ff
fP i

ikik ;0

;
,ˆ δ  

აჩვენეთ, რომ ( )ifP̂  ოპერატორს שემდეგი თვისებები აქვს: 

ა)  ერმიტული ოპერატორია;      ბ)  ( ) ( )ii fPfP ˆˆ 2 = .  

მითითება: გამოიყენეთ სისრულის პირობა, ანუ ნებისმიერი ფუნქცია გაשალეთ 

kf
Ψ ფუნქციებად და ჯამზე იმოქმედეთ ( )ifP̂ ოპერატორით. 

1.130. რა ფიზიკური აზრი აქვს ( )ifP̂ პროექციული ოპერატორის საשუალოს 

( )ifP̂ ნებისმიერი Ψ ტალღური ფუნქციით აღწერილ მდგომარეობაשი? 

მითითება: გამოიყენეთ სისრულის პირობა, საשუალოს განმარტების ფორმულა 

და 
kf

Ψ ფუნქციების ორთონორმირების პირობა. 

1.131. იპოვეთ პროექციული ოპერატორი ±P̂ , რომელიც კოორდინატების ინვერ-

სიის მიმართ აპროექტირებს ლუწ +P და −P კენტ მდგომარეობებשი. 

აჩვენეთ, რომ ა) ±± = PP2 ; ბ) 1=+ −+ PP . 

1.132. აჩვენეთ, რომ უნიტარული ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები მოდუ-
ლით ერთის ტოლია. 

1.133. უნიტარული ოპერატორი აკმაყოფილებს პირობას UU ˆˆ 2 = . იპოვეთ ცხა-
დი სახე ამ ოპერატორის.  

1.134. მოცემულია Û უნიტარული ოპერატორი. რა שემთხვევაשი იქნება უნიტა-

რული שემდეგი ოპერატორი UcA ˆˆ = , სადაც c  რიცხვია. 

1.135. აჩვენეთ, რომ ორი უნიტარული ოპერატორის ნამრავლი უნიტარული ოპე-
რატორია. 

 ?ეიძლება თუ არა უნიტარული ოპერატორი ერმიტულიც იყოსש .1.136

1.137. აჩვენეთ, რომ ( )FiU ˆexpˆ =  ოპერატორი (სადაც F̂  ოპერატორი ერმიტუ-
ლი ოპერატორია) უნიტარული ოპერატორია. 
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მითითება: გაשალეთ ექსპონენტი მწკრივად და გამოიყენეთ F̂  ოპერატორის ერ-
მიტულობა. 

1.138.*  აჩვენეთ, რომ, თუ Â და B̂ ერმიტული ოპერატორები კომუტირებენ, მა-

 ინש
BiA

BiA
U ˆˆ

ˆˆˆ
−
+=  ოპერატორი უნიტარული ოპერატორია. წარმოადგინეთ ამ სა-

ხით 1.137 ამოცანის ( )FiU ˆexpˆ =  უნიტარული ოპერატორი. 

მითითება: წინასწარ დაამტკიცეთ დამხმარე თანაფარდობა ( ) ( ) 11 ˆˆ −++− = LL  

1.139.*  აჩვენეთ, რომ ოპერატორის უნიტარული გარდაქმნებისას +=′ UAUA ˆˆˆˆ  
  – ორისש ემდეგი ტიპის ალგებრული თანაფარდობები ოპერატორებსש

( )   =+++=
i ki

kikiiii AAcAccAF 0...ˆˆˆˆˆ
,

,0  

ინარჩუნებს სახეს, ანუ ( ) 0ˆˆ =′iAF . 

მითითება: განიხილეთ უნიტარული გარდაქმნა +=′ UFUF ˆˆˆˆ  და ჯამის ყველა 

წევრის მამრავლებשი ჩასვით 1ˆˆ =+UU . 
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თავი 2. ერთგანზომილებიანი მოძრაობა 

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

 რედინგერის სტაციონარული განტოლებაש

( ) ( ) ( )xExxU
dx

d

m
H ψψψ =








+−≡ 2

22

2
ˆ 

              (2.1) 

სათანადო სასაზღვრო პირობებით (ტალღური ფუნქციის და მისი პირველი წარ-
მოებულის უწყვეტობა, სასრულობა მთელ სივრცეשი, ცალსახობა) განსაზღვრავს 

( )xU  პოტენციურ  ველשი ნაწილაკის ენერგეტიკულ სპექტრს და სტაციონარული 
მდგომარეობების ტალღურ ფუნქციებს. 

ნაწილაკის აღმოჩენის dw  ალბათობა x -დან dxx + -მდე ინტერვალשი, გამო-
ისახება ფორმულით:  

dxdw
2ψ=                (2.2) 

w  ალბათობა იმისა, რომ ნაწილაკი აღმოჩნდება 1x -დან 2x -მდე ინტერვალשი, שე-
იძლება იპოვოთ მითითებულ ინტერვალשი ინტეგრებით: 

( )=
2

1

2
x

x

dxxw ψ                 (2.3) 

ენერგიის სპექტრი nE  არეשი 

( ) ( )∞±<< UExU n                                      (2.4)  

დისკრეტულია. שევნიשნოთ, რომ (2.4) არეשი კლასიკურ მექანიკაשი ნაწილაკს שე-

უძლია მხოლოდ ფინიტური მოძრაობა. ეს nE  დონეები გადაუგვარებელია, ხოლო 

ესაბამისი საკუთარი nψש ფუნქციები კვადრატულად ინტეგრებადია. 

( )∞±> UEn min                                           (2.5) 

არეשი ენერგიის სპექტრი უწყვეტია. 

( )∞±> UEn max                   (2.6) 

არეשი ენერგეტიკული სპექტრი ორჯერადად გადაგვარებულია. (2.6) არეשი კლა-
სიკურ მექანიკაשი שესაძლოა ინფინიტური მოძრაობა ორივე მიმართულებით 

±∞→x .  
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 როდესაც ნაწილაკი მარცხნიდან ეცემა პოტენციურ  ჯებირს, ტალღურ ფუნ-
ქციას שემდეგი ასიმპტოტიკა გააჩნია: 

 ( ) ( )
( )
1 1

2

ik x ik x

ik x

e A E e , x
x

B E e , x ,

−
+

 + → −∞ψ ≈ 
→∞

             (2.7) 

სადაც ( )( )∞±−= UEmk 21
2,1 

. ( )EA  და ( )EB  ამპლიტუდები განსაზღვრა-

ვენ გაჟონვის 

 ( ) 2

1

2 B
k

k
ED =                                                  (2.8) 

და არეკვლის  

 ( ) 2
AER =                (2.9)  

კოეფიციენტებს. 

2.1. დისკრეტული სპექტრი. სტაციონარული მდგომარეობები 

2.1. აჩვენეთ, რომ, თუ სისტემის ჰამილტონიანი ლუწია ( ) ( ))ˆˆ xHxH −= , მაשინ 
სისტემის ტალღურ ფუნქციებს გააჩნიათ გარკვეული ლუწობა, ანუ, ან ლუწი, ან 
კენტი ფუნქციები არიან.  

2.2. m მასის ნაწილაკი ასრულებს ერთგანზომილებიან თავისუფალ მოძრაობას. 
იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობების ენერგია და ტალღური ფუნქცია.  

2.3. აჩვენეთ, რომ, თუ პოტენციურ ი ენერგია שეიძლება ჩავწეროთ שემდეგი სა-

ხით: ( ) ( ) ( ) ( )332211321 ,, xVxVxVxxxV ++= , მაשინ დროზე დამოუკიდებელი 

-ეიძლება ჩაიწეროს 3 ერთგანზომილებიანი განტოლეש რედინგერის განტოლებაש
ბის სახით: 

( ) ( )[ ] ( ) ,....3,2,1,02
22

2

==−+ ixxVE
m

dx

xd
iiiii

i

ii ψψ


 

ამასთან, ( ) ( ) ( ) ( )332211321 ,, xxxxxx ψψψψ =  და 321 EEEE ++= . 

2.4. დროზე დამოუკიდებელი ტალღური ფუნქცია ანუ שრედინგერის განტოლების  

( ) ( )[ ] ( ) 02
22

2
=−+ xxVE

m

dx

xd ψψ


 

ამონახსნი שეესაბამება ბმულ ან არაბმულ მდგომარეობებს. დავუשვათ, რომ 

ზღვარი ±±∞→
=V

x
lim არსებობს და −+ <VV . როდის გვაქვს ბმული მდგომარეობები 
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ი: ა) თუ −>VEשემთხვევებש ემდეგש ; ბ) თუ +− >> VEV ; გ) თუ +<VE . რა 

ხდება, თუ 0VVV ==+ ? 

2.5.* აჩვენეთ, რომ ერთგანზომილებიან שემთხვევაשი დისკრეტული სპექტრის 
მდგომარეობები გადაუგვარებელია. 

მითითება: დავუשვათ საწინააღმდეგო, ანუ ერთ დონეს 2 დამოუკიდებელი ფუნ-
ქცია שეესაბამება. დაწერეთ მათთვის ორჯერ שრედინგერის ერთგანზომილებიანი 
სტაციონარული განტოლება და აჩვენეთ, რომ ეს ორი ფუნქცია ერთმანეთზე და-
მოკიდებული გამოვა. 

2.6. m  მასის ნაწილაკი მოძრაობს ( )xV  პოტენციურ ველשი. გარკვეულ არეשი ვე-

ლი მუდმივია ( ) 0VxV = . ამ არისათვის იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობის 

ტალღური ფუნქციები, თუ: ა) 0VE > ; ბ) 0VE < ; გ) 0VE = , სადაც E  არის ნა-

წილაკის ენერგია. 

2.7. იპოვეთ ენერგეტიკული დონეები და ნორმირებული ტალღური ფუნქციები 
m მასის ნაწილაკის სტაციონარული მდგომარეობებისა უსასრულო სიმაღლის a  
სიგანის პოტენციურ  ორმოשი: 

( )




><∞
<<

=
axx

ax
xU

,0,
0,0

. 

გამოარკვიეთ მიღებული ტალღური ფუნქციების სიმეტრიის თვისებები კოორდი-
ნატების ინვერსიისას ორმოს ცენტრის მიმართ, ანუ axx +−=′  გარდაქმნისას.  

2.8. აჩვენეთ, რომ 2.7 ამოცანის ტალღური ფუნქციები ორთოგონალურია. 

2.9. იპოვეთ x , 2x , xσ , p , 2p , pσ  2.7 ამოცანის שემთხვევაשი.  

2.10. იპოვეთ 2.7 ამოცანაשი ნაწილაკის E ენერგია, თუ ცნობილია ორმოს საზღ-

ვარზე )0( =x  ტალღური ფუნქციის წარმოებულის 
dx

dψ
 მნიשვნელობა ანუ ( )0ψ ′ . 

2.11.* აჩვენეთ, რომ 2.7 ამოცანაשი არ שეიძლება არსებობდეს 0=E  და 0<E  
მდგომარეობები. 

მითითება: აჩვენეთ, რომ שრედინგერის განტოლებაשი 0=E  და 0<E  მდგომა-

რეობებისთვის ( ) ( ) 00 == aψψ პირობა მიგვიყვანს იქამდე, რომ 0≡ψ  მთელ 

ax ≤≤0 არეשი.  

2.12. ნაწილაკი იმყოფება უსასრულო სიმაღლის ერთგანზომილებიან პოტენციურ  
ორმოשი. იპოვეთ ნაწილაკის მასა, თუ ორმოს სიგანეა a  და ენერგიის სხვაობა მე-
3 და მე-2 ენერგეტიკულ დონეებს שორის არის EΔ . 
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2.13. ნაწილაკი იმყოფება უსასრულო სიმაღლის ერთგანზომილებიან პოტენციურ  
a  სიგანის ორმოשი. იპოვეთ რიცხვი dN  ენერგეტიკული დონეებისა ( )dEEE +,  
ინტერვალשი, თუ ენერგიები ძალიან მჭიდროდ არიან განლაგებული. 

2.14. ნაწილაკი იმყოფება უსასრულო სიმაღლის ერთგანზომილებიან პოტენციურ  
a  სიგანის ორმოשი. იპოვეთ: 

ა) წნევის ძალა, რომელსაც ნაწილაკი აწარმოებს კედლებზე, 

ბ) მუשაობა, რომელიც უნდა שევასრულოთ, რომ ორმო ნელა שევკუმשოთ η -ჯერ. 

2.15. ნაწილაკი იმყოფება ძირითად მდგომარეობაשი უსასრულო სიმაღლის ერ-
თგანზომილებიან პოტენციურ  a  სიგანის ორმოשი. იპოვეთ ნაწილაკის 

3
2

3
a

x
a <<  არეשი პოვნის ალბათობა. 

2.16. m მასის ნაწილაკი იმყოფება ძირითად მდგომარეობაשი უსასრულო სიმაღ-
ლის ერთგანზომილებიან პოტენციურ  ორმოשი. ნაწილაკის ადგილმდებარეობის 

სიმკვრივის ალბათობის მაქსიმალური მნიשვნელობაა mP . იპოვეთ ორმოს a  სი-

განე და მოცემულ მდგომარეობაשი ნაწილაკის E  ენერგია. 

2.17.*  m მასის ნაწილაკი იმყოფება ძირითად მდგომარეობაשი უსასრულო სიმაღლის 
ერთგანზომილებიან a  სიგანის პოტენციურ  ორმოשი. ორმოს გვერდებს მყისიერად 
და სიმეტრიულად აფართოებენ a2  სიგანემდე. როგორია იმის ალბათობა, რომ ამ 
გაფართოებულ ორმოשი ნაწილაკი იმყოფება ძირითად მდგომარეობაשი? 

მითითება: საწყისი ძირითადი მდგომარეობის ტალღური ფუნქცია გაשალეთ გა-
ფართოებული ორმოს ტალღურ ფუნქციებად.  

2.18. აჩვენეთ, რომ שრედინგერის დროითი განტოლების სტაციონარული მდგომა-
რეობები მიიღება მხოლოდ მაשინ, როცა პოტენციალი U  არ არის დროზე დამო-
კიდებული. 

2.19. როგორ שეიცვლება სტაციონარული მდგომარეობის აღმწერი სრული ტალ-

ღური ფუნქცია ( )tx,Ψ , თუ שევცვლით პოტენციური ენერგიის ათვლის წერტილს 

გარკვეული UΔ  სიდიდით.  

2.20. იპოვეთ שრედინგერის დროითი განტოლების ამონახსნი თავისუფალი ნაწი-
ლაკისთვის, რომელიც მოძრაობს P იმპულსით X ღერძის დადებითი მიმართუ-
ლებით. 

2.21. აჩვენეთ, რომ თავისუფლად მოძრავი ნაწილაკის ენერგიამ שეიძლება ნების-
მიერი მნიשვნელობა მიიღოს. 

2.22. K ′ინერციული სისტემა 0V


 სიჩქარით მოძრაობს K  ინერციული სისტემის 

მიმართ. იპოვეთ K  სისტემაשი არარელატივისტურად მოძრავი თავისუფალი 

m მასის ნაწილაკის ( )tx,Ψ  ტალღური ფუნქციის კავשირი მის ტალღურ ფუნქცი-
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ასთან ( )tx ,′Ψ′  K ′სისტემაשი. სიმარტივისათვის ჩავთვალოთ, რომ ნაწილაკის 

სიჩქარე K ′სისტემაשი მიმართულებით ემთხვევა 0V


-ს. 

2.23. გამოარკვიეთ, არის თუ არა ( ) ( )=Ψ ti
k

kextx ωψ, ტალღური ფუნქცია, 

რომელიც წარმოადგენს სტაციონარული მდგომარეობების სუპერპოზიციას, שრე-
დინგერის დროითი და სტაციონარული განტოლებების ამონახსნი. 

2.24. ნაწილაკის ყოფაქცევა ერთგანზომილებიან ორმოשი ( )ax ,0⊂ აღიწერება 

საწყისი ტალღური ფუნქციით ( ) ( )xaAxx −=Ψ 0, , სადაც A  მუდმივაა. იპო-

ვეთ A , x , p , H 0=t მომენტשი. 

2.25.*  ნაწილაკი იმყოფება უსასრულო სიმაღლის ერთგანზომილებიან a  სიგანის  

პოტენციურ  ორმოשი. იპოვეთ x  მდგომარეობაשი, რომელიც წარმოადგენს ორი 

უმდაბლესი მდგომარეობის სუპერპოზიციას თანაბარი წონებით.  

მითითება: გვაქვს 
t

ma

i

e
a

x

a
2

2

2
1 sin2

π
π −

=Ψ ; 
t

ma

i

e
a

x

a
2

22

2
2

2
2sin2

π
π −

=Ψ  და 









ΨΨ+ΨΨ+ΨΨ+ΨΨ=  ∗∗∗∗
aaaa

dxxdxxdxxdxxx
0

12
0

21
0

22
0

11 ˆˆˆˆ
2
1

. დათვალეთ თი-

თოეული ინტეგრალი. 

2.26.* იპოვეთ ტალღური ფუნქციები და ენერგეტიკული დონეები სწორკუთხა 
პოტენციურ  ორმოשი: 

( )
( ) axxV

axVxV

≥=

<−=

;0

;0
 

მითითება: დაწერეთ שრედინგერის განტოლება სათანადო არეებשი და მოახდინეთ 
ტალღური ფუნქციის „שეკერვა“ ax −=  და ax =  წერტილებשი. 

2.27. m მასის ნაწილაკი იმყოფება ერთგანზომილებიან სიმეტრიულ ორმოשი:  

( )
( ) axVxV

axxV

≥=

<=

;

;0

0

 

მიიყვანეთ ენერგიის საკუთარი მნიשვნელობების განტოლება 0VE <  არეשი שემ-

დეგ სახემდე:  

02
arcsin2

mV

k
nka

−= π , 
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სადაც 

mE

k
2=  და n მთელი რიცხვია. 

2.28. ისარგებლეთ წინა 2.27 ამოცანის ამონახსნით და იპოვეთ 0
2Va სიდიდის 

მნიשვნელობა, რომლის დროსაც: 

ა) ძირითადი მდგომარეობის ენერგიაა 
2

0V
E = ; 

ბ) ჩნდება მეორე დონე, ნებისმიერი n   დონე. რამდენ დონეს שეიცავს მოცემუ-

ლი ორმო, თუ 
m

Ua
2

0
2 75= ?  

2.29. m მასის ნაწილაკი იმყოფება 2.27 ამოცანის ორმოשი. იპოვეთ ძირითადი 

მდგომარეობის 1E ენერგია, თუ ტალღური ψ  ფუნქციის მნიשვნელობა ორმოს კი-

დეებზე ორჯერ მცირეა, ვიდრე ორმოს שუაשი. 

2.30. m მასის ნაწილაკი იმყოფება ერთგანზომილებიან ( )xU  პოტენციურ  ველשი 

სტაციონარულ მდგომარეობაשი, რომლის ტალღურ ფუნქციას שემდეგი სახე აქვს: 

( ) 2xAex αψ −= , სადაც A  და α მოცემული მუდმივებია ( )0>α . გაითვალისწი-

ნეთ, რომ ( ) 00 =U და იპოვეთ ( )xU  და ნაწილაკის E  ენერგია.  

2.31. m მასის ნაწილაკი იმყოფება ერთგანზომილებიან ( )xU  პოტენციურ  ველשი 

სტაციონარულ მდგომარეობაשი, რომლის ტალღურ ფუნქციას שემდეგი სახე აქვს: 

( ) xAxex αψ −= ,თუ 0>x ; ( ) 0=xψ , თუ 0<x  და ( ) 0→xU , თუ ∞→x . იპო-

ვეთ ( )xU  და ნაწილაკის E ენერგია.  

2.32. იპოვეთ ტალღური ფუნქციები და ენერგეტიკული დონეები სწორკუთხა 
პოტენციურ  ორმოשი: 

( )
( )

axxV

axVxV

xxV

>=
<<−=

<∞=

;0)(
0;

0;

0  

2.33.* იპოვეთ ტალღური ფუნქციები და ენერგეტიკული დონეები ასიმეტრიულ 
პოტენციურ  ორმოשი: 

( )
( )

axVxV

axxV

xVxV

>=
<<=
<=

;)(
0;0

0;

1

2

; 012 >>VV  
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2.34.* იპოვეთ ტალღური ფუნქციები და ენერგეტიკული დონეები ასიმეტრიულ 
პოტენციურ  ორმოשი:  

( )
( )

( )
cxxV

cxbVxV

bxaVxV

axVxV

xxV

>∞=
<<=
<<=

<<=
<∞=

;)(
;
;)(
0;

0;

3

2

1

; 0132 >>> VVV  

2.35.* იპოვეთ ნორმალიზებული ტალღური ფუნქციები პოტენციურ  ორმოשი:  
( )
( )

bxxV

bxaVxV

axVxV

xxV

>∞=
<<=

<<=
<∞=

;)(
;)(
0;

0;

2

1  012 >>VV  

იპოვეთ ნაწილაკის პოვნის ალბათობები ax <<0  და bxa << ინტერვალებשი. 

2.36. m  მასის ნაწილაკი იმყოფება שემდეგ ერთგანზომილებიან პოტენციურ  ორ-
მოשი: 

( )








≥
<<

≤∞
=

lxU

lx

x

xU

:
,0;0

,0;

0

 

იპოვეთ: 
ა) ენერგიის განმსაზღვრელი განტოლება 0UE < არეשი. დავიყვანოთ ის שემდეგ 

თანაფარდობამდე: 


 mE

k
Uml

klkl
2;

2
sin

0
2

2
=±= ; 

ბ) მინიმალური მნიשვნელობა 0
2Ul  სიდიდისა, რომლის დროსაც ჩნდება პირვე-

ლი და ნებისმიერი n  დონე. რამდენ დონეს שეიცავს ორმო, რომლისთვისაც 

m
Ul

2

0
2 75= ? 

2.37. წინა 2.36 ამოცანაשი ერთადერთი დონის ენერგიაა 
2

0U
E = . 

ამ ამოცანის ამოხსნების გამოყენებით, განსაზღვრეთ: 

ა) 0
2Ul  სიდიდის მნიשვნელობა ასეთი ორმოსათვის, 

ბ) ნაწილაკის კოორდინატის ყველაზე უფრო ალბათური მნიשვნელობა, 

გ) ნაწილაკის პოვნის ალბათობა lx > არეשი. 
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2.38. m  მასის ნაწილაკი იმყოფება שემდეგ ერთგანზომილებიან პოტენციურ  ორ-
მოשი: 

( )










≥∞
<<
≤<−

≤∞

=

lx

lxU

xl

lx

xU

;
0;

,0;0
,;

0
 

აჩვენეთ, რომ, 0UE > -ის დროს, განტოლებას, რომელიც განსაზღვრავს ენერგი-

ის მნიשვნელობებს, שემდეგი სახე აქვს: 

ltgkkltgkk 2112 −= , 

სადაც  


mE

k
2

1 = ; 
( )


0
2

2 UEm
k

−
=  

2.39. განიხილეთ წინა 2.38 ამოცანაשი 0UE <   :ემთხვევა და აჩვენეთ, რომש 

ა) განტოლებას, რომელიც განსაზღვრავს ენერგიის მნიשვნელობებს, שემდეგი 
სახე აქვს: 

lkthtgkl λλ −= , 
სადაც  


mE

k
2= ; 

( )


EUm −
= 02

λ  

და th  არის ჰიპერბოლური ტანგენსი; 

ბ) იპოვეთ 0
2Ul  მნიשვნელობათა ინტერვალი, როდესაც 0UE < არეשი არ გვექ-

ნება არცერთი დონე; გვექნება მხოლოდ ერთი დონე. 

2.40. აჩვენეთ, რომ დისკრეტული სპექტრის სტაციონარულ მდგომარეობაשი 
მყოფ ნაწილაკზე მოქმედი საשუალო ძალა ნულის ტოლია. 

2.41.* პოტენციურ  ენერგიას აქვს სასრულო წყვეტა 0xx = წერტილשი. გამოარ-

კვიეთ ტალღური ფუნქციის ყოფაქცევა ამ წერტილשი. 

მითითება: დაწერეთ שრედინგერის განტოლება ასეთი პოტენციალისათვის და 

აინტეგრეთ მიღებული განტოლება εε +≤≤− 00 xxx  არეשი, שემდეგ კი 0→ε  

ზღვარი აიღეთ. 

2.42. პოტენციურ  ენერგიას აქვს უსასრულო სიმაღლის ბარიერი 0xx = წერ-

ტილשი. გამოარკვიეთ ტალღური ფუნქციის ყოფაქცევა ამ წერტილשი. 
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2.43.* პოტენციალს აქვს სახე ( ) ( ) ( )0xxxUxU −+= αδ


, სადაც ( )xδ  დირაკის 

დელტა ფუნქციაა, ხოლო ( )xU


-რეש ემოსაზღვრული ფუნქცია. როგორ იქცევაש – 

დინგერის განტოლების ამონახსნი ( )xψ  და მისი წარმოებული 0x  წერტილשი? 

მითითება: დაწერეთ שრედინგერის განტოლება ( ) ( ) ( )0xxxUxU −+= αδ


 პო-

ტენციალისათვის და აინტეგრეთ მიღებული განტოლება εε +≤≤− 00 xxx  

არეשი, שემდეგ კი 0→ε ზღვარი აიღეთ. 

2.44. იპოვეთ ენერგიის დონეები და ნორმირებადი ტალღური ფუნქციები ნაწილა-

კისა, რომელიც მოძრაობს ( ) ( )xxU αδ−=  ველשი. 

2.45. წინა 2.44 ამოცანაשი იპოვეთ: ა) საשუალო მნიשვნელობა კინეტიკური და 
პოტენციური ენერგიისა, მიღებული ერთადერთი მდგომარეობისათვის; ბ) ტალ-
ღური ფუნქცია იმპულსურ წარმოდგენაשი.  

2.46. ამოხსენით שრედინგერის დროზე დამოუკიდებელი განტოლება שემდეგი პო-
ტენციალისათვის: 

( ) ( )




>≥∞
<<−

=
0;;

;
α

αδ
ax

axax
xV  

ცალ-ცალკე განიხილეთ ლუწი და კენტი მდგომარეობები. 

2.47. განიხილეთ პოტენციალი 

( ) ( )



≥−
<∞

=
0;

0;
xax

x
xV

αδ
, 

სადაც a  და α  დადებითი ნადვილი რიცხვებია.  

ა) ამოხსენით שრედინგერის განტოლება ამ პოტენციალისათვის; 

ბ) ენერგია გამოდის კომპლექსური. გაარკვიეთ, ხომ არ ეწინააღმდეგება  

ეს ფაქტი იმას, რომ ნორმირებული სტაციონარული მდგომარეობებისათვის E  
ნამდვილი სიდიდეა. 

2.48. იპოვეთ ნაწილაკის ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქცია, რომელიც იმ-

ყოფება ერთგანზომილებიან კულონურ ველשი ( )
x

e
xV

2
−=   

2.49. იპოვეთ ჰარმონიული ოსცილატორის ენერგიის სპექტრი და ტალღური ფუნ-
ქციები, რომლის ჰამილტონიანია: 

2
22

22
x

m

m

p
H x ω+= . 
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2.50. ნაწილაკი მოძრაობს שემდეგი პოტენციური ენერგიის ველשი: 

( )






>

≤∞
=

0;
2

;0;

2
2

xx
m

x

xV ω  

იპოვეთ ენერგიის სპექტრი.  

2.51. ჰარმონიული ოსცილატორისათვის იპოვეთ იმპულსების სხვადასხვა მნიש-
ვნელობის განაწილების ალბათობა. 

2.52. იპოვეთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები ერთგანზომილებიანი 
ჰარმონიული ოსცილატორისა, რომელიც მოთავსებულია მუდმივ ელექტრულ 

E


ველשი. ნაწილაკის მუხტია e . 

2.53.* დათვალეთ: ა) ,x 2x , p , 2p  ჰარმონიული ოსცილატორის 0ψ და 

1ψ  მდგომარეობებשი; ბ) שეამოწმეთ ჰაიზენბერგის განუზღვრელობის თანაფარ-

დობა ამ მდგომარეობებისათვის; გ) დათვალეთ საשუალო კინეტიკური T  და 

პოტენციური V  ენერგიები ამ მდგომარეობებשი. 

მითითება: გამოთვლების გამარტივების მიზნით ისარგებლეთ x
m


ωξ =  ცვლა-

დით და 
4
1







=
π
ωα m

 მუდმივით. 

2.54. ერთგანზომილებიანი ოსცილატორი იმყოფება n -ე დონეზე. იპოვეთ მის-

თვის 2x  და საשუალო პოტენციური ენერგია. 

2.55. ჰარმონიული ოსცილატორის ენერგიაა ω
2
7

. გამოთვალეთ საשუალო კინე-

ტიკური ენერგია. 

2.56. გამოსახეთ ჰარმონიული ოსცილატორის ჰამილტონიანი +â გაჩენის და â  
გაქრობის ოპერატორების საשუალებით. ეს ოპერატორები ასე განიმარტება: 








 +=






 −=+

ξ
ξ

ξ
ξ

d

d
a

d

d
a

2
1ˆ;

2
1ˆ ,   სადაც 

0x

x=ξ ;
ωm

x
=0 . 

2.57. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობები: 

11ˆ +
+ += nn na ψψ ; 1ˆ −= nn na ψψ  
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2.58. +â გაჩენის და â  გაქრობის ოპერატორების საשუალებით იპოვეთ საკუთარი 
მნიשვნელობები ჰარმონიული ოსცილატორისათვის. 

2.59. +â გაჩენის და â  გაქრობის ოპერატორების საשუალებით იპოვეთ ტალღუ-
რი ფუნქციები ჰარმონიული ოსცილატორისათვის. 

2.60. დაამტკიცეთ, რომ კოორდინატის ოპერატორისათვის ნულისგან განსხვავე-
ბულია მხოლოდ שემდეგი ინტეგრალები: 

2
1

01
+=+

n
xx nn ψψ ; 

201
n

xx nn =− ψψ  

2.61. აჩვენეთ, რომ კომუტატორი [ ] 1ˆ,ˆ =+aa . 

2.62. აჩვენეთ, რომ, თუ ψ  ფუნქცია აღწერს მდგომარეობას E ენერგიით, ანუ 

ψψ EH =ˆ , მაשინ ψ+a  აღწერს მდგომარეობას ω+E  ენერგიით, ანუ 

( ) )()(ˆ ψωψ ++ += aEaH  . 

2.63. აჩვენეთ, რომ გაქრობის ოპერატორი â სისტემის ენერგიას ქვევით სწევს 

ω  სიდიდით. 

2.64.* აჩვენეთ, რომ გაქრობის ოპერატორს არ שეუძლია שექმნას მდგომარეობა 

უსასრულო ნორმით, ანუ  ∞<2ˆψa ,თუ თავად ψ  ნორმალიზებული მდგომა-

რეობაა שრედინგერის განტოლების. 

მითითება: გამოიყენეთ ნაწილობითი ინტეგრაცია და აჩვენეთ, რომ  

( ) ( ) ( )
∞

∞−
+

∗
∞

∞−

∗ = dxaadxaa ψψψψ ˆˆˆˆ . 

რედინგერის განტოლება ჩაწერილი +âש ემდეგ გამოიყენეთש გაჩენის და â  გაქ-
რობის ოპერატორების საשუალებით:  

ψψω Eaa =





 ++ 

2
1ˆˆ  

იმისათვის, რომ მივიღოთ თანაფარდობა: 


∞

∞−
−= ωψ 

2
1ˆ 2

Edxa , 

სადაც E არის ψ  მდგომარეობის ენერგია. 
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2.65. ა) ერმიტის პოლინომი განიმარტება שემდეგნაირად: 

( ) ( ) 22
1 ξξ

ξ
ξ −








−= e
d

d
eH

n
n

n  

გამოიყენეთ ეს ფორმულა 3H  და 4H -ის დასათვლელად. 

ბ)  ერმიტის პოლინომები აკმაყოფილებენ რეკურენტულ თანაფარდობას: 

( ) ( ) ( )ξξξξ 11 22 −+ −= nnn nHHH . 

გამოიყენეთ ეს ფორმულა და ა) კითხვაზე პასუხი 5H და 6H -ის დასათვლელად. 

2.66. ა) ერმიტის პოლინომებისათვის ადგილი აქვს გაწარმოების ფორმულას: 

( ) ( )ξ
ξ
ξ

12 −= n
n nH

d

dH
. 

გამოიყენეთ ეს ფორმულა 5H და 6H -ის გასაწარმოებლად. 

ბ) ცნობილია, რომ ერმიტის პოლინომი ( )ξnH  არის ξzze 22+− მაწარმოებელი 

ფუნქციის ნებისმიერი n  რიგის წარმოებული 0=z  წერტილשი. გამოიყენეთ 

ეს ფაქტი და იპოვეთ 0H , 1H  და 2H -ის დასათვლელად.  

2.67.* ორ ნაწილაკს, რომლებიც ერთმანეთთან დრეკადი ( )21 xxkF −= ძალით 

არიან დაკავשირებული, שეუძლიათ თავისუფლად გადაადგილება OX ღერძის 
გასწვრივ. იპოვეთ ტალღური ფუნქცია და ენერგიის სპექტრი. 

მითითება: שემოიტანეთ სიმძიმის ცენტრის კოორდინატი cX  და ფარდობითი 

21 xxx −=  კოორდინატი და განაცალეთ ცვლადები. 

2.68.* გამოთვალეთ მატრიცული ელემენტები x  და p  ოპერატორებისა ერთგან-
ზომილებიანი ჰარმონიული ოსცილატორისათვის: 

( ) ( )
∞

∞−

∗ ΦΦ== dxxxxkxnx knnk , 

( ) ( )
∞

∞−

∗ ΦΦ== dxxpxkpnp knnk , 

სადაც ( )xnΦ ერთგანზომილებიანი ჰარმონიული ოსცილატორის ტალღური ფუნ-

ქციებია. 

მითითება: ჩაწერეთ x  და p̂  ოპერატორები +â გაჩენისა და â  გაქრობის ოპერა-
ტორების საשუალებით და გამოიყენეთ 2.57 ამოცანის שედეგები. 
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2.69.*  იპოვეთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები ნაწილაკისა, ე.წ. მორ-
სის პოტენციალისათვის 

( ) ( )xx eeAxV αα −− −= 22 , 

სადაც A  და α დადებითი მუდმივებია. გამოარკვიეთ როდის არ გვაქვს დონეები. 

მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი გააკეთეთ xe
mA α

α
ξ −=


22

 ჩასმა და 

განტოლება დაიყვანეთ გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის განტო-
ლებაზე. 

2.70.*  იპოვეთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები ნაწილაკისა, რომე-
ლიც მოძრაობს  

( )
xch

U
xV

α2
0−=  

ველשი, სადაც 00 >U . 

მითითება: გააკეთეთ xthαξ = ჩასმა და განტოლება დაიყვანეთ ჰიპერგეომეტ-

რიული ფუნქციის განტოლებაზე. 

2.71.* იპოვეთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები ნაწილაკისა, რომე-
ლიც მოძრაობს  

( )
x

V
xV

α2
0

cos
= ; 0,00 >> αV  

პაשენ-ტალერის ველשი. 

მითითება: ჩაწერეთ ( ) 1,1
2

2
2

0 >−= λλλα
m

V


 ეცვალეთ დამოუკიდებელიש ,

ცვლადი xy α2sin= , გააკეთეთ ( ) ( )yfy 21
λ

ψ −=  ჩასმა და განტოლება დაიყვა-

ნეთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის განტოლებაზე.  

2.72.* 
α
π
2

0 << x  ინტერვალשი იპოვეთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნ-

ქციები ნაწილაკისა, რომელიც მოძრაობს  

( )
x

V

x

V
xV

αα 2
2

2
1

cossin
+= ; 

განზოგადებული პაשენ-ტალერის ველשი ( 1V და 2V დადებითი მუდმივებია). 
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მითითება: ჩაწერეთ ( ) ( ) 1,;1
2

;1
2

2
2

2
2

2

1 >−=−= ληλλαηηα
m

V
m

V


-ეცვაש ,

ლეთ დამოუკიდებელი ცვლადი xy α2sin= , გააკეთეთ ( ) ( )yfyy 22 1
λη

ψ −=  
ჩასმა და განტოლება დაიყვანეთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის განტოლებაზე.  

2.73.*  იპოვეთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები ნაწილაკისა שემდეგი 
პოტენციალისათვის: 

( )














+

−














+

=
a

x

a

x

e

U

e

U
xU

11

2
2

1 ; 0;02,1 >> aU  

მითითება: שეცვალეთ დამოუკიდებელი ცვლადი axez /−= , გააკეთეთ 

( ) ( )zfzz εμψ −−= 1  ჩასმა და განტოლება დაიყვანეთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნ-
ქციის განტოლებაზე.  

2.74.*  იპოვეთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები ნაწილაკისა, რომე-
ლიც 0.; >−= FFxU  ერთგვაროვან ველשი მოძრაობს. 

მითითება: გააკეთეთ 
3/1

2
2














 +=


mF

F

E
xξ ჩასმა და განტოლება დაიყვანეთ 

ეირის ფუნქციის განტოლებაზე.  

2.75. იპოვეთ ერთგვაროვან ველשი მოძრავი ნაწილაკის ტალღური ფუნქციები იმ-
პულსურ წარმოდგენაשი. 

2.76.*  ნაწილაკი მოძრაობს ველשი:  

( )




<∞
>

=
0,
0,

z

zmgz
zU  

იპოვეთ ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები. 

მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი გააკეთეთ 

3/1

2

22
















−=


gm

mg

E
zx ჩას-

მა და განტოლება დაიყვანეთ ეირის ფუნქციის განტოლებაზე.  

2.77.* იპოვეთ ტალღური ფუნქციები და ენერგიის დონეები ნაწილაკისა, რომე-
ლიც მოძრაობს  

( )
2

0 





 −=

a

x

x

a
VxV ; 0>x  

ველשი. 
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მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი שეცვალეთ დამოუკიდებელი ცვლადი 

202
x

a

mV


=ξ , გააკეთეთ ( )ξξψ ν

ξ

ue 2
−

=  ჩასმა და განტოლება დაიყვანეთ გა-

დაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის განტოლებაზე.  

2.78.*იპოვეთ ტალღური ფუნქციები და ენერგიის დონეები ნაწილაკისა, რომე-
ლიც მოძრაობს ველשი: 

( ) x
a

ctgVxV
π2

0= ; ax <<0 . 

ჩაატარეთ ძირითადი მდგომარეობის ტალღური ფუნქციის ნორმირება. განიხი-

ლეთ ზღვრული שემთხვევები დიდი და მცირე 0V -სათვის. 

მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი გააკეთეთ ux
a

λπψ
2

sin
−







=  ჩასმა, სა-

დაც ( )022

2

22

2
0

2
,11

8
4
1

VE
maamV

+=












−+=

π
ν

π
λ


-ეცვალეთ დამოუკიდეש .

ბელი ცვლადი 
a

x
z

π2cos=  და განტოლება დაიყვანეთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნ-

ქციის განტოლებაზე. 

2.79.* სისტემა שედგება ორი ერთნაირი M  მასის ნაწილაკისაგან. ეს ნაწილაკები 
ასრულებენ ერთგანზომილებიან მოძრაობას და ურთიერთქმედებენ ერთმანეთ-

თან ( )21 xxkF −−=  ძალით, სადაც 1x და 2x  ნაწილაკების კოორდინატებია. 

სისტემა აღიწერება ტალღური ფუნქციით: 

( ) ( )










 −
−



 +

=
 2

2/exp
2

exp
2

2121 xxMkxxP
iψ . 

ა) რას უდრის ნაწილაკების ფარდობითი მოძრაობის სრული ენერგიის საשუალო? 

ბ) განსაზღვრეთ ნაწილაკების ფარდობითი მოძრაობის იმპულსის მოდულის სა-
 .უალოש

მითითება: ა)שემოიღეთ ცვლადები 2121 , xxRxxx +=−= , დაყვანილი მასა 

2
M=μ  და ჩაწერეთ Rxψψψ = ; ბ) שეცვალეთ ცვლადი 



2
2 xk

y
μ

= . 
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2.2. უწყვეტი სპექტრის მდგომარეობები. პოტენციურ  ბარიერებשი   
ნაწილაკის გასვლა 

2.80. m მასის და E ენერგიის ნაწილაკთა სტაციონარული ნაკადი ეცემა აბსოლუ-
ტურად שეუღწევად კედელს:  

( )




>
≤∞

=
0;0
0;

x

x
xU  

განსაზღვრეთ ნაწილაკის ადგილმდებარეობის პოვნის ალბათობის სიმკვრივის 

განაწილება ( )xW . იპოვეთ იმ წერტილების კოორდინატები, სადაც ( )xW -ს აქვს 

მაქსიმალური მნიשვნელობა. 

2.81. m მასის ნაწილაკი მარცხნიდან ეცემა 0U სიმაღლის სწორკუთხა პოტენცი-

ურ  ბარიერს, რომლის პოტენციალია: 

( )




≥>
<

=
0;0

0;0

0 xU

x
xU . 

ნაწილაკის ენერგიაა E , ამასთან, 0UE < . იპოვეთ ნაწილაკის ბარიერს ქვემოთ 

ეფექტურად שეღწევადობის სიღრმე effx , ანუ მანძილი ბარიერის საზღვრიდან იმ 

წერტილამდე, სადაც ნაწილაკის პოვნის ალბათობის სიმკვრივე e -ჯერ მცირდე-

ბა. იპოვეთ effx  ელექტრონისთვის, თუ 10 =− EU ევ.  

2.82. გამოიყენეთ წინა 2.81 ამოცანის პირობები და: 

ა) აჩვენეთ, რომ 0UE < -თვის ბარიერიდან არეკვლის კოეფიციენტი R ერთის 

ტოლია; 

ბ) განსაზღვრეთ ნაწილაკის ადგილმდებარეობის პოვნის ალბათობის სიმკვრი-

ვის განაწილება ( )xW  იმ שემთხვევაשი, როცა 
2

0U
E = . 

2.83. m მასის ნაწილაკი მარცხნიდან ეცემა 0U სიმაღლის სწორკუთხა პოტენცი-

ურ  ბარიერს, რომლის პოტენციალია: 

( )




≥>
<

=
0;0

0;0

0 xU

x
xU  

ნაწილაკის ენერგიაა E , ამასთან, 0UE > . იპოვეთ ბარიერის R არეკვლის და D  

გაჟონვის კოეფიციენტები. 
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2.84. აჩვენეთ, რომ R არეკვლის და D  გაჟონვის კოეფიციენტები აკმაყოფილე-
ბენ პირობას: 

1=+ DR . 

2.85. დაამტკიცეთ, რომ R არეკვლის და D  გაჟონვის კოეფიციენტები მოცემუ-
ლი ენერგიისთვის არ არის დამოკიდებული იმაზე, მარცხნიდან თუ მარჯვნიდან 
ეცემა ნაწილაკები პოტენციურ  ბარიერს.  

2.86. m მასის ნაწილაკი მოძრაობს მარცხნიდან მარჯვნივ პოტენციურ  ველשი 

( )




≤
><

=
0;0

0;00

x

xU
xU . 

ნაწილაკის ენერგია 0=x . წერტილის მარცხნივ არის E . იპოვეთ R არეკვლის 
კოეფიციენტი שემდეგ שემთხვევებשი: 

ა) 0UE << ;     ბ)  0UE >>  

2.87. m მასის ნაწილაკი მოძრაობს მარცხნიდან მარჯვნივ პოტენციურ  ველשი: 

( )








>
≤≤−

<
=

lx

lxU

x

xU

;0
0;
0;0

0 . 

ორმოს გარეთ ნაწილაკის ენერგიაა 0UE ≥ . იპოვეთ: 

ა) გაჟონვის კოეფიციენტი D , 

ბ) D -ს მნიשვნელობა ელექტრონისთვის, როცა 10 ==UE ევ, თუ 1,0=l ნმ. 

2.88. ისარგებლეთ წინა 2.87 ამოცანის ამონახსნით და იპოვეთ E  ენერგიის მნიש-
ვნელობანი, რომლის დროსაც ნაწილაკი დაუბრკოლებლივ გაივლის ორმოს. დარ-
წმუნდით, რომ ეს მაשინ ხდება, როდესაც l  ორმოს სიგრძე ორმოს שიგნით ნაწი-
ლაკის დებროილის ტალღის ნახევარსიგრძის ჯერადია. დათვალეთ მინიმალური 

ენერგია minE  ელექტრონისათვის, როცა 100 =U ევ და 25,0=l ნმ. 

2.89. ისარგებლეთ 2.88 ამოცანის პირობებით და ჩათვალეთ, რომ ცნობილია 

D გაჟონვის კოეფიციენტი, E და 0U . იპოვეთ ორმოს სიგრძე l , რომლის დრო-

საც R არეკვლის კოეფიციენტი მაქსიმალურია. 

2.90. m მასის ნაწილაკი მარცხნიდან ეცემა სწორკუთხა პოტენციურ  ბარიერს 

( )








>
≤≤>

<
=

lx

lxU

x

xU

;0
0;0

0;0

0 . 
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 ამასთან, 0UE > . იპოვეთ: 

ა) ბარიერის D  გაჟონვის კოეფიციენტი მოცემულ שემთხვევაשი და D -ს გამო-

სახულება 0UE →  ზღვარשი.  

ბ) E  ენერგიის პირველი ორი მნიשვნელობა, რომლის დროსაც ელექტრონი და-

უბრკოლებლივ გადის ასეთ ბარიერשი, თუ 100 =U ევ და 5,0=l ნმ.  

2.91. m მასის ნაწილაკი მარცხნიდან ეცემა სწორკუთხა პოტენციურ  ბარიერს 

( )








>
≤≤>

<
=

lx

lxU

x

xU

;0
0;0

0;0

0 . 

ამასთან, 0UE < . იპოვეთ: 

ა) ბარიერის D  გაჟონვის კოეფიციენტი. 

ბ) გაამარტივეთ მიღებული გამოსახულება 1<<D  .იשემთხვევაש

გ) იპოვეთ ელექტრონის და პროტონის ბარიერשი გავლის ალბათობა E =5 ევ 

ენერგიით, თუ 100 =U ევ და 1,0=l ნმ.  

2.92. გამოიყენეთ წინა 2.92 ამოცანის პირობები; ჩათვალეთ, რომ ნაწილაკები ბა-

რიერს ეცემა მარცხნიდან და იპოვეთ 
( )
( )lW

W 0
-ალბათობათა სიმკვრივის שეფარდე-

ბა 0=x  და lx =  წერტილებשი 
2

0U
E =   .ემთხვევისათვისש 

2.93.* იპოვეთ R არეკვლის კოეფიციენტი ნაწილაკისათვის, რომელიც მოძრაობს 
 :იשემდეგ პოტენციურ  ველש

( )
xe

U
xU α−+
=

1
0 . 

ამასთან, 0UE > . განიხილეთ ზღვრული שემთხვევები, როცა 0UE= , ∞→E  

და კლასიკური ზღვარი 0→ . ფიზიკურად ახსენით მიღებული שედეგები. 

მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი שეცვალეთ დამოუკიდებელი ცვლადი 

xe αξ −−= , გააკეთეთ ( ) ( )





 −== −

02
/ 21

2 UEmkwik


ξξψ α  ჩასმა და განტო-

ლება დაიყვანეთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის განტოლებაზე. მიღებულ ამო-

ნახსნשი განიხილეთ ზღვარი −∞→ξ  . 
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2.94.* იპოვეთ R არეკვლის კოეფიციენტი ნაწილაკისათვის, რომელიც მოძრაობს 
 :იשემდეგ პოტენციურ  ველש

( )
1

0

+

−=
a

x

e

U
xU . 

ამასთან, 0>E . 

მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი שეცვალეთ დამოუკიდებელი ცვლადი 

a

x

e
−

−=ξ , გააკეთეთ ( ) )2(

mE

kuika == − ξξψ  ჩასმა და განტოლება დაიყვა-

ნეთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის განტოლებაზე. მიღებულ ამონახსნשი განიხი-
ლეთ ზღვარი −∞→ξ  . 

2.95.* იპოვეთ D გაჟონვის კოეფიციენტი ნაწილაკისათვის, რომელიც მოძრაობს 
 :იשემდეგ პოტენციურ  ველש

( )
xch

U
xU

α2
0= ; 00 >U . 

ამასთან, 0UE < .  

მითითება: שრედინგერის განტოლება ამ ამოცანისათვის მიიღება 2.70 ამოცანაשი 

განხილული שემთხვევიდან 0U -ის ნიשნის שეცვლით, ამასთანავე, ახლა E ენერგია 

დადებითია. ამიტომ שეიძლება გამოვიყენოთ 2.70 ამოცანაשი განხილული ამოხ-
სნის მეთოდი. 

2.96.* დაადგინეთ D გაჟონვის კოეფიციენტის ნულისკენ მისწრაფების კანონი, 

როდესაც 0→E იმ პირობებשი, როცა ( )xU  პოტენციური ენერგია სწრაფად 

ეცემა ax >>  მანძილებზე, სადაც a  ურთიერთქმედების არის მახასიათებელი 

ზომაა. 

მითითება: ax >> მანძილებზე 0→E  პირობებשი, שრედინგერის განტოლებაשი 

უგულებელყავით ენერგია და პოტენციური ენერგია და ამოხსენით მიღებული 
განტოლება. 

2.97.* განსაზღვრეთ არეკვლის და გაჟონვის კოეფიციენტები დირაკის დელტა 

პოტენციალისათვის ( ) ( )xxU αδ= . 

მითითება: ამოხსენით שრედინგერის განტოლება დადებითი ენერგიებისათვის 
0<x  და 0>x  არეებשი და „שეკერეთ“ მიღებული ამოხსნები 0=x  წერტილשი. 

2.98.* იპოვეთ ენერგია, რომლის დროსაც ნაწილაკი არ აირეკლება 

( ) ( )[ ]axxaU −+= δδ  პოტენციური ბარიერიდან. 
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მითითება: 0=x  და ax = წერტილებשი ამოხსნების שეკერვისას გამოიყენეთ 
2.43 ამოცანის שედეგები. 

2.3. თავისუფლების რამდენიმე ხარისხის მქონე სისტემები 

2.99. m მასის ნაწილაკი იმყოფება უსასრულო სიმაღლის ორგანზომილებიან 

პოტენციურ  ორმოשი ( 0=U , როცა byax <<<< 0,0  და ∞=U ამ არის 
გარეთ). იპოვეთ ენერგიის სპექტრი და ნაწილაკის ψ  ნორმირებული ფუნქცია. 

2.100.  ამოცანაשი 2.99  იპოვეთ ნაწილაკის პოვნის ალბათობა უმცირესი ენერგი-
ით 3/0,3/0 byax <<<< არეשი. 

2.101. m მასის ნაწილაკი იმყოფება უსასრულო სიმაღლის ორგანზომილებიან 
პოტენციურ  ორმოשი. ორმოს გვერდია l . იპოვეთ პირველი ოთხი დონის ენერგია. 

2.102. 2.101. ამოცანაשი იპოვეთ ნაწილაკის მდგომარეობების რიცხვი ენერგიის 

( )dEEE +,  ინტერვალשი, თუ ენერგიის დონეები განლაგებულია ძალზე მჭიდ-
როდ. 

2.103. m მასის ნაწილაკი იმყოფება ძირითად მდგომარეობაשი უსასრულო სიმაღ-
ლის კვადრატულ ორგანზომილებიან პოტენციურ  ორმოשი. იპოვეთ ნაწილაკის 

E ენერგია, თუ ნაწილაკის პოვნის მაქსიმალური ალბათობა არის mP . 

2.104. ამოხსენით კეპლერის ამოცანა ორგანზომილებიან שემთხვევაשი, ანუ იპო-
ვეთ ნაწილაკის ენერგიის მნიשვნელობები და ტალღური ფუნქცია პოტენციურ  

ველשი 
ρ

2Ze
V −= , სადაც 22 yx +=ρ (z კოორდინატზე ფუნქცია არ არის და-

მოკიდებული). 

2.105. იპოვეთ ბრტყელი იზოტროპული ოსცილატორის ენერგეტიკული დონეები 
და ტალღური ფუნქციები.  

2.106.* იპოვეთ 

xy
yx

kU α++=
2

22
; k<α  

პოტენციურ  ველשი მოძრავი ნაწილაკის ენერგეტიკული დონეები.  

მითითება: პოტენციალი გადაწერეთ שემდეგი სახით: 

( ) ( ) 4/4/ 2
2

2
1 yxkyxkU −++= , 

სადაც 02,1 >±= αkk  და שემოიღეთ ახალი ცვლადები: ( ) 21 yxx +=  და 

( ) 21 xyy −=  
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2.107.* იპოვეთ ენერგეტიკული სპექტრი שემდეგი ჰამილტონიანისა: 

 ( ) 21
2
2

2
1

2
2

2
1 2

1ˆ
2
1ˆ

2
1ˆ xxxxkp

m
p

M
H α++++= ; k<α . 

მითითება: שემოიღეთ აღნიשვნა: 
γ
x

y =1  და 22 xy = ,სადაც 
M

m=γ  და მიიყვა-

ნეთ ჰამილტონიანი დიაგონალურ სახეზე. 

2.108. იპოვეთ ენერგეტიკული დონეები და ნორმირებული ტალღური ფუნქციები 
ნაწილაკის სტაციონარული მდგომარეობებისა უსასრულოდ სიმაღლის სამგანზო-
მილებიან პოტენციურ  ორმოשი ( 0=U , როცა czbyax <<<<<< 0,0,0  

და ∞=U ამ არის გარეთ).  

2.109. m მასის ნაწილაკი იმყოფება l  წიბოს მქონე კუბის ფორმის უსასრულო სი-
მაღლის პოტენციურ  ორმოשი. ისარგებლეთ წინა 2.109 ამოცანის שედეგებით და 
იპოვეთ მე-3 და მე-4 დონეების ენერგიების სხვაობა.  

2.110. ისარგებლეთ 2.108 ამოცანის ამონახსნით და იპოვეთ ნაწილაკის მდგომა-

რეობების რიცხვი ენერგიის ( )dEEE +,  ინტერვალשი, თუ ენერგიის დონეები 
განლაგებულია ძალზე მჭიდროდ. 

2.111.*  დრეკადი ძალით დაკავשირებული ორი m მასის ნაწილაკი მოძრაობს 
OX ღერძის გასწვრივ. ამასთანავე, თითოეული ნაწილაკი 0=x  წერტილთან 
სხვა დრეკადობის კოეფიციენტის მქონე იმავე ტიპის ძალით არის დაკავשირებუ-
ლი. განსაზღვრეთ სისტემის ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქცია.  

მითითება: שემოიღეთ მასათა ცენტრის 
2

21 xx
X C

+
= კოორდინატი, ფარდობითი 

21 xxx −= კოორდინატი და განაცალეთ ცვლადები. 
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თავი 3. იმპულსის მომენტი  

 ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

იმპულსის მომენტის [ ]prL ˆˆˆ 
×=  ოპერატორის iL̂  მდგენელები სფერულ კოორ-

დინატებשი მხოლოდ θ  და ϕ კუთხეებზეა  დამოკიდებული. მაგალითად: 

 
ϕ∂
∂−= iLz

ˆ ,                                        (3.1) 

რომლის საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიשვნელობებია: ( )zlm ≡ ; 

 ( ) ,...2,1,0;
2

±±==Φ m
eim

m π
ϕ

ϕ
              (3.2) 

2L̂ იმპულსის მომენტის კვადრატის ოპერატორი გამოისახება ლაპლასის ოპე-

რატორის კუთხური ნაწილით; მისი საკუთარი მნიשვნელობებია ( )1+ll . ამასთან, 

...3,2,1,0=l ნაწილაკის ტალღური ფუნქციის მხოლოდ კუთხური ნაწილის გან-

ხილვისას 2L̂ და zL̂ ოპერატორების საკუთარი ფუნქციები ადგენენ სრულ სისტე-

მას, რომელთა ნორმირებული საკუთარი ფუნქციებია ( )ϕθ ,lmΥ  სფერული ფუნ-

ქციები: 

( ) lmlmlm llL Υ+=Υ








∂
∂+








∂
∂

∂
∂−≡Υ 1

sin
1sin

sin
1ˆ 2

2

2

2
2 

ϕθθ
θ

θθ
,     (3.3) 

 lmlmz miL Υ=Υ
∂
∂−≡ 
ϕ

ˆ                                (3.4) 

მათ שემდეგი სახე აქვთ: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ϕθ

π
imm

l
l

mm

lm eP
ml

mll
i cos

!
!

4
121 2

+
−+−=Υ

+
              (3.5) 

( )
( )

( )θ
θ

θθ cos
cos

sincos lm

m
mm

l P
d

d
P = ,                (3.6) 

სადაც lP  და 
m

lP -ირებული პოשესაბამისად, ლეჟანდრის და ლეჟანდრის მაკავש ,

ლინომებია. ამასთან:  
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( )  ′′′′
•

−
−• =ΩΥΥΥ−=Υ mmllmllmml

ml
m d δδ;1 ,             (3.7) 

სფერულ ფუნქციებს გააჩნიათ ( )lI 1−= ლუწობა. მათთვის სამართლიანია „שეკ-
რების თეორემა“: 

( ) ( ) ( )
−=

• ′ΥΥ=′+ l

lm
lmlml nnnnP

l 
π4

12
,                  (3.8) 

სადაც n


და n′  სათანადო მიმართულებების ორტებია. ამასთან: 

( ) ( )ϕθ ,lmlm n Υ≡Υ 
: ( )ϕϕθθθθ ′−′+′=′ cossinsincoscosnn


        (3.9) 

სფერულ ფუნქციებს დაბალი ორბიტალური მომენტებისათვის שემდეგი სახე 
აქვთ: 

ϕθ
π

θ
ππ

ieii ±
± =Υ=Υ=Υ sin

8
3;cos

4
3;

4
1

1,11000           (3.10) 

( )2 i
20 2, 1

5 151 3cos ; sin cos e ;
16 8

± φ
±Υ = − θ Υ = ± θ θ

π π
 

2 2i
2, 2

15 sin e .
32

± φ
±Υ = − θ

π
 

 3.1. იპოვეთ საკუთარი მნიשვნელობები და ნორმირებული საკუთარი ფუნქციები 

ემდეგი ოპერატორებისა:  ა) zL̂ש ; ბ) 2ˆ
zL  

3.2. დაამტკიცეთ, რომ zL̂ ოპერატორი ერმიტული ოპერატორია. დამტკიცება ჩა-
ვატაროთ პოლარულ და დეკარტეს კოორდინატებשი. 

3.3. დაამტკიცეთ 2L̂ ოპერატორის ერმიტულობა იმის გათვალისწინებით, რომ 

xL̂ yL̂ და zL̂  ერმიტული ოპერატორებია. 

3.4. დაამტკიცეთ, რომ:  

[ ] kijkji rirL ε=,ˆ , 

სადაც [ ]  აღნიשნავს კომუტატორს, ხოლო ijkε  სრულიად ანტისიმეტრიული მე-

სამე რანგის ტენზორია. 

3.5. დაამტკიცეთ, რომ:  

[ ] kijkji pipL ε=,ˆ , 

სადაც [ ]  აღნიשნავს კომუტატორს, ხოლო ijkε სრულიად ანტისიმეტრიული მესა-

მე რანგის ტენზორია. 
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3.6. დაამტკიცეთ, რომ:  

[ ] kijkji LiLL ˆˆ,ˆ ε= , 

სადაც [ ]  აღნიשნავს კომუტატორს, ხოლო ijkε სრულიად ანტისიმეტრიული მესა-

მე რანგის ტენზორია. 

3.7. აჩვენეთ, რომ 2L კომუტირებს თითოეულ iL -თან. 

3.8. დაამტკიცეთ, რომ:  

LiLL ˆˆˆ 



=×  

3.9. დაამტკიცეთ, რომ zL̂ ოპერატორი კომუტირებს კინეტიკური ენერგიის 

K̂ ოპერატორთან. 

3.10. გამოთვალეთ שემდეგი კომუტატორი: 

[ ]−+ LL ˆ,ˆ , 

სადაც yx LiLL ˆˆˆ ±=±  

3.11. გამოთვალეთ שემდეგი კომუტატორი: 

[ ]
±

LLz
ˆ,ˆ , 

სადაც yx LiLL ˆˆˆ ±=±  

3.12. აჩვენეთ, რომ: 

[ ] 0ˆ,ˆ2 =±LL  

3.13. აჩვენეთ, რომ: 

zzzz LLLLLLLLL ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 222  ++=−+= +−−+  

3.14. იპოვეთ שემდეგი კომუტატორები: 

ა) [ ] [ ] ( )[ ] ( ) 
 222 ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ rplrplplrl iiii


; ბ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]kkikiki pbxalxrplprpl ˆˆ,ˆˆˆ,ˆ,ˆˆˆ,ˆ

, +
;  

გ) [ ] [ ] [ ]lkilkilki pxlpplxxl ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ , სადაც a  და b  მუდმივებია.  

3.15. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

[ ] ( )ziLyLxizL xy  −−= ˆˆ2,ˆ2  

3.16. აჩვენეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

[ ][ ] ( )zLLzzLL 22222 ˆˆ2,ˆ, += 


. 
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მითითება: ისარგებლეთ წინა 3.15 ამოცანის שედეგით და იმ ფაქტით, რომ სკალა-

რული ნამრავლი 0=Lr
̂

. 

3.17. დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტოლობა: 

[ ] liklki AiAL ˆˆ,ˆ ε= , 

სადაც kÂ არის ფიზიკური სიდიდის שესაბამისი ვექტორული ოპერატორის k  

მდგენელი.  

3.18. წინა 3.17 ამოცანის გამოყენებით დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდე-
გი ტოლობები: 

[ ] [ ] [ ] xyzxzxzyxyxx AALiALAALiALAL ˆˆˆ2ˆ,ˆ;ˆˆˆ2ˆ,ˆ;0ˆ,ˆ 222 −=−−==  

3.19. 3.16 ამოცანის გამოყენებით დაამტკიცეთ, რომ სამართლიანია שემდეგი ტო-
ლობა: 

( ) xzyyzx AALALiAL ˆ2ˆˆˆˆ2ˆ,ˆ2 −−=



   

3.20.იპოვეთ ნორმირებული lmr0
ψ ტალღური ფუნქციები, რომლებიც აღწერენ სა-

თავიდან 0r მანძილზე მყოფი ნაწილაკის მდგომარეობას (ნაწილაკს გააჩნია l  ორ-

ბიტალური  მომენტის და მისი z ღერძზე m პროექცია).  

3.21. იპოვეთ ნაწილაკის z ღერძზე იმპულსის ოპერატორის პროექციის და იმ-
პულსის მომენტის საერთო საკუთარი ფუნქციები. 

3.22.* ბრტყელი როტატორი იმყოფება მდგომარეობაשი, რომელიც აღიწერება 

( ) ϕϕψ sinA=  ტალღური ფუნქციით. שეიძლება თუ არა იმპულსის მომენტის გა-

ზომვისას მივიღოთ 2=zl მნიשვნელობა? 

მითითება: გაשალეთ ( ) ϕϕψ sinA=  ფუნქცია zl̂  ოპერატორის საკუთარ ფუნ-
ქციებად და იპოვეთ m მაგნიტური კვანტური რიცხვის שესაძლო მნიשვნელობები. 

3.23. როტატორი იმყოფება მდგომარეობაשი, რომელიც აღიწერება ( ) ϕ
π

ϕψ 2sin
3
2=  

ტალღური ფუნქციით. დათვალეთ 2
zl საשუალო ორი მეთოდით: ალბათობებით 

და ოპერატორის საשუალებით.  

3.24.* აჩვენეთ, რომ yx lill ˆˆˆ ±=± ოპერატორებით mΨ  საკუთარ ფუნქციაზე 

( )mmz ml Ψ=Ψˆ  მოქმედების שედეგად მიღებული ფუნქცია კვლავ zl̂ ოპერატორის 
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საკუთარი ფუნქციაა, რომლებიც שეესაბამება 1+m  და 1−m  საკუთარ მნიשვნე-

ლობებს, שესაბამისად, +l̂ და −l̂ ოპერატორებისათვის. 

მითითება: გამოიყენეთ 3.11 ამოცანის שედეგი.  

3.25.*  3.24 ამოცანაשი განხილული yx lill ˆˆˆ ±=±  ამწევი და დამწევი ოპერატორე-

ბისათვის სრულდება שემდეგი ტოლობები:  

1ˆ ±
± = m

l
m
l

m
l Al ψψ , 

სადაც m
lA მუდმივებია. იპოვეთ ეს მუდმივები, თუ ტალღური ფუნქციები ნორმი-

რებულია.  

მითითება: გამოიყენეთ 3.13 ამოცანის שედეგი.  

3.26. აჩვენეთ, რომ mΨ  მდგომარეობაשი ( )mmz ml Ψ=Ψˆ  საשუალოებისათვის სა-

მართლიანია שემდეგი ტოლობები: 

ა) 0ˆˆ == yx ll ; ბ) 2/ˆˆˆˆ imllll xyyx =−= ; გ) 22 ˆˆ
yx ll =  

3.27. lmΨ  მდგომარეობაשი, როდესაც განსაზღვრული მნიשვნელობები აქვთ l  იმ-

პულსის მომენტს და მის m  პროექციას z  ღერძზე, იპოვეთ საשუალო მნიשვნე-

ლობები 2
x̂l  და 2ˆ

yl .  

3.28. იპოვეთ საשუალო მნიשვნელობები >< 2
ẑl  სისტემისათვის, რომელიც იმყო-

ფება ( ) ϕϕψ 2sinA=  მდგომარეობაשი. 

3.29. იპოვეთ საשუალო მნიשვნელობები ( )2ϕΔ  და ( )2zLΔ  სისტემისათვის, 

რომელიც იმყოფება ( ) ϕϕψ sinA=  მდგომარეობაשი. 

3.30. აჩვენეთ, რომ ψ  მდგომარეობაשი, რომელשიც zl̂ ოპერატორს გააჩნია გან-
საზღვრული საკუთარი მნიשვნელობა, საשუალოებისათვის სრულდება שემდეგი 

ტოლობები 0ˆˆ == yx ll .  

3.31. გამოთვალეთ იმპულსის მომენტის კვადრატის საשუალო მნიשვნელობა 

( ) ϕθϕθψ cossin, A=  მდგომარეობაשი. 

3.32. ნებისმიერ ღერძზე იმპულსის მომენტის שესაძლო მნიשვნელობებია m , სა-
დაც lllm −−= ,...1, . გაითვალისწინეთ, რომ ეს მნიשვნელობები თანაბრად ალ-
ბათურია და ღერძები თანასწორუფლებიანია. აჩვენეთ, რომ მდგომარეობაשი მო-
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ცემული l -ით, იმპულსის მომენტის კვადრატის საשუალო მნიשვნელობა ტოლია 

( )122 += llL  .  

3.33.* აჩვენეთ, რომ, თუ ψ არის 2L̂ და zL̂ ოპერატორების საკუთარი ფუნქცია, 

მაשინ 2L̂ ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობის კვადრატი მეტია ან უდრის 

zL̂ ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობის კვადრატს. 

მითითება: დათვალეთ 2L̂ ოპერატორის საשუალო 

3.34. lmψ  საკუთარი ფუნქციაა 2L̂  და zL̂ ოპერატორების ( )12 +ll  და m  სა-

კუთარი მნიשვნელობებით. აჩვენეთ, რომ ( ) lmyx iLL ψϕ +=  ფუნქციაც საკუთა-

რი ფუნქციაა 2L̂  და zL̂ ოპერატორების და იპოვეთ ϕ  ფუნქციების საკუთარი 
მნიשვნელობები. 

3.35.* აჩვენეთ, რომ 0=l მნიשვნელობისათვის წინა 3.34 ამოცანაשი განხილული 

ϕ ფუნქცია საკუთარი ფუნქციაა xL̂ და yL̂  ოპერატორების. 

მითითება: 2L̂ ოპერატორით იმოქმედეთ =
ml

lmlmx AL
,

00
ˆ ψψ ტოლობაზე და აჩ-

ვენეთ, რომ ყველა 0=lmA , გარდა 00A -ისა.  
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თავი 4. მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის ველში  

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

ცენტრალური პოტენციალისათვის שრედინგერის სტაციონარული განტოლების 

( ) ( ) ( )rErrU
m EE

 Ψ=Ψ







+Δ−

2

2
             (4.1) 

ამონახსნი, zLLH ˆ,ˆ,ˆ 2 ოპერატორების ურთიერთკომუტატურობის გათვალისწინე-
ბით, שემდეგი სახით שეიძლება ვეძებოთ: 

( ) ( )ϕθ ,lmlnlmn rR
rr

Υ=Ψ ,                                       (4.2) 

სადაც lmΥ  სფერული ფუნქციაა. ამ თავשი განხილულია მხოლოდ დისკრეტული სპე-

ქტრის მდგომარეობები და ენერგიები, აღინიשნება lnr
E -ით, სადაც ...2,1,0=rn  

რადიალური კვანტური რიცხვია. ამასთან, ( )rR lnr
 ფუნქციისათვის მიიღება שრე-

დინგერის שემდეგი  რადიალური განტოლება: 

0
2

)1()(22
2

2

22

2

=






 +−−++ ln
lnln

r

rr R
mr

ll
rUE

m

dr

dR

rdr

Rd 


.                (4.3) 

 (4.3) გატოლების ამოსახსნელად ხשირად ხელსაყრელია გადავიდეთ ახალ სა-
ძიებელ ფუნქციაზე:  

lnln rr
rR=χ ,                (4.4) 

რომლისთვისაც განტოლება שემდეგ სახეს ღებულობს:  

0
2

)1()(2
2

2

22

2

=






 +−−+ ln
ln

r

r

mr

ll
rUE

m

dr

d
χ

χ 


              (4.5) 

 :ემდეგი სასაზღვრო პირობითש

( ) 00 =lnr
χ .               (4.6) 

(4.5) ფორმალურად ემსგავსება שრედინგერის განტოლებას ერთგანზომილე-
ბიან שემთხვევაשი. 

ხשირად სარგებლობენ שემდეგი ჩასმითაც: 

lnln rr
Rru =                            (4.7) 
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და lnr
u ფუნქციისათვის მიიღება שემდეგი განტოლება: 

( ) ( )( ) 022/11
22

2

2

2

=











−++−+ lnln

lnln

rr

rr uErU
m

r

l

dr

du

rdr

ud


              (4.8) 

სასაზღვრო პირობით:  

( ) 00 =lnr
u                                          (4.9) 

4.1 დისკრეტული სპექტრის მდგომარეობები 

 4.1 m მასის ნაწილაკი იმყოფება სფერულად სიმეტრიულ პოტენციურ  ორმოשი, 

სადაც ( ) 0=rU , როცა 0rr < და ( ) ∞=rU , როცა 0rr > , სადაც 0r  ორმოს რა-

დიუსია. იპოვეთ ენერგიის მნიשვნელობები და ნორმირებული ტალღური ფუნქცია 
ნაწილაკისა 0=l  მდგომარეობაשი.  

მითითება: שრედინგერის განტოლების ამოხსნისას ისარგებლეთ r/χψ =  ჩას-
მით. 

4.2. წინა 4.1 ამოცანაשი იპოვეთ ნაწილაკის პოვნის ალბათობის მაქსიმუმის წერტილი 

maxr  და ძირითად მდგომარეობაשი მისი პოვნის W  ალბათობა maxrr <  არეשი.  

4.3. ისარგებლეთ 4.1 ამოცანის ამონახსნით და იპოვეთ საשუალო 2, rr მნიש-

ვნელობები და საשუალო კვადრატული გადახრები ( )2rr −  ნაწილაკისთვის, 

რომელიც იმყოფება  ( )0=ls  დონეზე.  

4.4.* ისარგებლეთ 4.1 ამოცანის ამონახსნით და იპოვეთ ψ  ტალღური ფუნქციის 

( )rR1  რადიალური ნაწილი, რომელიც აღწერს ნაწილაკის p მდგომარეობას 

( )1=l . 

მითითება: გააწარმოეთ )0( =ls  მდგომარეობის ( )rR0  აღმწერი שრედინგერის 

რადიალური განტოლება და მიღებული განტოლება שეადარეთ ( )rR1 -ის განტო-
ლებას. 

4.5. იპოვეთ წინა 4.4 ამოცანის პირველი p დონის ენერგია და שეადარეთ ის ძირი-
თადი მდგომარეობის ენერგიას. 

4.6. m მასის ნაწილაკი იმყოფება სფერულად სიმეტრიულ პოტენციურ  ორმოשი, 

სადაც ( ) 0=rU , როცა 0rr < და ( ) 0UrU = , როცა 0rr ≥ , სადაც 0r  ორმოს რა-

დიუსია. ა) 0UE < არეשი )0( =ls  მდგომარეობისათვის მიიღეთ საკუთარი მნიש-

ვნელობების განტოლება; ბ) დარწმუნდით, რომ მოცემულ ორმოს ყოველთვის არ 
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გააჩნია დისკრეტული დონეები (ბმული მდგომარეობები). განსაზღვრეთ 0
2

0 Ur  

სიდიდის მნიשვნელობების ინტერვალი, როდესაც ორმოს მხოლოდ ერთი დონე გა-
აჩნია.  

4.7. წინა 4.6 ამოცანაשი ჩათვალეთ, რომ 
m

Ur
27

8 22

0
2

0
π= . იპოვეთ ნაწილაკის 

პოვნის ალბათობის მაქსიმუმის წერტილი maxr , )0( =ls  მდგომარეობაשი და მი-

სი პოვნის ალბათობა 0rr > არეשი.  

4.8. იპოვეთ )0( =ls მდგომარეობების დონეები שემდეგი პოტენციალისათვის: 

( )arU −−= αδ  

4.9.*იპოვეთ )0( =ls მდგომარეობების დონეები ექსპონენციალური პოტენცია-
ლისათვის: 

a

r

eUU
−

−= 0  

მითითება: שრედინგერის განტოლება 






−−=

a

r
x

2
exp ჩასმით მიიყვანეთ ბესე-

ლის განტოლებამდე.  

4.10.* იპოვეთ )0( =ls მდგომარეობების დონეები ჰულტენის პოტენციალისათვის: 

1

0

−

−=
a

r

e

U
U  

მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი שეცვალეთ დამოუკიდებელი ცვლადი 

a

r

ex
−

= , გააკეთეთ 













−=== 2

0
0

2
;


r

r

n
n

mE
ax ηηεχ ε ჩასმა და განტოლება 

დაიყვანეთ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის განტოლებაზე.  

4.11. m მასის ნაწილაკის მდგომარეობა აღიწერება שემდეგი არანორმირებული 
ტალღური ფუნქციით: 

r

ee ikrikr

k
+=

−
ψ  

ა) იპოვეთ ნაწილაკის ენერგია; 

ბ) თავისუფალია თუ არა ნაწილაკი?  

4.12.* m  მასის ნაწილაკი იმყოფება სფერულად სიმეტრიულ პოტენციურ ორმო-

) ი, სადაცש ) 0=rU , როცა 0rr <  და ( ) ∞=rU , როცა 0rr > , სადაც 0r  ორმოს 
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რადიუსია. იპოვეთ ენერგიის მნიשვნელობები და ნორმირებული ტალღური ფუნ-
ქცია ნაწილაკისა ნებისმიერი l -თვის. 

მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი გააკეთეთ ( ) ( ) rrY lnlmlmn rr
/, χϕθ=Ψ  

ჩასმა და განტოლება დაიყვანეთ ბესელის ფუნქციების განტოლებაზე. 

4.13.* წინა 4.12 ამოცანის ძირითადი მდგომარეობისათვის იპოვეთ განაწილების 
ფუნქცია ნაწილაკის იმპულსების მიხედვით. 

მითითება: ძირითადი მდგომარეობის ნორმირებული ტალღური ფუნქცია 

( ) ( ) ,/sin
2
1

0 r

ar

a
r

π
π

=Ψ 
 ჩაწერეთ იმპულსურ წარმოდგენაשი.  

4.14.* იპოვეთ ენერგიის დონეები שემდეგი პოტენციალისათვის: 

( )araU −−= δ . 

როგორია დისკრეტული დონეების პოვნის პირობა ნებისმიერი l -თვის? 

მითითება: שრედინგერის განტოლებაשი გააკეთეთ ( ) ( ) rrY lnlmlmn rr
/, χϕθ=Ψ  

ჩასმა და განტოლება დაიყვანეთ ბესელის მოდიფიცირებული ფუნქციების გან-
ტოლებაზე.  

4.15. ისარგებლეთ ( ) ( )
r

r
rR

χ=  ჩასმით და იპოვეთ ბმული მდგომარეობების 

( )rR  რადიალური ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტური სახე ელექტრონის ბირ-
თვის კულონურ ველשი მოძრაობისას:  ა) დიდ და ბ) მცირე მანძილებზე.  

4.16.წყალბადის ატომשი ელექტრონი იმყოფება მდგომარეობაשი, რომელიც აღი-

წერება ( ) rearA αψ += 1 ტალღური ფუნქციით, სადაც aA,  და α  მუდმივებია. 
იპოვეთ: 

ა) שრედინგერის განტოლების გამოყენებით a ,α მუდმივები; 

ბ) ნორმირების A კოეფიციენტი. 

4.17. წყალბადის ატომის ძირითად მდგომარეობაשი იპოვეთ: 

ა) საשუალო nr , სადაც n მთელი რიცხვია; 

ბ) ელექტრონის საשუალო კინეტიკური და პოტენციური ენერგიები; 

გ) ელექტრონის განაწილების ფუნქცია იმპულსების მიხედვით. 

4.18. იპოვეთ წყალბადის ატომשი ელექტრონის დენის სიმკვრივის კომპონენტები 
სფერულ კოორდინატებשი.  

4.19. ნაწილაკი თავისუფლად მოძრაობს Oyz  სიბრტყეשი ay≤≤0  და bz ≤≤0  
მართკუთხედის ფარგლებשი. სიბრტყის დანარჩენი ნაწილი მიუწვდომელია ნაწი-
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ლაკისათვის. OX ღერძის გასწვრივ მოძრაობისას კი მასზე მოქმედებს kxF −=  
ძალა. იპოვეთ ამ ნაწილაკის ენერგიის დონეები და ნორმირების კოეფიციენტი. 

4.20. ელექტრონისათვის წყალბადის ატომשი ამოხსენით שრედინგერის განტოლე-
ბა პარაბოლურ კოორდინატებשი. 

4.21. იპოვეთ წყალბადის ატომის ტალღური ფუნქცია და ენერგიის სპექტრი ბირ-
თვის მოძრაობის გათვალისწინებით.  

4.22.* იპოვეთ წყალბადის ატომის ss 2,1 და p2 ტალღური ფუნქციები იმპულსურ 
წარმოდგენაשი.  

მითითება: ისარგებლეთ שემდეგი კავשირით ტალღური ფუნქციების კოორდინა-

ტულ და იმპულსურ წარმოდგენებს שორის ( ) ( ) ( )
∞

−=
0

2
drrkrjipg ll

l
l χ

π
,სადაც 

( )krjl  ბესელის სფერული ფუნქციაა. 

4.23.* დაამტკიცეთ კულონის პოტენციალისათვის კრამერსის რეკურენტული 

ფორმულა kr საשუალოებისათვის 

( ) ( ) 01
4

1121 2
2

1
2 =








+−−++++− −− kkk rll

k
krkr

n

k
. 

მითითება: კულონის პოტენციალისათვის שრედინგერის რადიალური განტოლება 

გაამრავლეთ Rr
k

Rr kk

2
11 +−′+ -ზე და აინტეგრეთ r -ით.  

4.24. წყალბადის ატომשი ელექტრონის s2 მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას 
 :ემდეგი სახე აქვსש

( ) ( ) 2
3

0

2
200

12
24
1









−=Ψ

−

a
e

ρ

ρ
π

ρ , 

სადაც 
0a

r=ρ , ხოლო 2

2

0
me

a
=  ბორის პირველი რადიუსია. განსაზღვრეთ:  

ა) მანძილი ბირთვიდან, რომელზედაც ელექტრონის პოვნის ალბათობას მაქსი-
მუმი გააჩნია; 

ბ) მანძილი ბირთვიდან, რომელზედაც ელექტრონის პოვნის ალბათობა ნულია. 

4.25. აჩვენეთ, რომ, თუ წყალბადის ატომשი სხვადასხვა m -ით (მაგნიტური ვე-
ლის არარსებობისას) პოვნის ალბათობა ერთნაირია, მაשინ კუთხური განაწილება 
ალბათობის სიმკვრივისა სფერულად სიმეტრიულია )1( =lp  მდგომარეობაשი 
(ქვეგარსשი). 
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4.26. წყალბადის ატომის ელეტრონის p2  მდგომარეობაשი გამოთვალეთ ელექ-

ტრონის პოვნის ალბათობა 2

2

0
me

a
=  ბორის პირველი რადიუსის שიგნით, როცა 

θ  კუთხე იცვლება 0 -დან 2/π -მდე. 

4.27. იპოვეთ ენერგიის დონეები სამგანზომილებიანი ანიზოტროპული ჰარმონიუ-
ლი ოსცილატორისათვის, რომლის პოტენციური ენერგიაა: 

222

2
3

2
2

2
1 zkykxk

V ++= . 

-ი, ცვლადების განשი, დეკარტეს კოორდინატებשრედინგერის განტოლებაש .4.28
ცალების მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ ენერგიის დონეები და ნორმირებული 

ტალღური ფუნქციები 
2

)(
2kr

rU =  სფერული ოსცილატორის. იპოვეთ დონეების 

გადაგვარების ჯერადობა.  

4.29. სფერულ კოორდინატებשი იპოვეთ ენერგიის დონეები და ნორმირებული 

ტალღური ფუნქციები 
2

)(
2kr

rU =  სფერული ოსცილატორის.  

4.30. აჩვენეთ, რომ სივრცული ოსცილატორისათვის  

kikiik xxkmppT ˆˆ/ˆˆˆ +=  

ოპერატორები კომუტირებენ 
22

22 rk

m

p
H


+=  ჰამილტონიანთან. ასევე აჩვენეთ, 

რომ 2l̂


და 11T


 ოპერატორები არ კომუტირებენ ერთმანეთთან. 

4.31.* იპოვეთ  

0;0:2 >>−= BA
r

B

r

A
U  

პოტენციურ  ველשი მოძრავი ნაწილაკის ენერგიის დონეები.  

მითითება: r
mE


22 −=ρ ; ( ) ( )112

2 +=++ ssll
mA


; n

E

mB =
− 2

 აღნიשვ-

ნებით ამოცანა დადის კულონურ ველשი მოძრაობაზე. 

4.32.*     იპოვეთ 

0;0:2
2 >>+= BABr

r

A
U  

პოტენციურ  ველשი მოძრავი ნაწილაკის ენერგიის დონეები. 
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მითითება: 22
r

mE


=ξ ; ( ) ( )12212

2 +=++ ssll
mA


; ( ) 342 ++= sn

B

mE


 

აღნიשვნებით და weR sξξ 2/−=  ჩასმით ამოცანა დადის გადაგვარებული ჰიპერ-
გეომეტრიული ფუნქციების განტოლებაზე. 

4.33.* იპოვეთ დისკრეტული ენერგიის დონეები 0=l -თვის ვუდ-საქსონის 

a

Rr

e

V
rV −

+

−=

1

)( 0  

პოტენციალისათვის, სადაც Ra << . 

მითითება: დამოუკიდებელი ცვლადის שეცვლით 
a

Rr

e

y −

+

=

1

1
 და ( )yχ =  

( ) ( )y 1 y f yμν= −   ჩასმით ამოცანა დადის ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციების გან-

ტოლებაზე. 

4.34.* იპოვეთ s  დონეების არსებობისა და ახალი დისკრეტული დონეების გაჩე-
ნის პირობები שემდეგი პოტენციალებისათვის: 

ა) 






<∞

>−
=

ar

ar
rrU

;

:
)( 4

α
 

ბ) ( )
( )

0;4 >
+

−= a
ar

rU
α

   

გ) ( ) ( ) 0;222

4
0 >
+

−= a
ar

aU
rU  

მითითება: ისარგებლეთ שრედინგერის განტოლებით 0=E -თვის. 

4.35.*  იპოვეთ s დონეების არსებობისა და ახალი დისკრეტული დონეების გაჩე-
ნის პირობები שემდეგი პოტენციალებისათვის: 

ა)  






><∞

>−
=

2;;

:
)(

sar

ar
rrU s

α
     ბ)  







<<>

<−
=

20;;0

:
)(

sar

ar
rrU s

α
 

მითითება: ისარგებლეთ שრედინგერის განტოლებით 0=E -თვის. 

4.36.* განიხილეთ დონეების არსებობისა და ახალი დისკრეტული დონეების გაჩე-
ნის პირობები 0≠l  ი, როდესაც ღრმავდება პოტენციური ორმო. რაשემთხვევაש 



 60

თვისობრივი განსხვავებაა 0=l -ემთხვევისაგან. განიხილეთ კონკრეტული მაგაש 
ლითები:  

ა)  ( ) ( )arrU −−= αδ       ბ)  






<∞

>−
=

ar

ar
rrU

;

:
)( 4

α
 

მითითება: ისარგებლეთ שრედინგერის განტოლებით 0=E -თვის. 

4.37.* ცენტრალური ( )rU 0 პოტენციალის პარამეტრები ისეთია, რომ მას გააჩნია 

დისკრეტული სპექტრი 0=l -ით და 0=E . ამ მდგომარეობის ტალღური ფუნ-

ქცია (ანუ დონის გაჩენის მომენტשი) 
( )

r

r

π
χ

4
0

0 =Ψ  ცნობილად ითვლება და ნორ-

მირებულია שემდეგი პირობით: 

( ) 10 →rχ , როცა ∞→r . აჩვენეთ, რომ ამ დონის 0Eδ წანაცვლება 0<Uδ  

მცირე שეשფოთების გამო აღიწერება שემდეგი გამოსახულებით: 

( ) ( )
2

0

2
020

2








−≈ 

∞
drrrU

m
E χδδ


. 

მითითება: ამოხსნისას სიმარტივისათვის ჩათვალეთ, რომ 0≡U , როცა ar > , 
სადაც a პოტენციალის რადიუსია.  

4.38.*  აჩვენეთ, რომ წინა 4.37 ამოცანის განზოგადებისას 0≠l -ი დოשემთხვევაש 

ნის 0Eδ წანაცვლებისთვის მივიღებთ: 

( ) ( )( )
∞

≈
0

2)0( drrrUE ll χδδ , 

სადაც )0(
lχ ტალღური ფუნქციაა და დონის წარმოქმნის მომენტשი ( ) ( )( )rYlml /00 χ=Ψ  

უკვე ნორმირებულია ჩვეულებრივი პირობით ( ) ( )( )
∞

=
0

20 1drrlχ . ყურადღება მი-

აქციეთ განსხვავებას: UEl δδ ∝ , როცა 0≠l  და ( )20 UE δδ −∝ , როცა 0=l . 

ახსენით ეს ფაქტი. 

4.39.* მიზიდვის მონოტონური პოტენციალისათვის ( ) 0≥′ rU  და ( ) 0→rU , რო-
ცა ∞→r , აჩვენეთ, რომ שემდეგი უტოლობა 

( ) 122

0
≥−

∞
drrmU

π
 



 61

აუცილებელი პირობაა ამ პოტენციალისთვის ბმული მდგომარეობის არსებობი-
სათვის. 

4.2. აქსიალური სიმეტრიის მქონე სისტემები 

4.40. იპოვეთ I ინერციის მომენტის მქონე ბრტყელი როტატორის სტაციონარუ-
ლი მდგომარეობების ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები. რამდენ ჯერა-
დაა გადაგვარებული დონეები? 

4.41. ბრტყელი როტატორის მდგომარეობა აღიწერება ტალღური ფუნქციით 

ϕnC cos=Ψ ,სადაც n  მთელი რიცხვია. იპოვეთ როტატორის განაწილების 
ფუნქცია იმპულსის მომენტის და ენერგიის პროექციის მიხედვით. იპოვეთ აგ-
რეთვე ამ სიდიდეების საשუალოები მოცემულ მდგომარეობაשი. 

4.42. იპოვეთ I ინერციის მომენტის მქონე სივრცული როტატორის სტაციონა-
რული მდგომარეობების ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები. რამდენ 
ჯერადაა გადაგვარებული დონეები? 

4.43. სივრცული როტატორის მდგომარეობა აღიწერება ტალღური ფუნქციებით 

θ2cosC=Ψ . იპოვეთ როტატორის განაწილების ფუნქცია ენერგიის, იმპულსის 
მომენტის კვადრატის და იმპულსის მომენტის პროექციის მიხედვით. იპოვეთ აგ-
რეთვე ამ სიდიდეების საשუალოები მოცემულ მდგომარეობაשი. 

4.44. იპოვეთ ბრტყელი ჰარმონიული ოსცილატორის სტაციონარული მდგომარე-
ობების ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები. რამდენ ჯერადაა გადაგვა-
რებული დონეები? 

4.45. ბრტყელი ჰარმონიული ოსცილატორის 11Ψ  სტაციონარულ მდგომარეობა-
 ვნელობის პოვნისשი იპოვეთ იმპულსის მომენტის პროექციის სხვადასხვა მნიש
ალბათობები იმ ღერძზე, რომელიც რხევის სიბრტყის პერპენდიკულარულია. 

4.46.*  ნაწილაკი იმყოფება აქსიალური სიმეტრიის მქონე ( )ρU  ველשი. იპოვეთ 
ენერგიის დონეები და ტალღური ფუნქციები.  

მითითება: ისარგებლეთ ცილინდრულ კოორდინატებით და იმ ფაქტით, რომ zp̂  

და zl̂  ოპერატორები კომუტირებენ ერთმანეთთან და ამ ამოცანის ჰამილტონინ-
თან. 

4.47.*   იპოვეთ ენერგიის დონეები და სტაციონარული მდგომარეობების ტალღუ-
რი ფუნქციები ნაწილაკისათვის, რომელიც იმყოფება უსასრულო სიმაღლის ორ-
განზომილებიან პოტენციურ  ორმოשი: 

( )




>∞
≤

=
a

a
U

ρ
ρ

ρ
,
,0
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მითითება: ისარგებლეთ პოლარული კოორდინატებით და იმ ფაქტით, რომ zl̂  
ოპერატორი კომუტირებს ამ ამოცანის ჰამილტონინთან და განტოლება დაიყვა-
ნეთ ბესელის ფუნქციების განტოლებაზე. 

4.48.*  იპოვეთ დისკრეტული სპექტრის ენერგიის დონეები ნაწილაკისათვის, რო-
მელიც იმყოფება שემდეგ ორგანზომილებიან პოტენციურ  ორმოשი: 

( )




≥
<−

=
a

aU
U

ρ
ρ

ρ
,0

,0  

განიხილეთ שემთხვევა, როდესაც იმპულსის მომენტის პროექცია 0=m  ნაწილა-
კის მოძრაობის მართობ სიბრტყეשი. שეისწავლეთ, თუ რა ხდება მცირე სიღრმის 

12
0

2

<<


Uma
 ორმოს שემთხვევაשი. 

მითითება: ამონახსნი ეძებეთ שემდეგი სახით: ( ) ϕρχ
ρρ

im
mn e

mn
=Ψ . 

4.49.*  განიხილეთ ისევ წინა 4.48 ამოცანის שემთხვევა, ოღონდ აიღეთ 0≠m . მი-
იღეთ დისკრეტული სპექტრის არსებობის პირობა.  

მითითება: წინა 4.48 ამოცანის საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაשი გამოი-

ყენეთ )(xJ m  და ( )xKm  ფუნქციებისათვის მცირე x -ებისათვის ასიმპტოტური 

გაשლები. 

4.50.*  იპოვეთ დისკრეტული სპექტრის ენერგიის დონეები ნაწილაკისათვის, რომე-

ლიც იმყოფება שემდეგ ორგანზომილებიან პოტენციურ ორმოשი ( ) ( )aU −−= ραδρ . 

განიხილეთ שემთხვევა, როდესაც იმპულსის მომენტის პროექცია 0=m  ნაწილა-

კის მოძრაობის მართობ სიბრტყეשი. שეისწავლეთ მცირე 12 <<


amα
 და ღრმა 

12 >>


amα
 ორმოების שემთხვევები. 

მითითება: ამოცანა იხსნება 4.48 ამოცანის ანალოგიურად. 

4.51.* განიხილეთ წინა 4.50 ამოცანა 0≠m -ემთხვევისათვის. მიიღეთ დისკრეტუש
ლი სპექტრის არსებობის პირობა.  

მითითება: ამოცანა იხსნება 4.49 ამოცანის ანალოგიურად. 
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თავი 5. მდგომარეობის ცვლილება დროში  

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

კვანტურ-მექანიკური სისტემის ცვლილება დროשი שეიძლება აღიწეროს სხვადას-
ხვა საשუალებით. 

 ი ტალღური ფუნქცია (მდგომარეობის ვექტორი)שრედინგერის წარმოდგენაש
დროשი იცვლება שრედინგერის დროითი განტოლების שესაბამისად: 

( ) ( )tqHtq
t

i ,ˆ, Ψ=Ψ
∂
∂ ,              (5.1) 

ხოლო დინამიკური სიდიდეების ოპერატორები არ არიან დროზე დამოკიდებულ-
ნი. თუ ჰამილტონიანი ცხადად არ არის დამოკიდებული დროზე, სისტემის ტალ-
ღური ფუნქცია שეიძლება ჩაიწეროს  שემდეგი გაשლის სახით: 

( ) ( ) ( ) Ψ=Ψ
−

n
E

tiE

n qeEctq
n

n

, ,              (5.2) 

სადაც ( )q
nEΨ  ფუნქციები ადგენენ სრულ სისტემას და წარმოადგენენ სტაციო-

ნარული მდგომარეობების ჰამილტონიანის საკუთარ ფუნქციებს. (5.2) გაשლაשი 

( )nEc  კოეფიციენტები ცალსახად განისაზღვრებიან დროის საწყის მომენტשი 

ტალღური ფუნქციის მნიשვნელობით: 

( ) ( ) ( ) =ΨΨ= • 0, tqqEc
nEn .                                    (5.3) 

ჰეიზენბერგის წარმოდგენაשი, პირიქით, დროზეა დამოკიდებული სისტემის 
ტალღური ფუნქცია, ხოლო დინამიკური სიდიდეების ოპერატორების დროზე და-
მოკიდებულება განისაზღვრება שემდეგი განტოლებებით: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]tpH
i

tp
dt

d
tqH

i
tq

dt

d
iiii ,ˆˆ;ˆ,ˆˆ


==              (5.4) 

ამასთანავე, ( ) ( )( )ttptqH ,ˆ,ˆˆ  ჰამილტონიანი გამოისახება ჰეიზენბერგის ოპერა-

ტორებით, ( )tq̂  და ( )tp̂ -თი, რომლებიც აკმაყოფილებენ კანონიკურ კომუტაცი-
ურ თანაფარდობებს:  

( ) ( )[ ] ikki itqtp δ−=ˆ,ˆ .                                         (5.5) 

 რედინგერის და ჰეიზენბერგის თანაფარდობები უნიტარული გარდაქმნებითש
არიან ერთმანეთთან დაკავשირებული:  

( ) ( ) ( )qtUtq 0
ˆ, Ψ=Ψ                           (5.6) 
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თუ ჰამილტონიანი დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული, მაשინ 

( )







−=


tHi
tU

ˆ
expˆ და ოპერატორებს שორის თანაფარდობას שემდეგი სახე აქვს: 

 ( ) 
tHi

SH

tHi

H efetf

ˆˆ

ˆˆ −
= .                  (5.7) 

უალებით გამოთვალეთ Aשრედინგერის დროითი განტოლების საש .5.1  ფიზიკუ-
რი სიდიდის საשუალოს დროით წარმოებული და დაამტკიცეთ, რომ:  

ა)  [ ]AH
i

t

A

dt

Ad ˆ,ˆˆˆ


+

∂
∂= ;      ბ)  

dt

dA
A

dt

d = . 

5.2.  დაამტკიცეთ שემდეგი ოპერატორული ტოლობები: 

ა)  ( )
dt

Bd

dt

Ad
BA

dt

d ˆˆˆˆ +=+ ;     ბ)  ( )
dt

Bd
AB

dt

Ad
BA

dt

d ˆˆˆˆˆˆ += .  

5.3.  დაამტკიცეთ שემდეგი მოძრაობის განტოლებები ოპერატორული ფორმით: 

ა)  
m

p

dt

dx xˆ
= ;       ბ)  

x

U

dt

pd x

∂
∂−=

ˆ
. 

5.4. ერენფესტის თეორემის თანახმად, საשუალო მნიשვნელობები მექანიკური სი-
დიდეებისა ემორჩილებიან კლასიკური მექანიკის კანონებს. დაამტკიცეთ, რომ ნა-

წილაკის ( )xU  პოტენციურ  ველשი მოძრაობისას სამართლიანია שემდეგი ტოლო-
ბები: 

ა)  
m

p

dt

dx x= ;      ბ)  
x

U

dt

dpx

∂
∂−= . 

5.5. დაამტკიცეთ, რომ ნაწილაკის ( )xU  პოტენციურ  ველשი მოძრაობისას სამარ-
თლიანია שემდეგი ოპერატორული ტოლობები: 

ა)  ( )xppx
m

x
dt

d
xx ˆˆ12 += ;       ბ)  ( )

x

U
x

m

p
px

dt

d x
x ∂

∂−=
2ˆ

ˆ ;  

გ)  ( ) 







∂
∂+

∂
∂−= xxx p

x

U

x

U
pp

dt

d ˆˆˆ 2 .  

5.6. იპოვეთ ნებისმიერ ელექტრომაგნიტურ ველשი მოძრავი დამუხტული უსპინო 

ნაწილაკის rv ˆˆ  = სიჩქარის ოპერატორი. 

5.7.იპოვეთ ნებისმიერ ელექტრომაგნიტურ ველשი მოძრავი დამუხტული უსპინო 

ნაწილაკის vw ˆˆ  = აჩქარების ოპერატორი. 
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5.8. აჩვენეთ, რომ დროზე ცხადად დამოუკიდებელი ფიზიკური სიდიდის დროით წა-
რმოებულის საשუალო მნიשვნელობა სტაციონარულ მდგომარეობაשი ნულის ტოლია. 

5.9.*აჩვენეთ, რომ დისკრეტული სპექტრის სტაციონარულ მდგომარეობაשი ნაწი-
ლაკზე მოქმედი ძალის საשუალო ნულის ტოლია.  

მითითება: ამოცანა ამოხსენით 2 მეთოდით: ა) გამოიყენეთ წინა 5.8 ამოცანის שე-
დეგი. ბ) უשუალოდ გააწარმოეთ დროით ძალის ოპერატორი. 

5.10. აჩვენეთ, რომ ( )rp
dt

d ˆˆ   ოპერატორის გასაשუალოებით (ისევე როგორც ეს 

ხდება კლასიკურ მექანიკაשი) שეიძლება მივიღოთ ვირიალის თეორემა კვანტურ 
მექანიკაשი. 

5.11.* აჩვენეთ, რომ სივრცის שემოსაზღვრულ არეשი N დამუხტული ნაწილაკის 
სისტემისათვის სრულდება שემდეგი ტოლობა: 

( )( ) ( ) ==−
m

nminm iNdEE
e

m 3,2,12 2
22

, 

სადაც ( )nmid სისტემის დიპოლური მომენტის მატრიცული ელემენტებია, აჯამვა 

წარმოებს სისტემის ყველა სტაციონარული მდგომარეობებით, ხოლო m  და e  
სისტემის თითოეული ნაწილაკის მასა და მუხტია.  

მითითება: გამოიყენეთ დიპოლური ოპერატორის განმარტება 
=

=
N

a
aii xed

1

ˆ  და 

aix̂ კოორდინატისა და bkx̂  სიჩქარის ოპერატორების კომუტატურობა სხვადას-

ხვა ნაწილაკისთვის ( )ba ≠ . 

5.12.* განიხილეთ שრედინგერის განტოლება, რომელשიც პოტენციური ენერგია 

კომპლექსური ფუნქციაა: ( ) ( ) ( )riUrUrU 10 += , სადაც 0U და 0U  ნამდვილი 

ფუნქციებია. გამოარკვიეთ, שეინახება თუ არა ასეთ ველשი მოძრავი ნაწილაკის 
ტალღური ფუნქციის ნორმა? დროשი ნორმის ცვლილება שეიძლება აიხსნას რო-
გორც ნაწილაკების שთანთქმა ან გაჩენა გარეשე ველשი. როგორ არის დაკავשირე-
ბული ამგვარ პროცესებთან პოტენციალის წარმოსახვითი ნაწილის ნიשანი? 

მითითება: שრედინგერის განტოლებიდან მიიღეთ უწყვეტობის განტოლება, რო-
მელიც שემდეგ უნდა აინტეგროთ მთელი მოცულობით.  

5.13.* ნაწილაკის სტაციონარული მდგომარეობის ტალღური ფუნქცია საწყისს 
მომენტשი ასეთია:  

( )
a

x
Atxn

π3sin0, ==Ψ . 

იპოვეთ ტალღური ფუნქცია დროის ნებისმიერ მომენტשი. რა T დროის שემ-
დეგ დაუბრუნდება სისტემა საწყისს მდგომარეობას? 
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მითითება: გამოიყენეთ ტრიგონომეტრიული ფორმულა  

zzz 3sin
4
1sin

4
3sin3 −= . 

5.14. როგორ იცვლება დროשი ბრტყელი როტატორის ტალღური ფუნქცია, თუ 
ცნობილია, რომ საწყის მომენტשი ის აღიწერება שემდეგი ტალღური ფუნქციით: 

( ) ϕϕ 2sin0, At ==Ψ . 

რა T დროის שემდეგ დაუბრუნდება სისტემა საწყის მდგომარეობას? 

5.15. როგორ იცვლება დროשი სივრცული როტატორის მდგომარეობა, თუ ცნობი-
ლია, რომ საწყის მომენტשი ის აღიწერება שემდეგი ტალღური ფუნქციით: 

( ) ϑϕ 2cos0, At ==Ψ . 

რა T დროის שემდეგ დაუბრუნდება სისტემა საწყის მდგომარეობას?  

5.16.* თავისუფალი ნაწილაკის მდგომარეობა საწყის მომენტשი აღიწერება ტალ-
ღური ფუნქციით: 

( ) 







+−==Ψ


ximv

a

x
Atx 0

2

2

2
exp0, . 

იპოვეთ ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია დროის ნებისმიერ მომენტשი და 

( ) ( )tptx ,  საשუალოები. 

მითითება: ( )0, =Ψ tx ფუნქცია გაשალეთ იმპულსის ოპერატორის საკუთარ ფუნ-
ქციებად. 

5.17. თავისუფალი ნაწილაკის მდგომარეობა 0=t  მომენტשი აღიწერება ნორმი-

რებული ( )x0Ψ ტალღური ფუნქციით (ამასთან, ვიცით ტალღური ფუნქციის სახე 

( )p0Φ იმპულსურ წარმოდგენაשი). იპოვეთ ტალღური ფუნქციის ასიმპტოტური 

ყოფაქცევა ( )tx,Ψ , როცა ∞→t . დარწმუნდით, რომ ინახება ტალღური ფუნ-
ქციის ნორმა.  

5.18. აჩვენეთ, რომ, თუ 1̂f  და 2f̂ სისტემის მოძრაობის ინტეგრალებია, მაשინ 

12211
ˆˆˆˆˆ ffffg +=  და ( )12212

ˆˆˆˆˆ ffffig −=  ოპერატორებიც მოძრაობის ინ-
ტეგრალებია. 

5.19. აჩვენეთ, რომ ერთგვაროვან ველשი tFpG 0
ˆˆ 
−=  ოპერატორი שენახვადი სი-

დიდის שესაბამისი ოპერატორია ( 0F


 არის ძალა, რომელიც ნაწილაკზე მოქმე-

დებს). שედეგი שეადარეთ კლასიკური მექანიკის שედეგს. 
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5.20. იპოვეთ თავისუფალი ნაწილაკის კოორდინატისა და იმპულსის ჰეიზენბერ-
გის ოპერატორები.  

მითითება: გამოიყენეთ ორი მეთოდი: ა)שრედინგერისა და ჰეიზენბერგის წარ-
მოდგენების დამაკავשირებელი უნიტარული გარდაქმნა; ბ)ამოხსენით ჰეიზენბერ-
გის ოპრატორებისათვის მოძრაობის განტოლება. 

5.21. იპოვეთ ნაწილაკის კოორდინატისა და იმპულსის ჰეიზენბერგის ოპერატო-

რები, რომელიც მოძრაობს ერთგვაროვან ველשი xFU 0−= . 

5.22. იპოვეთ ნაწილაკის კოორდინატისა და იმპულსის ჰეიზენბერგის ოპერატო-
რები  წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორისათვის. 

5.23. გამოიყენეთ ჰეიზენბერგის ოპერატორები კოორდინატისა  

და იმპულსისათვის და წინა 5.20-5.22 ამოცანებשი განხილული სისტემებისათვის 
იპოვეთ שემდეგი საשუალოები: 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 ][,][,, tptxtptx ΔΔ  

სისტემების ტალღური ფუნქციაა: 

( ) ( )










 −

−=Ψ 2

2
00

2
exp

a

xxxip
Ax


 

5.24. ჰეიზენბერგის ოპრატორებისათვის მოძრაობის განტოლების გამოყენებით 

დაამტკიცეთ, რომ ( ) ( )[ ] ikki itxtp δ−=ˆ,ˆ   

5.25. 5.20-5.22 ამოცანებשი მითითებული სისტემებისათვის  იპოვეთ „სხვადასხვა“  

დროიანი კომუტატორი ( ) ( )[ ]txtp ′ˆ,ˆ . 

5.26. ნაწილაკი იმყოფება ერთგვაროვან დროשი ცვალებად ველשი, ამასთან, ძალა 

( ) 0→tF , როცა ±∞→t . იპოვეთ ძალის მოქმედების שედეგად ნაწილაკის საשუ-
ალო ენერგიის ცვლილება. 

5.27. იპოვეთ უნიტარული ოპერატორი, რომელიც שეესაბამება გალილეის გარ-
დაქმნას, ანუ გადასვლას ახალ ინერციულ ათვლის სისტემაשი. დარწმუნდით שრე-
დინგერის განტოლების ინვარიანტობაשი ამ გარდაქმნის მიმართ. როგორ გარდა-
იქმნება ამ დროს ნაწილაკის ტალღური ფუნქცია კოორდინატულ და იმპულსურ 
წარმოდგენებשი?  

5.28. იპოვეთ უნიტარული ოპერატორი, რომელიც שეესაბამება ელექტრომაგნი-
ტური ველების ყალიბრულ გარდაქმნას. დარწმუნდით שრედინგერის განტოლების 
ინვარიანტობაשი ამ გარდაქმნის მიმართ.  

5.29. დამუხტული ნაწილაკისათვის, რომელიც იმყოფება ერთგვაროვან მაგნი-
ტურ ველשი, იპოვეთ ნაწილაკის რადიუს-ვექტორის და იმპულსის ოპერატორები 
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ჰეიზენბერგის წარმოდგენაשი. აირჩიეთ ვექტორული პოტენციალის שემდეგი ყა-

ლიბრობა ( )0,,0 0 xHA =


(მაგნიტური ველი მიმართულია z ღერძის გასწვრივ. 

მითითება: გამოიყენეთ ორი მეთოდი: ა)שრედინგერისა და ჰეიზენბერგის წარ-
მოდგენების დამაკავשირებელი უნიტარული გარდაქმნა; ბ)ამოხსენით ჰეიზენბერ-
გის ოპრატორებისათვის მოძრაობის განტოლება. 

5.30. 5.20-5.22 ამოცანებשი განხილული სისტემებისათვის იპოვეთ ჰამილტონიანი 

( )tĤ  და שეადარეთ ის ( )0ˆ =tH -ს.  

5.31. რომელი მექანიკური სიდიდეები (ენერგია, იმპულსის პროექცია, იმპულსის 
მომენტის კვადრატი და პროექცია) ინახება ნაწილაკის שემდეგ ველებשი მოძრაო-
ბისას: 

ა) ველის არარსებობისას (თავისუფალი მოძრაობა); 

ბ) ერთგვაროვანი პოტენციური ველი ( ) azzU = , სადაც a  მუდმივია; 

გ) ცენტრალურ-სიმეტრიული ველი ( )rU ; 

დ) ერთგვაროვანი ცვლადი ველი ( ) ( )ztatzU =, . 

5.32. ნაწილაკი იმყოფება გარკვეულ ( )tx,Ψ  მდგომარეობაשი, რომელიც არ არის 

საკუთარი ფუნქცია Â  ოპერატორისა. Â  ოპერატორი ცხადად არ არის დამოკი-

დებული დროზე და კომუტირებს Ĥ ჰამილტონიანთან. აჩვენეთ, რომ: 

ა) ინახება A სიდიდის საשუალო; 

ბ) A სიდიდის გარკვეული მნიשვნელობების პოვნის ალბათობები არ არის დრო-
ზე დამოკიდებული. 

5.33. როგორ שეიცვლება სტაციონარული მდგომარეობის აღმწერი სრული ტალ-

ღური ფუნქცია ( )tx,Ψ , თუ שევცვლით პოტენციური ენერგიის ათვლის წერტილს 

გარკვეული UΔ  სიდიდით.  

5.34. იპოვეთ שრედინგერის დროითი განტოლების ამონახსნი თავისუფალი ნაწი-
ლაკისთვის, რომელიც მოძრაობს P იმპულსით X ღერძის დადებითი მიმართუ-
ლებით. 

5.35. იპოვეთ ( )tx,Ψ  სრული ტალღური ფუნქციის 2.7 ამოცანის ტალღურ ფუნ-
ქციებად გაשლის კოეფიციენტები. 

5.36.* m მასის ნაწილაკის ტალღური ფუნქციაა  

( ) 










+−

=Ψ
it

mx
a

Aetx


2

, , 

სადაც A  და a  ნამდვილი დადებითი მუდმივებია. 
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ა) იპოვეთ A ; 

ბ) რომელი )(xV  პოტენციალისათვის ( )tx,Ψ  ტალღური ფუნქცია აკმაყოფი-
ლებს שრედინგერის განტოლებას?  

მითითება: გამოთვალეთ ( )tx,Ψ -ის პირველი წარმოებული დროით და მეორე 
წარმოებული კოორდინატით და ჩასვით שრედინგერის დროით განტოლებაשი. 

5.37. m მასის ნაწილაკის ტალღური ფუნქციაა:  

( ) 










+−

=Ψ
it

mx
a

Aetx


2

, . 

იპოვეთ x , 2x , xσ , p , 2p , pσ .აკმაყოფილებს თუ არა ჰეიზენბერ-

გის თანაფარდობას xσ pσ ნამრავლი?  

5.38.*  ნორმირებული სტაციონარული მდგომარეობებისათვის დაამტკიცეთ, რომ 
E  ნამდვილი სიდიდეა. 

მითითება: ( ) ( ) 
Et

i
extx
−

=Ψ ψ,  გამოსახულებაשი ჩაწერეთ Γ+= iEE 0  (სადაც 

0E და Γ ნამდვილი რიცხვებია) და აჩვენეთ, რომ, თუ სრულდება პირობა 

( )
∞

∞−
= 1, 2

dxtxψ  ყველა t -თვის, მაשინ აუცილებლად 0=Γ . 

5.39.* 0=t მომენტשი 2.7 ამოცანის ტალღური ფუნქცია პირველი ორი სტაციონა-
რული დონის სუპერპოზიციაა თანაბარი წონითი წვლილით: 

( ) ( )[ ]xxAx 21 )(0, ψψ +=Ψ  

ა) იპოვეთ A ; 

მითითება: გამოიყენეთ 1ψ და 2ψ  ფუნქციების ორთოგონალობის პირობა. 

ბ) იპოვეთ ( )tx,Ψ  და ( ) 2, txΨ . მოხერხებულობისათვის שემოიღეთ სიდიდე 

2

2

2ma

πω = ; 

გ) გამოთვალეთ x . ეს საשუალო დროשი ოსცილირებს. იპოვეთ ამ ოსცილაციის 

სიხשირე და ამპლიტუდა; 

დ) იპოვეთ p ; 

ე) იპოვეთ H . 



 70

5.40.* წინა (5.39) ამოცანის ტალღურ ფუნქციაשი שემოვიტანოთ ფაზური φ  მამ-
რავლი 

( ) ( )[ ]xexAx i
21 )(0, ψψ φ+=Ψ . 

იპოვეთ ( )tx,Ψ , ( ) 2, txΨ და x  .ედეგებსש ედეგები წინა ამოცანისש ეადარეთש .

განიხილეთ 
2
πφ = და πφ =   .ემთხვევებიש

5.41.* ნაწილაკის ყოფაქცევა ერთგანზომილებიან ორმოשი ( )ax ,0⊂ აღიწერება 

საწყისი ტალღური ფუნქციით ( ) ( )xaAxx −=Ψ 0, , სადაც A  მუდმივაა. იპოვეთ 

( )tx,Ψ . 

მითითება: გამოიყენეთ 5.35 ამოცანის שედეგი ( )tx,Ψ -ის საპოვნელად. 

5.42.*  ჰარმონიული ოსცილატორის ტალღური ფუნქციაა: 

( ) ( ) ( )[ ]xxAx 100, ψψψ += , 

სადაც A  მუდმივაა. 

ა) იპოვეთ A  მუდმივა; 

ბ) იპოვეთ ( )tx,Ψ  და ( ) 2, txΨ ; 

გ) იპოვეთ x , როგორც დროის ფუნქცია. שევნიשნოთ, რომ ის ოსცილირებს. 

იპოვეთ ამ ოსცილაციის ამპლიტუდა და კუთხური სიხשირე. 

დ) გამოიყენეთ გ) שედეგი და იპოვეთ p -ეამოწმეთ, რომ ერენფესტის თეორეש .

მა ამ მდგომარეობისათვის სრულდება. 

5.43.*  განიხილეთ მოძრავი დელტაფუნქციიანი კედელი: 

( ) ( )vtxtxV −−= αδ, , 

სადაც v  არის კედლის მუდმივი სიჩქარე. 

ა) აჩვენეთ, რომ დროზე დამოკიდებულ שრედინგერის განტოლებას აქვს ზუსტი 
ამონახსნი: 

( ) 


mvxtmvE
i

vtxm

ee
m

tx

−





 +

−
−

−
=Ψ

2

2
2
1

,
α

α
, 

სადაც 2

2

2
αm

E −= არის ბმული მდგომარეობების ენერგია. 
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მითითება: პირდაპირი ჩასმით აჩვენეთ, რომ კმაყოფილდება שრედინგერის დრო-
ზე დამოკიდებული განტოლება; 

ბ) იპოვეთ ამ მდგომარეობაשი ჰამილტონიანის საשუალო და გააანალიზეთ მიღე-
ბული שედეგი. 

5.44.* ა) აჩვენეთ, რომ:  

( ) ( )



















−+++−






= −− titi axe

m

ti
e

a
x

mm
tx ωωω

π
ωψ 21

22
exp, 2

2
24

1



 

ტალღური ფუნქცია აკმაყოფილებს დროზე დამოკიდებულ שრედინგერის განტო-

ლებას ჰარმონიული ოსცილატორისათვის ( ) 22

2
1

xmxV ω= პოტენციალით. 

აქ a ნამდვილი მუდმივაა. 

ბ) იპოვეთ ( ) 2, txψ . 

გ) გამოითვალეთ x  და p  და שეამოწმეთ, რომ კმაყოფილდება ერენფესტის 

თეორემა. 
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თავი 6. კვანტურ-მექანიკური ამოცანების ამოხსნის  

მიახლოებითი მეთოდები 

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

-ემდეგი საש ფოთების თეორიის მეთოდები დაფუძნებულია ჰამილტონიანისשეש
ხით წარმოდგენაზე: 

VHH ˆˆˆ
0 += ,                                                    (6.1) 

სადაც V̂ ესწორებაა და იგულისხმება, რომ 0Ĥש ფოთება მცირეשეש -ფოთებეשეუש

ლი ჰამილტონიანით ცნობილია שრედინგერის განტოლების ამოხსნები. ეს მეთო-
დები საשუალებას იძლევა თანმიმდევრული იტერაციების გამოყენებით განიხი-
ლეთ ის ეფექტები, რომელსაც იწვევს שეשფოთების ზემოქმედება. 

1) სტაციონარულ שემთხვევაשი, როდესაც 0Ĥ და V̂  ანუ Ĥ არ არის დროზე და-

მოკიდებული, მაשინ Ĥ  ჰამილტონიანის დისკრეტული სპექტრის საკუთარი 
მნიשვნელობანი და שესაბამისი საკუთარი ფუნქციები שეשფოთების שემდეგი 
მწკრივის სახით წარმოდგება: 

( ) ( ) ( ) ...210 +++= nnnn EEEE ;               (6.2) 

 

( ) Ψ=Ψ
m

mnmn c 0 ;   ( ) ( ) ...10 ++= nmnmnm ccc  ,             (6.3) 

სადაც ( )0
nE და ( )0

nΨ  სპექტრი და საკუთარი ფუნქციებია 0Ĥ -ფოთებელი ჰამიשეუש

ლტონიანის. მაשინ, თუ שეუשფოთებელი ( )0
nE დონეები გადაუგვარებელია, გვექნება 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
−

=≡ΨΨ=
m mn

nnnn
EE

nVm
EnVnVE 00

2

2001
ˆ

,ˆˆ             (6.4) 

(ამ ჯამשი არ გვაქვს nm =  ესაკრები), ხოლო საკუთარი ფუნქციებისათვისש 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) nk

EE

nVk
ccc

kn
nknnnknk ≠

−
=== ,

ˆ
;0; 00

110 δ .                  (6.5) 

) ფოთების თეორიის გამოყენების კრიტერიუმიაשეש )kn ≠ : 

( ) ( )00ˆ
kn EEnVk −<< .                                        (6.6) 
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 თუ שეუשფოთებელი ( )0
nE დონე s -ჯერადად გადაგვარებელია და მას שეესაბა-

მება ურთიერთორთოგონალური საკუთარი ფუნქციები ( )0
,αnΨ , სადაც ,,...2,1 s=α  

მაשინ ნულოვანი მიახლოების სწორი საკუთარი ფუნქციებია: 
( ) ( ) Ψ=Ψ

α
αα
0
,

0

nn c                           (6.7) 

და שესაბამისი ენერგიის პირველი რიგის ( )1
nE -ესწორებები განისაზღვრებიან  გაש

ნტოლებათა שემდეგი სისტემიდან 

( )( ) ( ) =−
β

βαβδβα 0nV̂ 01 cEn n .                         (6.8) 

(6.8) სისტემის არატრივიალური ამოხსნადობის მოთხოვნიდან ვღებულობთ 
სეკულარულ განტოლებას: 

( ) 0ˆ 1 =− αβδβα nEnVn ,                                        (6.9) 

რომლის ( )1
nE ფესვები (მათი რიცხვი არის s ) განსაზღვრავენ 0Ĥ  ფოთებელიשეუש

ჰამილტონიანის დონეების გახლეჩას (თუ ყველა ( )1
nE ფესვი განსხვავებულია, მა-

-ინ გადაგვარება მთლიანად იხსნება, ჯერადი ფესვების არსებობისას კი გადაგვაש
რება ნაწილობრივ იხსნება) და ამ ფესვების (6.8) სისტემაשი ჩასმა საשუალებას იძ-
ლევა იპოვეთ ნულოვან მიახლოებაשი שესაბამისი ქვედონეების ტალღური ფუნ-
ქციები. 

2) რიგ שემთხვევებשი გამოიყენება ვარიაციული მეთოდი ენერგიის დონეების გა-
მოსათვლელად. ამ მეთოდის საფუძველს წარმოადგენს שემდეგი უტოლობა: 

 •≤ dqHE ψψ ˆ
0 ,                         (6.10) 

სადაც 0E  ძირითადი მდგომარეობის ენერგიაა (ანუ იმ მდგომარეობისა, რომლის 

ენერგიაც მინიმალურია), Ĥ  ჰამილტონის ოპერატორია, ხოლო ψ  ნებისმიერი 
ნორმირებული ფუნქციაა, რომელთაც საცდელი ფუნქციები ეწოდებათ. ვარიაცი-
ული მეთოდით ამოცანა שემდეგნაირად იხსნება:  

ა) ირჩევენ ნორმირებულ საცდელ ψ  ფუნქციებს, რომლებიც გარკვეულ βα ,  
და ა.ש. პარამეტრებზეა დამოკიდებული; 

ბ) ითვლიან ფუნქციონალს ( )  •= dqHJ ψψβα ˆ,..., , რომელიც იმავე პარამეტ-

რებზეა დამოკიდებული; 

გ) პოულობენ βα ,  და ა.ש. პარამეტრების იმ მნიשვნელობებს, რომელთათვისაც 

J მინიმუმს აღწევს, რისთვისაც აუცილებელია განტოლებათა სისტემის ამოხსნა 



 74

...,0,0 =
∂
∂=

∂
∂

βα
JJ

                         (6.11) 

საცდელი ფუნქციის წარმატებით שერჩევისას ენერგიის მიღებული მნიשვნელობა 

( ),..., 000 βαJE =                           (6.12) 

ახლოს იქნება ენერგიის ნამდვილ მნიשვნელობასთან გამოყენებული პარამეტრე-
ბის მცირე რაოდენობისთვისაც კი. 

ვარიაციული მეთოდი שეიძლება გამოყენებულ იქნეს აღგზნებული მდგომარე-
ობებისთვისაც. ასე მაგალითად, პირველი აღგზნებული დონის საპოვნელად ჯერ 
უნდა იპოვეთ שემდეგი ფუნქციონალის მინიმუმი: 

 •= dqHJ 111
ˆψψ ,                            (6.13) 

სადაც 1ψ  ნორმირებული ფუნქციაა, რომელიც ორთოგონალურია ძირითადი 
მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციასთან. ასევე שეიძლება იქნეს ნაპოვნი უფრო მა-
ღალი აღგზნების ტალღური ფუნქციები. 

აუცილებელია აღინიשნოს, რომ ენერგიის ზუსტი მნიשვნელობები ( )0
nE და ვა-

რიაციული მეთოდით მიღებული nE  მნიשვნელობები שემდეგ უტოლობას აკმაყო-

ფილებენ: 
( )

nn EE ≤0 .                         (6.14) 

ვარიაციული მეთოდით ნაპოვნი ტალღური ფუნქციები שეიძლება არ იყვნენ 

Ĥ  ჰამილტონის ოპერატორის საკუთარი ფუნქციები. ისინი საკუთარი ფუნქციე-
ბი მხოლოდ მაשინ გახდებიან, თუ პარამეტრების წარმატებული არჩევისას ვარია-
ციული მეთოდით ვღებულობთ ზუსტ ამონახსნებს. ამ שემთხვევაשი (6.14) თანა-
ფარდობაשი გვექნება ტოლობა. 

3) დროზე დამოკიდებული ( )tV̂  რედინგერის დროზეש იשემთხვევაש ფოთებისשეש
დამოკიდებული განტოლების 

( )( )Ψ+=
∂
Ψ∂

tVH
t

i ˆˆ
0                           (6.15) 

ტალღური ფუნქციისათვის გვაქვს: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) Ψ







−=Ψ

k
k

k
k q

tiE
tatq 0

0

exp,


,            (6.16) 

რომელשიც ( )tak კოეფიციენტები აკმაყოფილებენ שემდეგ სისტემას: 

( ) { }=
k

kmkmk
m atitV

dt

da
i ωexp ,           (6.17) 
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სადაც  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )


−

=ΨΨ= •



00
00 ;ˆ km

mkqkmmk

EE
dqtVqtV ωτ .           (6.18) 

(6.17) სისტემის ამოხსნა თანმიმდევრული იტერაციებით 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...10 ++= tatata kkk                     (6.19) 

იძლევა ( ) ( ) consttak =0 ) ემდგომ თუ ჩავთვლით, რომש . ) 0ˆ →tV , როცა −∞→t  

და ამ დროს (ანუ שეשფოთების ჩართვამდე) სისტემა იმყოფება დისკრეტული 

სპექტრის ნებისმიერ n  მდგომარეობაשი და ამიტომ ( ) nkk ta δ→−∞→ , ვირ-

ჩევთ ( ) ( )
nkknk aa δ=≡ 00 . პირველი რიგის שესწორებისათვის ( ) ( ) 01 =−∞=takn  პი-

რობის გათვალისწინებით (6.17) სისტემიდან ვღებულობთ: 

( ) ( ) ( )
∞−

−=
t

ti
knkn dtetV

i
ta knω


1 .                               (6.20) 

თუ ∞→t -თვის ( )tV̂ ) ინשფოთება ქრება, მაשეש  ) ( )∞=takn
1  ფოთებისשეש 

მწკრივის პირველ რიგשი განსაზღვრავს იმის ალბათობას, რომ სისტემა საწყისი 
ნებისმიერი n  მდგომარეობიდან გადავიდეს საბოლოო k  )( nk ≠  მდგომარეობა-
 :ი მისი მთელი მოქმედების მანძილზეש

( ) ( ) ( )
2

2
1 1


∞

∞−
=→ dtetVknW ti

kn
knω


.                (6.21) 

 ფოთების სტაციონარული თეორიაשეש  .6.1

6.1. ნაწილაკისათვის, რომელიც იმყოფება a სიგანის უსასრულო სიმაღლის 
პოტენციურ  ორმოשი, שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი იპოვეთ ენერგიის 
წანაცვლება שემდეგი שეשფოთებებისას:  

ა) ( ) ( )axa
a

V
xV −−= 20 ; 

ბ) ( )




<<−<<
−<<

=
axbabx

baxbV
xV

,0,0
,0  

 .ფოთების თეორიის გამოყენების პირობები ამ ამოცანისათვისשეש ეისწავლეთש

6.2. აჩვენეთ, რომ წინა 6.1. ამოცანის ნაწილაკის ენერგეტიკული დონეების პირ-

ველი რიგის ( )1E ) ესწორება ნებისმიერიש )xV -ფოთებისას  ზედა დონეებისთשეש 
ვის (დიდი n -თვის), არ არის დამოკიდებული n -ზე.  
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6.3. დამუხტული წრფივი ოსცილატორი მოთავსებულია ერთგვაროვან ელექტ-
რულ ველשი, რომლის ε  დაძაბულობის ვექტორი მიმართულია ოსცილატორის 
რხევის ღერძის გასწვრივ. განიხილეთ ელექტრული ველის ზემოქმედება, რო-
გორც שეשფოთება და იპოვეთ שეשფოთების თეორიის ფარგლებשი ენერგეტიკული 
დონეების პირველი ორი რიგის שესწორება. მიღებული שედეგი שეადარეთ ამოცა-
ნის ზუსტ ამონახსნს.  

6.4. დამუხტული ნაწილაკი იმყოფება ძირითად მდგომარეობაשი ერთგანზომილე-
ბიან უსასრულო სიმაღლის პოტენციურ  ორმოשი და მასზე მოქმედებს ერთგვა-
როვანი ელექტრული ველი. განიხილეთ ელექტრული ველის ზემოქმედება, რო-
გორც שეשფოთება და იპოვეთ שეשფოთების თეორიის ფარგლებשი ენერგეტიკული 
დონეების პირველი ორი რიგის שესწორება.  

6.5. ოსცილატორის ჰამილტონიანს שემდეგი სახე აქვს: 

222
ˆˆ

222 xkx

m

p
H

α++= . 

განიხილეთ 
2

2xα
 წევრი, როგორც שეשფოთება და იპოვეთ שეשფოთების თეო-

რიის ფარგლებשი ენერგეტიკული დონეების პირველი ორი რიგის שესწორება. שე-
ისწავლეთ მიღებული שეשფოთების მწკრივის კრებადობის საკითხი.  

6.6. ნაწილაკზე, რომელიც იმყოფება a  სიგანის უსასრულო სიმაღლის პოტენ-
ციურ  ორმოשი, მოდებულია שემდეგი שეשფოთება: 

( )
a

x
VxV

π2
0 cos= . 

იპოვეთ שეשფოთების თეორიის ფარგლებשი ენერგეტიკული დონეების პირვე-
ლი ორი რიგის שესწორება.  

6.7. წინა 6.6 ამოცანაשი იპოვეთ שეשფოთების თეორიის ფარგლებשი ნაწილაკის 
ძირითადი ენერგეტიკული დონის მესამე რიგის שესწორება.  

6.8. იპოვეთ שეשფოთების თეორიის ფარგლებשი ენერგეტიკული დონეების პირვე-
ლი ორი რიგის שესწორება 6.1 ამოცანის პირობებשი, როდესაც שეשფოთებას שემ-
დეგი სახე აქვს: 

( ) ( )2/axxV −= αδ . 

  .ფოთების თეორიის გამოყენების პირობები ამ ამოცანისათვისשეש ეისწავლეთש

6.9. როგორც ცნობილია, שეשფოთების თეორიის ფარგლებשი პირველი რიგის שეს-
წორებას שემდეგი სახე აქვს: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ≠
−

=Ψ+Ψ≈Ψ
k kn

kn
nkknknn nk

EE

V
cc ;; 00

001 , 
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ხოლო ( )1
nnc  კოეფიციენტების მნიשვნელობები განუსაზღვრელი რჩება (როგორც 

წესი, თვლიან, რომ ( ) 01 =nnc ). ახსენით, რატომ წარმოიשობა ეს განუზღვრელობა. 

) ენარჩუნდება თუ არა ეს განუზღვრელობაש )p
nnc -ების გამოთვლისას שეשფოთების 

თეორიის უფრო მაღალ რიგებשი? 

6.10. I ინერციის მომენტის და d


 ელექტრული დიპოლური მომენტის მქონე 

ბრტყელი როტატორი იმყოფება ერთგვაროვან ელექტრულ ველשი, რომლის 0ε


 

დაძაბულობის ვექტორი მოთავსებულია როტატორის ბრუნვის სიბრტყეשი. განი-
ხილეთ ელექტრული ველის ზემოქმედება, როგორც שეשფოთება და იპოვეთ რო-
ტატორის ძირითადი მდგომარეობის პოლარიზაცია. 

6.11. I ინერციის მომენტის და d


 ელექტრული დიპოლური მომენტის მქონე სივ-

რცული როტატორი ( d


 პარალელურია როტატორის ღერძის) მოთავსებულია 0ε


 

დაძაბულობის მქონე ერთგვაროვან ელექტრულ ველשი. განიხილეთ ელექტრული 
ველის ზემოქმედება, როგორც שეשფოთება და იპოვეთ როტატორის ძირითადი 
მდგომარეობის პოლარიზაცია. 

6.12. იპოვეთ ბრტყელი ჰარმონიული ოსცილატორის პირველი აღგზნებული დო-
ნის გახლეჩა xyV α=  ( yx, სიბრტყეשი ხდება რხევა) שეשფოთების ზემოქმედე-
ბის გამო שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი.  

6.13. იპოვეთ ბრტყელი ჰარმონიული ოსცილატორის მეორე აღგზნებული დონის 
გახლეჩა xyV α=  ( yx, სიბრტყეשი ხდება რხევა) שეשფოთების ზემოქმედების 
გამო שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი.  

6.14.* დამუხტული ნაწილაკი მოძრაობს ერთგანზომილებიან ( )xU αδ−=  პოტენ-
ციურ  ველשი. იპოვეთ ენერგიის გახლეჩა სუსტ ელექტრულ ველשი და ძირითადი 
დონის პოლარიზაცია. 

მითითება: გამოიყენეთ שემდეგი ინტეგრალი ( )222

4sin
kx

k
dxekxx x

+
=−

∞

∞−


ηη  და 

დამატების (A.10) ინტეგრალი. 

6.15.* I ინერციის მომენტის და d


 ელექტრული დიპოლური მომენტის მქონე 

ბრტყელი როტატორი იმყოფება ძლიერ ელექტრულ ველשი 







>>

I
d

2ε . იპოვეთ 

როტატორის სპექტრის ქვედა ნაწილის ენერგეტიკული დონეებისა და ტალღური 
ფუნქციების მიახლოებითი სახე. 
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მითითება: ძლიერ ელექტრულ ველשი როტატორის ქვედა დონეები ლოკალიზე-

ბულია მცირე კუთხეეზე 1<<ϕ . ამიტომ ϕε cosdU −=  ენერგია გაשალეთ 

მწკრივად ϕ -ს მიხედვით და שემოიფარგლეთ გაשლის 2ϕ წევრით.  

6.16.* I ინერციის მომენტის და d


 ელექტრული დიპოლური მომენტის მქონე სივ-

რცული როტატორი იმყოფება ძლიერ ელექტრულ ველשი 







>>

I
d

2ε . იპოვეთ 

როტატორის სპექტრის ქვედა ნაწილის ენერგეტიკული დონეებისა და ტალღური 
ფუნქციების שესწორებები שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი.  

მითითება: ამოცანა იხსნება 6.15 ამოცანის ანალოგიურად. 

6.17.* ნაწილაკი იმყოფება ბრუნვის ელიფსოიდის שიგნით, რომლის პოტენციალია: 

( )









>++∞

<++

=
1,

,1,0
,,

2

2

2

22

2

2

2

22

b

z

a

yx

b

z

a

yx

zyxU  

ამასთან, aba <<− . იპოვეთ שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი ნაწილაკის 

ძირითადი ენერგიის დონის שესწორება. שეუשფოთებელ ობიექტად ჩათვალეთ 
ელიფსოიდის მოცულობის სფერო. 

მითითება: שემოიღეთ ახალი ცვლადები 
b

az
zyyxx =′=′=′ ,,  და שეשფოთების 

ოპერატორად განიხილეთ שემდეგი ოპერატორი: ( ) 2

2
2

2
2

2
ˆ

zm
V

′∂
∂+−= εε

, სადაც 

1<<ε  განისაზღვრება ( )ba ε+= 1  თანაფარდობიდან. 

6.18.*  ნაწილაკი იმყოფება שემდეგ ცენტრალურ ველשი: 

( )
1

0

−

−=
a

r

e

U
rU  

ამასთან, 12
0

2

>>


Uma
 ი იპოვეთ ამოცანისשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש .

ენერგეტიკული სპექტრის ქვედა ნაწილის განსხვავება 
r

aU
rU 0)( −=


 კულონუ-

რი პოტენციალის სპექტრისაგან.  
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მითითება: שეשფოთების ოპერატორად აიღეთ ( ) ( ) 







−

−
−=

r

a

ar
UrV

1/exp
1

0  

ოპერატორი და שემდეგ ეს ოპერატორი გაשალეთ ar / ხარისხების მწკრივად პირ-
ველ რიგამდე.  

6.19.* ნაწილაკი იმყოფება იუკავას პოტენციალის ველשი: 

( )
r

e
rU

a

r−

−= α
 

ამასთან, 12
0 >>


Umaα

 ი იპოვეთ ამოცანისשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש .

ენერგეტიკული სპექტრის ქვედა ნაწილის განსხვავება 
r

aU
rU 0)( −=


 კულონუ-

რი პოტენციალის სპექტრისაგან.  

მითითება: ამოცანა იხსნება 6.18 ამოცანის ანალოგიურად. 

6.20.*  ნაწილაკისათვის, რომელიც მოძრაობს שემდეგ ცენტრალურ ველשი: 

( ) 0;20; ><<−= αα
p

r
rU

p
 

იპოვეთ lnr
E  ენერგეტიკული დონეები დიდი 1>>l ორბიტალური მომენტისათ-

ვის. (ამასთან, rn რადიალური რიცხვი שესაძლოა არც ისე დიდი იყოს). שეისწავ-
ლეთ שეשფოთების თეორიის გამოყენების პირობები ამ ამოცანისათვის. კულონური 
ველისათვის )1( =p  მიღებული שედეგი שეადარეთ ამოცანის ზუსტ ამონახსნს.  

მითითება: გაשალეთ ეფექტური პოტენციალი 
( )

2

2

2
1

mr

ll

r
U

peff
++−= α

 მინიმუ-

მის წერტილის 0r -ის მახლობლად.  

6.21. ნაწილაკისათვის, რომელიც მოძრაობს שემდეგ ცენტრალურ ველשი: 

( ) 0,; >= ναα νrrU  

იპოვეთ 0>lnr
E  ენერგეტიკული დონეები დიდი 1>>l ორბიტალური მომენტი-

სათვის. (ამასთან, rn რადიალური რიცხვი שესაძლოა არც ისე დიდი იყოს). שეის-
წავლეთ שეשფოთების თეორიის გამოყენების პირობები ამ ამოცანისათვის. სფე-
რული ოსცილატორისათვის )2( =ν  მიღებული שედეგი שეადარეთ ამოცანის 
ზუსტ ამონახსნს.  

მითითება: ამოცანა იხსნება 6.20 ამოცანის ანალოგიურად.  
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6.22. იპოვეთ שეשფოთების თეორიის ( )2
nψ მეორე რიგის שესწორება ტალღური 

ფუნქციისათვის. 

6.23. იპოვეთ שეשფოთების თეორიის ( )2
nE მესამე რიგის שესწორება ენერგიის დო-

ნისათვის. 

6.24. იპოვეთ ენერგიის დონეები წრფივი ანჰარმონიული ოსცილატორისათვის, 
რომლის ჰამილტონიანია: 

43
222

22
ˆˆ xx

xm

m

p
H βαω +++= . 

6.25. იპოვეთ שეשფოთების თეორიის პირველი რიგის שესწორება ენერგიის საკუ-
თარი მნიשვნელობისათვის და ნულოვანი რიგის სწორი ფუნქციები ორჯერადად 
გადაგვარებული დონისათვის.  

6.26. იპოვეთ שეשფოთების თეორიის მეორე რიგის שესწორება ენერგიის საკუთა-
რი მნიשვნელობისათვის ორჯერადად გადაგვარებული დონისათვის. 

6.27. ნაწილაკი იმყოფება სფერული სიმეტრიის ველשი (שეუשფოთებელი ამოცანა) 

და მისი ენერგიის დონეებია nlE . იპოვეთ שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი 

ენერგიის שესწორება, როდესაც ერთვება OZ გასწვრივ მიმართული სუსტი მაგ-
ნიტური ველი. 

6.28. აჩვენეთ, რომ ძირითადი მდგომარეობის ენერგიის მეორე რიგის שესწორება 
ყოველთვის უარყოფითი სიდიდეა.  

6.29. სისტემის שეשფოთება იმაשი მდგომარეობს, რომ ერთგანზომილებიანი a  სი-

განის უსასრულო სიმაღლის პოტენციურ ი ორმოს ფსკერი 0V  მუდმივით აიწია 

მხოლოდ ( )2/,0 ax∈ ინტერვალשი. იპოვეთ שეשფოთების თეორიის პირველი שეს-
წორებები ენერგიასა და ტალღურ ფუნქციაשი. 

6.30. იპოვეთ ენერგიის პირველი שესწორება ნაწილაკისათვის, რომელიც მოძრა-

ობს 0x  სიგანის და უსასრულო სიმაღლის ერთგანზომილებიან პოტენციურ  ორ-

მოשი, თუ שეשფოთების ენერგიას აქვს სახე: 

CV −=ˆ , როცა 2/0 0xx ≤≤ ; 

CV =ˆ , როცა 00 2/ xxx ≤< , 

სადაც C მუდმივია. 

6.31. განიხილეთ კვანტური ქანქარა, რომლის ჰამილტონიანია: 

ϕλ
ϕ

cos
2

ˆ
2

2

2

2
−

∂
∂−=

ma
H


, 
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სადაც პოტენციურ ი ენერგია ϕλ cos−=V , განიხილება როგორც שეשფოთება. 
იპოვეთ ამ სისტემისთვის שეשფოთების თეორიის პირველი და მეორე რიგის שეს-
წორებები ენერგიისათვის. 

6.32. ერთგანზომილებიანი a  სიგანის უსასრულო სიმაღლის პოტენციურ  ორმო-
ფოთება qxVשეש ი მოთავსებულ ნაწილაკზე მოქმედებსש −= . იპოვეთ שეשფოთე-
ბის თეორიის პირველი რიგის שესწორებები ენერგიისა და ტალღური ფუნქციი-
სათვის. 

6.33. ( ) ( )00
mnmn EEV −<<  თანაფარდობა წარმოადგენს שეשფოთების თეორიის 

გამოყენების აუცილებელ პირობას. მაგალითის სახით აჩვენეთ, რომ 

( ) 322

2
1

xxmxV λω +=  ველשი მოძრავი ნაწილაკისათვის ეს პირობა არ არის საკ-

მარისი. 

6.34. წყალბადის ატომשი ბირთვის მუხტის ერთი პროტონით გაზრდისას, שეשფო-
თების თეორიის პირველ რიგשი იპოვეთ ენერგიის ცვლილება. 

6.35.* როგორ שეიცვლება წყალბადის ატომის პირველი აგზნებული დონის ენერ-
გია, თუ პროტონს განვიხილავთ არა როგორც წერტილს, არამედ ჩავთვლით მას 

მცირე 13105 −⋅=b სმ რადიუსის მქონე თანაბრად დამუხტულ სფეროდ?  

მითითება: שეשფოთების ოპერატორად განიხილეთ ოპერატორი: 

( ) ( )




>
<+−=

br

brbrbre
rV

,0
,2/2/3/1ˆ

322
 , 

სადაც ab << ( a  ბორის რადიუსია). 

6.36. ნაწილაკი იმყოფება ორგანზომილებიან სიმეტრიულ უსასრულო სიმაღლის 
პოტენციურ ორმოשი. ამასთანავე, ნაწილაკზე მოქმედებს მცირე שეשფოთებაც 

CxyW = , სადაც C მუდმივაა. იპოვეთ ენერგიის שეשფოთების თეორიის პირველი 
რიგის שესწორება.  

6.37.* ნაწილაკის ჰამილტონიანს שემდეგი სახე აქვს: 










>

≤≤+
=

ar
m

p

ar
rm

m

p

H

;
2

0;
22

2

222 ω

, 

სადაც 22 yxr += . იპოვეთ ძირითადი მდგომარეობის ენერგიის שეשფოთების 

თეორიის პირველი და მეორე რიგის שესწორებები. 
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მითითება: שეשფოთების ოპერატორად განიხილეთ ოპერატორი: 





>−

≤≤
=

arrm

ar
V

:2/

0;0
22ω

 

6.38. m  მასის და 2

223
ma

E
π=  ენერგიის მქონე ნაწილაკი იმყოფება სამგანზომი-

ლებიან უსასრულო სიმაღლის პოტენციურ ორმოשი. მასზე z  მიმართულებით 
მოქმედებს სუსტი ელექტრული ველი zeW ε= . იპოვეთ ენერგიის שეשფოთების 
თეორიის პირველი რიგის שესწორება.  

6.2. ვარიაციული მეთოდი 

6.39. ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ  





<∞
≥

=
0;
0;

)( 0

x

xxF
xU  

ველשი მოძრავი ნაწილაკის ძირითადი მდგომარეობის ენერგია. საცდელ ფუნქცი-

ებად აიღეთ: ა) xAxe α−=Ψ ;  ბ) 2

2x

Bxe
α−

=Ψ . 

6.40. ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ ნაწილაკის ძირითადი მდგომა-
რეობის ენერგია, რომელიც მოძრაობს שემდეგ ველשი: 

( ) ( )xxU αδ−=  

საცდელ ფუნქციებად აიღეთ: ა) ( ) ;1
1

2

2 −









+=Ψ

a

x
Ax  ბ) ( )

2

2

2
1

−









+=Ψ

a

x
Bx , 

სადაც a ვარიაციული პარამეტრია. שედეგი שეადარეთ ზუსტ ამონახსნს.  

6.41. ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ ნაწილაკის პირველი აგზნებუ-
ლი დონის ენერგია, რომელიც მოძრაობს წრფივი ოსცილატორის ველשი. საცდელ 

ფუნქციად აიღეთ: xAxe α−=Ψ , სადაც α  ვარიაციული პარამეტრია. שედეგი 
 .ეადარეთ ზუსტ ამონახსნსש

6.42. იპოვეთ ერთგანზომილებიანი უსასრულო სიმაღლის და a  სიგანის პოტენ-
ციურ ორმოשი მოძრავი ნაწილაკის ძირითადი დონის ენერგია. საცდელ ფუნქციე-

ბად აიღეთ: ა) ( ) ( );axAxx −=Ψ ბ) ( ) ;sin 2

a

x
x

π=Ψ გ) ( ) 






 −−=Ψ
22
a

x
a

Cx . 

-ედეგს. ახსენით, ყველაზე კარგ თანხვედრას რატომ იძש ეადარეთ ზუსტש ედეგიש
ლევა ა) ფუნქცია. 
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6.43. იპოვეთ ერთგანზომილებიანი უსასრულო სიმაღლის და a  სიგანის 
პოტენციურ  ორმოשი მოძრავი ნაწილაკის პირველი აგზნებული დონის ენერგიე-

ბი. საცდელ ფუნქციებად აიღეთ: ( )( )xaxaBx −−=Ψ 2/  ეადარეთש ედეგიש .
ზუსტ ამონახსნს.  

6.44.* ერთნაირი m მასის ორი ნაწილაკი იმყოფება ერთგანზომილებიან უსასრუ-
ლო სიმაღლის და a  სიგანის პოტენციურ ორმოשი და ერთმანეთთან ურთიერ-

თქმედებენ, როგორც ორი שეუღწევადი წერტილი, ანუ ( ) 0, 21 =Ψ xx , როცა 

21 xx = . იპოვეთ ძირითადი დონის ენერგია. საცდელ ფუნქციებად აიღეთ უმარ-
ტივესი პოლინომები, რომლებიც აკმაყოფილებენ ამოცანის პირობებს.  

მითითება: საცდელ ფუნქციად აიღეთ:  

( )( ) axxxaxxAx ≤≤≤−−=Ψ 21221 0, . 

6.45.* ვარიაციული მეთოდის საשუალებით (საცდელ ფუნქციად აიღეთ ( ) ;=Ψ −βrCer  

0>β  ვარიაციული პარამეტრია) მიიღეთ ცენტრალურ ( )rU  ველשი (ამასთან, 

( ) 0→rU , როცა ∞→r ) ბმული დონის არსებობის საკმარისი პირობა. 

მითითება: დათვალეთ ენერგიის საשუალო მნიשვნელობა და გამოიყენეთ ის ფაქ-
ტი, რომ ძირითადი დონის ენერგია ნაკლებია ან უდრის საשუალო მნიשვნელობას. 

6.46.*ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ ერთგანზომილებიანი ოსცი-
ლატორის ძირითადი მდგომარეობის ენერგიის მიახლოებითი მნიשვნელობა. საც-

დელ ფუნქციებად აიღეთ: ა) ( ) ;1
1

2

2 −









+=Ψ

a

x
Ax  ბ) ( )

2

2

2
1

−









+=Ψ

a

x
Bx , სა-

დაც a ვარიაციული პარამეტრია. שედეგი שეადარეთ ზუსტ ამონახსნს.  

მითითება: ინტეგრალების გამოთვლებისას გამოიყენეთ დამატების (A.10) ფორ-
მულა. 

6.47. ნაწილაკი მოძრაობს שემდეგ ველשი: 

( ) , 0; 0
, 0.

kx x k
U x

x

> >
= ∞ <

 

ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ ძირითადი მდგომარეობის ენერ-

გია. საცდელ ფუნქციებად აიღეთ: ა) ( ) ;xAxex α−=Ψ  ბ) ( ) 2

2x

Bxex
α−

=Ψ , სადაც 
α  ვარიაციული პარამეტრია. שედეგი שეადარეთ ზუსტ ამონახსნს.  

6.48. ნაწილაკი მოძრაობს שემდეგ ველשი: 

( ) ( )0

; 0
; 0.

x
U x

x a xαδ
∞ <= − − >
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ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ პარამეტრების ის მნიשვნელობე-
ბი, რომელთათვისაც ამ პოტენციალს გააჩნია ბმული მდგომარეობები. საცდელ 

ფუნქციებად აიღეთ ( )0>x : ა) ( ) ;xAxex η−=Ψ  ბ) ( ) 2

2x

Bxex
η−

=Ψ -ეაש ედეგიש .
დარეთ ზუსტ ამონახსნს.  

6.49. ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ ორგანზომილებიანი უსასრუ-
ლო სიმაღლის პოტენციური a  სიგანის ორმოשი მოძრავი ნაწილაკის ძირითადი 

დონის ენერგია. საცდელ ფუნქციებად აიღეთ: ა) ( ) ( )ρρ −=Ψ aA0 ; ბ) 

( )
a

B
2

cos0
πρρ =Ψ   .ეადარეთ ზუსტ ამონახსნსש ედეგიש .

6.50. ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ ორგანზომილებიანი უსასრუ-
ლო სიმაღლის პოტენციური a  სიგანის ორმოשი მოძრავი ნაწილაკის პირველი აგ-

ზნებული 1,0 == mnE
ρ

 დონის ენერგია. საცდელ რადიალურ ფუნქციებად აიღეთ 

მეორე რიგის პოლინომი, რომელიც 0=ρ  და a=ρ წერტილებשი აკმაყოფილებს 
აუცილებელ სასაზღვრო პირობებს. 

6.51. ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ ორგანზომილებიანი ბრტყელი 
ოსცილატორის ძირითადი მდგომარეობის ენერგია. საცდელ ფუნქციად აიღეთ 

( ) αρρ −=Ψ Ce0 , სადაც α  ვარიაციული პარამეტრია. 

6.52. ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ ნაწილაკის ძირითადი მდგომა-

რეობის ენერგია კულონურ rU /α−=  ველשი. საცდელ ფუნქციად აიღეთ:  

ა) ( ) 22

0
rCe αρ −=Ψ ; ბ) ( ) ( )





>
<−

=Ψ
ar

arraC
r

,0
,

, სადაც α  და a  ვარიაციული 

პარამეტრებია. 

6.53.* ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ წყალბადის ატომის მიახლოე-

ბითი ენერგია და ტალღური ფუნქციები s2 მდგომარეობაשი. 

მითითება: საცდელ ფუნქციად აიღეთ: 
r

a

b

s e
a

r
A

−






 += γψ 12 , სადაც a ბორის 

პირველი რადიუსია, A  ნორმირების მუდმივაა, ხოლო b  და γ  ვარიაციული პა-

რამეტრებია. 

6.54. ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ ნაწილაკის ძირითადი მდგომა-

რეობის ენერგია ოსცილატორისათვის 
2

2kr
U = . საცდელ ფუნქციად აიღეთ:  



 85

ა) ( ) rCe αρ −=Ψ0 ; ბ) ( ) ( )




>
<−

=Ψ
ar

arraC
r

,0
,

, სადაც α  და a  ვარიაციული პა-

რამეტრებია.  

6.55. ვარიაციული მეთოდის საשუალებით იპოვეთ ნაწილაკის ძირითადი მდგომა-
რეობის ენერგია სამგანზომილებიანი ოსცილატორისათვის. საცდელ ფუნქციად 

აიღეთ: ( ) rerA ααϕ −+= 1 , სადაც α  და A  ვარიაციული პარამეტრებია. 

6.56.* განიხილეთ ერთგანზომილებიანი მიზიდვის პოტენციალი, ისეთი, რომ 

( ) 0<xV  ყველა x -თვის. ვარიაციული პრინციპის გამოყენებით აჩვენეთ, რომ ამ 
პოტენციალს გააჩნია მინიმუმ ერთი დონე.  

მითითება: საცდელ ფუნქციად აიღეთ: 
2

4
2 axe
a −=
π

ψ . 

6.57.* განიხილეთ ნაწილაკი, რომელიც მოძრაობს ერთგანზომილებიან ( ) 4xxV λ=  
ველשი. გამოიყენეთ ვარიაციული მეთოდი და იპოვეთ ძირითადი მდგომარეობის 

ენერგია. שეადარეთ שედეგი ზუსტ ამონახსნს 3
12

0 2
06,1 k

m
E

= , სადაც 2
2

λm

k = . 

მითითება: საცდელ ფუნქციად აიღეთ: 
24

1
2 xe α

π
αψ −





= . 

6.58. დაამტკიცეთ ვარიაციული პრინციპის שემდეგი დებულება: თუ 0=gψψ , 

მაשინ fEH ≥ , სადაც fE არის პირველი აღგზნებული დონის ენერგია. 

6.59. გამოიყენეთ ვარიაციული პრინციპი იმის დასამტკიცებლად, რომ שეשფოთე-
ბის თეორიის პირველი რიგის שესწორება (არაგადაგვარებული სპექტრის שემ-
თხვევაשი), მეტია ან ტოლი ძირითადი მდგომარეობის ენერგიაზე. 

6.60. გამოიყენეთ ვარიაციული პრინციპი იმის დასამტკიცებლად, რომ שეשთოთე-
ბის თეორიის მეორე რიგის שესწორება (არაგადაგვარებული სპექტრის שემთხვე-
ვაשი), ნაკლები ან ტოლია ძირითადი მდგომარეობის ენერგიაზე. 

6.61.* თუ ფოტონს გააჩნია არანულოვანი მასა ( )0≠γm , მაשინ კულონურ პოტენ-

ციალს ცვლის იუკავას პოტენციალი:  

( )
r

ee
rV

rμ

πε

−
−=

0

2

4
, 
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სადაც /cmγμ = . ვარიაციული პრინციპის გამოყენებით იპოვეთ ამ „ წყალბა-

დის“ ატომის ბმის ენერგია. დავუשვით, 1<<aμ  და იპოვეთ პასუხი 2)( aμ სიზუს-
ტით (აქ a  ბორის პირველი რადიუსია).  

მითითება: საცდელ ფუნქციად აიღეთ: b

r

e
b

−
=

3

1

π
ψ (ვაკეთებთ ab → -ეცვש

ლას წყალბადის ატომთან שედარებით). 

 ფოთების არასტაციონარული თეორიაשეש   .6.3

6.62. a  სიგანის უსასრულო სიმაღლის ორმოשი მოთავსებულ ნაწილაკზე, რომე-
ლიც ძირითად მდგომარეობაשი იმყოფებოდა უსასრულოდ წარსულשი ( −∞→t ), 
მოქმედებას იწყებს სუსტი ერთგვაროვანი ველი, რომელიც დროשი שემდეგნაი-
რად იცვლება: 

ა) ( ) ( )22
0 /exp, τtxFtxV −−= ;  

ბ) ( ) ( )τ/exp, 0 txFtxV −−= . 

-ი იპოვეთ ნაწილაკის აღგზნებულ მდგოשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש
მარეობაשი გადასვლის ალბათობები უსასრულო მომავალשი ( ∞→t ). რა პირო-
ბებשია სამართლიანი მიღებული שედეგები? 

6.63. დამუხტულ წრფივ ოსცილატორზე მოქმედებს ერთგვაროვანი ელექტრული 
ველი, რომელიც დროשი שემდეგნაირად იცვლება: 

ა) ( ) 







−= 2

2

0 exp
τ

εε t
t ; 

ბ) ( ) ( )τεε /exp, 0 ttx −= .  

ჩათვალეთ, რომ ველის ჩართვამდე ( −∞→t ) ოსცილატორი იმყოფებოდა ნე-
ბისმიერ n  სტაციონარულ მდგომარეობაשი და שეשფოთების თეორიის პირველ 
რიგשი იპოვეთ ნაწილაკის აღგზნებულ მდგომარეობაשი გადასვლის ალბათობები 
უსასრულო მომავალשი ( ∞→t ). რა პირობებשია სამართლიანი მიღებული שედეგები?  

6.64. დამუხტულ წრფივ ოსცილატორზე მოქმედებს ერთგვაროვანი ელექტრული 
ველი, რომელიც დროשი שემდეგნაირად იცვლება: 

ა)  ( )
1

2

2

0 1
−









+=
τ

εε t
t ;      ბ)  ( ) t

t
t 02

2

0 cosexp ω
τ

εε 







−= .  

ჩათვალეთ, რომ ველის ჩართვამდე ( −∞→t ) ოსცილატორი იმყოფებოდა ნე-
ბისმიერ n სტაციონარულ მდგომარეობაשი და שეשფოთების თეორიის პირველ რი-
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გשი იპოვეთ ნაწილაკის აღგზნებულ მდგომარეობაשი გადასვლის ალბათობები უსა-
სრულო მომავალשი ( ∞→t ). რა პირობებשია სამართლიანი მიღებული שედეგები?  

6.65. დამუხტულ წრფივ ოსცილატორზე მოქმედებს ერთგვაროვანი ელექტრული 
ველი, რომელიც დროשი שემდეგნაირად იცვლება: 

( ) 





 +=

2
1arctan1

0 τπ
εε t

t . 

ჩათვალეთ, რომ ველის ჩართვამდე ( −∞→t ) ოსცილატორი იმყოფებოდა ნე-
ბისმიერ n  სტაციონარულ მდგომარეობაשი და שეשფოთების თეორიის პირველ რი-
გשი იპოვეთ ნაწილაკის აღგზნებულ მდგომარეობაשი გადასვლის ალბათობები უსა-
სრულო მომავალשი ( ∞→t ). რა პირობებשია სამართლიანი მიღებული שედეგები?  

6.66. d


 დიპოლური მომენტის მქონე ბრტყელ როტატორზე მოქმედებას იწყებს 

ერთგვაროვანი, დროשი ცვალებადი ელექტრული ველი ( ) ( ) 0εε tft = . ველის ჩარ-

თვამდე როტატორს გააჩნდა იმპულსის მომენტის, m -ის განსაზღვრული მნიש-
ვნელობა. שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი უსასრულო მომავალשი ( ∞→t ) 
იპოვეთ როტატორის ენერგიის პოვნის ალბათობები.  

6.67.* იპოვეთ სისტემის საწყისი ( −∞→t ) დისკრეტული სპექტრის n  მდგომარე-
ობიდან საბოლოო ( ∞→t ) მდგომარეობაשი გადასვლის ალბათობა არასტაციო-
ნარული שეשფოთების თეორიის მეორე რიგשი. ჩათვალეთ, რომ שეשფოთება 

±∞→t  დროს ნულის ტოლია. 

მითითება: გამოიყენეთ ამ თავის שესავალი თეორიული ნაწილის (6.16)-(6.21) 
ფორმულები. 

6.68. თუ ისარგებლებთ ამ თავის שესავალი თეორიული ნაწილის (6.20) ფორმუ-

ლით, მაשინ ალბათობა ( ) 2∞+= nnn aW  იმისა, რომ სისტემა იმავე საწყის n  

მდგომარეობაשი დარჩეს, ერთზე მეტი გამოდის 1>nW , რაც ეწინააღმდეგება 

ნორმის დროשი שენახვას. ახსენით წარმოქმნილი პარადოქსი. 

6.69.* I ინერციის მომენტის მქონე ბრტყელი როტატორი ბრუნავს xy  სიბრტყეשი 
და გააჩნია q მუხტი a მანძილზე z  ბრუნვის ღერძიდან. უსასრულო წარსულשი 

( )−∞→t  როტატორი ძირითად მდგომარეობაשი იმყოფებოდა. z  ღერძის პარალე-

ლურად ab >>  მანძილზე როტატორს v  სიჩქარით ჩაუფრინა Q მუხტის მქონე 

წერტილოვანმა ნაწილაკმა, ისე, რომ ეს ნაწილაკი 0=t  მომენტשი 0=z  სიბრტყეს 

კვეთს. იპოვეთ უსასრულო მომავალשი ( )∞→t  როტატორის ენერგიების პოვნის 
ალბათობები. მიუთითეთ, რა პირობებשია სამართლიანი მიღებული שედეგები.  

მითითება: ჩათვალეთ, რომ მუხტი მოძრაობს bz =  წრფის გასწვრივ. მაשინ მისი 
როტატორთან ელექტროსტატიკური ურთიერთქმედების ენერგია იქნება 
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( ) 2/12222 cos2
−

+−+ tvababqQ ϕ . გაשალეთ ეს გამოსახულება ba /  მცირე პა-
რამეტრის მიხედვით და მიიღეთ שეשფოთების ოპერატორის გამოსახულება. 

6.70.* მუხტის მქონე ორგანზომილებიანი ჰარმონიული ოსცილატორი ω  სიხשი-
რით ირხევა xy  სიბრტყეשი 0== yx  წერტილის მახლობლად. z  ღერძის პარა-

ლელურად b  მანძილზე ოსცილატორს v  სიჩქარით ჩაუფრინა Q მუხტის მქონე 

წერტილოვანმა ნაწილაკმა, ისე, რომ ეს ნაწილაკი 0=t მომენტשი xy  სიბრტყეს 

კვეთს. უსასრულო წარსულשი ( )−∞→t  ოსცილატორი ძირითად მდგომარეობა-

) იשი იმყოფებოდა. იპოვეთ უსასრულო მომავალש )∞→t  ოსცილატორის ენერ-

გიების პოვნის ალბათობები იმ დაשვებით, რომ 
ωm

b
>> . მიუთითეთ, რა პი-

რობებשია სამართლიანი მიღებული שედეგები.  

მითითება: ამოხსნა  წინა 6.69 ამოცანის ანალოგიურია. 

6.71. განიხილეთ ერთგანზომილებიანი ოსცილატორი 0ω სიხשირით და q  მუხტით. 

0=t  მომენტამდე ნაწილაკი იმყოფებოდა ძირითად მდგომარეობაשი. ოსცილა-
ტორზე τ დროის განმავლობაשი მოქმედებას იწყებს שეשფოთება – სუსტი ელექ-
ტრული ველი  

( )




><
≤≤−

=
τ
τε

tt

txq
tW

:0;0
0;

, 

სადაც ε  ველის დაძაბულობაა. שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი იპოვეთ 
1=n  მდგომარეობაשი გადასვლის ალბათობა.  

6.72. სისტემას გააჩნია დისკრეტული nE სპექტრი nψ ტალღური ფუნქციებით. 

მასზე −∞=t მომენტשი (როდესაც שეუשფოთებელი სისტემა 0ψ  ძირითად მდგო-

მარეობაשი იმყოფება) მოქმედებას იწყებს שემდეგი שეשფოთება: 

( )
πτ

τ 2

2

0
ˆ

t

e
rVV

−

= . 

როგორია იმის ალბათობა, რომ სისტემა ∞=t -თვის გადავა 0; >kkψ  მდგო-

მარეობაשი?  

6.73. განიხილეთ ერთგანზომილებიანი a  სიგანის უსასრულო სიმაღლის პოტენცი-
ური ორმო. 0=t  მომენტשი 4/34/ <<xa  ინტერვალשი მოქმედებას იწყებს მუდ-

მივი 0V ფოთება. როგორია იმის ალბათობა, რომ 0=tשეש   მომენტשი 3ψ  მდგო-

მარეობაשი მყოფი სისტემა დროის t  მომენტשი 1ψ  მდგომარეობაשი აღმოჩნდება? 
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თავი 7. კვაზიკლასიკური მიახლოება 

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი שრედინგერის ერთგანზომილებიანი განტოლების 
ორი დამოუკიდებელი ამონახსნია: 

( )
( )

( )







±=Ψ ±

x

c
E dxxp

i

xp
x


exp1

;              (7.1) 

( )( )xUEmp −= 2 .                            (7.2) 

კვაზიკლასიკურობის გამოყენების პირობა ასე გამოიყურება: 

( ) ( )
( ) 1/1

3 <<
′

=≡
xp

xU
m

dx

pd

dx

d λ
                 (7.3) 

ბორ-ზომერფელდის დაკვანტვის პირობაა: 

( )( ) ...2,1,0;
2
121 =





 +=− nndxxUEm

b

a
n π


 ,              (7.4) 

სადაც a და b  ე.წ. მობრუნების წერტილებია ანუ ის წერტილებია, სადაც 

( ) nExU = . 

 (7.4) ფორმულის n -ით გაწარმოებით მივიღებთ მანძილს მეზობელ დონეებს 
 :ორისש

( )n
n

nnn E
n

E
EEE ωδ =

∂
∂

≈−≡ +1 ,                   (7.5) 

სადაც ( ) ( )n
n ET

E
πω 2=  კლასიკური nE  ენერგიის კლასიკური ნაწილაკის მოძრა-

ობის სიხשირეა, T კი მისი პერიოდი.  
ბმული მდგომარეობის ტალღური ფუნქციისათვის שეიძლება გამოვიყენოთ שემ-

დეგი ფორმულა: 

( ) ( )
( )









><

<<







+

≈Ψ 

bxax

bxadxxp
xp

C

x

x

a

n

n

,;0

;
4

1sin π
             (7.6) 

რაც იმას ნიשნავს, რომ კლასიკურად დაუשვებელ არეשი ნაწილაკს שეღწევა არ שე-
უძლია (მისი ტალღური ფუნქცია ექსპონენციალურად ეცემა). ტალღური ფუნ-
ქციის ერთზე ნორმირების პირობიდან კი მივიღებთ:  



 90

( )
π
ω n

n
Em

C
22 =  ,                                   (7.7) 

ხოლო რხევის პერიოდისათვის გვექნება שემდეგი ფორმულა: 

( ) ( ) ( )==
b

a nn
n Exp

dx
m

E
ET

,
22

ω
π

.                    (7.8) 

კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი ბარიერשი გასვლის კოეფიციენტი שემდეგი ფორ-
მულით მოიცემა: 

( ) ( )







−= 

b

a

EdxxpED ,2exp


.                           (7.9) 

7.1. ენერგეტიკული სპექტრის დაკვანტვა 

7.1. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ ჰარმონიული ოსცილატორის ენერგიე-
ბი. რა პირობებשია სამართლიანი მიღებული שედეგები? პასუხი שეადარეთ ზუსტ 
ამონახსნს. 

7.2. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ שემდეგი პოტენციალის 

( )
a

x
ch

U
xU

2

0−=  

ენერგიები. 

7.3. ნაწილაკი მოძრაობს ველשი: 

( ) 0,0; 00 >>= ν
ν

U
a

x
UxU . 

გამოიკვლიეთ კვაზიკლასიკურ שემთხვევაשი ნებისმიერი დიდი n -ისთვის რო-
გორაა დამოკიდებული ენერგიის დონეებს שორის მანძილი ν  პარამეტრზე. რო-
გორია დისკრეტული სპექტრის სიმკვრივე? 

7.4. ნაწილაკის პოტენციურ ენერგიას 0x  წერტილის მახლობლად שემდეგი სახე 

აქვს: 

( ) 2;0 >−±≈ − να ν
xxxU . 

რედინგერის განტოლების ამონახსნს, 0xש  წერტილის მახლობლად, ν  პარა-

მეტრის რა მნიשვნელობებისათვის აქვს კვაზიკლასიკური სახე? აქვს თუ არა ამო-
ნახსნს კვაზიკლასიკური სახე 2=ν -თვის? 
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7.5. ნაწილაკი მოძრაობს שემდეგ ცენტრალურ ველשი: 

( ) 0,0; >>−= − ναα νrrU . 
გამოარკვიეთ, სივრცის რომელ არეשი שრედინგერის განტოლების ამონახსნს 

( s  მდგომარეობაשი 0=E  ენერგიით) აქვს კვაზიკლასიკური სახე.  

7.6.* კვაზიკლასიკური მიახლოების გამოყენებით იპოვეთ დისკრეტული სპექტრის 

ზედა დონეები (ანუ დონეები, რომელთათვისაც ∞→nE ), ნაწილაკისათვის, რო-

მელიც მოძრაობს שემდეგ ველשი: 

( ) 2 , ; 0

, .

x a a
U x x

x a

α− > >= 
∞ <

 

მიუთითეთ, თუ რა პირობებשია სამართლიანი მიღებული שედეგები.  

მითითება: ბორ-ზომერფელდის დაკვანტვის პირობის გამოყენებისას ინტეგრალ-

 ი გააკეთეთ ჩასმაש
α

2

1
xE

z n−= . 

7.7.* ნაწილაკი იმყოფება שემდეგ პოტენციურ  ველשი: 

( ) 0,0; 00 >>= ν
ν

U
a

x
UxU . 

გამოარკვიეთ ν  პარამეტრის რა მნიשვნელობებისათვის שეიძლება გამოვიყე-
ნოთ კვაზიკლასიკური მიდგომის სტანდარტული ფორმულები: ბორ-ზომერფელ-
დის დაკვანტვა და მობრუნების წერტილების მახლობლად კვაზიკლასიკური ტალ-
ღური ფუნქციების שეკერვა. 

მითითება: გაשალეთ პოტენციალი 0x  წერტილის მახლობლად და שემოიფარ-

გლეთ წრფივი წევრით. 

7.8. ბორ-ზომერფელდის დაკვანტვის პირობიდან მიიღეთ ნაწილაკის დონეების 

წანაცვლების ფორმულა, როდესაც მცირე ( )xUδ  სიდიდით იცვლება პოტენცი-
ური ენერგია.  

7.9.* მიახლოებით განსაზღვრეთ ნაწილაკის დისკრეტული მდგომარეობების 
რიცხვი მისი )(rU


ველשი მოძრაობისას, რომელიც კვაზიკლასიკურობის მოთხოვ-

ნას აკმაყოფილებს. 

მითითება: მდგომარეობათა რიცხვი, რომელიც „მოდის“ ფაზურ მოცულობაზე, 

რომელიც שეესაბამება იმპულსებს max0 pp ≤≤  და ნაწილაკის კოორდინატებს 

dV მოცულობაשი, ტოლია 
( )3

3
max

2
3/4
π

π dVp
; ( )rmUp

2max −= . 
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7.10.* მიახლოებით განსაზღვრეთ ნაწილაკის დისკრეტული მდგომარეობების 
რიცხვი მისი )(rU ცენტრალურ ველשი მოძრაობისას, რომელიც კვაზიკლასიკუ-
რობის მოთხოვნას აკმაყოფილებს. 

მითითება: მდგომარეობების რიცხვი მოცემული M  ორბიტალური მომენტისათ-
ვის ემთხვევა ერთგანზომილებიანი მოძრაობის მდგომარეობათა რიცხვს 

2

2

2
)(

mr

M
rVU +=  ეფექტური პოტენციალით. 

7.11.*სფერული სიმეტრიის მქონე პოტენციალებისათვის 0=l  მდგომარეობაשი 
კვაზიკლასიკური დაკვანტვის პირობა ასე שეიძლება ჩაიწეროს: 

( ) ( ) −=
0

0
4/1

r

ndrrp π , 

სადაც 0r  მობრუნების წერტილია. გამოიყენეთ ეს ფორმულა ნაწილაკის ენერგიე-

ბის საპოვნელად, რომელიც მოძრაობს ლოგარითმულ ველשი: 

( )
a

r
VrV ln0= . 

აჩვენეთ, რომ დონეებს שორის სხვაობა არ არის დამოკიდებული მასაზე. 

მითითება: ინტეგრალის დათვლისას გამოიყენეთ ჩასმა 
r

r
x 0ln= . 

7.2. კვაზიკლასიკური ტალღური ფუნქციები, ალბათობები და  
საשუალოები. პოტენციურ ბარიერებשი გასვლა 

7.12. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ ( )xF  ფიზიკური სიდიდის שესაბამი-
სი საשუალო მნიשვნელობა დისკრეტული სპექტრის ნებისმიერ n  სტაციონარულ 

მდგომარეობაשი. საილუსტრაციოდ დათვალეთ 2x  და 4x  წრფივი ოსცილა-

ტორისათვის. 

7.13. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ ( )pF  ფიზიკური სიდიდის שესაბამი-
სი საשუალო მნიשვნელობა დისკრეტული სპექტრის ნებისმიერ n  სტაციონარულ 

მდგომარეობაשი. საილუსტრაციოდ დათვალეთ 2p  და 4p  წრფივი ოსცილა-

ტორისათვის. 

7.14. იპოვეთ ტალღური ფუნქციის ყოფაქცევა კოორდინატთა სათავეשი, თუ 

0→r -თვის ველი უსასრულობაשი მიისწრაფვის שემდეგი კანონით 
sr

α± , სადაც 

2>s . 
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7.15. მიიღეთ ბორ-ზომერფელდის დაკვანტვის პირობა, როდესაც ნაწილაკის მოძ-
რაობა ერთი მხრიდან שემოსაზღვრულია שეუღწევადი კედლით.  

7.16. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი გამოთვალეთ გასვლის კოეფიციენტი שემდე-
გი პარაბოლური ბარიერისათვის: 

( )








>

<







−

=

ax

ax
a

x
U

xU

,0

,,1 2

2

0
 

7.17. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი გამოთვალეთ გასვლის კოეფიციენტი שემდე-
გი ბარიერისათვის: 

( ) ( )



>−
<

=
0,/1
,0,0

0 xaxU

x
xU  

7.18. კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი გამოთვალეთ გასვლის კოეფიციენტი שემდე-
გი ბარიერისათვის: 

( )




>−
<

=
0),/exp(

,0,0

0 xaxU

x
xU  

7.19.*  კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი გამოთვალეთ გასვლის კოეფიციენტი שემდე-
გი ბარიერისათვის: 

( )
a

x
ch

U
xU

2

0=  

მითითება: ინტეგრალის დათვლისას გამოიყენეთ ( ) taxsh sin/ η=  ჩასმა, სადაც 

10 −=
E

Uη  

7.20. იპოვეთ გასვლის კოეფიციენტის კვაზიკლასიკურ გამოსახულებაשი ექსპო-
ნენტის წინ მდგომი მამრავლი שემდეგი ბარიერისათვის: 

( ) ( )



>

<
=

0,~
0,0

xxU

x
xU  

იგულისხმება, რომ 0. >x -თვის სრულდება კვაზიკლასიკურობის გამოყენების პი-
რობა. 

7.21. 7.17 ამოცანის ბარიერשი გასვლის კოეფიციენტის გამოსახულებაשი წინა 7.20 
ამოცანის שედეგზე დაყრდნობით שეიტანეთ שესწორება ექსპონენტის წინ მდგომ 
მამრავლשი. იპოვეთ კვაზიკლასიკურობის გამოყენების პირობა.  
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7.22.*  კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი იპოვეთ ნაწილაკის (ნულოვანი ორბიტალუ-
რი მომენტით) გამოსვლის ალბათობა שემდეგი ცენტრალურ-სიმეტრიული ორმო-
დან: 

( )






>>

<−
=

0;,

,

0

00

αα
rr

r

rrU
rU  

მითითება: ცენტრალური სიმეტრიის ამოცანა დაიყვანება ერთგანზომილებიან 
-ეש ი მიღებულიשეიძლება გამოვიყენოთ წინა ამოცანებש ემთხვევაზე, რის გამოცש
დეგები. 

7.23.* კვაზიკლასიკურ მიახლოებაשი (ექსპონენციალური მამრავლის სიზუსტით) 
იპოვეთ m მასისა და E  ენერგიის ნაწილაკის პოტენციურ  ბარიერשი 

( ) 0;0; 000
0 >>=

−
xUeUxU x

x

 

გასვლის კოეფიციენტი. 

მითითება: ინტეგრალის დათვლისას გააკეთეთ ჩასმა ye
E

U x

x

=−
−

100 . 
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თავი 8. სპინი 

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

1) s -სპინიანი ნაწილაკის ტალღურ ფუნქციას 12 +s  კომპონენტი აქვს და zs  
წარმოდგენაשი ერთი სვეტის სახით მოიცემა: 

( )
( )
( )

( ) 





















−

−
−

=Ψ

sr

sr

sr

sr

,
.......

2,
1,

,







ψ

ψ
ψ
ψ

,                                         (8.1) 

სადაც ( )σψ ,r


 წარმოადგენს მდგომარეობის ამპლიტუდას, რომელשიც სპინის 

პროექცია z ღერძზე σ -ს ტოლია, ამასთან, ssss −−−= ,...,2,1,σ . ამ წარმოდ-

გენაשი სპინის ვექტორის კომპონენტების ოპერატორი გამოისახება zyx sss ˆ,ˆ,ˆ  

მატრიცებით. 

2/1=s სპინისათვის ეს 2/ˆ σ =s ოპერატორები გამოისახებიან პაულის მატ-
რიცებით: 









−

=






 −
=








=

10
01

ˆ;
0

0
ˆ;

01
10

ˆ zyx i

i
σσσ .                 (8.2) 

პაულის მატრიცებს שემდეგი თვისებები აქვთ: 

1ˆˆˆ 222 === zyx σσσ ;                             (8.3) 

xzyyzxzyx iii σσσσσσσσσ ˆˆˆ;ˆˆˆ;ˆˆˆ =−== ,                         (8.4) 

და ისინი ანტიკომუტირებენ ერთმანეთთან: 

0ˆˆˆˆ;0ˆˆˆˆ;0ˆˆˆˆ =+=+=+ yzzyxzzxxyyx σσσσσσσσσσσσ .              (8.5) 

მოკლედ, (8.3) – (8.5) თანაფარდობები ასე שეგვიძლია ჩავწეროთ:  

liklikki i σεδσσ ˆˆˆ += ,               (8.6) 

სადაც 3,2,1=i  და zyx σσσσσσ ˆˆ;ˆˆ;ˆˆ 321 ≡≡≡ . 

2/1=s სპინისათვის სპინური ფუნქციის ჩასაწერად ხשირად გამოიყენება שე-
მდეგი აღნიשვნები: 

( )2/11 =≡ σψψ ; ( )2/12 −=≡ σψψ .                    (8.7) 
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ასე რომ, ამ שემთხვევაשი (8.1) ფუნქცია ასე ჩაიწერება: 









=Ψ

2

1

ψ
ψ

,                (8.8) 

ხოლო სკალარულ ნამრავლს სპინურ სივრცეשი שემდეგი სახე აქვს: 

2211 ψϕψϕ ••• +≡ΨΦ≡ΨΦ .                (8.9) 

8.1. 2/1=s -სპინიანი ნაწილაკისათვის იპოვეთ საკუთარი მნიשვნელობები და 

ფუნქციები yx ss ˆ,ˆ  და zŝ ოპერატორებისათვის.  

] ეამოწმეთ, რომש .8.2 ] 0,2 =zss , სადაც 2222
zyx ssss ++= . 

8.3. ისარგებლეთ პაულის მატრიცების ცხადი სახით და שეამოწმეთ שემდეგი თა-
ნაფარდობების სამართლიანობა: 

ა)  [ ] zyx iσσσ ˆ2ˆ,ˆ = ;      ბ)  22

4
3ˆ =s , I3ˆ 2 =σ  

8.4. დაამტკიცეთ שემდეგი ტოლობის სამართლიანობა: 

( )( ) ( )BAiBABA


×+= σσσ  , 

სადაც ( )zyx σσσσ ,,=  პაულის მატრიცებია, A


 და B


 კი ვექტორული ოპერა-

ტორებია, რომლებიც კომუტირებენ σ  მატრიცებთან, მაგრამ שესაძლოა ერთმა-
ნეთთან არ კომუტირებდნენ.  

8.5. იპოვეთ n


 ერთეულოვანი ვექტორით განსაზღვრულ ნებისმიერ მიმართულე-

ბაზე სპინის nŝ  ოპერატორის სახე. 

8.6. იპოვეთ σ̂ˆ 
baf +=  ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები, სადაც a  

რიცხვია, b


ჩვეულებრივი ვექტორია, σ̂  – პაულის მატრიცები. 

,ეიძლება თუ არა ელექტრონის სპინის პროექციების კვადრატებს yxש .8.7  და z  
ღერძებზე ერთდროულად ჰქონდეთ გარკვეული მნიשვნელობები? 

8.8. ნებისმიერი წრფივი ოპერატორი L̂ , რომელიც მოქმედებს 2/1=s -სპინიანი ნა-
წილაკის სპინური ცვლადების სივრცეשი, მეორე რანგის მატრიცას წარმოადგენს. რა 

ეზღუდვებს ადებს L̂ש  ოპერატორის ერმიტულობა მისი მატრიცის ელემენტებს?  

 იპოვეთ ასეთი ერმიტული ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობები. 

8.9. დარწმუნდით იმაשი, რომ ოთხი მეორე რანგის მატრიცა zyx σσσ ˆ,ˆ,ˆ,1̂ ადგენს 

სრულ სისტემას, რისთვისაც აჩვენეთ, რომ ნებისმიერი მეორე რიგის Â  მატრიცა 
 :ალოს ამ მატრიცებადשეიძლება გაიש
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σσσσ 
aaaaaaA zzyyxx +=+++= 0ˆˆˆ1̂ˆ

0
, 

სადაც ASpa ˆ
2
1

0 = , ( )ASp ˆσ̂


2
1a =  

8.10. იპოვეთ σσ ˆ,ˆ 
z ოპერატორების ცხადი სახე 

8.11. იპოვეთ [ ]σσσ 
 ოპერატორის ცხადი სახე 

8.12. გაამარტივეთ გამოსახულება ( )naσ̂ , სადაც a


 ჩვეულებრივი ვექტორია, 

σ̂ პაულის მატრიცები, ხოლო n  მთელი რიცხვია. 

8.13. 2/1=s  სპინის שემთხვევაשი იპოვეთ ამწევი და დამწევი ±ŝ  ოპერატორების 

სახე. რას უდრის 2ˆ±s  ოპერატორები?  

8.14. იპოვეთ პროექციული 
2
1

ˆ
±=zs

P ოპერატორი, რომელიც აპროექცირებს სპინის 

პროექციის განსაზღვრულ 2/1±=zs  მნიשვნელობებს z ღერძზე.  

8.15. იპოვეთ პროექციული 
2
1

ˆ
±=zs

P ოპერატორი, რომელიც აპროექცირებს სპინის 

პროექციის განსაზღვრულ 2/1±=zs  მნიשვნელობებს ღერძზე, რომლის მიმარ-

თულება განისაზღვრება n


 ერთეულოვანი ვექტორით.  

8.16. 2/1=s -სპინიანი ნაწილაკისათვის მიუთითეთ სპინური ტალღური 









=Ψ

2

1

ψ
ψ

 ფუნქციის გარდაქმნის კანონი კოორდინატთა ღერძების 0ϕ  კუთხეზე 

მობრუნებისას იმ ღერძის მიმართ, რომლის მიმართულება განისაზღვრება 0n


 

ერთეულოვანი ვექტორით. 

8.17. წინა 8.13 ამოცანის שედეგების გამოყენებით აჩვენეთ, რომ 1 1Φ Ψ φ ψ• •= +  

2 2φ ψ•+  სიდიდე არ იცვლება მითითებული გარდაქმნებისას. 

8.18.* აჩვენეთ, რომ კოორდინატთა ღერძების მობრუნებისას 

( ) 







=ΨΦ=  ••

β
βα

αβα ψσϕσ
,

ˆˆ
iVV


გარდაიქმნება,  როგორც ვექტორი. 

მითითება: გამოიყენეთ 8.11 ამოცანის שედეგები და liklikki i σεδσσ ˆˆˆ += თანა-

ფარდობა. 
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8.19. წარმოადგინეთ ( )221
ˆˆ σσ 

გამოსახულება იმ სახით, რომელიც שეიცავს პაუ-

ლის 2,1σ̂


მატრიცებს არაუმეტეს პირველი ხარისხისა. ამ მატრიცების 1, 2 ინდექ-

სები ნიשნავს, რომ ეს მატრიცები წარმოადგენენ ოპერატორებს, რომლებიც მოქ-
მედებენ I და II ნაწილაკების სპინური ცვლადების სივრცეשი. 

8.20. 2/1=s -სპინიანი ნაწილაკი იმყოფება მდგომარეობაשი, როცა განსაზღვრუ-

ლი მნიשვნელობა აქვს სპინის პროექციას 2/1=zs . განსაზღვრეთ სპინის პროექ-

ციის שესაძლო მნიשვნელობების ალბათობები z′ ღერძზე, რომელიც θ  კუთხეს 
ადგენს z ღერძთან.  

8.21.* იპოვეთ ცხადი სახე ოპერატორისა ( )σbaFF +=ˆ , სადაც ( )xF  ნებისმიე-

რი ფუნქციაა x  ცვლადისა, bconsta


,= კი ჩვეულებრივი ვექტორია.  

მითითება: ჩათვალეთ, რომ ( ) σσ ̂
BAbaF +=+  და იპოვეთ A  და B


, რისთვი-

საც z ღერძი მიმართეთ b


ვექტორის გასწვრივ.  

8.22. წინა 8.18 ამოცანის שედეგზე დაყრდნობით იპოვეთ ( )σaiF expˆ =  ოპერა-
ტორის ცხადი გამოსახულება. 

8.23. ანორმირეთ სპინური ტალღური ფუნქციები:  

ა)  ( );0, ≠







= ba

b

a
Aψ      ბ)  








=

i
A

4
3

ψ  

8.24.* იპოვეთ ორი 2/1=s -სპინიანი ნაწილაკის სპინების სკალარული ნამრავლი 
ტრიპლეტურ და სინგლეტურ მდგომარეობებשი. 

მითითება: გამოიყენეთ ტოლობა 22 ˆˆˆˆˆ zz sssss ++= +− , სადაც ±ŝ  8.12 ამოცანაשი 
განხილული ამწევი და დამწევი ოპერატორებია. 

8.25. 2/1=s -სპინიანი ნაწილაკისათვის გამოთვალეთ zyx ssisA =ˆ  ოპერატორის 

საשუალო მნიשვნელობა, როდესაც ნაწილაკის ტალღური ფუნქციაა 







1
1

2
1

.  
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თავი 9. იგივური ნაწილაკები 

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

იგივური ნაწილაკებისაგან שემდგარ სისტემის ტალღურ ფუნქციას გააჩნია გარ-
კვეული სიმეტრია ამ ნაწილაკების გადასმის მიმართ: 

( ) ( )...,.......,...,......., ,, abba ξξξξ Ψ±=Ψ ,             (9.1) 

სადაც ( )nnn r σξ ,≡ -ესაბამისი ნაწილაკების სივრცული და სპინური ცვლადეש 

ბის ერთობლიობაა. ამასთან, ტალღური ფუნქცია სიმეტრიულია მთელსპინიანი 
ნაწილაკების – ბოზონების გადასმისას და ანტისიმეტრიულია ნახევარსპინიანი 
ნაწილაკების  –  ფერმიონების გადასმისას. 

 იგივური ნაწილაკების სისტემის שესწავლა ხელსაყრელია ე.წ. שევსებათა რი-

ცხვების წარმოდგენაשი, სადაც გამოიყენება ნაწილაკთა +
iâ გაჩენისა და −

iâ  გაქ-

რობის ოპერატორები.  

 ბოზონებისათვის ეს ოპერატორები שემდეგ კომუტაციურ თანაფარდობებს 
აკმაყოფილებენ: 

[ ] [ ] [ ] ikikkikikiki aaaaaaaaaa δ=−≡== +++++ ˆˆˆˆˆ,ˆ;0ˆ,ˆˆ,ˆ ,                (9.2) 

ხოლო ფერმიონებისათვის გვაქვს ანტიკომუტაციური თანაფარდობანი: 

{ } { } { } ikikkikikiki aaaaaaaaaa δ=+≡== +++++ ˆˆˆˆˆ,ˆ;0ˆ,ˆˆ,ˆ .               (9.3) 

ასე რომ, როგორც  (9.3)-დან ჩანს, ფერმიონული ოპერატორებისათვის სამარ-
თლიანია שემდეგი თანაფარდობანი: 

( ) 0ˆˆ 22 == +
ii aa .                           (9.4) 

 :ემოდის აგრეთვე ნაწილაკთა რიცხვის ოპერატორის ცნებაცש

iii aan ˆˆˆ +=                               (9.5) 

ერთზე ნორმირებული მდგომარეობებისათვის სამართლიანია שემდეგი თანაფარ-
დობანი: 

,...1...,,......,ˆ −= iiii nnna ;                   (9.6) 

,...1...,1,......,ˆ ++=+
iiii nnna .               (9.7) 

ამასთან, ფერმიონებისათვის 0=in ან 1=in , ხოლო ბოზონებისათვის 

,...2,1,0=in  
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9.1. ტალღური ფუნქციების სიმეტრია 

9.1. s -სპინიანი ორი ერთნაირი ნაწილაკისაგან שემდგარი სისტემისათვის იპოვეთ 
რამდენი განსხვავებული სპინური მდგომარეობა იქნება, რომლებიც სიმეტრიუ-
ლია ან ანტისიმეტრიულია ორივე ნაწილაკის სპინური ცვლადების გადასმის მი-
მართ. 

9.2. ცნობილია, რომ ( )r
if
ϕ  ფუნქციები წარმოადგენენ გარეשე ველשი მყოფი ნა-

წილაკის სტაციონარული მდგომარეობების ტალღური ფუნქციების სივრცულ ნა-
წილს. ორი ასეთი s -სპინიანი ერთნაირი, ერთმანეთთან სუსტად ურთიერთქმედი 
ნაწილაკი იმყოფება ამ ველשი და მათი ორბიტალური მდგომარეობები ხასიათდე-

ბა 1f  და 2f კვანტური რიცხვებით და fff == 21 . 
 იპოვეთ მდგომარეობათა საერთო რიცხვი სპინური თავისუფლების ხარისხე-

ბის გათვალისწინებით, თუ ეს ნაწილაკები: ა) ბოზონებია; ბ) ფერმიონებია.  

9.3. წინა 9.2 ამოცანაשი განიხილეთ שემთხვევა, როცა 21 ff ≠ .  

9.4. აჩვენეთ, რომ, თუ s -სპინიანი n  იგივური ნაწილაკები სხვადასხვა ორბიტა-

ლურ )(),...(),(
21

rrr
nfff
 ϕϕϕ მდგომარეობებשი იმყოფებიან, მაשინ მათი მდგომა-

რეობათა საერთო რიცხვი სპინური თავისუფლების ხარისხების გათვალისწინე-

ბით არის ( )nsG 12 += , იმისდა მიუხედავად, თუ რა სტატისტიკას ემორჩილები-
ან ისინი.  

9.5. ( )ξψ
if

 წარმოადგენენ ერთნაწილაკოვანი მდგომარეობების ერთზე ნორმი-

რებულ ტალღურ ფუნქციებს ( if  არის სრული კრებულის კვანტური რიცხვები, 

ხოლო ( )σξ ,r
= , სადაც σ  სპინური ცვლადია). იპოვეთ ერთზე ნორმირებული 

ტალღური ფუნქციები სისტემისა, რომელიც שედგება სამი იგივური ბოზონისა-

გან, რომელიც ხასიათდება 321 ,, fff  კვანტური რიცხვებით.  

9.6. 1=s -სპინიანი სამი იგივური ბოზონი იმყოფება ერთნაირ ორბიტალურ 

მდგომარეობებשი, რომლებიც ( )r
ϕ  ტალღური ფუნქციით აღიწერება. დაწერეთ 

სისტემის שესაძლო მდგომარეობები ნორმირებული ტალღური ფუნქციებით, სპი-
ნური თავისუფლების ხარისხების გათვალისწინებით. რამდენი ასეთი დამოუკი-
დებელი მდგომარეობა არსებობს? რა მნიשვნელობები שეიძლება שეიძინოს ჯა-
მურმა სპინმა?  

9.7. ერთმანეთთან სუსტად ურთიერთქმედი 0=s -სპინიანი სამი იგივური ბოზო-

ნი სტაციონარულ მდგომარეობაשი იმყოფება ერთი და იგივე კვანტური rn  და l  

რიცხვებით, ამასთან, .1=l  რამდენი ასეთი დამოუკიდებელი მდგომარეობა არ-
სებობს?  
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9.8. წინა 9.7 ამოცანის პირობებשი აჩვენეთ, რომ ჯამური L  მომენტი სამი ბოზო-
ნისა არ שეიძლება იყოს ნული.  

9.9. 0=s -სპინიანი ორი იგივური ბოზონი სტაციონარულ მდგომარეობაשი იმყო-

ფება, რომელიც აღიწერება ნორმირებული ტალღური ( )21, rr
Ψ  ფუნქციით. იპო-

ვეთ იმის ალბათობა, რომ ერთი ნაწილაკი იმყოფება 1dV მოცულობაשი, მეორე კი 

–  2dV მოცულობაשი. სწორად ანორმირეთ მიღებული გამოსახულება. 

9.10. 0=s -სპინიანი ორი იგივური ბოზონი სტაციონარულ მდგომარეობაשი იმ-

ყოფება, რომელიც აღიწერება ნორმირებული ტალღური ( )21, rr
Ψ  ფუნქციით. 

როგორია იმის ალბათობა, რომ: 

ა) ორივე ნაწილაკი იმყოფება გარკვეული V მოცულობის שიგნით? 

ბ) ერთი ნაწილაკი იმყოფება V მოცულობის שიგნით, მეორე კი – V მოცულობის 
გარეთ? 

9.11. 0=s -სპინიანი ორი იგივური ბოზონისგან שედგენილ სისტემაשი ერთი ბო-

ზონის ტალღური ფუნქციაა ( )r


1ψ , ხოლო მეორესი –  ( )r


2ψ . ეს ფუნქციები ერ-
თიანზეა ნორმირებული და აქვთ ურთიერთსაპირისპირო ლუწობები. სისტემის 
მოცემულ მდგომარეობაשი იპოვეთ სისტემის ერთ-ერთი ნაწილაკის განაწილება 
კოორდინატების მიხედვით, მაשინ, როდესაც ნებისმიერია (არ ფიქსირდება) მეო-
რე ნაწილაკის მდებარეობა. როგორია იმის ალბათობა, რომ: ა) ერთი ნაწილაკი;  
ბ) ორივე ნაწილაკი იმყოფება სივრცის მოცულობაשი, რომლისთვისაც 0≥z -ეש ?
ადარეთ მიღებული მნიשვნელობანი სხვადასხვა ნაწილაკის שემთხვევას.  

9.12. განიხილეთ  9.11-ის ანალოგიური ამოცანა, როცა სისტემა שედგება ორი 
იგივური ფერმიონისაგან, რომლებიც იმყოფებიან ერთი და იგივე სპინურ მდგო-
მარეობებשი.  

9.13.* 0=s -სპინიანი ორი იგივური ბოზონისგან שედგენილი სისტემისათვის ნაწი-
ლაკებს שორის მანძილის მიხედვით იპოვეთ განაწილების ფუნქცია. როგორ აისა-
ხება მიღებულ განაწილებაשი ნაწილაკების იგივურობა? რა ფიზიკური აზრი აქვს 

გამოსახულებას ( ) Ψ rdrr
, , სადაც ( )21, rr

Ψ  სისტემის ნორმირებული ტალღუ-

რი ფუნქციაა.  
მითითება: שემოიღეთ მასათა ცენტრისა და ფარდობითი რადიუსვექტორები:  

21
21 ;

2
rrr

rr
R


−=

+
= . 

9.14. როგორც ცნობილია, ორი სხეულის ამოცანაשი მასათა ცენტრისა და ფარ-
დობითი მოძრაობა ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელია. აჩვენეთ, რომ ორი იგი-
ვური ნაწილაკისათვის ტალღური ფუნქციის სიმეტრია ნაწილაკების გადასმის მი-
მართ არ არღვევს ზემოთ ნახსენებ დამოუკიდებლობას.  
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9.15. რა მნიשვნელობები שეიძლება მიიღოს ჯამურმა S  სპინმა ორი s -სპინიანი 
იგივური ბოზონისგან שედგენილ სისტემაשი იმ მდგომარეობაשი, როდესაც ფარ-

დობითი ორბიტალური მომენტია L  ( L  მომენტია ინერციის ცენტრის სისტემა-

ი), ანუ რა LSש 12 +  მდგომარეობებია שესაძლებელი ორი იგივური ბოზონისაგან 

ემთხვევა .0=sש ი? განიხილეთ კერძოשედგენილ სისტემაש  

9.16. განიხილეთ წინა 9.15 ამოცანის მგავსი ამოცანა ორი ფერმიონისათვის. სპე-

ციალურად განიხილეთ 2/1=s -სპინიანი ფერმიონების שემთხვევა. 

9.17. ორი იგივური 0=s -სპინიანი ბოზონი ერთმანეთთან დაკავשირებულია 

( )
2

2
21 rrk

U
 −

=  პოტენციალით. როგორია სისტემის ენერგეტიკული სპექტრი?  

მითითება: ისარგებლეთ 4.28 ამოცანის שედეგებით.  

9.18. სისტემა שედგება სამი იგივური ნაწილაკისაგან; 3,2,1r


- ნაწილაკების რადი-

უს-ვექტორებია ინერციის ცენტრის სისტემაשი. როგორ იქცევა 21rr


 სიდიდე 1 და 

3 ნაწილაკების გადასმისას? 

9.19. აჩვენეთ, რომ სამი ნაწილისაგან שემდგარ სისტემაשი (არ არის აუცილებელი 
ნაწილაკები იგივური იყოს), მდგომარეობას, რომელשიც ჯამური ორბიტალური 

მომენტი 0=L  (ინერციის ცენტრის სისტემაשი), გააჩნია გარკვეული დადებითი 
ლუწობა. 

9.20. სპინიანი ორი იგივური ბოზონისგან שედგენილ სისტემაשი ერთი ბოზონის 

ტალღური ფუნქციაა ( )r


1ψ , ხოლო მეორესი – ( )r


2ψ . ეს ფუნქციები ერთიანზე 

ნორმირებული და ურთიერთორთოგონალურია. როგორია იმის ალბათობა, რომ 

ორივე ნაწილაკი იმყოფებოდეს სივრცის მცირე dV  მოცულობაשი? שეადარეთ 
მიღებული მნიשვნელობანი სხვადასხვა ნაწილაკების שემთხვევას.  

9.21.* 0=s -სპინიანი ორი იგივური ბოზონისგან שედგენილ სისტემაשი ერთი ბო-

ზონის ტალღური ფუნქციაა ( )r


1ψ , ხოლო მეორესი – ( )r


2ψ . ეს ფუნქციები ერ-

თიანზეა ნორმირებული. იპოვეთ ასეთი სისტემის საשუალო სიმკვრივე და שეადა-
რეთ განსხვავებული ნაწილაკების שემთხვევას. 

მითითება: ერთიანზე ნორმირებული ტალღური ფუნქციაა: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2112221121, rrrrCrr
 ψψψψ +=Ψ , 

სადაც  

12
22

2 12
−





 += ψψC  
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9.22. თუ aψ  და bψ  ორთონორმირებული ფუნქციებია, მაשინ: 

ა) რისი ტოლია A  სიდიდე გამოსახულებაשი 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]212121, rrrrArr abba
 ψψψψψ ±=± ; 

ბ) რისი ტოლია A  სიდიდე, თუ ba ψψ =  (რასაკვირველია, ეს שემთხვევა ეხება 

მხოლოდ ბოზონებს). 

9.23. ორი არაურთიერთქმედი ტოლი m  მასის ნაწილაკისათვის, რომლებიც იმ-
ყოფებიან a  სიგანის უსასრულო სიმაღლის პოტენციურ ორმოשი, იპოვეთ ენერ-
გიის ძირითადი დონე 3 שემთხვევაשი: ა) განსხვავებული ნაწილაკებისათვის; ბ) 
ბოზონებისათვის; გ) ფერმიონებისათვის.  

9.24. დაწერეთ ჰამილტონიანი ორი არაურთიერთქმედი იგივური ნაწილაკისათ-
ვის, რომლებიც იმყოფებიან a  სიგანის უსასრულო სიმაღლის პოტენციურ ორ-
მოשი. שეამოწმეთ, რომ წინა 9.23 ამოცანაשი ფერმიონებისათვის ნაპოვნი ძირითა-
დი დონე არის ჰამილტონიანის საკუთარი მნიשვნელობა. 

9.25. ორი არაურთიერთქმედი ტოლი m  მასის ნაწილაკისათვის, რომლებიც იმ-
ყოფებიან a  სიგანის უსასრულო სიმაღლის პოტენციურ ორმოשი, იპოვეთ ენერ-
გიის პირველი ორი აგზნებული დონე 3 שემთხვევაשი: ა) განსხვავებული ნაწილა-
კებისათვის; ბ) ბოზონებისათვის; გ) ფერმიონებისათვის. שეისწავლეთ დონეების 
გადაგვარების საკითხი. 

9.26.* ორი არაურთიერთქმედი ტოლი m  მასის ნაწილაკისათვის, რომლებიც იმ-
ყოფებიან a  სიგანის უსასრულო სიმაღლის პოტენციურ ორმოשი, ერთი მათგანი 

იმყოფება x
a

n

a
xn

πψ sin2)( =  მდგომარეობაשი, მეორე კი მის ორთოგონალურ 

x
a

m

a
xm

πψ sin2)( =  მდგომარეობაשი. დათვალეთ საשუალო ( )221 xx − -ემש 3 

თხვევაשი: ა) განსხვავებული ნაწილაკებისათვის; ბ) ბოზონებისათვის; გ) ფერმიო-
ნებისათვის. שეისწავლეთ დონეების გადაგვარების საკითხი. 

მითითება: ისარგებლეთ 2.9 ამოცანის שედეგებით:  

2
a

x
n
= ;

( )22

22
2

123 +
−=

n

aa
x

n π
. 

9.2. მეორადი დაკვანტვის ფორმალიზმის ელემენტები 

9.27. იპოვეთ კომუტაციური თანაფარდობები ოპერატორებისათვის, რომლებიც 

წარმოადგენენ ბოზონური გაქრობის â (ან +â გაჩენის) ოპერატორების ერმიტულ 
და არაერმიტულ ნაწილებს. 
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9.28.  ნაწილაკის x̂  კოორდინატის და p̂ იმპულსის ოპერატორებისაგან ააგეთ â  

და +â ოპერატორები, რომელთაც ექნებათ ბოზეს გაქრობისა და გაჩენის ოპერა-
ტორების თვისებები.  

როგორი სახე აქვს 0Ψ  „ვაკუუმურ“ მდგომარეობას? 

9.29. იპოვეთ გაჩენისა და გაქრობის ოპერატორების საკუთარი ფუნქციები და სა-
კუთარი მნიשვნელობები. განიხილეთ ბოზესა და ფერმის ოპერატორები. 

მითითება: გამოიყენეთ 2.57 ამოცანის שედეგები. 

9.30. ფერმიონული b̂ გაქრობის და +b̂  გაჩენის ოპერატორების ანტიკომუტაციუ-

რი თანაფარდობიდან გამომდინარე, აჩვენეთ, რომ bbn ˆˆˆ +=  ნაწილაკთა რაოდე-
ნობის ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობებია 0 და 1. 

9.31. â  და +â ოპერატორებიდან ახალ •++ +=′+=′ αα aaaa ˆˆ,ˆˆ (α კომპლექ-
სური რიცხვია) ოპერატორებზე გადასვლა წარმოადგენს თუ არა უნიტარულ გარ-
დაქმნას? როგორია ამ უნიტარული ოპერატორის სახე? განიხილეთ ფერმიონული 
და ბოზონური გაქრობისა და გაჩენის ოპერატორები.  

მითითება: უნიტარული ოპერატორის სახის დასადგენად ისარგებლეთ 1.34 ამო-
ცანის שედეგით. 

9.32. â  და +â ოპერატორებიდან ახალ aaaaaa ˆˆˆ,ˆˆˆ χαβα +=′+=′ +++  (α და 

β  ნამდვილი რიცხვია) ოპერატორებზე გადასვლა წარმოადგენს თუ არა უნიტა-

რულ გარდაქმნას (წინასწარ გაარკვიეთ α და β -ს რა მნიשვნელობებისათვის 
არის აღნიשნული გარდაქმნა უნიტარული)? განიხილეთ ფერმიონული და ბოზო-
ნური გაქრობისა და გაჩენის ოპერატორები.  

 ემდეგი გარდაქმნისასש ეიძლება თუ არაש .9.33

aaaa ˆˆ,ˆˆ =′=′ ++  

+′′ aa ˆ,ˆ  ოპერატორები განიხილოთ, როგორც გაქრობისა და გაჩენის ოპერატო-
რები ახალი ნაწილაკებისა? განიხილეთ ფერმიონული და ბოზონური שემთხვევები. 

9.34. 
ifa+ˆ  ოპერატორი წარმოადგენს ნაწილაკის გაჩენის ოპერატორს 

if
Ψ მდგო-

მარეობაשი ( if წარმოადგენს კვანტური რიცხვების სრულ კრებულს). ნებისმიერი 

ერთნაწილაკოვანი მდგომარეობა 1  :ემდეგნაირადש ეიძლება წარმოვიდგინოთש 

 +=
i

ff ii
aC 0ˆ1 . 

რა კვანტურ-მექანიკური აზრი გააჩნიათ 
if

C კოეფიციენტებს? 
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9.35. როგორც კერძო მაგალითი 9.34 ამოცანისა, განიხილეთ שემდეგი ერთნაწი-
ლაკოვანი მდგომარეობა უსპინო ნაწილაკისა: 

( ) ( ) 0ˆ1 rdrr
+Ψ= ϕ . 

ანორმირეთ ეს ფუნქცია ერთიანზე და იპოვეთ საשუალო მნიשვნელობა f ფი-
ზიკური სიდიდისა. 

9.36. 
ifif aa ˆ,ˆ +  და 

kgkg aa ˆ,ˆ +  ოპერატორები წარმოადგენენ გაჩენისა და გაქრობის 

ოპერატორებს მდგომარეობებשი, რომლებიც ხასიათდებიან if  და kg  კვანტური 

რიცხვების სრული კრებულებით. იპოვეთ თანაფარდობა ამ ოპერატორებს שო-
რის. 

9.37. ორნაწილაკოვანი მდგომარეობა იგივური ბოზონებისა (ან ფერმიონებისა) 

აღიწერება მდგომარეობის ვექტორით 0ˆˆ2
21

++= ff aa , სადაც 
ifa+ˆ  ოპერატორი 

წარმოადგენს ნაწილაკის გაჩენის ოპერატორს 
if

Ψ მდგომარეობაשი ( if წარმოად-

გენს კვანტური რიცხვების სრულ კრებულს).  

 ანორმირეთ მდგომარეობის ვექტორი ერთიანზე. განიხილეთ 1f  და 2f ერთნაი-
რი და განსხვავებული კვანტური რიცხვები. კოორდინატულ წარმოდგენაשი იპო-
ვეთ ამ მდგომარეობების ნორმირებული ტალღური ფუნქციები როგორც ბოზონე-
ბისათვის, ასევე ფერმიონებისათვის. 

9.38. ამოხსენით 9.37 ამოცანის ანალოგიური ამოცანა სამნაწილაკოვანი მდგომა-

რეობისათვის 0ˆˆˆ3
321

+++= fff aaa . 
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თავი 10. ატომები და მოლეკულები 

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

მრავალელექტრონიანი ატომების აღწერისას ძირითადი პრობლემაა שრედინგე-
რის განტოლების ამოხსნა שემდეგი ჰამილტონიანისათვის: 

  <++







−∇−=

i i j iji
i jiW

r

e

r

Ze

m
H ;

2

22
2

2              (10.1) 

სადაც W  სპინზე დამოკიდებული (სპინ-ორბიტალური, სპინ-სპინური და ზეფაქი-
ზი ურთიერთქმედებები) პოტენციური ენერგიის ოპერატორია. ამოხსნისათვის 
გამოიყენება სხვადასხვა მიახლოებითი მეთოდი: שეשფოთების თეორია (იხილეთ 
6.1 თავი), ვარიაციული მეთოდი (იხილეთ 6.2 თავი), ჰარტრი-ფოკის თვითשეთან-
ხმებული ველის მეთოდი, თომას-ფერმის სტატისტიკური მოდელი და ა.ש.  

ჰარტრი-ფოკის მეთოდის თანახმად, ელექტრონი მოძრაობს ატომგულისა და 
დანარჩენი ელექტრონების გასაשუალოებულ ველשი. განიხილეთ k -ური ელექ-

ტრონი. მისი ურთიერთქმედების ენერგია გულთან ტოლი იქნება 
kr

Ze2
− -სი. იგი-

ვე ელექტრონი იმოქმედებს დანარჩენ ელექტრონებთან. მისი ურთიერთქმედება 

j -ურ ელექტრონთან, რომელიც გულიდან jr


მანძილზე იმყოფება, ტოლი იქნება 

გამოსახულების: 

( ) jj
ij

rdr
r

e  22
ψ .                                (10.2) 

თუ ელექტრონთა რიცხვი ატომשი N -ს უდრის, მაשინ k -ური ნაწილაკის ურ-
თიერთქმედების პოტენციალს გულთან და ელექტრონებთან שემდეგი სახე აქვს: 

( )
( )


= −

+−=
N

j
j

jk

j

k
k rd

rr

re

r

Ze
rV

1

222 



 ψ

.                 (10.3) 

ამ პოტენციალის שრედინგერის განტოლებაשი שეტანით მიიღება ინტეგროდი-
ფერენციალური განტოლება, რომლის ამოხსნა שესაძლებელია მიმდევრობითი მი-
ახლოების (იტერაციის) მეთოდით. მაგალითად, ნულოვან მიახლოებაשი שეგვიძ-
ლია ავიღოთ წყალბადისეული ატომის ტალღური ფუნქციები, რომელთა საשუა-
ლებით ვიპოვით (10.3) პოტენციურ  ენერგიას. שემდეგ ამ ფუნქციებს שევიტანთ 
-ი და ამოვხსნით. ვიპოვით ენერგიას და ტალღურ ფუნשრედინგერის განტოლებაש

ქციას. ამ ახალი ტალღური ფუნქციით שევადგენთ שესწორებულ ( ) ( )krV
1  პოტენ-
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ციალს, שემდეგ კვლავ שევიტანთ שრედინგერის განტოლებაשი, ვიპოვით ახალ 
ტალღურ ფუნქციას და ენერგიას და ა.ש. ანუ პოტენციალი და ტალღური ფუნქცი-
ები თვითשეთანხმებულად უნდა იქნეს არჩეული. 

მძიმე ატომებისათვის გამოიყენება თომას-ფერმის სტატისტიკური მოდელი, 
რომელשიც ელექტრონების წერტილოვანი მუხტები שეცვლილია მუხტის უწყვეტი 

განაწილებით ( )reρ−  სიმკვრივით. ატომგულის ელექტროსტატიკური ( )rΦ  პო-

ტენციალი და ( )rρ  სიმკვრივე აკმაყოფილებენ  პუასონის კლასიკურ განტოლებას 

ρπe42 =Φ∇                   (10.4) 

 :ემდეგი სასაზღვრო პირობებითש

0lim;lim
0

=Φ=Φ
∞→→ rr

Zer .                                (10.5) 

( )rΦ  პოტენციალი שეიძლება გამოსახულ იქნეს φ  უგანზომილებო ფუნქციით: 

( ) ( )
x

x

b

Ze
r

φ=Φ  ,               (10.6) 

სადაც brx /= , 223/1 /,885,0 meaaZb == −  და ( )xφ  აკმაყოფილებს თომას-
ფერმის განტოლებას: 

 2/3
2

2 1 φφ
xdx

d =                (10.7) 

სასაზღვრო პირობებით: 

 ( ) ( ) 0,10 =∞= φφ .                         (10.8) 

ორატომიანი მოლეკულის ბრუნვითი ენერგიაა: 

 
( )

0

2

2
1

J
E

+= νν
ν


,                   (10.9) 

სადაც 0J  მოლეკულის ინერციის მომენტია, v  კი ბრუნვითი (როტაციული) კვან-

ტური რიცხვი ( ),...2,1,0=v . v -ს שერჩევის წესია: 1±=Δv . 
ორატომიანი მოლეკულის რხევითი ენერგიაა: 

( ) ( )[ ]2/112/1 +−+= NxNEN ω ,          (10.10) 

სადაც 
μ
κω =  რხევის სიხשირეა, κ კვაზიდრეკადი ძალის კოეფიციენტია, μ  – 

მოლეკულის დაყვანილი მასა, N  – რხევითი (ვიბრაციული) კვანტური რიცხვი 

( ),...2,1,0=N , ხოლო x  – ანჰარმონიულობის კოეფიციენტი (ჰარმონიული ოსცი-

ლატორისათვის 0=x ).  
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ΣΛ,  და Ω  კვანტური რიცხვები ახასიათებენ SL


,  და J


ჯამური მომენტე-
ბის პროექციას ორატომიანი მოლეკულის ღერძზე: 

( ), ±=Λ
i

iλ  L,...2,1,0=Λ , 

( ), ±=Σ
i

iσ  SSS −−=Σ ,...,1, , 

,Σ+Λ=Ω  ( ) ( ) ( )SSS −Λ−+Λ+Λ=Ω ,...1,  

0=Λ  თერმისათვის სპინის ორიენტაცია ღერძის მიმართ არ გვაქვს და Σ  და Ω  
კვანტურ რიცხვებს ფიზიკური არსი არ გააჩნიათ.  

 ცალკეული ელექტრონების მდგომარეობის და მოლეკულის გარსის მდგომა-
რეობის დასახასიათებლად გამოიყენება שემდეგი აღნიשვნები: 

,...,,, ϕδπσ ესაბამისად, ,...3,2,1,0=λש     -თვის, 

,...,,, ΦΛΠΣ ესაბამისად, ,...3,2,1,0=Λש    -თვის. 

10.1. ერთ- და ორელექტრონიანი ატომების  
სტაციონარული მდგომარეობები 

10.1. იპოვეთ წყალბადისეული ატომის ძირითადი მდგომარეობის ენერგიის שეს-
წორება שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი იმის გათვალისწინებით, რომ 
ბირთვს გააჩნია ზომები. ბირთვი ჩათვალეთ R -რადიუსიან სფეროდ, რომლის მო-

ცულობაשიც თანაბრად არის განაწილებული Ze  მუხტი ( 133/1 102,1 −⋅= AR სმ, 

,2ZA ≈  სადაც A ბირთვის ატომური ნომერია).שეაფასეთ שესწორება რიცხობ-
რივად.  

10.2. იპოვეთ წყალბადის ატომის ენერგიის שესწორებები שეשფოთების თეორიის 
პირველ რიგשი, რომელიც გამოწვეულია სპინ-ორბიტალური ურთიერთქმედებით: 

sl
rcm

e
H

 ⋅=′ 322

22 1
2

 

მითითება: გამოიყენეთ שემდეგი თანაფარდობა:  

( ) ( ) slsslljjj


2)1(112 ++++=+= . 

10.3.* განიხილეთ წყალბადისეული ატომის s  მდგომარეობის დონეების ზეფაქი-
ზი სტრუქტურა, რომელიც გამოწვეულია ელექტრონის მაგნიტური მომენტის 
ურთიერთქმედებით ბირთვთან. ბირთვი წერტილოვან ნაწილაკად שეიძლება ჩავ-

თვალოთ.  მას გააჩნია I სპინი და 0μ  მაგნიტური მომენტი და I
I

ˆˆ 0
 μμ = .  
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მითითება: გამოიყენეთ ელექტრონის მაგნიტური მომენტის ბირთვთან ურთიერ-
თქმედების ოპერატორის ცხადი სახე: 

rxx
slI

mcI

e
V ik

ki
kki

1)ˆ2ˆ(ˆ
2

ˆ 0








Δ−

∂
∂

∂
∂+= δμ

 

და ამ ოპერატორის გამოყენებით იპოვეთ ელექტრონის ( )r0Ψ  ძირითადი s1  

მდგომარეობის საשუალო.  

 ი გამოითვალეთ ორელექტრონიანიשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש .10.4
ატომის (ან იონის) ძირითადი მდგომარეობის ენერგია. שეשფოთებად ჩათვალეთ 
ელექტრონებს שორის ურთიერთქმედება.  

 ი გამოითვალეთ ორელექტრონიანიשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש .10.5
ატომის (ან იონის) ძირითადი მდგომარეობის ენერგია. שეუשფოთებელ ჰამილტო-
ნიანად აიღეთ: 

( ) 







+−Δ+Δ−=

21
210

11
2
1ˆ

rr
ZH eff  

(გამოყენებულია ატომურ ერთეულთა სისტემა). effZ  პარამეტრი იპოვეთ שეשფო-

თების თეორიის პირველ რიგשი ენერგიის שესწორების ნულთან გატოლებით.  

10.6.* ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ ორელექტრონიანი იონის ძი-
რითადი ენერგია და იონიზაციის პოტენციალი. 

მითითება: საცდელ ფუნქციად აიღეთ წყალბადის ფუნქციების ნამრავლი გარ-

კვეული effZ ეფექტური მუხტით, რომელიც ვარიაციული პარამეტრის როლს თა-

მაשობს და გამოიყენეთ 10.5 ამოცანაשი დათვლილი ინტეგრალები. 

10.7. იპოვეთ ორელექტრონიანი იონის საשუალო ენერგია, თუ ბირთვის მუხტია 

Ze  და ტალღურ ფუნციას שემდეგი სახე აქვს: 

( ) ( ) ( )[ ]212121 expexp, rrrrCrr αββα −−+−−=Ψ  

10.8. რა მნიשვნელობები שეიძლება მიიღოს ელექტრონების ფარდობითი მოძრაო-
ბის მომენტმა ჰელიუმისმაგვარი ატომების ორთო-  და პარამდგომარეობებשი? 

10.9.* ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ ჰელიუმისმაგვარი ატომის 

S32  მდგომარეობის ენერგია და იონიზაციის პოტენციალი.  

მითითება: საცდელ ფუნქციად აიღეთ სათანადო სიმეტრიის მქონე წყალბადის 

s2  და s1  მდგომარეობების ფუნქციების ნამრავლი გარკვეული effZ  ეფექტური 

მუხტით, რომელიც ვარიაციული პარამეტრის როლს თამაשობს. 
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10.2. მრავალელექტრონიანი ატომები 

10.10. იპოვეთ ატომის აღგზნებული მდგომარეობების שესაძლო თერმები, რო-
მელთაც שემდეგი ელექტრონული კონფიგურაცია გააჩნიათ (שევსებული გარსე-
ბის ზემოთ; nn ′≠ ): ა) pnns ′ ; ბ) pnnp ′ ; გ) dnnp ′ . 

10.11. იპოვეთ ატომის აღგზნებული მდგომარეობების שესაძლო თერმები, რო-
მელთაც שემდეგი ელექტრონული კონფიგურაცია გააჩნიათ (שევსებული გარსე-

ბის ზემოთ): ა) ( ) ;2np ბ) ( ) ;3np გ) ( )4np . 
ხუნდის წესის გამოყენებით მიუთითეთ ატომის ნორმალური თერმი. 

10.12. იპოვეთ N და Cl ატომების ძირითადი თერმები. 

10.13. განსაზღვრეთ ატომური თერმების ლუწობა, რომელთაც שემდეგი ელექ-

ტრონული კონფიგურაცია გააჩნიათ: ა) ( ) ;kns  ბ) ( ) ;knp  გ) ( ) ;knd  

10.14. რას უდრის ატომის დამოუკიდებელ მდგომარეობათა რიცხვი, რომელთა 

ელექტრონული კონფიგურაციაა ( )3nl  და რომელიც שეესაბამება 
2
3=S  ელექ-

ტრონების ჯამურ სპინს? 

10.15.*ატომის აგზნებულ მდგომარეობებს, რომელთა ელექტრონული კონფიგუ-

რაციაა )( nnlnns ′≠′ ეესაბამება ორი თერმი: L1ש,  და L3 ( L -ჯამური ორბიტა-

ლური მომენტია, 0=L ). განიხილეთ ელექტრონებს שორის ურთიერთქმედება, 
როგორც שეשფოთება და აჩვენეთ, რომ ტრიპლეტური თერმის ენერგია სინგლე-
ტური ენერგიის დაბლაა. არ დააკონკრეტოთ ns და ln′  ელექტრონების რადია-
ლური ფუნქციების სახე.  

მითითება: აჩვენეთ, რომ გაცვლითი ურთიერთქმედების ინტეგრალი დადებითი 
სიდიდეა. 

10.16. თომას-ფერმის მოდელשი გამოიყენეთ ნეიტრალური ატომის ელექტრონუ-
ლი სიმკვრივის ფორმულა და იპოვეთ ელექტრონის ბირთვიდან საשუალო დაשო-
რების დამოკიდებულება Z -ზე.  

10.17. თომას-ფერმის მოდელשი იპოვეთ ელექტრონების იმპულსების მიხედვით 
განაწილება ნეიტრალურ ატომשი, რომლის ბირთვის მუხტია Z . გაითვალისწი-
ნეთ, რომ ამ მოდელის ( )xχ  უნივერსალური ფუნქცია მონოტონურად კლებუ-
ლობს x -ის ზრდასთან ერთად.  

10.18. იპოვეთ თომას-ფერმის განაწილებაשი s მდგომარეობაשი მყოფი ელექტრო-
ნების რაოდენობის დამოკიდებულება Z -ზე.  

10.19. ნეიტრალური ატომისათვის თომას-ფერმის მოდელשი გამოსახეთ 
)(rn ელექტრონული სიმკვრივის საשუალებით ელექტრონების კინეტიკური ენერ-

გია, მათი ერთმანეთთან და ბირთვებთან ურთიერთქმედების ენერგია. 
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10.20. თომას-ფერმის მოდელשი მიიღეთ ნეიტრალური ატომის სრული ენერგიის 
დამოკიდებულება )(rn  ელექტრონულ სიმკვრივეზე. 

10.21.* ისარგებლეთ  10.20 ამოცანაשი მიღებული שედეგით ( )[ ]rnE -თვის და აჩვე-
ნეთ რომ ამ გამოსახულების მინიმიზაციით მიიღება ტომას-ფერმის განტოლება. 

იგულისხმება, რომ ( ) = ZdVrn . 

მითითება: მინიმიზაციით მიღებული განტოლების ორივე მხარეზე იმოქმედეთ Δ  

ოპერატორით და გამოიყენეთ ტოლობა ( )r
r

πδ41 −=Δ . 

10.3. ორატომიანი მოლეკულა 

10.22. ორი ელექტრონისაგან שედგენილი სისტემის მდგომარეობა აღიწერება 

ტალღური ფუნქციით ( )21, rr
ψχαβ=Ψ , სადაც αβχ  სპინური ფუნქციაა, ხოლო 

სივრცული ცვლადების ( )21, rr
ψ  ფუნქციას שემდეგი სახე აქვს: 

ა)  ( );, 21 rrf=ψ       ბ)  ( ) ( );, 210201 rrfnrnr
 +=ψ   

გ)  ( ) [ ]( ) ( );, 210210201 rrfnrrnrnr
 +=ψ  

სადაც 0n


 მუდმივი ვექტორია. 

ჩაატარეთ აღნიשნული მდგომარეობების კლასიფიკაცია ორატომიანი მოლე-
კულების თეორიის שესაბამისად.  

10.23. მიუთითეთ წყალბადის +
2H  მოლეკულური იონის თერმები, რომლებიც שე-

საძლოა მიღებულ იქნეს პროტონისა და წყალბადის ატომის שეერთების שედეგად, 
რომელიც იმყოფება 2=n მთავარი კვანტური რიცხვის მქონე მდგომარეობაשი. 

10.24.* განსაზღვრეთ NOHClLiHN ,,,2  ორატომიანი მოლეკულების თერმები, 
რომლებიც שესაძლოა მიღებულ იქნენ ძირითად მდგომარეობაשი მყოფი שესაბამი-
სი ატომების שეერთების שედეგად.  

მითითება: გაითვალისწინეთ, რომ OClHLiN ,,, ატომების ძირითადი თერმებია 

guggu PPSSS 32224 ,,,, . 

ორებისას 2Hשესაძლებელია თუ არა პროტონების ადიაბატური დაש .10.25 წყალ-
ბადის მოლეკულის თერმებიდან მიღებულ იქნეს აღგზნებულ მდგომარეობაשი 
მყოფი წყალბადის ორი ატომი? 

ესაძლებელია თუ არა LiHש .10.26 მოლეკულის თერმებიდან ბირთვების ადიაბა-
ტური დაשორებისას მივიღოთ აღგზნებულ მდგომარეობაשი მყოფი წყალბადის 
ატომი?  
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მითითება: ლითიუმის ატომის ძირითადი მდგომარეობის იონიზაციის პოტენცია-

ლი 2,0=I  ატ.ერთ. 

10.27. ჩათვალეთ, რომ ცნობილია 2H წყალბადის ატომის שემდეგი მახასიათებ-

ლები: 

ა) მოლეკულის ძირითადი მდგომარეობის ორ არააგზნებულ წყალბადის ატომად 

დისოციაციის 46,40 =I ევ. ენერგია. 

ბ) მოლეკულის eω  რხევის სიხשირე 54,0=eω ევ. 

გ) როტაციური ცვლადი 3106,7 −⋅=eB ევ. 

ამ მონაცემებით იპოვეთ ეს სიდიდეები HD და 2D  მოლეკულებისათვის, ანუ 

იმ მოლეკულებისათვის, რომლებשიც ერთი ან ორივე ბირთვი-პროტონები ჩანაც-
ვლებულია დეიტრონით. 

10.28.*  ვარიაციული მეთოდის გამოყენებით იპოვეთ +
2H  წყალბადის მოლეკუ-

ლური იონის ძირითადი თერმის ( )RE0  ენერგია.  

მითითება: საცდელ ფუნქციად აიღეთ ( ) R

r

e
R

r
α

π
α −

=Ψ 3

3
, სადაც r  ელექტრო-

ნის დაשორებაა ბირთვების (პროტონების) שემაერთებელი მონაკვეთიდან, ხოლო 
α  ვარიაციული პარამეტრია.  

10.29. წინა, 10.28. ამოცანაשი მიღებულ ( )α,0 RE  გამოსახულებაשი აიღეთ 

9,1=α (α -ს ამ მნიשვნელობისათვის ( )α,0 RE  ორი ცვლადის ფუნქციას გააჩნია 

აბსოლუტური მინიმუმი გარკვეული 0R -თვის, რომელიც დასადგენია). იპოვეთ 

0R  იონის ზომა ( 0R  მანძილია იონის ბირთვებს שორის წონასწორობის მდგომა-

რეობაשი), თერმის 0E  მინიმალური ენერგია და ბირთვების (იონის პროტონების) 

ნულოვანი რხევების 0W  ენერგია. שეადარეთ მიღებული שედეგები ექსპერიმენ-

ტულ მონაცემებს 20 ≈R ატომ.ერთ, 6,00 −≈E  ატომ.ერთ, 0044,00 ≈W  ატომ-

.ერთ. שეიძლება თუ არა მოცემული ამოცანის ამოხსნის საფუძველზე დავას-

კვნათ, რომ არსებობს +
2H  სტაბილური იონი? 

10.30. ორატომიანი მოლეკულისათვის ცნობილია სამ მიმდევრობით ბრუნვით 

დონეებს שორის 2,01 =ΔE მევ და 3,02 =ΔE მევ. იპოვეთ ბრუნვითი ენერგია שუა 

დონისათვის. 
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10.31. იპოვეთ ენერგია, რომელიც აუცილებელია წყალბადის მოლეკულის აღსაგ-

ზნებად ძირითადი მდგომარეობიდან პირველ რხევით ( )1=N  დონეზე გადასას-
ვლელად. რამდენჯერ არის მეტი ეს ენერგია მოცემული მოლეკულის პირველ 

ბრუნვით ( )1=v დონეზე გადასასვლელად? წყალბადის მოლეკულისათვის 
1410279,8 ⋅=ω 1/წმ და 3105,28 −⋅=x . 

10.32.* HF  მოლეკულისათვის დათვალეთ ბრუნვითი დონეების რიცხვი, რომლე-
ბიც მოთავსებულია ძირითად და პირველ აგზნებულ რხევით დონეს שორის.  

მითითება: ჩათვალეთ, რომ ბრუნვითი მოძრაობა დამოუკიდებელია რხევითი 
მოძრაობისაგან. 

10.33. პაულის პრინციპის საשუალებით დაადგინეთ მაქსიმალური მნიשვნელობა 
δπσ ,,  ეკვივალენტური ელექტრონებისა ორატომიან მოლეკულაשი.  

10.34. ორატომიან მოლეკულას שემდეგი ელექტრონული კომბინაციები გააჩნია: 

ა) ორი ეკვივალენტური σ ელექტრონი. 

ბ) ორი არაექვივალენტური σ ელექტრონი. 

გ) ერთი σ და ერთი π ელექტრონი. 

დ) ორი ეკვივალენტური π ელექტრონი. 

ე) ორი არაეკვივალენტური σ ელექტრონი. 

თითოეულ שემთხვევაשი იპოვეთ שესაძლო ელექტრონული მდგომარეობები 

მოლეკულის, ანუ Λ+12S სიმბოლოები. 

10.35. იპოვეთ ორატომიანი მოლეკულის ელექტრონული გარსის ჯამური მომენ-
ტის პროექციის שესაძლო მნიשვნელობები שემდეგ ელექტრონულ მდგომარეობებ-

ი Σ1ש , Σ3  და Π2 . 

10.36. განსაზღვრეთ OH  მოლეკულის שესაძლო ელექტრონული თერმები, რომ-

ლებიც წარმოიქმნება ჟანგბადის და წყალბადის ატომების ( )P3  და ( )S2 ნორმა-
ლური თერმებიდან.  
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თავი 11. მოძრაობა მაგნიტურ ველში 

ძირითადი ცნებები და ფორმულები 

მაგნიტურ ველשი მოძრავი s  სპინის და 0μ  მაგნიტური მომენტის მქონე დამუხ-

ტული ნაწილაკის ჰამილტონიანს (პაულის ჰამილტონიანს) שემდეგი სახე აქვს: 

sH
s

UA
c

e
p

m
H ˆˆ

2
1ˆ 0

2  μ
−+






 −=                      (11.1) 

ამასთან,  

ArotH


= ;   ∇−= 
ip̂                                      (11.2) 

სიჩქარის ოპერატორს שემდეგი სახე აქვს: 

m

cAep
v

/ˆˆ
 −=  ,             (11.3) 

რომლის კომპონენტები שემდეგ კომუტაციურ თანაფარდობებს აკმაყოფილებენ: 

[ ] liklki H
cm

ie
vv ε2
ˆ,ˆ =  .             (11.4) 

ერთგვაროვან მაგნიტურ 0H ველשი განივი (მაგნიტური ველის მართობ სიბ-

რტყეשი) მოძრაობისას დამუხტული უსპინო ნაწილაკის ენერგეტიკული სპექტრი 
დისკრეტულია (ე.წ. ლანდაუს დონეები): 

mc

He
nnE EEn

0;2,1,0,
2
1 ==





 += ωω  .           (11.5) 

თუ ნაწილაკს აქვს s  სპინი და 0μ  მაგნიტური მომენტი, მაשინ ლანდაუს დო-

ნეებს ასეთი სახე აქვთ: 

mc

He
n

s

Hs
nE E

z
En

00 ;2,1,0,
2
1 ==−





 += ωμω  ,           (11.6) 

სადაც zs  ნაწილაკის სპინის ოპერატორია მაგნიტური ველის გასწვრივ.  

 მაგნიტურ ველשი დენის სიმკვრივე ორი שესაკრების სახით მოიცემა: 

sporb jjj


+=  ,                (11.7) 

სადაც პირველი שესაკრები ორბიტალურ მოძრაობასთანაა დაკავשირებული 

( ) ( ){ } ΨΨ−Ψ∇Ψ−ΨΨ∇= ∗∗∗ A
mc

e

m

ie
jorb

 2

2
 ,               (11.8) 
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ხოლო მეორე – ნაწილაკის სპინურ მაგნიტურ მომენტთან: 

( )ΨΨ= ∗scrot
s

jsp ˆ0μ
 .                (11.9) 

11.1.  აჩვენეთ, რომ ვექტორული პოტენციალის გარკვეული კალიბრებისას მაგ-
ნიტურ ველשი დამუხტული ნაწილაკის ჰამილტონიანი 

( )
2

ˆ
2
1ˆ 






 −= rA

c

e
p

m
H


 

  :ეიძლება ასე წარმოვიდგინოთש

2
2

22

2
ˆ

2

ˆ
ˆ A

mc

e
pA

mc

e

m

p
H


+−=  

11.2. იპოვეთ სიჩქარის v̂


ოპერატორი დამუხტული ნაწილაკისა მაგნიტურ ველשი. 
დაადგინეთ კომუტაციური თანაფარდობები ამ ვექტორის სხვადასხვა კომპო-

ნენტს שორის [ ]ki vv ˆ,ˆ  და ასევე იპოვეთ კომუტატორი [ ]ki xv ˆ,ˆ . 

11.3. ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი მოძრავი დამუხტული ნაწილაკისათვის იპო-

ვეთ განივი (მაგნიტური ველისადმი მართობი) მოძრაობის ორბიტის ცენტრის 0ρ̂


 

კოორდინატის ოპერატორი, მისი კვადრატი 2
0ρ̂


 და ორბიტის რადიუსის კვადრა-

ტის 2ρ̂ ოპერატორი. 

11.4. დაადგინეთ წინა 6.3. ამოცანაשი მიღებული 0ρ̂


, 2
0ρ̂


და 2ρ̂ ოპერატორების 

კომუტაციური თანაფარდობები ერთმანეთთან და ჰამილტონიანთან. 

11.5.*იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობების ნორმირებული ტალღური ფუნ-
ქციები და ენერგიის დონეები დამუხტული უსპინო ნაწილაკისა, რომელიც მოძრა-
ობს ერთგვაროვან z ღერძის გასწვრივ მიმართულ მაგნიტურ ველשი ვექტორული 
პოტენციალის שემდეგი ყალიბრებისას: 

ა) 0,,0 0 === zyx AxHAA ; 

ბ) 0,0,0 ==−= zyx AAyHA  

მითითება: გამოიყენეთ ის ფაქტი, რომ ოპერატორები yp̂ და zp̂ კომუტირებენ 

ერთმანეთთან და სისტემის ჰამილტონიანთან 












+





 −+= 2

2

0
2 ˆˆˆ

2
1ˆ

zyx pxH
c

e
ppH

μ
 

და ამოცანა დაიყვანეთ ერთგანზომილებიანი ოსცილატორის ამოცანაზე ( ბ) שემ-

თხვევაשი კომუტირებენ yp̂ zp̂ და ამ ყალიბრების שესაბამისი Ĥ). 
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11.6.*  წინა, 11.5 ამოცანაשი იპოვეს ორი სრული სისტემა ტალღური ფუნქციებისა 

zy pnpΨ და 
zx pnpΨ , რომლებიც აღწერენ სტაციონარულ მდგომარეობებს დამუხ-

ტული ნაწილაკისა ერთგვაროვან 0H მაგნიტურ ველשი მოძრაობისას, ვექტორი 

ველის ორი სხვადასხვა ყალიბრების שემთხვევაשი. იპოვეთ თანაფარდობა ამ ტალ-
ღურ ფუნქციებს שორის. 

მითითება: წარმოადგინეთ (გაשალეთ) ერთ-ერთი ფუნქცია მეორე ფუნქციების 
სუპერპოზიციებად და გამოიყენეთ ის ფაქტი, რომ პოტენციალების ყალიბრული 
გარდაქმნა שეიძლება განიხილეთ როგორც უნიტარული გარდაქმნა, რომელსაც 
ახორციელებს ოპერატორი 







= f

c

ie
U


expˆ , 

სადაც f  განსაზღვრავს ყალიბრულ გარდაქმნას 

fAA ∇+=′


. 

11.7.*  იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობების ნორმირებული ტალღური ფუნ-
ქციები და ენერგიის დონეები დამუხტული უსპინო ნაწილაკისა, რომელიც მოძრა-
ობს ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი ვექტორული პოტენციალის שემდეგი ყალიბ-

რებისას: [ ]rHA


02
1= -ესაძლოა თუ არა ერთიანზე ვანორმიროთ განივი მოძრაש .

ობის ტალღური ფუნქციები? 

მითითება: გამოიყენეთ ის ფაქტი, რომ ოპერატორები zl̂ და zp̂ კომუტირებენ ერ-

თმანეთთან და სისტემის ჰამილტონიანთან ( z  ღერძი არჩეულია 0H


 ველის გას-

წვრივ) და ამოცანა დაიყვანეთ გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციე-
ბის განტოლებაზე.  

11.8. იპოვეთ 11.3 ამოცანაשი განხილული ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი მოძრა-
ვი დამუხტული ნაწილაკისათვის განივი (მაგნიტური ველისადმი მართობი) მოძ-

რაობის ორბიტის ცენტრის კვადრატის 2
0ρ̂


 და ორბიტის რადიუსის კვადრატის 
2ρ̂ ოპერატორების საკუთარი მნიשვნელობები. 

11.9. იპოვეთ განივი სივრცული განაწილება ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი მოძ-

რავი დამუხტული ნაწილაკისა 
znmpΨ  სტაციონარულ მდგომარეობებשი (იხილეთ 

11.7), როდესაც n
e

e
m −= . 

11.10.* იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობების ნორმირებული ტალღური ფუნ-
ქციები და ენერგიის დონეები დამუხტული უსპინო ნაწილაკისა, რომელიც მოძრა-
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ობს ურთიერთმართობ ერთგვაროვან მაგნიტურ და ელექტრულ ველებשი. მიმარ-
თეთ z  ღერძი მაგნიტური ველის გასწვრივ, ხოლო x  ელექტრული ველის გასწ-

ვრივ. განიხილეთ Yყალიბრება 0== zx AA  და HxAy = .  

მითითება: გამოიყენეთ ის ფაქტი, რომ ოპერატორები yp̂ და zp̂ კომუტირებენ 

ერთმანეთთან და სისტემის ჰამილტონიანთან და ამოცანა დაიყვანეთ ერთგანზო-
მილებიანი ოსცილატორის ამოცანაზე.  

11.11. იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობების ნორმირებული ტალღური ფუნ-
ქციები და ენერგიის დონეები დამუხტული უსპინო ნაწილაკისა, რომელიც მოძრა-
ობს პარალელურ ერთგვაროვან მაგნიტურ და ელექტრულ ველებשი.  

მითითება: ისარგებლეთ 11.7. და 2.74 ამოცანების שედეგებით. 

11.12.* იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობების ენერგიის დონეები და ნორმი-
რებული ტალღური ფუნქციები დამუხტული სფერული ოსცილატორის (დამუხ-

ტული ნაწილაკი ( ) 2

2
1

krrU = ცენტრალურ ველשი), რომელიც იმყოფება ერთგვა-

როვან მაგნიტურ ველשი. שეისწავლეთ ზღვრული שემთხვევები სუსტი და ძლიერი 
მაგნიტური ველებისა.  

მითითება: გამოიყენეთ ცილინდრულ კოორდინატთა სისტემა ( z  ღერძი მაგნი-

ტური ველის გასწვრივ მიმართეთ) და ის ფაქტი, რომ ოპერატორები zl̂  და 

22
ˆ

2

2

22 kz

z
Hl +

∂
∂−=

μ


კომუტირებენ ერთმანეთთან და სისტემის ჰამილტონიან-

თან და ამოცანა დაიყვანეთ 11.7 ამოცანაზე.  

11.13. იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობების ენერგიის დონეები და ნორმი-
რებული ტალღური ფუნქციები დამუხტული ბრტყელი ოსცილატორის (დამუხტუ-
ლი ნაწილაკი, რომელიც სიბრტყეზე ასრულებს მოძრაობას ფიქსირებული წერ-
ტილიდან მოცემულ a მანძილზე), რომელიც იმყოფება ბრუნვის სიბრტყის მარ-
თობ ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი.  

11.14. აჩვენეთ, რომ სივრცის שეზღუდულ არეשი ნულისაგან განსხვავებულ 

( )rH


 მაგნიტურ ველს არ שეუძლია „ჩაიჭიროს“ დამუხტული უსპინო ნაწილაკი 
ანუ არ არსებობენ ნაწილაკის ისეთი სტაციონარული მდგომარეობები, რომლებ-
  .იשეზღუდულ არეש იც ის ლოკალიზებულია სივრცისש

11.15. ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი იპოვეთ სტაციონარული მდგომარეობების 
ტალღური ფუნქციები და שესაბამისი ენერგეტიკული დონეები ნეიტრალური ნა-

წილაკის, რომელსაც 2/1=s სპინი გააჩნია და აქვს სპინური მაგნიტური მომენ-

ტი 0μ  ( σμμ ˆˆ
0
 = ).  
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მითითება: მიმართეთ z  ღერძი მაგნიტური ველის გასწვრივ და გამოიყენეთ ის 

ფაქტი, რომ p̂


და 
2
ˆˆ z

zs
σ

=  ოპერატორები კომუტირებენ ერთმანეთთან და ამო-

ცანის ჰამილტონიანთან. 

11.16.* იპოვეთ ნეიტრონის სოლენოიდის მაგნიტურ ველשი განივი მოძრაობის 
სტაციონარული მდგომარეობების დისკრეტული სპექტრის ენერგეტიკული დონე-
ები და ტალღური ფუნქციები. 

მითითება: მიმართეთ z  ღერძი მაგნიტური ველის გასწვრივ სოლენოიდის שიგ-

ნით და გამოიყენეთ ის ფაქტი, რომ 
2
ˆˆ z

zs
σ

=  ოპერატორი კომუტირებს ამოცანის 

ჰამილტონიანთან.  

11.17. ნეიტრონი იმყოფება שემდეგი სახის სტაციონარულ მაგნიტურ ველשი: 

( )ρϕρ HHHH z === ,0  

(ცილინდრულ კოორდინატთა სისტემა). დაიყვანეთ ნეიტრონის სტაციონარული 
მდგომარეობების ტალღური ფუნქციების და ენერგეტიკული სპექტრის პოვნის 
ამოცანა ერთგანზომილებიანი ტალღური განტოლების ამოხსნაზე.  

მითითება: მიმართეთ z  ღერძი მაგნიტური ველის გასწვრივ და გამოიყენეთ ის 

ფაქტი, რომ zŝ , zz lp ˆ,ˆ  ოპერატორები კომუტირებენ ერთმანეთთან და ამოცანის 
ჰამილტონიანთან.  

11.18. იპოვეთ ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი 0μ  მაგნიტური მომენტის მქონე 

2/1=s -სპინიანი დამუხტული ნაწილაკის სტაციონარული მდგომარეობების 
ტალღური ფუნქციები და ენერგიის დონეები.  

მითითება: გამოიყენეთ 10.5 ა) და 10.7 ამოცანების שედეგები.  

11.19. აჩვენეთ, რომ პაულის ჰამილტონიანი ელექტრონისათვის და μ  მეზონი-
სათვის ელექტრომაგნიტურ ველשი שემდეგი სახით שეიძლება ჩაიწეროს: 

( )re
A

c

e
pi

H




ϕ
μ

σ
+







 −

=
2

ˆˆ
ˆ

2

 

სამართლიანია თუ არა ჰამილტონიანის ამ სახით ჩაწერა სხვა 2/1=s -სპინიანი 
ნაწილაკებისათვის (პროტონი, ნეიტრონი და ა.ש)? 

მითითება: გამოიყენეთ 11.2 ამოცანის שედეგები და პაულის მატრიცის თვისებები. 

11.20. აჩვენეთ, რომ სტაციონარულ ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი ელექტრო-
ნის მოძრაობისას სპინის პროექცია სიჩქარის მიმართულებაზე მოძრაობის ინ-
ტეგრალია.  
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ედეგი სხვა ნებისმიერი 2/1=sש ენარჩუნდება თუ არა ესש -სპინიანი ნაწილა-
კისათვის? 

მითითება: გამოიყენეთ  11.19-ის שედეგები. 

11.21.* აჩვენეთ, რომ დამუხტული, სპინიანი, მაგნიტური მომენტის მქონე ნაწილა-

კის ერთგვაროვან, დროשი ცვალებად ( )tH


 მაგნიტურ ველשი მოძრაობისას (და 
ნებისმიერ ელექტრულ ველשი) ტალღური ფუნქცია שესაძლოა ჩაიწეროს როგორც 
კოორდინატული ფუნქციისა და სპინური ფუნქციების ნამრავლი. 

მითითება: გამოიყენეთ ამ თავის שესავალი ნაწილის (11.1) პაულის განტოლება. 

11.22.* იპოვეთ 2/1=s -სპინიანი μ  მაგნიტური მომენტის მქონე ნაწილაკის სპი-
ნური ტალღური ფუნქციის დროზე დამოკიდებულება და სპინის ვექტორის კომ-
პონენტების საשუალო მნიשვნელობები, რომელიც მოძრაობს ერთგვაროვან სტა-
ციონარულ მაგნიტურ ველשი.  

მითითება: მიმართეთ z  ღერძი მაგნიტური ველის გასწვრივ და გამოიყენეთ წი-
ნა, 11.21 ამოცანის שედეგები. 

11.23. განაზოგადეთ 11.22 ამოცანის שედეგები არასტაციონარული მაგნიტური 

ველის שემთხვევაשი, რომლის მიმართულება უცვლელი რჩება, ანუ ( ) ( ) 0ntHtH
= .  

11.24.*  2/1=s -სპინიანი μ  მაგნიტური მომენტის მქონე ნაწილაკი იმყოფება 

) ემდეგი სახის ერთგვაროვანש )tH  მაგნიტურ ველשი: 

00101 ;sin;cos HHtHHtHH zyx === ωω
,
 

სადაც 01,0 ,ωH  მუდმივებია. 

0=t  მომენტשი ნაწილაკი იმყოფება 2/1=zs  მდგომარეობაשი. იპოვეთ zs -

ის სხვადასხვა მნიשვნელობის პოვნის ალბათობები t  მომენტשი.  

მითითება: დაწერეთ שრედინგერის განტოლება სპინური ტალღური ფუნქციის 

( ) ( )








=Ψ

)(tb

ta
t  )(ta  და )(tb  კომპონენტებისათვის. მიღებული განტოლება 

a
ti

a ~
2

exp 0







−=

ω
 და b

ti
b

~
2

exp 0







=
ω

 
ჩასმებით დაიყვანეთ მუდმივკოეფიცი-

ენტებიან დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემაზე. 

11.25. მაგნიტურ ველשი მყოფი დამუხტული უსპინო ნაწილაკისათვის დაადგინეთ 

თანაფარდობა ორბიტალური მომენტისა l  და მაგნიტური მომენტის μ  საשუა-

ლოებს שორის.  
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11.26. ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი მოძრავი დამუხტული უსპინო ნაწილაკი-

სათვის (რომელიც იმყოფება 
znmpΨ სტაციონარულ მდგომარეობაשი) იპოვეთ დე-

ნის სიმკვრივის ოპერატორი (იხილეთ ამოცანა 11.7). 

მითითება: გამოიყენეთ ამ თავის שესავალი ნაწილის (11.8) ფორმულა, რომელიც 
უსპინო ნაწილაკისათვის არის გამოსადეგი. 

11.27. ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი მოძრავი დამუხტული 2/1=s -სპინიანი 

0μ  მაგნიტური მომენტის მქონე ნაწილაკისათვის, რომელიც იმყოფება 

zz snmpΨ სტაციონარულ მდგომარეობაשი (იხილეთ ამოცანა 11.18),იპოვეთ ენერ-

გიის დონეები.  

მითითება: გამოიყენეთ ამ თავის שესავალი ნაწილის (11.7) ფორმულა. 

11.28.*ელექტრონი იმყოფება ძირითად მდგომარეობაשი ბირთვის ველשი. იპოვეთ 
ელექტრონის მიერ სივრცეשი שექმნილი საשუალო მაგნიტური ველი.  

მითითება: გაითვალისწინეთ, რომ ძირითად მდგომარეობაשი დენის გამოსახულე-
ბაשი წვლილი שეაქვს მხოლოდ (11.9) სპინურ ნაწილს და გამოიყენეთ ელექტრო-

დინამიკის ცნობილი ფორმულა ვექტორ-პოტენციალისათვის ( ) ( )


−
=

rR

dVrj

c
RA 

 1
. 

11.29.* კოორდინატთა სათავეשი იპოვეთ საשუალო მაგნიტური ველი, რომელსაც 

ქმნის 2/1=s -სპინიანი 0μ  მაგნიტური მომენტის მქონე ნაწილაკი, რომელიც იმ-

ყოფება ცენტრალურ ველשი s  მდგომარეობაשი.  

მითითება: გაითვალისწინეთ, რომ ძირითად მდგომარეობაשი დენის გამოსახულე-
ბაשი წვლილი שეაქვს მხოლოდ (11.9) სპინურ ნაწილს; გამოიყენეთ წინა, 11.28 

ამოცანის ფორმულები და שემდეგი თანაფარდობა ( )r
r

πδ41 −=Δ . 
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პასუხები  

თავი 1. ოპერატორები კვანტურ მექანიკაში 

1.1. წრფივი ოპერატორების თეორიის ძირითადი დებულებები  

1.1. ყველა ოპერატორი წრფივია, გარდა K̂  ოპერატორისა. ყველას გააჩნია 
  :ებრუნებული ოპერატორიש

             12
1

12
1111 ˆˆ;ˆˆ;ˆ;ˆ;ˆˆ PPKKMIITT caa ==== −−−−

−
−

. 

1.10. ( ) ( )Ψ++Ψ++Ψ+Ψ=Ψ xx
dx

d
x

dx

d
x

dx

d
D 3333ˆ 32

2

2

3

3
. 

1.11. 
2

2

3

3 3ˆ
dx

d

xdx

d
L

Ψ+Ψ=Ψ . 

1.12. ა) ( ) ;sin4cos2cosˆ 2 xxxxxA −−=  ( ) xxxxxB sin3cos1cosˆ 2 −−=  

ბ) ( ) xx exxeA 242ˆ ++= ;  ( ) xx exxeB 231ˆ ++= . 

1.13. ;ˆ
2

2
2

dx

d
x

dx

d
xA +=   13ˆ

2

2
2 ++=

dx

d
x

dx

d
xB . 

1.14. ( ) 222 2ˆ AAdiviAiL





 ++∇+Δ−= . 

1.15. ა) თუ გაשლით ექსპონენტას მწკრივად და გაითვალისწინებთ, რომ 1ˆ2 =I , 

მიიღებთ { } ( )IaiaIia ˆsincosˆexp += ;  

ბ) ადვილი საჩვენებელია, რომ  





=

n

n

a dx

d
ax

n
L

!
1ˆ ოპერატორის მოქმედება kx -ზე 

არის ( )kak
a xexL =ˆ . ამიტომ, თუ ( )xΨ  ფუნქციას გაשლით ტეილორის მწკრი-

ვად,  მიიღებთ: 

( ) ( ) ( )xexe
k

c
x

k

c
LxL a

n n

kakkk
aa Ψ===Ψ   !!

ˆˆ . 

1.16. განსაზღვრეთ aT̂ ოპერატორი שემდეგი ტოლობით: 

( ) ( )axxTa +=ψψˆ . 

და გაשალეთ ( )ax +ψ  მწკრივად: 

( ) ( )
∞

=
=+

0 !n
n

nn

x
dx

d

n

a
ax ψψ . 
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და რადგანაც 
∞

=
=

0 !n

x
n

e
n

x
, საბოლოოდ გვექნება: 

dx

d
a

a eT =ˆ . 

1.17. განსაზღვრეთ αT̂ ოპერატორი ტოლობით: 

( ) ( )arrTa
 +=ψψˆ . 

თუ გაשლით ( )ar
 +ψ -ს ტეილორის მწკრივად r


-ის მახლობლად, მიიღებთ: 

∇=


a
a eT̂ . 

1.18. განსაზღვრეთ aT̂ ოპერატორი ტოლობით: 

( ) ( )αϕψϕψα +=T̂ . 

თუ გაשლით ( )αϕψ + -ს ტეილორის მწკრივად ϕ -ის მახლობლად, მიიღებთ: 

ϕ
α

α
d

d

eT =ˆ . 

1.19.  ტოლი იქნება. 

1.23. [ ]
dx

d
x 2, =Δ  

1.24. MLMMLA ˆ2ˆˆˆˆ 22 =−=  

1.25. წინა 1.24 ამოცანის שედეგის გამოყენებით, ინდუქციის მეთოდით שეიძ-
ლება დაამტკიცოთ, რომ სამართლიანია ტოლობა: 

1ˆˆˆˆˆ −−=− nnn LnMLLM .        (1) 

განმარტების თანახმად: 

( ) ( ) ( )
= n

n

L
n

f
Lf ˆ

!
0ˆ .          (2) 

ამიტომ (1) და (2)-დან გვექნება: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

∞
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−
∞

= −
=−=−=
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LfMMLfA .      (3) 

თუ დავუשვებთ, რომ 11 nn =− , მაשინ (3)-დან მიიღებთ: 
( ) ( ) ( )[ ]( ) ( ) 
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ამრიგად გვექნება: 

( ) ( ) ( )LfLfMMLfA ˆˆˆˆˆˆ ′=−= .      (5) 

1.26. 1== mn  

1.27. ა) გაამრავლეთ 1ˆˆˆˆ =− ABBA  ტოლობა B̂ ოპერატორზე ჯერ მარცხნი-

დან, שემდეგ კი მარჯვნიდან. მიიღებთ BABBAB ˆˆˆˆˆˆ 2 =−  და BBABBA ˆˆˆˆˆˆ 2 =− . 

ამ ტოლობების שეკრებით მიიღებთ [ ] BBA ˆ2ˆ,ˆ 2 = . 

1.29. ზოგადად, არ კომუტირებენ. მაგალითად, yp̂ ოპერატორი კომუტირებს 

x  და xp̂  ოპერატორებთან, რომლებიც ერთმანეთთან არ კომუტირებენ. 

1.37. ( ) ( )n
n

n ABABA 
∞

=

−−−
=−

0

111 ˆˆˆˆˆ λλ . 

1.39. ა) xpi ˆ2  ; ბ) xi2 .  

1.40. ა) ( )xppxi xx ˆˆ2 +  ბ) 
dx

d
xx 26 + . 

1.44. გვაქვს: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xaTxexp
ia

n
x

dx

d
a

n
ax

api

n

n
n

n
n

n
n Ψ≡Ψ=Ψ






=Ψ=+Ψ 

∞

=

∞

=

ˆˆ
!

1
!

1 ˆ

00




. 

ცხადია, რომ ( ) ( )/ˆexpˆ apiaT =  ტრანსლაციის ოპერატორია, სადაც 
dx

d
ip −=ˆ  

იმპულსის ოპერატორია. ამიტომ პირდაპირ שეიძლება ჩვენება, რომ: 

( ) 0ˆ
2
1,ˆ 2 =





p
m

aT ,                           (1) 

ხოლო  
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=+−++=
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axxVaxaxV

xaTxVxxVaTxxVaT

ψψ
ψψψ

          (2) 

რადგანაც ამოცანის პირობის ( ) ( )xVaxV =+ . (1) და (2)-დან აשკარად ჩანს, 

ჰამილტონიანი კომუტირებს ტრანსლაციის ( )aT̂  ოპერატორთან. 

1.48. a

.  

1.49. 1−+− βααx
i


. 
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1.50. ( )








xf
dx

d , =
dx

dfi


. 

1.58. 
dx

d
A −=+ˆ . 

1.59. ( )
n

n
n

dx

d
A 1ˆ −=+

. 

1.60. aa TT  −
+ = ˆˆ .                                    

1.61.  














=













+

ϕ
α

ϕ
α

d

d
i

d

d
i

ee . 

1.62. რადგანაც ( )zyxf ,,  ფუნქციის ნამდვილობა ნიשნავს, რომ სრულდება 

პირობა ∗= ff , ამიტომ დამტკიცება ცხადია. 

1.72. დავუשვათ, სამართლიანია  

BiAL ˆˆˆ += ,              (1)  
მაשინ  

BiAL ˆˆˆ −=+
.        (2) 

ამ ორი ტოლობიდან მიიღებთ:  

i

LL
B

LL
A

2

ˆˆ;
2

ˆˆˆ
+−=+= .                          (3)    

1.73. ჩაწერეთ  BiAL ˆˆˆ += ,  საიდანაც: 

( )ABBAiBAL ˆˆˆˆˆˆˆ 222 ++−= ,                        (1) 

ცხადია, რომ 2L̂ ოპერატორი ერმიტული იქნება ( Â  და B


ოპერატორების 

ერმიტულობის გათვალისწინებით), როცა 0ˆˆˆˆ =+ ABBA . 

1.2. საკუთარი ფუნქციები და მნიשვნელობები. საשუალოს ცნება. 
პროექციული და უნიტარული ოპერატორები 

1.76. ა)   საკუთარი ფუნქციებია ( ) xiex βψ = , სადაც β  ნებისმიერი ნამდვილი 
რიცხვია. 

ბ) საკუთარი ფუნქციებია ( ) xiex λψ −= , სადაც λ  ნებისმიერი ნამდვილი რი-
ცხვია. 

ორივე שემთხვევაשი სპექტრი უწყვეტია. 
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1.77. საკუთარი ფუნქციებია ( ) 2

2x
x

cex
−

=
λ

ψ , სადაც c  და λ  ნებისმიერი  
რიცხვებია. ეს ამონახსნები აკმაყოფილებენ სასრულობის, უწყვეტობის და ცა-
ლსახობის მოთხოვნებს. სპექტრი უწყვეტია. 

1.78. ,...2,1;2; ±±=== n
a

n
Ce xi πλψ λ

 

1.79. საკუთარი ფუნქციებია ( ) ϕϕψ imce= , სადაც ,...2,1,0 ±±=m  

1.80. იმისათვის, რომ ვიპოვოთ ამოხსნა საკუთარი ფუნქციების განტოლებისა: 

λψψ
ϕ

=
d

dsin .                              (1) 

გავשალოთ 
ϕd

dsin ოპერატორი მწკრივად: 

( )
( )

∞

=
+

+

+
−=








−+−=

0
12

12

5

5

3

3

!12
1...

!5
1

!3
1sin

k
k

kk

d

d

kd

d

d

d

d

d

d

d ψ
ϕ

ψ
ϕϕϕ

ψ
ϕ

.    (2) 

(1)-ის ამოხსნა (2)-ის გათვალისწინებით უნდა ვეძებოთ שემდეგი სახით 

( ) αϕϕψ e= და ფუნქციის ცალსახობის პირობა, მსგავსად წინა 1.79 ამოცანი-

სა, მოგვცემს ( ),...2,1,0 ±±== mimα . ამ ამოხსნის ჩასმით (1) განტოლებაשი 
მიიღებთ საკუთარი მნიשვნელობებს: 

( )
( ) ( ) ( )

∞

=
=

+
−=

0
sin

!12
1

k

k
k

imim
k

λ . 

1.81. ანალოგიურად 1.80 ამოცანისა, გვექნება: 

( ) ϕϕψ me= ;  mcos=λ ; ,...2,1,0 ±±=m  

1.82. ანალოგიურად 1.80 ამოცანისა, გვექნება: 

( ) ϕϕψ me= ;  ama−=λ ; ,...2,1,0 ±±=m  

1.83. ( )
x

xC
x

βψ sin= , სადაც β  ნებისმიერი ნამდვილი რიცხვია.                    

1.84. 9−=A . 

185. ა) axe ;  ბ) axe  და axsin . 

1.86. საკუთარი ფუნქციაა kxkx sincos + , ხოლო საკუთარი მნიשვნელობაა 2k− . 
1.87. ა) 4=A ; ბ) 1=A . 
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1.88. 2α−=A . 

1.89. kA = . 

1.90. ( ) ,...2,1;;sin
2

±±=





== n

l

n
xC

πλλψ  

1.91. ა) ( ) ( )yikyxf yexp, ;   ბ) ( )[ ]zkykxkiA zyx ++exp ;  

გ) ( ) ( )xikzyf x±exp, . 

აქ zyx
p

k ,,; == γγ
γ 

, ხოლო f  ნებისმიერი ფუნქციაა. 

1.97. საკუთარი ფუნქციაა ( ) ( )xfex iαψ = , სადაც α  ნებისმიერი ნამდვილი 

სიდიდეა, ხოლო ( )xf  ნებისმიერი ნამდვილი ფუნქციაა. 

1.100. ა) ikxikx BeAe −== 21 ;ψψ , სადაც 2
2 2


mE

k = , ხოლო E  ენერგია – სა-

კუთარი მნიשვნელობაა. ბ) ...3,2,1;sin;
2 2

22
=== nx

a

n
C

ma

n
E nn

πψ
; ტალღურ 

ფუნქციას ექნება 1−n კვანძი. 

1.101. ა) cf ±=2,1 ; ბ) cff == 21 ;0 ; გ)  cff ±== 3,21 ;0 . 

1.102. საკუთარი ფუნქციაა ( ) ( )










 −−=Ψ

αβ
β
2

exp
2fxi

Cxf , ხოლო საკუთარი 

მნიשვნელობაა ნებისმიერი ნამდვილი f რიცხვი. სპექტრი უწყვეტია და გადა-
უგვარებელი. 

105. ა) ოპერატორების არაკომუტატიურობა არ ნიשნავს იმას, რომ არ არსე-
ბობენ ისეთი მდგომარეობები, რომლებשიც שესაბამის ფიზიკურ სიდიდეებს 
ერთდროულად აქვთ განსაზღვრული მნიשვნელობები. თუკი ასეთი მდგომარე-
ობები არსებობენ, მათი ტალღური ფუნქციები არ ადგენენ სრულ სისტემას. 
მაგალითად, როგორც III თავשი ვნახავთ, იმპულსის მომენტის ოპერატორის 
კომპონენტები ერთმანეთთან არ კომუტირებენ, მაგრამ 0=L მდგომარეობაשი 

იმპულსის მომენტის კომპონენტებს გააჩნიათ 0=iL  განსაზღვრული მნიשვნე-

ლობა (იხილეთ აგრეთვე 1.105 ამოცანა) 

ბ) თუ ოპერატორები კომუტირებენ, ეს არ ნიשნავს, რომ, თუ A -ს გააჩნია 
გარკვეული მნიשვნელობები, B -საც აქვს გარკვეული მნიשვნელობები. მკაც-
რად שეიძლება ითქვას שემდეგი: მდგომარეობები, რომელשიც A -სა და B -ს 
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ერთდროულად აქვთ განსაზღვრული მნიשვნელობანი, არსებობენ და ამგვარი 
მდგომარეობების ტალღური ფუნქციები ადგენენ სრულ სისტემას. მაგალითი: 

ერთგანზომილებიანი მოძრაობისას 
dx

d
ip −=ˆ იმპულსის და კინეტიკური ენე-

რგიის 
m

p
T

2
ˆˆ

2
=  ოპერატორები კომუტირებენ, მაგრამ ( )


xp

Cx 0sin=ψ  მდგო-

მარეობაשი კინეტიკურ ენერგიას გააჩნია განსაზღვრული მნიשვნელობა, იმ-

პულსს კი – არა. თუკი Â  ოპერატორის საკუთარ მნიשვნელობათა სპექტრი გა-

დაუგვარებელია, მაשინ Â  ოპერატორთან კომუტირებად ნებისმიერ ოპერა-

ტორს 
iAΨ მდგომარეობაשი ასევე გააჩნია განსაზღვრული მნიשვნელობა (იხი-

ლეთ 1.104 ამოცანა). 

1.106. ( ) ( ) 02ˆˆˆˆ =Ψ=Ψ+=Ψ+ ababab abbaabABBA . ამრიგად,  0=ab  და 

ამიტომ ან a , ან b ნულია. მაგალითი: 0ˆˆˆˆ =+ xIIx  და არსებობს მხოლოდ ერ-

თი ტალღური ფუნქცია ( )xδ=Ψ0 , რომელიც ერთდროულად საკუთარი ფუნ-

ქციაა x̂  და Î ოპერატორების, იმავდროულად, კოორდინატის საკუთარი 

მნიשვნელობაა: 00 =x . 

1.109. საკუთარი ფუნქციაა ( ) ( )










 −=Ψ

2
exp

2fx
Cxf

. ეს ფუნქცია ნებისმიერი 

საკუთარი მნიשვნელობისთვის f , უსასრულოდ იზრდება ±∞→x -თვის. ასე-
თი ფუნქციები კი გამოირიცხება განხილვიდან, რის გამოც ითვლება, რომ 

მოცემულ f̂ ოპერატორს საერთოდ არ გააჩნია საკუთარი ფუნქცია. 

1.110. საკუთარი ფუნქციაა ( ) ( )










 −−=Ψ

2
exp

2fx
Cxf . საკუთარი მნიשვნელობა 

f  ნებისმიერი კომპლექსური რიცხვია. სხვადასხვა საკუთარი მნიשვნელობების 
 .ესაბამისი ტალღური ფუნქციები არ არიან ორთოგონალურიש

1.111. ა) 
2
21

1 d

d

−

−φφ
;  ბ) 

d22
21

−
−φφ

. 

1.112. 2

22

5
;

2 mb

a
E

b
x k

== . 

1.113. ა) k  ბ) 0 გ) 0. 
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1.116. ა) kpx x == ;0 . 

1.117. ა)  •= dxc ii ψϕ ; ბ) 
2

kc კოეფიციენტები kA  ფიზიკური სიდიდის 

პოვნის ალბათობებია ( )xψ  მდგომარეობაשი.                          

1.118. 
π
λ22 =A ;  ax = ; 

λ4
122 += ax ;   

λ
σ

4
12 =x  

1.119. 
3

1

a
A

π
= ; 

0

2

a

e
U −=  

1.120. λ=A ;  0=x ; 2
2

2
1
λ

=x ; 
λ

σ
2
1=x ; ალბათობა 21 −−= eW  

1.121. 
l

A
2= ; 

2
l

x = ;  0=xp ; 2

22

4
2

ml
Ek

π=  

1.122. 
π
212

a
A = ; 0=x ; kpx = ; 






 −= 2

2

2 1
4

k
am

Ek


 

1.124. 0xx = ; 2
0

2
2

2
x

a
x += ; 

2

2a
x =σ ; 0pp = ; 2

02

2
2

2
p

a
p += 

; 

2

2

2a
p

=σ  

1.125. ა) 
b

A
3= ; ბ) ნაწილაკის პოვნა ყველაზე დიდი ალბათობაა ax =  წერ-

ტილשი; გ) ალბათობა ტოლია  =Ψ=
a

b

a
dxP

0

2 ;  თუ ab = , .1=P თუ ab 2= , 

2/1=P ; დ) 
4

2 ba
x

+= ;  

1.127. ა) axx −= 12 ;  12 pp = . ბ) 12 xx = ; 012 ppp +=  

1.130. ( ) 2ˆ
ii CfP = , სადაც iC  კოეფიციენტები მონაწილეობენ Ψ -ის გაש-

ლაשი 
kf

Ψ ფუნქციებად:  Ψ=Ψ
k

fk k
C  

1.131. 
2

1;
2

1 I
P

I
P

−=+= −+ , სადაც I კოორდინატთა ინვერსიის ოპერატორია. 
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1.133. 1=U


 

1.134. 1=c  ანუ ( )αic exp= , სადაც α  ნამდვილი რიცხვია. 

ˆეიძლება, თუ .1ש .1.136 2 =U  ასეთ ერმიტულ ოპერატორს საკუთარი მნიשვნე-
ლობები აქვს მხოლოდ ორი: 1 და –1. ამრიგად, თუ ერმიტულ ოპერატორს სა-
კუთარი მნიשვნელობები აქვს 1± , მაשინ ის უნიტარული ოპერატორიცაა.  

1.138. ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
( ) ( )2/ˆsin2/ˆcos

2/ˆsin2/ˆcosˆexp2/ˆexpˆexpˆ 1

FiF

FiF
FiFiFiU

−
+=−==

−
 

თავი 2. ერთგანზომილებიანი მოძრაობა 

2.1. დისკრეტული სპექტრი. სტაციონარული მდგომარეობები 

2.2. არანორმირებული ტალღური ფუნქციაა ( ) ( ) ( ) 





±=Ψ ±± px

i
Ax EE 

exp , სა-

დაც mEp 2=  და 0≥E . თავისუფალი მოძრაობა ინფინიტურია, რის გა-
მოც სპექტრი უწყვეტია. გვაქვს სპექტრის ორჯერადი გადაგვარება.  

2.4. ა) ამ שემთხვევაשი არ გვაქვს ბმული მდგომარეობები; ბ) ამ שემთხვევაשი 
−∞→x  მხარეს )(xVE −  უარყოფითია და ამ ასიმპტოტურ არეשი שრედინგე-

რის განტოლების ორი დამოუკიდებელი ამოხსნიდან მხოლოდ ერთი שეესაბამე-

ბა ბმულ მდგომარეობას; გ) გვაქვს ბმული მდგომარეობები. თუ 0VVV ==+ , 

მაשინ გვაქვს ბმული მდგომარეობები თუ EV >0 . 

2.6. ა) ( ) ikxikx BeAex −+=ψ ; ( )02
2 2

VE
m

k −=


, სადაც A  და B ნებისმიერი 

მუდმივებია. 

ბ) ( ) xixi DeCex λλψ −+= ; ( )EV
m −= 02

2 2


λ , სადაც C  და D  ნებისმიერი 

მუდმივებია. 

გ) ( ) MLxx +=ψ , სადაც L  და M  ნებისმიერი მუდმივებია. 

2.7. ;
2 2

222

ma

n
En

π=  ( ) ...3,2.1
,0,0

,0,sin2
=









><

<<=Ψ n

axx

ax
a

nx

axn

π
 

2/ax =  წერტილის მიმართ ინვერსიისას ტალღური ფუნქცია ასე გარდაიქმნება: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xaxxx n
n

nnn Ψ−=+−Ψ=′Ψ≡Ψ′ 1  
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ანუ გააჩნია გარკვეული ( )n1− ლუწობა. აქ აღებულია ისეთი ნუმერაცია დო-

ნეების, რომ სისტემის ძირითად მდგომარეობას שეესაბამება 1=n . იმავდრო-

ულად, 1−n ემთხვევა ( )xnΨ  ფუნქციის ნულების რიცხვს. 

2.9.
2
a

x = ;
( )22

22
2

123 +
−=

n

aa
x

π
; 

( )
( )22

22
222

1212 +
−=−=Δ=

n

aa
xxxx π

σ ; 

0=p ;  
( ) ;1

2

222
2

a

n
p

+= π
 ( ) ( )

2

222
222 1

a

n
pppp

+=−=Δ= πσ .  

2.10. ( )[ ]2
2

0
4

ψ ′=
m

a
E


.  

2.12. 
Ea

m
Δ

= 2

22

2
5 π

. 

2.13. dE
E

ma
dN

2π
= . 

2.14. ა) ;3

22

ma
F

π=  ბ) 
( )

2

222

2
1

ma
A

πη −= . 

2.15.  ≈+=





=

2

1

61,0
2

3
3
1sin2 2

x

x

dx
a

x

a
w

π
π

. 

2.16. 
( )

m

P
E

P
a m

m 8
;2 2π

== . 

2.17. 29
64
π

=w . 

 ეიცვლება მხოლოდ დროითი ნაწილი სრული ტალღური ფუნქციის დაש .2.19
რადგანაც ფიზიკური აზრი აქვს მხოლოდ ტალღური ფუნქციის მოდულის 
კვადრატს, დროითი მამრავლის ცვლილება არ გამოვლინდება. 

2.20. ( ) ( ) /,/,, pkkEAetx kxti ===Ψ −− ωω
. 

2.22. ( ) ( ) ( )  /,2/,,, 00
2
00

00 mvkmvetxtx tki ==′Ψ′=Ψ − ωω . აქ ექსპონენცია-

ლური მამრავლი აღწერს ნაწილაკის მოძრაობას K ′სისტემასთან ერთად ( K  

სისტემის მიმართ). 
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2.23. აკმაყოფილებს მხოლოდ שრედინგერის დროით განტოლებას. 

2.24. 5
30
a

A = ; 
2
a

x = ; 0=p ; 2

25
ma

H
= . 

2.25. 







−= t

ma

aa
x 2

22

2 2
3cos

9
16

2
π

π
. 

2.26. 

( )








<=

<+=
>=

=

−

axFe

axxDxC

axBe

x
x

x

;

;cossin
;

3

2

1

α

α

ψ

ββψ
ψ

ψ        (1) 

გვაქვს ორი ტიპის ამოხსნები, რომელთა საკუთარი მნიשვნელობების განტო-
ლებებია: 

ა) ლუწი ამოხსნები: FBC == ;0  

αββ =atg ,                                (2) 

სადაც     0)(2;02 2/1

02

2/1

2 >





 −=>






= EV

m
E

m


βα                (3) 

ბ) კენტი ამოხსნები: FBD −== ;0  

αββ −=actg ;                                (4) 

(2) და (4) ტრანსცენდენტული განტოლებების ამოხსნის שედეგად ვპოულობთ 

ენერგიის დონეებს. 

2.28. ა) mVa 4/22
0

2 π= ; 

ბ) 
( ) ,...3,2,

2
1 222

0
2 =−= n

m

n
Va

π
 

დონეთა რიცხვი განისაზღვრება שემდეგი უტოლობიდან:  

1
2 0

2

−>> n
Vma

n
π

, 

ჩვენს שემთხვევაשი 4=n  

2.29. 2

22

1 18ma
E

π= . 

2.30. ( )
m

E
m

x
xU

2222
;2  αα == . 
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2.31. ( )
m

E
mx

xU
2

;
222  αα −=−= . 

2.32.  

( )








<=
<<+=

>=
=

−

0;0
0;cossin

;

3

2

1

x

axxDxC

axBe

x

x

ψ
ββψ

ψ
ψ

α

              (1) 

საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა: 

αββ −=actg ,                                 (2) 

სადაც       0)(2;02 2/1

02

2/1

2 >





 −=>






= EV

m
E

m


βα              (3)              

(2) ტრანსცენდენტული განტოლების ამოხსნის שედეგად ვპოულობთ ენერგიის 
დონეებს. 

2.33.  

( ) ( )








<=

<<+=
>=

=

−

0;

0;sin
;

2

1

23

2

11

xeB

axkxA

axeB

x
x

x

β

β

ψ
φψ

ψ
ψ      (1)  

სადაც     

2/1

2,12

2/1

2 )(2;2






 −=






= EV

m
E

m
k


β .              (2)             

საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა: 

( )γξξξπ cosarcsinarcsin +=− aqn ,                   (3) 

სადაც 

( )






 <<====

2
0;cos,,2

2

1

1

2
1

1 πγγξ
V

V

V

E

q

kmV
q


          (4)              

(3) ტრანსცენდენტული განტოლების ამოხსნის שედეგად ვპოულობთ ენერგიის 
დონეებს. 

2.34.  

( )
( )








<<−
<<+

<<
=

cxbxkctgkxkA

bxaxkBxkA

axxkA

x

;cossin
;cossin

0;sin

3333

2222

11

ψ      (1) 
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სადაც  

( ) .3,2,1,2 2
1

2 =



 −= iVE

m
k ii 

     (2) 

საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა: 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]abkakkabkakkbckk

abkakkabkakkbckk

−−−−=
=−+−−

coscossinsinsin
sincoscossincos

1121232

21121233
      (3) 

(3) ტრანსცენდენტული განტოლების ამოხსნის שედეგად ვპოულობთ ენერგიის 
დონეებს. 

2.35.   

( )
( ) ( )






<<−
−

=

<<=
=

bxaxbk
abk

ak
A

axxkA

x
;sin

sin
sin

0;sin

2
2

1
2

11

ψ

ψ
ψ      (1) 

( ) ( )
( ) 









−
−−−

+−= ak
abkak

abkabk

ak

aka

A
1

2

2
2

2

22

1

1
2 sin

sin2
2sin2

2
2sin

1
2

1
    (2) 

 







−==

a

A
ak

aka
dxw

0

2

1

12
11 2

2sin
1

2
ψ ; 12 1 ww −= .              (3) 

2.36. ბ) 
( )

m

n
Ul

8
12 222

0
2 π−= ; ოთხი დონე. 

2.37. ა) 
4

30 π=

mUl

; ბ)
3
2

2
l

k
x == π

; გ) 
π34

2
+

=w . 

2.39. ბ) שესაბამისად, mUl /06,2 2
0

2 <  და mUlm /1,12/06,2 2
0

22  << . 

2.41. ( ) ( )00 00 +Ψ=−Ψ xx ;  ( ) ( )00 00 +Ψ′=−Ψ′ xx . 

2.42. ( ) ( ) ( ) 0;00 00 =>Ψ=Ψ=−Ψ axxx .        

2.43. ( ) ( ) ( ) ( )02000
200 x
m

xxx Ψ=−Ψ′−+Ψ′=Ψ′Δ

α

; ( ) ( )00 00 +Ψ=−Ψ xx . 

2.44. გვაქვს ერთადერთი დონე: 

2

2

0 2
αm

E −= ,                              (1) 

რომელსაც שეესაბამება ნორმირებული ტალღური ფუნქცია 
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( ) [ ] 20000 ;exp

m

xx
αλλλ =−=Ψ .                  (2) 

2.45. 00 2; EUET =−= ; ( ) ( )2
0

22

33
0

0
2

λπ
λ


+

=Φ
p

p . 

2.46. ლუწი ამოხსნებია: 

( ) ( )[ ] 02;sin 2 >=−=Ψ

mE

kaxkAx .     (1) 

საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა:    

αm

k
tgka

2−= .             (2) 

კენტი ამოხსნებია: 

( ) kxBx sin=Ψ .               (3) 

ენერგეტიკული სპექტრი კი არის: 

,...2,1;
2 2

222
== n

ma

n
En

π
       (4) 

2.47. ა) 

( )
( )





>

≤≤+
=

−

axFe

axBeAe
ikx

ikxikx 0;
ψ


mE

k
2= .          (1)  

სასაზღვრო პირობებიდან k -თვის მიიღება განტოლება: 

( ) 112
2 =−ikae
k

m
i

α

                           (2) 

და                    

m

k
E

2

22=                                  (3) 

ბ) ტალღური ფუნქცია არ არის ნორმალიზებული. 

2.48.                     ,...2,1;
2 22

4
=−= n

n

me
En 

                       (1) 

( ) 0;22;
1

0
21

2 <−== 
−

=
+

−
E

mE
xae

n

k

k
kn 

ξξξξψ
ξ

          (2)    
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2.49.                 ...2,1,0,
2
1 =





 += nnEn ω       (1) 

( ) 













=

−


 ω

π
ωψ

ω
m

xHe
n

m
x n

x
m

n
n

2

24
1

!2

1
,               (2) 

სადაც ( )
n

zn
zn

n
dz

ed
ezH

2
2

)1(
−

−=  ერმიტის პოლინომებია.      

2.50. ...2,1,0,
2
32 =





 += nnEk ω  

2.51. ( ) dp
m

p
He

mn

dp
pa n

m

p

nn 






=
−




ωωππ
ω 22 2

2

!2
1

2
. 

2.52. ...2,1,0,
22

1
2

22

=−





 += n

m

Ee
nEk ω

ω



  

( )













−==

−

2
2 ;
2

ωω
ξξψ

ξ

m

Ee
x

m
HeC nnn




. 

2.53. ა) 0ψ  მდგომარეობა ლუწია, 1ψ  კი – კენტი. ორივე მდგომარეობაשი 

0== px  

0ψ ( 0=n  :ი გვაქვსש-(

2
;

2
22 ω

ω
mh

p
m

x == 
. 

1ψ ( 1=n  :ი გვაქვსש-(

2
3;

2
3 22 ω
ω

mh
p

m
x == 

. 

ბ) 0ψ ( 0=n  :ი გვაქვსש-(

2
=pxσσ , სადაც 

222 xxx −=σ ; 
222 ppp −=σ  

1ψ ( 1=n  :ი გვაქვსש-(

22
3  >=pxσσ . 
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გ) 










=

=
=

1;
4
3

0;
2
1

n

n
T

ω

ω




    










=

=
=

1;
4
3

0;
2
1

n

n
V

ω

ω




 

2.54. 
22

2
1

;
2
12 n

nn

E
n

Vn
m

x =






 +

=





 +=

ω

ω




. 

2.55. 





 +=

2
13

2
1

3 ωT . 

2.56. 





 −=






 += ++

2
1ˆˆ

2
1ˆˆˆ aaaaH ωω  . 

2.58. 





 +=






 += +

2
1

2
1ˆˆ naaE nnn ωψωψ  . 

2.59. 2.57 ამოცანის שედეგის თანახმად:  

0ˆ 0 =ψa ,                                  (1) 

საიდანაც 

2

2
00

x
m

eC 
ω

ψ
−

=                               (2) 

ნებისმიერი n  მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას მიიღებთ, თუ (2) ფუნქციაზე 

n -ჯერ იმოქმედებთ 
+â გაჩენის ოპერატორით და კვლავ გამოიყენებთ 2.57 

ამოცანის שედეგს 11ˆ +
+ += nn na ψψ . 

2.65. ( ) ( ) ;124816;128 24
4

3
3 +−=−= ξξξξξξ HH        

( ) ( ) ;12072048064;12016032 246
6

35
5 −+−=+−= ξξξξξξξξ HH  

2.66. ( ) ( ) ( ) 24;2;1 2
210 −=== ξξξξξ HHH  

2.67. ( )ξψ
ξ

n

PX
i

HeCe
c

2

2
−

=  , სადაც 

μωξ =  და 

M

mm 21=μ , 

( ) ( )..2,1,0
2
1

2 21

2
=






 ++

+
= nn

mm

P
E ω  
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2.68.            
( )










+=+−

−=
=

1;
2

1

1;
2

nk
nm

i

nk
nm

i
kxn





ω

ω

;   

ყველა სხვა שემთხვევაשი 0=kxn  

                               
( )










+=+−

−=
=

1;
2

1

1;
2

nk
nm

i

nk
nm

i
kpn





ω

ω

 

ყველა სხვა שემთხვევაשი 0=kpn . 

  

2.69.                 ;
2
1

2
1

2















 +−−= n

mA
AEn

α
                    (1) 

ი nש-(1)  ნულიდან დაწყებული ღებულობს მთელ დადებით მნიשვნელობებს 
იმ მაქსიმალურ მნიשვნელობამდე, რომლის დროსაც ჯერ კიდევ 
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ხოლო F გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციაა. 
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სადაც F  ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციაა. 
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სადაც F  ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციაა.  
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2.74. ენერგეტიკული სპექტრი უწყვეტია, ხოლო ტალღური ფუნქციაა 
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4.6. ა) 02
0

2

0 2
sin krU

mr
kr

±= . 

ბ)  
m

Ur
m 8

9
8

22

0
2

0

22  ππ << . 

4.7. 34,0;
4

3 0
max == W

r
r . 

4.8. საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა 

ae
m

η

α
η 2

2
1 −−=

, 2
02


rnmE

−=η .           (1) 

(1) განტოლებას 2/12 <=


amαξ -თვის არ გააჩნია ფესვები და ამიტომ არ 

არსებობს ბმული მდგომარეობა, ხოლო, როცა 2/1=>ξ , მაשინ გვაქვს მხო-
ლოდ ერთი დონე.  
4.9. საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა: 

0
8

2

2
0

2 =














amU

J aη ; 2
02


rnmE

−=η , 

სადაც ( )xJ aη2  ბესელის ფუნქციაა.  

4.10.
( )

( )[ ]222
22

2

0 1
18

+−
+

−= r
r

n n
nma

E
r

λ
, სადაც ...2,1,0=rn , 1−< λrn ; 

2
1

2
0

22










=


Umaλ ; 

4.11. ა) 
m

k
E

2

22= ; ბ) ნაწილაკი თავისუფალია. 

4.12. ( ) ( )rCJr lnlln rr
ηχ 2/1+= , სადაც ( )xJ l 2/1+  ბესელის ფუნქციაა. 

2

2
,1

2

2ma
E

ln
ln

r

r

+=
α

, 

სადაც 0>nlα , ნებისმიერი n  ნულია (ზრდის მიხედვით, 0=x  წერტილשი ნულის 

ჩაუთვლელად) ( )xJl 2/1+  ბესელის ფუნქციისა, ანუ ( ) 02/1 =+ nllJ α . კერძოდ, ძირითად 

მდგომარეობას )0,0( == lnr ეესაბამება παש  =10 







= x

x
xJ sin2)(2/1 π

. 
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4.13. 
( )

( ) pd
ap

pa

p

a
dW






22222

2

2

3 /sin

−
=

π
 

4.14. საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა: 

0
2

22

<−=
m

E
ln

ln
r

r

η
. 

დისკრეტული დონეების პოვნის პირობა ნებისმიერი l -თვის שემდეგი პირო-
ბით მოიცემა: 

2
1

2
1

22 +<<−

αα ma

N
ma

, 

სადაც N დისკრეტული სპექტრის დონეების რიცხვია. 

4.15. ა) ( )


Em
e

r
rR r

2
;1 =≈ − ηη ; ბ) ( ) lrrR ≈ . 

4.16. ა) 
12

1
r

a −== α , სადაც 2

2

1
me

r
=  ბორის პირველი რადიუსია. 

ბ) 
3

18

1

r
A

π
=  

4.17. ა) 
( ) n

n an
r 






+=

22
!2

ბ) 
a

e
U

a

e
T

22
;

2
−== . 

4.18. 0== θjjr ; 
2

sin nlmr

m
j ψ

θμϕ
= . 

4.19. 2

22
2

2

2

22
1

2

882
1

21 mb

n

ma

n
nE nnn

ππω  ++





 += ; 

!2
142

n

m

ab
A

nπ
ω


= ;  

...2,1,0=n  

...2,12,1 =n  

4.21. ტალღური ფუნქციაა ( ) ( )rRF C Φ=ψ , სადაც 


CRP

i
eF = და ( )rΦ  წყალ-

ბადის ატომის ტალღური ფუნქციაა ბირთვის მოძრაობის გაუთვალისწინებლად:  

( ) 22

42

, 22 n

e

Mm

P
E Pn 


 μ−

+
= . 
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ი Pש-(1)


უწყვეტი ცვლადია, 
Mm

mM

+
=μ  დაყვანილი მასაა, ხოლო m  და 

M ელექტრონის და ბირთვის მასებია.  

4.22. ( ) ( )2210
1

42

p

p
pg

+
=

π
;  ( ) ( )

( ) ;
41

4132
32

2

20
p

pp
pg

+

−=
π

  

( )
( )

2

21 32

128 .
3 1 4

p
g p i

pπ
= −

+
 

4.24. ა) 76,0531 ≈−=ρ ;  24,5532 ≈+=ρ  ; ბ) 22 =ρ . 

4.26. 01,0=W . 

4.27. 





 ++






 ++






 +=

2
1

2
1

2
1

332211321
nnnE nnn ωωω  ...2,1,03,2,1 =n ;

( )...3,2,12 == i
m

ki
iω . 

4.28. ( ) ( ) ( ) ( ) ,...2,1,0;,, 3,2,1321321
==Ψ nzyxzyx nnnnnn ψψψ , 

სადაც 3,2,1);( =ixini
ψ   II თავשი განხილული ერთგანზომილებიანი ოსცილა-

ტორული ტალღური ფუნქციებია. 

                ( ) 321;2/3 nnnNNEN ++=+= ω ; ,...2,1,0=N  

დონეების გადაგვარების ჯერადობა ტოლია:  

                         ( ) ( )( )
2

21 ++= NN
NG  

4.29. ( ) ( ) ,..2,1,02;2/32/32 =+=+=++= lnNNnlE rrlnr
ωω   

( ) ( ) ( ) ( )ϕθωωϕθ ,/,2/3,2/exp,, 22
lmr

l
lmn YrmlnFrmCrr

r
 +−−=Ψ , 

სადაც F  გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციაა.  

4.31. ( )
2

2
2

2

2 812122
−









++++−=

mA

lp
mB

E p ;  ,...2,1,0=p  

4.32. ( ) 







++++= 2

2 81224
2 

 mA
ln

m

B
En ;  ,...2,1,0=n  
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4.33. საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა: 

















+

−−−= 
∞

=1
22

n an

ka
arctg

n

ka
arctgkRtg

R

kR

ηη
, 

სადაც  

( ) 2
1

02
2





 −= EV

m
k


; 

2
1

02
2





= V

m


η  

Ra <<  ზღვარשი שედარებით მარტივდება. 

4.34. მე- N -დონის გაჩენის პირობაა 

     ა) და ბ)-თვის 
2

22

22
N

a

m πα =


;   გ) N
amU

2
2

1 2

2
0 =+


. 

4.35. მე- N დონის გაჩენის პირობაა:  

ა) 
2

12
2

2
;

2
1

22 −
==








− − s
x

a

m

s Ns
να

ν
, სადაც Nxν  არის ( )xJν  ბესელის 

ფუნქციის მე- N ნული. 

ბ) ( )
s

x
am

N

s

−
+−==








+

−

2
11212 ;

2
1

2

2
ναν ν

, სადაც Nxν  არის ( )xJν  

ბესელის ფუნქციის მე- N ნული. 

4.36. ა) ერთადერთი l  მომენტის მქონე გაჩენის პირობაა: 

                         122
2 += l

am


α

 

ბ) Nlx
a

m
,2/1

2/2
+=α

, სადაც Nlx ,2/1+  არის ( )xJl 2/1+  ბესელის ფუნ-

ქციის მე- N ნული. 

4.2. აქსიალური სიმეტრიის მქონე სისტემები  

4.40. ( ) ,...2,1,0;
2
1 ±±==Ψ meim

m
ϕ

π
ϕ  

I

m
Em 2

22= .  

ძირითადის გარდა, ყველა დონე ორჯერადადაა გადაგვარებული. 
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4.41. ( )
( ) nnnmC

n

n
mW

mn

nn
−−=













−
=

−

,...,2,,
!!122

!
2

2  

( ) ( )mWEW m 2=  

0=m ;  ( )122

22

−
=

nI

n
E


. 

4.42. 
( )
l

ll
El 2

12 +=  ; ( ) ( )ϕθϕθ ,, Ylm =Ψ ; ,...1,0=l ; lllm −−= ,...1,  ძირითა-

დის გარდა, ყველა დონე 12 +l -ჯერაა გადაგვარებული. 

4.43. როტატორის მომენტმა მხოლოდ ორი მნიשვნელობა שეიძლება მიიღოს 
0=l  და 2=l  :ემდეგი ალბათობებითש 

( ) 9/50 ==lW ;  ( ) 9/42 ==lW ; 
I

E
3

4 2=  

4.44. ( ) ( ) ( ) ,...2,1,0;, 2,12121
==Ψ nyxyx nnnn ψψ , სადაც 2,1);( =ixini

ψ  II თავ-

 .ი განხილული ერთგანზომილებიანი ოსცილატორული ტალღური ფუნქციებიაש

( ) 21;;1 nnN
m

k
NEN +==+= ωω ; ,...2,1,0=N  

დონეების გადაგვარების ჯერადობაა 1+N . 

4.45. იმპულსის მომენტის პროექციამ მხოლოდ ორი მნიשვნელობა שეიძლება 
მიიღოს 2±=m ერთი და იგივე 2/1=W ალბათობით. 

4.46. 
m

p
EE z

mnpmn z 2

2

+=
ρρ

;  

( )ρψϕ
π ρρ mn

z
mpn m

zp
i

z 













 +=Ψ


exp
4

1
2

, 

სადაც mnE
ρ

 და ( )ρψ
ρ mn   ესაბამისად, „განივი“ მოძრაობის ენერგია დაש ,

ტალღური ფუნქციაა. 

4.47. 2

2
1

2

2ma
E

n

mn

+
= ρ

ρ

α
, სადაც 0>kmα  ბესელის )(xJm ფუნქციის k -ური 

ნულია  0)( =kmmJ α . 
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( ) ( )ρηρψ
ρρ mnmmn CJ=  ;  2

2


mn

mn

mE
ρ

ρ
η = . 

4.48.  

( )
( ) 2

1 0

2
2

2 / ;

2 / ;
n m

m n m

m n m

aC J U E

C K E a

ρ

ρ

ρ

μ ρ ρ
χ ρ

μ ρ ρ

  − <   = 
  >   




    (1) 

სადაც )(xJm  და ( )xKm  .ესაბამისად, ბესელის და მაკდონალდსის ფუნქციებიაש ,

საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა: 
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( ) 






×






 −′×−=
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
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
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
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2222
00

2222
0

/2/2

/2/2





aEKaEUJEU
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  (2) 

მცირე სიღრმის 12
0

2

<<=


Umaξ  ორმოს שემთხვევაשი გვაქვს ერთადერთი დონე: 








−−≈ −

ξ
ξ 2exp2 1

000 UE                           (3) 

4.49. მცირე სიღრმის 12
0

2

<<


Uma
 ორმოს שემთხვევაשი 0≠m -თვის არ გვაქვს 

დონეები. დისკრეტული სპექტრის არსებობის პირობაა:  

( ) 021 =− ξmJ ; 12
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<<=


Umaξ  

4.50.  
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( ) =




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ρρη
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სადაც )(xIm  და ( )xKm -ესაბამისად, მოდიცირებული ბესელის და მაკდოש ,

ნალდსის ფუნქციებია. 

  საკუთარი მნიשვნელობების განტოლებაა: 

( ) ( )
a

aIaK mnmmnm μα
ηη

υυ 2

2=       (2) 
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მცირე სირღმის ორმოשი 12 <<=


amαξ  გვაქვს  დონე: 

ξ

μ

1

2

2

00
2 −

−≈ e
a

E


 ,       (3) 

ხოლო ღრმა ორმოשი 12 >>=


amαξ  გვაქვს  დონე: 
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2

00 μ
μα−≈E .                              (4) 

4.51. დისკრეტული სპექტრის არსებობის პირობაა: 

m
a >2
αμ

. 

თავი  5. მდგომარეობის ცვლილება დროში     

5.6. 





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p

m
v

 ˆ1ˆ  

5.7. [ ] [ ]{ }vv
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ˆˆ  Η−Η+== ε ; Arot

t
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
=Η

∂
∂−−∇= ;1ϕε  

5.12. ( ) ( ) ( )  Ψ+−=Ψ
V VS

dVtrrUsdjdVtr
dt

d 2
1

2 ,2, 



.     (1) 

(1)-დან ჩანს, რომ 01 >U  ხდება ნაწილაკების რიცხვის გაზრდა, ხოლო  

01 <U -თვის – კლება. 
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π2

2ma
T =  დროის שემდეგ სისტემა საწყის მდგომარეობას უბრუნდება. 
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
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
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π=  დროის שემდეგ როტატორი საწყის მდგომარეობას უბრუნდება. 
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6.29. ყველა ენერგიის დონე წაინაცვლებს 2/0V  სიდიდით, ხოლო ტალღური 
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6.2. ვარიაციული მეთოდი 
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6.45. ბმული დონის არსებობის საკმარისი პირობაა: 
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ამ ფორმულაשი მინიმალური მნიשვნელობა שეესაბამება პარამეტრის ოპტიმა-
ლურ მნიשვნელობას. 
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 ფოთების არასტაციონარული თეორიაשეש .6.3
6.62. ნაწილაკის აღგზნებულ მდგომარეობაשი გადასვლის ალბათობები უსას-
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მიღებული שედეგები სამართლიანია, როცა სრულდება שემდეგი უტოლობა: 
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6.65. ნულისაგან განსხვავებულია მხოლოდ n  მდგომარეობიდან 1+n  და 
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მიღებული שედეგები სამართლიანია, როცა სრულდება שემდეგი პირობა: 
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6.66. ნულისაგან განსხვავებულია მხოლოდ m  მდგომარეობიდან 1+m  და 
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 ესაძლოა როტატორის გადასვლაש იשფოთების თეორიის პირველ რიგשეש .6.69
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თავი 7. კვაზიკლასიკური მიახლოება 
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7.1. 





 +=

2
1
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7.2. 
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
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

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n
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
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სადაც  

 −=
1

0
1 dttC ν
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(1)-დან მიიღებთ იმის გათვალისწინებით, რომ 1>>n  

( )2
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1 +
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∂
∂
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ν
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E
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7.4. კვაზიკლასიკურის გამოყენების პირობა ამ ამოცანაשი ასე გამოიყურება: 
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2=ν -თვის კვაზიკლასიკურის გამოყენების პირობაა: >>αm  

7.5.  კვაზიკლასიკურის გამოყენების პირობაა: 
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7.7. კვაზიკლასიკურის გამოყენების პირობაა: 
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რადგანაც მაღალი დონეებისათვის   ∞→nE ესაბამისად ∞→0xש , , (1) გა-

მოსახულებიდან გვექნება, რომ 0>ν -თვის שეიძლება გამოიყენოთ კვაზიკლა-
სიკური მიდგომის სტანდარტული ფორმულები.      
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b

a xv

dxτ , ხოლო 
( )0
nE  საწყისი ენერგიაა. 

7.9. ( ) dVU
m

N
2/3

3

2/3

23
2

 −=
π
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7.2. კვაზიკლასიკური ტალღური ფუნქციები, ალბათობები და საשუალოები. 
პოტენციურ ბარიერებשი გასვლა 
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თავი 8. სპინი 

8.1. ;
2
1±=xs  ამ მნიשვნელობების שესაბამისი საკუთარი ფუნქციებია: 
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

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sincos
2
1ˆ

i

i

n
e

e
s , სადაც θ  და ϕ  პოლარული და აზიმუტა-

ლური კუთხეებია, რომლებიც განსაზღვრავენ n

 ერთეულოვანი ვექტორის 

მიმართულებას.  

8.6. σ̂

baf +=  ოპერატორს გააჩნია ორი საკუთარი მნიשვნელობა baf +=1  

და baf −=2 . 

8.7. რადგანაც სპინის პროექცია ნებისმიერ ღერძზე მხოლოდ ორ 2/1±  

მნიשვნელობას ღებულობს, სპინის პროექციის კვადრატს (ნებისმიერ ღერძზე) 
ნებისმიერ მდგომარეობაשი ყოველთვის აქვს 4/1  მნიשვნელობა.  
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თავი 9. იგივური ნაწილაკები 

9.1. ტალღური ფუნქციების სიმეტრია 

9.1. 
zsχ  წარმოადგენს ცალკეული ნაწილაკების ნორმირებულ სპინურ ფუნქცი-

ებს, რომელთაც zs -ის გარკვეული მნიשვნელობა გააჩნიათ .,...,1, ssssz +−−=  

სისტემის სპინური (არასიმეტრიზებული სპინების მიხედვით) ფუნქციებია 
( ) ( )21

zz ssX χχ= . ამ ფუნქციების שემდეგი კომბინაციები: 

ა)  ( ) ( ) ( )21
zzzz ssssX χχ=+
;     

ბ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1221

2
1

zzzzzz ssssssX ′′
+
′ += χχχχ ;   zz ss ′≠ ; 

გ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1221

2
1

zzzzzz ssssssX ′′
−
′ −= χχχχ ;  zz ss ′≠ . 

ერთიანზეა ნორმირებული და გააჩნიათ გარკვეული სიმეტრია სპინური ცვლა-

დების გადასმის მიმართ ( ( )+
′zzssX სიმეტრიული, ხოლო 

( )−
′zzssX ანტისიმეტრიული 

ფუნქციაა): ა) שემთხვევაשი 12 +s განსხვავებული სპინური მდგომარეობა იქ-

ნება, ხოლო ბ) და გ) მდგომარეობებשი ( ) ( )12!2/2122
12 +=+=+ ssssC s -ესაש .

ბამისად, სიმეტრიული მდგომარეობების საერთო რიცხვი იქნება ( )( )121 ++ ss , 

ანტისიმეტრიულის – ( )12 +ss , ხოლო მდგომარეობების საერთო რიცხვი, რო-

გორც უნდა ყოფილიყო, იქნება ( )212 +s .  

9.2. წინა, 9.1 ამოცანის שედეგების გათვალისწინებით, ბოზონებისათვის მიი-
ღებთ: 

( ) ( )+
′Φ=Ψ
zzssXrr 21,  , 

ხოლო ფერმიონებისათვის: 

( ) ( )−
′Φ=Ψ
zzssXrr 21,   

და საერთო რიცხვი ბოზონებისათვის არის ( )( )121 ++ ss , სადაც s  მთელი 

რიცხვია, ფერმიონებისათვის კი – ( )12 +ss , სადაც s  ნახევარმთელი რიცხვია. 

9.3. ბოზონებისა და ფერმიონებისათვის ეს რიცხვია ( )212 +s . 

9.5. ა) თუ ffff === 321 , მაשინ: ( ) ( ) ( )321 ξψξψξψ fff=Ψ ;  

ბ) თუ 321 fff =≠ , მაשინ:  
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





















































+
















































+

















































=++=Ψ

321321321

321
3

1
2

1
1

0
3

1
2

0
1

1
3

0
2

1
1

13210,1,1

0
0
1

0
0
1

0
1
0

0
0
1

0
1
0

0
0
1

0
0
1

0
0
1

0
0
1

3
1

3
1

rrrrrr
 ϕϕϕχχχχχχχχχϕϕϕ

 

ამოწერეთ ( 3,2,1, ;; zzz sss ) სიდიდეების ყველა სხვა მნიשვნელობები, რომლებ-

საც მიყავხართ სისტემის დამოუკიდებელ მდგომარეობებამდე: (1,1,-1), (1,0,0), 
(1,0,-1), (1,-1,-1), (0,0,0), (0,0,-1), (0,-1,-1), (-1,-1,-1). სულ გაქვთ სისტემის 10 
დამოუკიდებელი მდგომარეობა, რომელთაგან 7 שეესაბამება 3=S სისტემის 
სრულ სპინს, ხოლო 3 - 1=S სრულ სპინს.  

9.7. ამოცანა წინა 9.6 ამოცანის ანალოგიურია. სულ გაქვთ სისტემის 10 და-
მოუკიდებელი მდგომარეობა. 

9.9. ( ) 21
2

21 ,2 dVdVrrdW
Ψ= .  

9.10. ა) ( ) Ψ= 21
2

21, dVdVrrW


 

ბ) ( ) Ψ= 21
2

21,2 dVdVrrW


. 

9.11. ( ) ( ){ }dVrrdW
2

2
2

12
1  ψψ +=  

ა) 2/1=W ; 

ბ) { }241
4
1

SW += , სადაც ( ) ( )
≥

∗=
0

21
z

dVrrS
ψψ . 
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9.12. ( ) ( ){ }dVrrdW
2

2
2

12
1  ψψ +=  

ა) 2/1=W  

ბ) { }241
4
1

SW −= , სადაც ( ) ( )
≥

∗=
0

21
z

dVrrS
ψψ . 

9.13. 
2

3 3,
2 2
r r

dW R R d Rd rΨ  = + − 
 

  
. ნაწილაკებს שორის მანძილის მიხედვით 

განაწილების ფუნქცია იქნება: 

( ) ( )
2

3 3; ,
2 2
r r

dW f r d r f r R R d rΨ  = = + − 
 

   
.     (1) 

(1)-ის გათვალისწინებით ( ) Ψ rdrr
, არის ნაწილაკების ერთ წერტილשი 

მოხვედრის ალბათობა. 

9.15. ...4,2,0=L -თვის S -მა שეიძლება שემდეგი მნიשვნელობები მიიღოს: 

.0,...,22,2 −ss , ხოლო ...5,3,1=L -თვის S -მა שეიძლება שემდეგი მნიשვნელო-

ბები მიიღოს: .1,...,32,12 −− ss  

9.16.  ...4,2,0=L -თვის S -მა שეიძლება שემდეგი მნიשვნელობები მიიღოს: 

.0,...,32,12 −− ss , ხოლო ...5,3,1=L -თვის S -მა שეიძლება שემდეგი მნიשვნე-

ლობები მიიღოს: .1,...,22,2 −ss  

9.17. ნაწილაკების იგივურობის გათვალისწინებით მიიღებთ: 

( ) 321;2/3 nnnNNEN ++=+= ω ; ,...4,2,0=N  

9.18. ( )21
2

2
2

13
1

rrrr
 ++− .   

9.20. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22
21

2
2

2
1 dVrrdVrdVrdW

 ψψψψ ∗+= .      

განსხვავებული ნაწილაკების שემთხვევაשი: 

( ) ( ) dVrdVrdW
2

2
2

1
 ψψ=  

ანუ არ გვაქვს ინტერფერენციული წევრი. 

9.21. ნაწილაკების საשუალო სიმკვრივე שესაბამისი ოპერატორის 

( ) ( ) −=
a

arrrn
 δˆ  

გასაשუალოებით მიიღება, სადაც აჯამვა ყველა ნაწილაკით ხდება. 

( ) ( ) ( ) ( ){ }rrrCrn
 Δ++= 2

2
2

1
22 ψψ , 

სადაც ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 12122121 ψψψψψψψψ rrrrr
 ∗∗ +=Δ .  
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განსხვავებული ნაწილაკების שემთხვევაשი: 

( ) ( ) ( ){ }2
2

2
1

22 rrCrn
 ψψ += . 

9.22. ა) 
2

1=A ; ბ) 
2
1=A . 

9.23. ა) 2

22

11
21

11 2
;2:sinsin2

ma
KKE

a

x

a

x

a

πππψ === ; 

ბ) 



 +=

a

x

a

x

a

x

a

x

a
1221

11
2sinsin2sinsin2 ππππψ ;   KE 511 = ;   

გ) 



 −=

a

x

a

x

a

x

a

x

a
1221

11
2sinsin2sinsin2 ππππψ ;   KE 511 = . 

9.24. 









+−= 2

2

2

2
1

22

2 dx

d

dx

d

m
H


; 

9.25. ა) 2

22

22
21

22 2
;8:2sin2sin2

ma
KKE

a

x

a

x

a

πππψ === . გადაუგვარებელია. 

;10:3sinsin2
13

21
13 KE

a

x

a

x

a
== ππψ ორჯერადად გადაგვარებულია. 

;10:sin3sin2
31

21
31 KE

a

x

a

x

a
==

ππψ    

ბ) ;8:2sin2sin2
22

21
22 KE

a

x

a

x

a
==

ππψ  გადაუგვარებელია. 

;3sinsin3sinsin2 1221
13 



 +=

a

x

a

x

a

x

a

x

a

ππππψ KE 1013 =  

გადაუგვარებელია. 

გ) KE
a

x

a

x

a

x

a

x

a
10;3sinsin3sinsin2

13
1221

13 =



 −=

ππππψ  

გადაუგვარებელია. 

KE
a

x

a

x

a

x

a

x

a
13;3sin2sin3sin2sin2

23
1221

23 =



 −=

ππππψ  

გადაუგვარებელია. 

9.26. ა) ( )














 +−=− 222

22
21

11
2

1
6
1

mn
axx

π
; 

ბ) ( ) ( ) 











−
−






 +−=− 4224

222

222
22

21
12811

2
1

6
1

nm

nma

mn
axx

ππ
; 
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გ) ( ) ( ) 











−
+






 +−=− 4224

222

222
22

21
12811

2
1

6
1

nm

nma

mn
axx

ππ
. 

9.2. მეორადი დაკვანტვის ფორმალიზმის ელემენტები 

9.27. [ ] 2/ˆ,ˆ iBA = , სადაც ( ) ( )++ −=+= aa
i

BaaA ˆˆ
2
1ˆ;ˆˆ

2
1ˆ ; 

9.28. pxa ˆˆ βα += ; pxa ˆˆˆ •• += βα . α -სა და β -ს არჩევა არ არის ცალსახა. 
 :ეიძლება ავიღოთ, მაგალითადש

L
2

1=α  ;  
2

iL=β  

( ) ( ) 2

2

24
1

2
0

L

x

eLx
−−

=Ψ π  

9.29. ფერმიონებისათვის â  ოპერატორის საკუთარი ფუნქციაა 0  და საკუ-

თარი მნიשვნელობაა 0, ხოლო 
+â ოპერატორის საკუთარი ფუნქციაა 1  და 

საკუთარი მნიשვნელობაა 0.    

ბოზონებისათვის +â ოპერატორის საკუთარი ფუნქციებისა და საკუთარი 
მნიשვნელობების განტოლებას არ აქვს ამონახსნი. 

ბოზონებისათვის â ოპერატორის საკუთარი მნიשვნელობაა ნებისმიერი 
კომპლექსური რიცხვი.      

9.31. ფერმიონებისათვის 0ˆ 2 =a , მაგრამ 0ˆ2ˆ 22 ≠+=′ ααaa  და ამიტომ მი-
თითებული გარდაქმნა არ არის უნიტარული. ბოზონებისათვის გარდაქმნა 
უნიტარულია და უნიტარულ ოპერატორს שემდეგი სახე აქვს: 

                       
+• −= aaeU ˆˆˆ αα
 

9.32. ფერმიონებისათვის 0,1 =±= βα  და  1,0 ±== βα               

ბოზონებისათვის უნდა სრულდებოდეს პირობა: 122 =− βα . ამასთან, 

1/ 22 <αβ  და 12 ≥α   

9.33. ფერმიონებისათვის שეიძლება, ბოზონებისათვის - არა. 

9.34. fC  წარმოადგენს განსახილველი მდგომარეობის ტალღურ ფუნქციას 

f  წარმოდგენაשი. 

9.35. ( ) ( ) •= dVrfrF
 ϕϕ ˆ .           

9.36. ( ) ++ =
k

gkif ki
agfCa ˆˆ , ;   ( ) ∗=

k
gkif ki

agfCa ˆˆ , , 

სადაც ( )  ΨΨ= ∗ τdgfC
ik fgki , . 
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9.37. თუ 21 ff ≠ , მაשინ 0ˆˆ2
21

++= ff aa  ნორმირებულია ერთზე როგორც ბო-

ზონებისათვი, ასევე ფერმიონებისათვის.  
კოორდინატულ წარმოდგენაשი ნორმირებული ტალღური ფუნქციებია:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }212121 12212
1, ξψξψξψξψξξ ffff ±=Ψ , 

სადაც + და –, שესაბამისად, שეესაბამება ბოზონებს და ფერმიონებს, ხოლო 

αξ ,r
= ; α სპინური ცვლადია. 

თუ 21 ff = , მაשინ ნორმირებულ ორნაწილაკოვან ბოზონურ მდგომარეო-

ბას שემდეგი სახე აქვს: ( ) 0
2

12
2+= fa , ხოლო ფერმიონული მდგომარეობა 

არ არსებობს. 
   კოორდინატულ წარმოდგენაשი ბოზონებისათვის ნორმირებული ტალღური 
ფუნქციებია: 

( ) ( ) ( )2121 21
, ξψξψξξ ff=Ψ  

9.38. თუ 321 fff ≠≠ , მაשინ 0ˆˆˆ3
321

+++= fff aaa  ნორმირებულია ერთზე რო-

გორც ბოზონებისათვი, ასევე ფერმიონებისათვის. ბოზონებისათვის ტალღური 
ფუნქცია ნაპოვნია 9.5 ამოცანაשი, ხოლო ფერმიონებისათვის გვექნება: 

              

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )321

321

321

333

222

111

6
1

ξψξψξψ
ξψξψξψ
ξψξψξψ

fff

fff

fff

=Ψ  

თავი 10. ატომები და მოლეკულები 

10.1. ერთ- და ორელექტრონიანი ატომების სტაციონარული მდგომარეობები 

 :ფოთების ოპერატორიაשეש .10.1

( )








<







−−

>

=
Rr

R

r

R

Ze

r

Ze

Rr

rV
,3

2

,0

2

222                    (1) 

ხოლო ძირითადი მდგომარეობის שეუשფოთებელი ტალღური ფუნქციაა: 

0/
2/1

3
0

3

0
aZre

a

Z −










=Ψ

π
; 8

2

2

0 1053,0 −⋅≈=
em

a
e


სმ.     (2) 

ენერგია კი არის: 

( ) ( )
2

22
0

0 2
Zem

E e−=                               (3) 
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( ) ( ) ( ) ( ) 







=Ψ=Ψ==Δ

0

22

0

42
0

222
0

1
00 5

20
5

2
a

e

a

R
ZRZedVrrVEE

π
      (4) 

( )

( )
3/810

2

0

2
0

0

1
0 108

5
4

Z
a

R
Z

E

E −⋅≈







=                  (5) 

133/1 105,1( −⋅≈ ZR სმ). 1=Z -თვის (5)-დან ღებულობთ: 
( )

( )
4

0
0

1
0 10−≈

E

E
. 

10.2. ( )








+

−
+








=′=

2/1
1

2/1
1

2
1

3

22

2

4
1

jlnc

eme
HEnlj 

 

10.3. ( ) ( ) ( ) ( )
mcI

Ie
IJEIJEE HFSHFSHFS 3

0124
2/12/1

2
00 Ψ+

=−=−+==Δ
μπ 

. 

10.4. ელექტრონებს שორის ურთიერთქმედების უგულებელყოფისას ატომურ 

ერთეულებשი ჰელიუმისმაგვარი იონის ძირითადი მდგომარეობის ტალღური 
ფუნქციაა:  

( ) ( ) ( )21
3

210
rrZe

Z
rr +−=ΨΨ=Ψ

π
,           (1) 

რომლის שესაბამისი დონეა:  

( ) 20
0 ZE −= .       (2) 

ენერგიის שესწორება שეשფოთების თეორიის პირველ რიგשი იქნება 

( )  −
Ψ

= 21
21

2
1

0 dVdV
rr

E  ,                        (3) 

და (1) - (3)-დან მიიღებთ: 

( ) ( ) 8/521
0

0
00 ZZEEE +−=+≈ .     (4) 

 :ფოთება იქნებაשეש .10.5

( ) 







+−−

−
=

2121

111ˆ
rr

ZZ
rr

V eff       (1) 

და წინა (10.4) ამოცანის ანალოგიურად მიიღებთ: 

( ) ( )8/5221
0 +−= ZZZE effeff ,                      (2) 
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ხოლო 
( ) 01
0 =E -დან მიიღებთ:  

16/5−= ZZeff        (3)  

და საბოლოოდ 

( ) ( ) ( )21
0

0
00 16/5−−=+≈ ZEEE .     (4) 

10.6. ( ) ( )8/52 +−= ZZZZE effeffeff , 

ამ გამოსახულების effZ მინიმიზაციით ძირითადი დონის ენერგია იქნება: 

( ) ( )20 16/5min −−=≈ ZZEE eff  

იონიზაციის პოტენციალი ტოლია: 256/258/52/2/ 2
0

2 +−=−−= ZZEZI . 

10.7. 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) 



















+
+−+

+
+

+
+

+
+

++++−
=

6
33

3

33

2

2222

2

64

20
2

2,

βα
βααββα

βα
βα

βα
βα

βα
αββαβα

βα
Z

Z

CE , 

სადაც ნორმირების მუდმივა ტოლია: 

                        
( )

1

6

33
2 641

2
1

−













+
+=

βα
βα

C .    

10.8. ორთო მდგომარეობებשი ელექტრონების ფარდობითი მოძრაობის მომენტი 
ღებულობს კენტ მნიשვნელობებს, ხოლო პარა მდგომარეობებשი ლუწ მნიשვნე-
ლობებს. 

10.9. effeffeff ZZZZE
729
137

4
5

8
5 2 +−= . 

ამ გამოსახულების effZ მინიმიზაციით S32  დონის ენერგია იქნება: 

( ) ( )2
2

3 150,0
8
5

7290
1096

8
5min2 −−≈






 −−== ZZESE  

ანუ 150,0−≈ ZZeff  და იონიზაციის პოტენციალი ტოლია  

( )
2

150,0
8
5 2

2 Z
ZI −−= . 
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10.2. მრავალელექტრონიანი ატომები 

10.10.  ა) 2,1,0
1

1
1 ; PP ; ბ) 3,2,1

3
2,1,0

3
1

3
2

1
,1

1
0

1 ;;;;; DPSDPS ;  

გ) 4,3,2
3

3,2,1
3

2,1,0
3

3
1

2
1

,1
1 ;;;;; FDPFDP . 

10.11. ა) ;;;; 1
3

2,1,0
3

,2
1

0
1 SPDS  ბ)  ;;; 2/3

4
2/5,,2/3

2
2/3,2/1

2 SDP  

გ) ;; 2,1,0
3

2
1

0
1 PDS .  

ა), ბ) და გ) שემთხვევებשი ნორმალური თერმებია ;,0
3P  2/3

4S  და 2
3P .   

10.12. აზოტის ატომის ძირითადი მდგომარეობის ელექტრონული კონფიგურა-

ციაა ( ) ( ) ( )322 221 pss  და ნორმალური თერმია 2/3
4S .   

ქლორის ატომის ძირითადი მდგომარეობის ელექტრონული კონფიგურაციაა 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )52622 33221 pspss  და ნორმალური თერმია 2/3
2P .   

10.13 ა) 1+=I ;  ბ) ( )kI 1−= ;  გ) 1+=I . 

10.14. ( )
( )!223

!1244 3
12 −

+== + l

l
CN l  

10.16.  3/n
nZCr −= , სადაც  

( )

∞

+




=

0

2
3

2 dx
x

x
xbC nn

n
χ

 

და ( )xχ  ტომას-ფერმის მოდელის უნივერსალური ფუნქციაა. 

10.17. ( ) pd
Z

p
g

Z
pdn 3

33/2

2

3

32
3

128
3



































= π

, სადაც ( ) ( )x

x
xg

χ
= .     

10.18. 
( )


∞

∝=
0

3/13/122
Zdx

x

x
Zbn

χ
π

   

10.19. კინეტიკური ენერგია არის: 

( ) = dVrnT )(3
10
3 3/53/22π . 

ელექტრონების ერთმანეთთან ურთიერთქმედების ენერგიაა: 

U
( ) ( ) ( ) −= dVrndV
r

rnZ
U 3/5

3/22

1 4
3

2
π
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ელექტრონების ბირთვთან ურთიერთქმედების ენერგიაა: 
( )

−= dV
r

rn
ZU 2 3. 

10.20. ( )[ ] ( ) ( ) ( )
  ′

′−
′

+−= VdVd
rr

rnrn
dV

r

n
ZdVnrnE 2

1
10

33 3/5
3/22π

 

10.3. ორატომიანი მოლეკულა 

10.22. ა) +Σ g ; ბ) +Σu ; გ) −Σ g ; დ) −Σu .  

ესაძლო თერმებია: ugugש .10.23 ΠΠΣΣ ++ 2222 ,,2,2 . ციფრი 2 სიმბოლო Σ -ის 

წინ ნიשნავს, რომ არსებობს ორი სხვადასხვა თერმი שესაბამისი კვანტური 
რიცხვებით.   
 :ესაძლო თერმებიაש .10.24

1) 2N -ის ++ ΣΣ ug
7,35,1 , ; 

2) HLi -ის +Σ3,1
; 

3) HCl -ის ΠΣ+ 3,13,1 , ; 

4) NO -ის ΠΣ+ 6,4,26,4,2 , . 

10.25. არ არის שესაძლებელი. 
10.26. არ არის שესაძლებელი. 

10.27. ა) ( ) 5,40 ≈HDI ევ. ბ) ( ) 54,4
20 ≈DI ევ. 

ბ) ( ) ( ) 46,0
2
3

2
=≈ HeHDe ωω  ევ. ( ) ( ) 38,0

2
1

22
=≈ HeDe ωω  ევ. 

გ) ( ) ( )
24

3
HeHDe BB = ;  ( ) ( )

22 4
1

HeDe BB = . 

10.28. ( ) ( )[ ]αααα −+−−= e
RR

RE 2231
2

, 2

2

0 .         

10.29. 97,10 =R  ატომ. ერთ, 47,00 −≈E  ატომ. ერთ, 008,00 ≈W  ატომ. ერთ. 

არ שეიძლება დავასკვნათ, რომ არსებობს +
2H  სტაბილური იონი. 

10.30. ( ) 3,0
2 12

21
2 =

Δ−Δ
ΔΔ

=
EE

EE
E მევ. 

10.31. ( ) 514,021 =−=Δ xE ω ევ.; 33,7-ჯერ მეტია. 
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10.32. 13 დონე. 

10.33. გვექნება ორი σ ელექტრონი და ოთხ-ოთხი π  და δ ელექტრონები. 

10.34. ა) Σ1 ; ბ) Σ1
 და Σ3 ; გ) Π1

 და Π3 ; დ) Σ1 , Σ3
 და Δ1 ;  

ე)  Σ1 , Σ3 ,  Δ1  და Δ3 . 

10.35. Ω=zM , სადაც Ω  ტოლია:   0 Σ1 -თვის, 1 Σ3 -თვის, 2/1  და 

2/3   Π2 -თვის.  

10.36. 2/3,2/1;1,0 ==Λ S . გვექნება שემდეგი თერმები: 2,12/3
242 ,,, ΠΣΣ  

და 2/12/12,32/5
4 ,,, −Π .    

თავი 11. მოძრაობა მაგნიტურ ველში 

11.1. ვექტორულ პოტენციალს ედება ე.წ. კულონის ყალიბრება 

0=Adiv


. 

11.2. [ ] liklki H
c

ie
vv ε

μ 2
ˆ,ˆ = ; [ ] ikki

i
xv δ

μ
−=ˆ,ˆ . 

11.3. yvxx ˆ1ˆˆ0 ω
−= , სადაც 

c

eH

μ
ω −=  და yy A

c

e

y
iv −
∂
∂−= ˆ  

xvyy ˆ1ˆˆ0 ω
+=  და xx A

c

e

x
iv −
∂
∂−= ˆ  

2
0

2
0

2
0 ˆˆˆ yx +=ρ       ( )22

2
2 ˆˆ1ˆ yx vv +=

ω
ρ .   

11.4. [ ] [ ] [ ] [ ] 0ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ 22
000 ==== ρρ HHyHxH  

[ ] [ ] 0,;ˆ,ˆ 22
000 =−= ρρ

eH

ci
yx  

11.5. ა) ( ) ( ) 







−Ψ



 +=Ψ

0
exp

2
1,,

eH

cp
xzpyp

i
zyx

yosc
nzypnp zy π

          (1) 

μμ 22
1 2

0 z
np

p
n

c

He
E

z
+






 +=


;   ,...2,1,0=n  ,                    (2)  

სადაც 
osc
nΨ  ერთგანზომილებიანი ოსცილატორის ტალღური ფუნქციაა. 
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         ბ) ( ) ( ) 







+Ψ



 +=Ψ

0
exp

2
1,,

eH

cp
yzpxp

i
zyx xosc

nzxpnp zx π
          (3) 

ენერგია, ცხადია, არ იქნება დამოკიდებული ვექტორული პოტენციალის ყა-
ლიბრებაზე და ამიტომ ისევ (2) ფორმულით მოიცემა. 

11.6. ( ) ( ) Ψ





−=Ψ ypnp

p
ppnp dpnCxy

c

ieH
zyx

zy

y

xzx 
exp,, , 

სადაც y

x

p
pC მითითებაשი აღნიשნული გაשლის კოეფიციენტებია. 

11.7. ( ) 







+−








−+






=Ψ 2

2

2

2

2
,1,

4
exp,,

a
mrF

a
zp

i
im

a
Cz z

m

nmpz

ρρϕρϕρ


   (1) 

სადაც ,...2,1,0 ±±=m მაგნიტური კვანტური რიცხვია, 0
0
>=

He

c
a


, ხოლო 

r  განისაზღვრება ტოლობიდან: 

,...2,1,0,1212 =+=−++ nnm
e

e
mr            (2) 

( )
μ

ω
2

2/1
2

0
zp

nE ++=  ;   
c

He

μ
ω 0

0 = .           (3) 

(1) ტალღური ფუნქცია აღწერს ნაწილაკის სტაციონარულ მდგომარეობას 
ერთგვაროვან მაგნიტურ ველשი, რომელიც ლოკალიზებულია განივი მიმართუ-
ლებით და ამიტომ שესაძლოა მისი ნორმირება yx,  სიბრტყეשი. 

11.8. 2
0ρ̂


-ის საკუთარი მნიשვნელობებია: 

( )
0

222
0 ,...;2,1,0;12)(

He

c
akkak

==+=ρ . 

2ρ̂ -ის საკუთარი მნიשვნელობებია: 

( )
0

222 ,...;2,1,0;12)(
He

c
annan

==+=ρ  

11.9. 11.7 ამოცანაשი მიღებული (1) ტალღური ფუნქციიდან მიიღება 

n
e

e
m −= -თვის: 

                         
2

2

2
2

22 a
n

n e
a

C
ρ

ρ −






=Ψ ,                      (1) 
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საიდანაც (1)-ის ერთზე ნორმირების პირობიდან მიიღება: 

( )12
1
12

2

+Γ
= + na

C
nπ

,                            (2) 

ხოლო ρ  და 2ρ  საשუალოებისათვის გვექნება: 

( )
( )

∞

+Γ
+Γ=Ψ=

0

2

1
2/322

n

n
adn ρρρπρ                (3) 

( )
∞

+=Ψ=
0

2232 122 nadn ρρπρ                   (4) 

ρ სიდიდის მიხედვით 
22 nW Ψ= πρ ალბათობის სიმკვრივეს მაქსიმუმი აქვს 

წერტილשი: 

12max += naρ                            (5) 

11.10. ( ) ( ) 







−−Ψ



 +=Ψ 2

2

0
exp

2
1,,

eH

c

eH

cp
xzpyp

i
zyx

yosc
nzypnp zy

εμ
π 

 

( ) ...2,1,0;
2H2

2/1 2

222

0 =−−++= n
H

cpcp
nE

yz εμε
μ

ω  

c

He

μ
ω =0 , 

სადაც 
osc
nΨ  ერთგანზომილებიანი ოსცილატორის ტალღური ფუნქციაა. 

11.11. თუ z  ღერძს მივმართავთ პარალელური ელექტრული და მაგნიტური 
ველების გასწვრივ, მაשინ ნაწილაკის ჰამილტონიანი მხოლოდ zeε−  დამატე-
ბითი წევრით განსხვავდება 11.7 ამოცანის ჰამილტონიანისაგან. ამავე დროს 
ნარჩუნდება  „განივი“ და „გასწვრივი“ მოძრაობები ნაწილაკისა, ოღონდ ახლა გას-
წვრივი მოძრაობა שეესაბამება ნაწილაკის ერთგვაროვან ველשი მოძრაობას, 
განსხვავებით თავისუფალი მოძრაობისა 11.7 ამოცანაשი. ამიტომ, 11.7 ამოცა-

ნის ენერგიის (3) ფორმულაשი 
μ2

2
zp
 წევრი უნდა שევცვალოთ lE  გასწვრივი 

მოძრაობის ენერგიით ერთგვაროვან ველשი, ხოლო 11.7 ამოცანის (1) ფორმუ-

ლის გამოსახულებაשი – ბრტყელი ტალღა 





zp
i

z
exp , ( )z

lEΨ  ეირის ფუნქ-

ციით (იხ. ამოცანა 2.74).     
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11.12. ტალღური ფუნქციაა: 
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=Ψ=Ψ nfze mn
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ϕ      (1) 
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
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−
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a
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a
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     (2) 

ენერგია კი იქნება: 

( ) 





 ++++++−=

2
112

42 2122
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nmn

c
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c

Hme
E mnn ω

μ
ω

μ
 ; 

μ
ω k=    (3) 

სუსტი ველების שემთხვევაשი, როცა ω
μ

<<
c

He
, (3)-დან მიიღება 

( ) ( ) 2
22

1
2

0

8
12

221
H

c

mne
H

c

me
EE Nmnn ωμμ

++
+−≈

 .       (4) 

(4) გამოსახულებაשი ( ) ( )2/30 += NEN ω  აღწერს שეუשფოთებელ ოსცი-

ლატორს, ამასთან, 212 nmnN ++= . H -ის მიხედვით წრფივი წევრი שეესა-

ბამება ოსცილატორის მაგნიტური მომენტის ურთიერთქმედებას მაგნიტურ 

ველთან, ხოლო 
2H კვადრატული წევრი განსაზღვრავს ენერგიის წანაცვლე-

ბის დიამაგნიტურ ნაწილს.  

  სუსტი ველების שემთხვევაשი, როცა ω
μ

>>
c

He
, (3)-დან მიიღება 

( )
221 ,1

2

, 12 nl
H

nlmnn EmnEE ++++≈
ω
ω

,      (5) 

ამ שემთხვევაשი სპექტრის „განივი“ ნაწილი ძირითადად განისაზღვრება მაგნი-
ტური ველის მოქმედებით და ( )2/1, += nE nl ω  ლანდაუს დონეებია, სადაც 

e

emm
nn

221 −+= . მეორე წევრი (5) გამოსახულებაשი წარმოადგენს שესწორე-

ბას, რომელსაც იძლევა დრეკადი ძალის ზემოქმედება ნაწილაკის განივ მოძ-
რაობაზე, ბოლო წევრი კი (5) გამოსახულებაשი  ( )2/12ln2

+= nE ω -ეესაბაש 

მება თავისუფალი რხევების ენერგიას მაგნიტური ველის გასწვრივ. 

11.13.     ( ) ,...2,1,0;
2
1 ±±==Ψ meim

m
ϕ

π
ϕ       (1)   

c

Hme

I

m
Em μ22

22  −= ; 2aI μ=        (2) 



 185

11.14. დავუשვათ არსებობენ ლოკალიზებული სტაციონარული მდგომარეობე-

ბი. მაשინ მათი ენერგია 0>E , რადგანაც ( )2/ˆˆ cAepH


−= ჰამილტონიანის 
საკუთარი მნიשვნელობები დადებითი სიდიდეებია. ამოცანის პირობის თანახ-

მად, ( ) 0→rH


 დიდ მანძილებზე, ამიტომ ვექტორული პოტენცილიც ისე 
 ი, რისשეგვიძლია ავირჩიოთ, რომ ისიც ნულისკენ მიდიოდეს უსასრულობაש
გამოც שრედინგერის განტოლება მიიღებს שემდეგ სახეს: 

ψψ
μ

Ep =2ˆ
2
1 

,                               (1) 

რომელიც აღწერს თავისუფალი ნაწილაკის მოძრაობას, ანუ არ გვაქვს ლოკა-
ლიზებული სტაციონარული მდგომარეობები, რაც ეწინააღმდეგება საწყის 
დაשვებას. 

11.15.   ტალღური ფუნქციაა: 

( ) zz s

rp
i

ps e χ
π





 2/32
1=Ψ                             (1) 

სადაც სპინური ფუნქციები ტოლია: 









=

+= 0
1

2
1

z
sχ ;  








=

−= 1
0

2
1

z
sχ ,                      (2) 

ხოლო ენერგია კი იქნება: 

zHs
p

E 0

2
2

2
μ

μ
−=                                (3)    

11.16. ტალღური ფუნქციაა:  

( )
zz sEs f χϕρ,=Ψ ,                             (1) 

სადაც 
zsχ სპინური ფუნქციაა და ( )ϕρ ,f  ფუნქციის განსასაზღვრავად ამო-

ცანა დადის שრედინგერის განტოლებაზე שემდეგ ორგანზომილებიან ველשი: 

( )




>
<−=−

=
R

RUHs
U z

ρ
ρμ

ρ
0

;2 00 ,                   (1) 

სადაც 0μ ნეიტრონის მაგნიტური მომენტია, R კი სოლენოიდის რადიუსი. ნეიტ-

რონისათვის 00 <μ , ამიტომ 2/1+=zs -თვის (1) პოტენციალი წარმოადგენს 

პოტენციურ ბარიერს და არ გვექნება დისკრეტული სპექტრი. 2/1−=zs -თვის 

( )ρU  პოტენციალი პოტენციური R -რადიუსიანი ორმოა HU 00 μ=  სირღ-

მით. სტაციონარული მდგომარეობები ასეთ ორმოשი שესწავლილი გვაქვს 4.48 
და 4.49 ამოცანებשი.  
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11.17. მითითებაשი მოცემული პირობების გამო ტალღურ ფუნქციას  ექნება 
 :ემდეგი სახეש

( )
zzz s

z
msEp f

zp
mi χρϕ

π 













 +=Ψ


exp

2
1 ,     (1) 

სადაც 
zsχ სპინური ტალღური ფუნქციაა და ( )ρf  ფუნქცია აკმაყოფილებს გა-

ნტოლებას: 

( )
22 2

02

1 2
2 2

z
z H

pm
f s f E fρ μ ρ

μ ρ ρ ρ ρ μ
  ∂ ∂− − − = −  ∂ ∂   


           (2) 

11.18.                  ( )
zzyzzy spnpspnp zyx χ,,Ψ=Ψ                        (1) 

z
z

snp sH
p

n
c

He
E

zz 00

2
0 2

22
1 μ

μμ
−+






 +=


                (2) 

11.19. სხვა 2/1=s -სპინიანი ნაწილაკებისათვის, რომელთათვისაც 
c

e

μ
μ

20
≠ , 

არ არის სამართლიანი  ჰამილტონიანის ამოცანის პირობაשი მოცემული სახით 

ჩაწერა. 

11.20. სხვა 2/1=s -სპინიანი ნაწილაკებისათვის, რომელთათვისაც 
c

e

μ
μ

20
≠ , 

არ שენარჩუნდება ეს שედეგი. 

11.22. სპინური ტალღური ფუნქციის დროზე დამოკიდებულება ასე გამოიყუ-
რება: 

( ) ( )
( ) 










=Ψ

−iwt

iwt

eC

eC
t

0

0

2

1                                 (1) 

სადაც ( )02,1C  მუდმივები განისაზღვრებიან საწყისი პირობებიდან და ტალ-

ღური ფუნქციის ნორმირების მოთხოვნის გამო აკმაყოფილებენ პირობას: 

12
2

2
1 =+ CC .                              (2) 

სპინის ვექტორის კომპონენტების საשუალო მნიשვნელობები ტოლია: 

( ) ( ) ( ) tststs yxx ωω 2sin02cos0 +=                

( ) ( ) ( ) tststs yxy ωω 2sin02cos0 −= ,               (3) 

( ) ( ) conststs xz == 0  
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საიდანაც ჩანს, რომ ( )ts


 ვექტორი პრეცესირებს მაგნიტური ველის ირგვლივ 

ω2  კუთხური სიჩქარით.  

11.23. სპინური ტალღური ფუნქციის დროზე დამოკიდებულება ასე გამოიყუ-
რება: 

( ) ( )
( ) 










=Ψ

− ti

ti

eC

eC
t

ξ

ξ

0

0

2

1 ,                          (1) 

სადაც  

( ) =
t

dttHt
0

)(

μξ ,                                (2) 

ხოლო  სპინის ვექტორის კომპონენტების საשუალო მნიשვნელობები ისევ წი-
ნა, 11.22 ამოცანის (3) ფორმულებით მოიცემა, ოღონდ tω  უნდა שევცვალოთ 

( )tξ -თი. ასე რომ, ამ שემთხვევაשი ( )ts


 ვექტორი პრეცესირებს მაგნიტური 
ველის ირგვლივ ზოგად שემთხვევაשი არათანაბრად.            

11.24. ნორმირებული სპინური ტალღური ფუნქციაა: 

( ) ( ) ( )[ ]











⋅

−++
=Ψ

−−

2/
2

2/
11

0

0

sin22
1

ti

tiiwtiwt

eti

eee
t

ω

ω

ωγ

γωγω
ω

     (1)  

სადაც  

2
2

2
1

1
2

00
1 ;;

2
γγωμγωμγ +==+=


HH

,     (2) 

ამიტომ სპინის გადაბრუნების ალბათობა ანუ t  მომენტשი იმის ალბათობა, 

რომ სპინის პროექცია იყოს 2/1−=zs  იქნება: 

tgW ω2sin=                                (2) 
სადაც 

2
0

0
2
1

2
1

2
2

2 






 ++

=





=

μ
ωω

γ


HH

H
g .     (3)   

11.25. [ ]Ar
c

e
l

c

e 
2

2

22 μμ
μ −= .            

11.26. ,,0
2

znmp
z

z
ep

jj Ψ==
μρ  

20
2

2 znmpc

Heme
j Ψ









−=

μ
ρ

μρϕ


.  
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11.27. 
2

02,0
znmpzzz csjjj Ψ

∂
∂−===
ρ

μρ      

11.28.                  ( ) ( )[ ]rfrA ∇−= σμ 
0 ,                             (1) 

სადაც  

( ) a

R

e
aRr

rf
2111 −







 +−=                          (2) 

და  

μ2

2

Ze
a

=                                (3)    

მაგნიტური ArotH


=  ველისათვის კი სათავეשი და დიდ მანძილებზე გვექ-
ნება: 

( ) 3
0

3
8

0
a

H
σμ 

=       (4)             

( ) ( )
5

23
r

rrr
rH

r

μμ  −≈
∞→

.      (5) 

როგორც (5) ფორმულიდან ჩანს, ატომიდან დიდ მანძილებზე ველი წარ-

მოადგენს მაგნიტური დიპოლის ველს σμμ 
0=  მაგნიტური მომენტით.    

11.29. ( ) 20 0
3

8 ψσπμ 
=H .              
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დამატება 

A. ზოგიერთი განსაზღვრული და განუსაზღვრელი ინტეგრალი  

აჩვენეთ, რომ: 

π=
∞

∞−

− dxe x2
.      (A.1) 

განიხილეთ ორი ერთნაირი ინტეგრალის ნამრავლი, რომელשიც გადახვალთ 

პოლარულ კოორდინატებზე, გექნებათ: 

( ) ( )     
∞

∞−

∞

∞−

∞ ∞
−−+−

∞

∞−

∞

∞−

−− ====
π

ππϕ
2

0 0 0

2222222

2
12 rderdreddxdyedyedxe rryxyx

, 

საიდანაც მიიღება დასამტკიცებელი  (A.1) თანაფარდობა. 

ასევე ადვილად მიიღებთ, რომ:  

0;
2

>=
∞

∞−

− a
a

dxe ax π
.     (A.2) 

ცხადია, რომ ნებისმიერი მთელი k რიცხვისათვის: 

0
212 =

∞

∞−

−+ dxex xk
                            (A.3) 

რადგანაც ინტეგრალქვეשა ფუნქცია კენტია. 


∞

∞−

− dxex xk 22  

ტიპის ინტეგრალები שეიძლება ავიღოთ a  პარამეტრით გაწარმოების მეთო-

დით. მართლაც, განვიხილოთ 
∞

∞−

− dxe ax2
 ინტეგრალის წარმოებული a  პარა-

მეტრით: 


∞

∞−

−
∞

∞−

− −=
∂
∂

dxexdxe
a

axax 22 2
,                   (A.4) 

მეორე მხრივ:  

2
32

1

a
aa

ππ −=
∂
∂

.                         (A.5)    
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(A.4) და (A.5)-დან კი მიიღებთ: 

0
2
1

2/3
2 2

>=
∞

∞−

− a
a

dxex ax π
.                   (A.6) 

ასევე a  პარამეტრით k -ჯერ გაწარმოებით მიიღებთ: 

( ) ( ) ...2,1,0;0;
2

!!121 2/12
2 2

=>−=








∂
∂−= +

∞

∞−

− ka
a

k

aa
dxex

kkk

k
kaxk ππ

  (A.7) 

სადაც !!n  აღნიשვნა ნიשნავს n -ის ლუწობის ყველა რიცხვის ნამრავლს 1 ან 
2-დან n -მდე.  

(A.7) გამოსახულებაשი ინტეგრალქვეשა ფუნქციის ლუწობის გამო გექნებათ: 


∞

∞−

−
∞

− = dxexdxex xkxk 22 2

0

2

2
1

,    (A.8) 

ამიტომ, ზემოთ განხილული ინტეგრალების ანალოგიურად მიიღებთ: 

...2,1,0;0;!
1

0

2
=>= +

∞
− ka

a

k
dxex

k
axk

    (A.9) 

ასევე ადვილად ითვლება שემდეგი ინტეგრალები: 

( )
( )

( )
( )


∞

∞−
+

∞

∞−
+ >−=

+∂
∂−=

+
0,

!2
!!12

!
1

12222122
a

an
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ax

dx
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nnn

nn

n

π
     (A.10)   

( )( ) ( ) <<−+=−−
b

a

baabbadxbxax
x

0;2
2

1 π
       (A.11) 

2
sin

0

π=
∞

dx
x

x
                                                        (A.12) 


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1xe
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( ) ( )
 −−= 2

2
2

8
2cos

4
)2sin(

4
sin

k

kx

k

kxxx
dxkxx               (A.15)           

( ) ( ) ( ) ( ) ≠
−
+−

−
−= 22;

2
])sin[(

2
])sin[(sinsin nm

nm

xnm

nm

xnm
dxnxmx            (A.16) 

B. დირაკის დელტა ფუნქციის ზოგიერთი თვისება 

დირაკის დელტა ფუნქცია ეწოდება ფუნქციას, რომელიც ასე განიმარტება: 

( ) 0 0
0.

x
x

x
δ

≠
= ∞ =

    (B.1) 

დელტა ფუნქცია არ წარმოადგენს ფუნქციას მათემატიკაשი განმარტებუ-
ლი ფუნქციის აზრით. კერძოდ, დელტა ფუნქცია განიმარტება არა როგორც 

არგუმენტის ყველა მნიשვნელობისათვის მისი სიდიდის მოცემით (როგორც 
ჩვეულებრივი ფუნქცია), არამედ მოიცემა ინტეგრაციის წესით უწყვეტ ფუნ-
ქციასთან გამრავლებისას. ამიტომ დელტა ფუნქციას აკუთვნებენ განზოგადე-
ბულ ფუნქციათა კლასს.  

ნებისმიერი უწყვეტი ( )xf  ფუნქციისათვის სამართლიანია ტოლობა: 

( ) ( )
∞

∞−
=− afdxxfax )(δ .                       (B.2) 

სრულდება რამდენიმე თანაფარდობა, რომელსაც აკმაყოფილებს დელტა ფუ-
ნქცია: 

( ) ( )xx −= δδ                              (B.3) 

( ) 0=xxδ                               (B.4) 

( ) ( ) ( )axafaxxf −=− δδ)(            (B.5) 

( ) ( ) ( )
∞

∞−
−=−− badxbxax δδδ       (B.6) 

( )( ) ( )
( )

=

=

−
=

n

i

xx

i

i
dx

xdf

xx
xf

1

δδ ,          (B.7) 

სადაც ix  მარტივი ფესვებია ( ) 0=xf  განტოლების და n  ნულების რაოდე-

ნობაა მთელ x  ღერძზე. მაგალითად, (B.7) თანაფარდობის კერძო שემთხვევე-
ბია שემდეგი ფორმულები: 

( ) ( );1
x

a
ax δδ =                         (B.8) 
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( ) ( ) ( )
2

22

a

axax
ax

++−=− δδδ .                  (B.9) 

(B.3)-(B.9) თანაფარდობების არსი იმაשი მდგომარეობს, რომ ისინი ერთნაირ 

  .ედეგებს იძლევიან, თუ ამ თანაფარდობების ორივე მხარეს ვაინტეგრებთש
დელტა ფუნქციას აქვს שემდეგი ინტეგრალური წარმოდგენა: 

( ) 
∞

∞−

−= dkex ikx

π
δ

2
1

                          (B.10)  

დელტა ფუნქციის წარმოებულები განისაზღვრება ტოლობით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞

∞−
−= 01 nnn fdxxfxδ ,        (B.11)  

სადაც n ნებისმიერი მთელი რიცხვია.   

 ეიძლება დამტკიცდეს განზოგადებული ფუნქციებისש ემდეგი თვისებებიש
თეორიის ფარგლებשი: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xx mmm −−= δδ 1           (B.12) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )axdyayyx nmnm −=−− +
∞

∞−
 δδδ                (B.13) 

( ) ( ) 01 =+ xx mm δ                             (B.14) 
პირველ წარმოებულს )(xδ ′  :ემდეგი თვისებები აქვსש 

( ) ( ) ( )
∞

∞−

′−=′ 0fdxxfxδ                          (B.15) 

( ) ( )xx −′−=′ δδ                             (B.16) 

( ) ( ) ( )
∞

∞−
−′=−−′ axdyayyx δδδ                     (B.17) 

( ) ( )xxx δδ −=′                             (B.18)     

( ) 02 =′ xx δ                              (B.19) 

( ) 
∞

∞−
=′ dkke

i
x ikx

π
δ

2
                         (B.20) 

  რადგანაც δ ფუნქცია ლუწი ფუნქციაა, ამიტომ სრულდება ტოლობა: 

( )




<−
>

=
a

a

a
dxx

0 0;2/1
0;2/1

δ                         (B.21)  
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დელტა ფუნქცია שეიძლება წარმოდგენილ იქნეს, როგორც ზღვარი ჩვეუ-
ლებრივი ფუნქციების მიმდევრობისა,  კერძოდ: 

( ) 







−=

→ 2

2

0
exp1lim

a

x
x

επ
δ

ε
                        (B.22) 

( ) 220

1lim
x

x
+

=
→ ε

ε
π

δ
ε

                          (B.23) 

( ) 220

1lim
x

x
+

=
→ ε

ε
π

δ
ε

                          (B.24)  

სამგანზომილებიანი δ ფუნქცია ( )r
δ  განიმარტება ტოლობით: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −== kdezyxr rki 332
 πδδδδ ,                 (B.25) 

სადაც ინტეგრება ტარდება zyx kkk ,,  ცვლადების ყველა მნიשვნელობებით.  

( )r
δ  ფუნქციას שემდეგი თვისება გააჩნია: 

( ) ( ) ( )  = 03 FrdrFr
δ                          (B.26) 

თუ ინტეგრება წარმოებს იმ არეשი, რომელიც მოიცავს 0=r


 წერტილს. 
ასევე სამართლიანია שემდეგი თანაფარდობები: 

( ) ( )
22 r

r
r

π
δδ =                  (B.27)         

( ) ( ) ( )rrnn
r

rr −′−′=−′ δδδ 
2

2
                    (B.28) 

სადაც n′ და n

 ერთეულოვანი ვექტორებია r ′ და r


მიმართულებით.  

C. სპეციალური ფუნქციები 

C.1. Г - ფუნქცია 
Γ -ფუნქცია წარმოადგენს ფაქტორიალის განზოგადებას: 

nn ...321! ⋅⋅=            (C.1.1) 
ფაქტორიალი განმარტებულია მხოლოდ მთელი დადებითი რიცხვებისათ-

ვის და აკმაყოფილებს ტოლობას: 

( ) ( ) !1!1 nnn +=+           (C.1.2) 
ფაქტორიალი שეიძლება წარმოადგინოთ ეილერის ინტეგრალის სახითაც: 


∞

−=
0

! dtten nt ,             (C.1.3)   

თუ שეთანხმდებით, რომ 1!0 = . 
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Γ -ფუნქცია საשუალებას გაძლევთ განაზოგადოთ (C.1.2) და (C.1.3) თანა-
ფარდობანი ნებისმიერი კომპლექსური iyxz +=  რიცხვისათვის:                       

( ) ( ) ( ) !1;1 nnzzz =+ΓΓ=+Γ                    (C.1.4) 

( ) 
∞

−−=Γ
0

1dttez zt ,                         (C.1.5) 

თუ 0Re >z . ასე განმარტებულ Γ -ფუნქციას აქვს პოლუსები უარყოფით 

ნამდვილ ღერძზე ...)2,1,0( =−= nnz  წერტილებשი და ნაשთი ამ წერტილებשი 

( )
!

1
n

n− -ის ტოლია. 

კერძო მნიשვნელობები: 

( )
2

!
2
1

2
3;

2
1;1!01 ππ =






=






Γ=






Γ==Γ ;        (C.1.6) 

( ) π
!2
!12!

2
1

2
3

12 n

n
nn

n+
+=






 +=






 +Γ          (C.1.7) 

სხვადასხვა არგუმენტის Γ -ფუნქციებს שორის კავשირი: 

( ) ( ) ( ) ( )
z

zzzzz
π
π

sin
1 =Γ−Γ−=−ΓΓ         (C.1.8) 

( ) ( ) 





 +ΓΓ=Γ −

2
1212 12 zzz z

π
 

( ) ( ) 





 +Γ






 +ΓΓ=Γ −

3
2

3
13

2
13 2/13 zzzz z

π
               (C.1.9) 

კომპლექსური რიცხვის  

( ) ηξ ieiyx =+Γ           (C.1.10) 
გამოსათვლელად שეიძლება ისარგებლოთ שემდეგი გაשლებით: 

( )
( )∏

∞
−













+
+Γ=

0

2/1

2

2
1

nx

y
xξ           (C.1.11) 

და 

















−+

−+−= 
∞

=1 1
11

n nx

y
arctg

yn
Cyη ,                (C.1.12)   

სადაც  


∞

− ==
0

...577215,01ln dt
t

eC t
         (C.1.13) 

ეილერის მუდმივაა. კერძო שემთხვევაשი, როცა 1=x , გვაქვს: 
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( )
ysh

y
iy

π
πξ =+Γ= 22 1           (C.1.14)  

ასიმპტოტური ყოფაქცევა. 

1>>z  და π<zarg -თვის שეიძლება გამოიყენოთ სტირლინგის ფორმულა: 

( ) 





++−






 −=Γ

z
Ozzzz

12ln
2
1ln

2
1ln π        (C.1.15)   

ან  

( ) ( )1ln2 −≈Γ zze
z

z
π

         (C.1.16)      

C.2. გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია. ზოგიერთი ინტეგრალი 
გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციებით 

G გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია განიმარტება שემდეგი 
მწკრივით: 

( ) ( )
( ) ...

!21
1

!1
1;, +

+
+++= z

cc

aaz

c

a
zcaF ,               (C.2.1) 

სადაც a  და c  ნებისმიერი პარამეტრებია, გარდა   ...2,1,0; =−= nnc  როცა 

ca = , მაשინ ( )zcaF ;,  ფუნქცია ექსპონენციალურ ფუნქციაשი გადადის: 

                      ( ) zezaaF =;,                              (C.2.2) 

  გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია წარმოადგენს ერთ-ერთ 

კერძო ამონახსნს שემდეგი მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლებისა: 

                     ( ) 02

2
=Φ−Φ−+Φ

a
dz

d
zc

dz

d
z                   (C.2.3) 

ანუ ( )zcaF ;,1 =Φ . როცა c  არ არის მთელი რიცხვი, მაשინ (C.2.3) 

განტოლების მეორე დამოუკიდებელი ამონახსნია:  

                    ( )zccaFz c ;2,11
2 −+−=Φ −

                   (C.2.4) 

ამ שემთხვევაשი (C.2.3) განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

                        21 Φ+Φ=Φ BA ,                         (C.2.5) 

სადაც A და B ნებისმიერი მუდმივებია. ( )zcaF ;,  ფუნქცია რეგულარულია 

0=z  წერტილשი და ( ) 10,, =caF . ის აკმაყოფილებს ე.წ. კუმერის თანაფა-
რდობას:                          
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( ) ( )zcacFezcaF z −−= ;,,, .                  C.2.6) 

( )zcaF ;,  ფუნქცია აკმაყოფილებს שემდეგ თანაფარდობებსაც: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zcaaFzcaFzcazcaFac ;,1;,2;,1 +=+−+−−     (C.2.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zcaaFzcaFczcaFca ;,1;1,1;,1 +=−−++−      (C.2.8) 

( ) ( )zcaF
c

a
zcaF

dz

d ;1,1;, ++= .        (C.2.9) 

თუ თანმიმდევრობით გამოიყენებთ (C.2.7) - (C.2.9) ფორმულებს, მიიღებთ: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )zncnaF

nca

nac
zcaF

dz

d
n

n

;,;, ++
+ΓΓ
+ΓΓ= .      (C.2.10) 

თუ ...2,1,0; =−= nna , მაשინ გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქ-
ცია დადის n  რიგის პოლინომზე; 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
nn z

nc

cz

cc

nnz

c

n
zcnF

!1
!11...

!21
1

!1
1;,

−+
−−++

+
−+−=− .     (C.2.11) 

გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია (C.2.11) დაკავשირებულია 
განზოგადებულ ლაგერის პოლინომებთან שემდეგი ტოლობით: 

( ) ( )
( ) ( )zcnF
c

nc
zLc

n ;1,
1

1 +−
+Γ
++Γ= .                (C.2.12) 

განზოგადებულ ლაგერის პოლინომებს, როცა 0=c , ეწოდებათ ლაგერის 

პოლინომები და აღინიשნებიან ასე: ( )zLn . (C.2.11) და (C.2.12)-დან კი გვექნება: 

( ) ( ) ( ) ( )znFnez
dz

d
ezL zn

n

n
z

n ;1,1 −+Γ== − .            (C.2.13)  

   გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის ყოფაქცევა მცირე z -
ებისთვის განისაზღვრება (C.2.1)  მწკრივის პირველი წევრებით, ხოლო დიდი 
z -ებისთვის გვაქვს: 

( ) ( )
( ) ( )[ ]11;, −− +

Γ
Γ= zOez

a

c
zcaF zca   თუ ∞→zRe       (C.2.14)  

( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ]11;, −− +−
−Γ

Γ= zOz
ac

c
zcaF a

  თუ −∞→zRe     (C.2.15) 

როდესაც ( )zcaF ;,  ფუნქციის არგუმენტი z -ემოსაზღვრულია, ხოლო ერთש
ერთი პარამეტრი უსასრულოდ იზრდება, გვაქვს שემდეგი ასიმპტოტური გაש-
ლები: 
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( ) ( )11;, −+= cOzcaF , თუ z და a სასრულია, ხოლო ∞→c     (C.2.16) 

( ) ( )[ ]11;, −+= cOezcaF z , თუ ac −  და z სასრულია,ხოლო ∞→c .  (C.2.17) 

გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციის დიდი მნიשვნელობა ფიზი-
კაשი იმასთანაა დაკავשირებული, რომ ამ ფუნქციის საשუალებით გამოისახება 
მრავალი წრფივი ერთგვაროვანი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნი. 
მაგალითად, განიხილეთ განტოლება: 

( ) ( ) ( ) 022112

2

00 =+++++ ϕϕϕ
bxa

dx

d
bxa

dx

d
bxa          (C.2.18)    

როცა 0210 === aaa , ამ განტოლების ამონახსნი გამოიხატება ელემენტა-

რული ფუნქციებით და ამიტომ მას არ განიხილავთ. (C.2.18) განტოლება 

μλϕ ν +=Φ= zxe x ,                             (C.2.19)     

ჩასმით, שემდეგ განტოლებაზე დადის: 

( ) ( ) ( ) 022112

2

00 =Φ++Φ++Φ+ βαβαβα z
dz

d
z

dz

d
z ,       (C.2.20) 

სადაც    

;,, 2211
0

0 AA
a λαα
λ

α ===                    (C.2.21) 

;,, 222
11

12
00

0 BA
BAba

+=
+

=
+

= μβ
λ

μβ
λ
μβ           (C.2.22) 

;,2 21
2

02101 aaaAaaA ++=+= ννν                               (C.2.23) 

;,2 22
2

02101 bbbBbbB ++=+= ννν              (C.2.24) 

თუ μλ,  და ν  კოეფიციენტებს ისე განსაზღვრავთ, რომ სრულდებოდეს 
პირობები: 

0,0,0 21000 ==+=+ AAaba λμ                   (C.2.25) 

მაשინ (C.2.20) განტოლება ემთხვევა (C.2.3) განტოლებას. ამიტომ (C.2.18) ტიპის 
ნებისმიერი განტოლება დადის გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცი-
ების (C.2.3) განტოლებაზე, თუ მოხერხდა μλ, და ν  კოეფიციენტების ისე 
-ემდეგ გამოიש ერჩევა, რომ კმაყოფილდებოდეს   (C.2.25) განტოლება, ხოლოש
ყენებთ (C.2.19) ჩასმას. 

μμ 21,
2
1,22 +=+−==Φ

−
ckaWez

zc

             (C.2.26) 

ჩასმით (C.2.3) განტოლება დადის უიტეკერის განტოლებაზე 
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04
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4
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2

2

2
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
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
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


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
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++−+ W

zz

k

dz

Wd
μ

                 (C.2.27) 

უიტეკერის ( )zWkμ  ფუნქცია, რომელიც აკმაყოფილებს (C.2.27) განტოლე-

ბას, განისაზღვრება שემდეგი ინტეგრალით: 

( ) dte
z

t
t

k

ez
zW t

k
k

z
k

k
−

+−∞ +−−
−







 +







 +−Γ

= 
μμ

μ
μ

2
1

0

2
12

1

2
1

       (C.2.28)   

k  და μ -ს ყველა მნიשვნელობისათვის. z -თვის ასევე დასაשვებია ყველა მნიש-

ვნელობა, გარდა ნამდვილი უარყოფითი მნიשვნელობებისა. თუ  ( )zWkμ  ფუნ-

ქცია (C.2.27) განტოლების  ამონახსნია, მაשინ ( )zW k −− μ -იც (C.2.27) განტოლე-

ბის  ამონახსნია, რადგანაც k  და z -თვის ერთდროულად ნიשნების שეცვლისას 
არ იცვლება განტოლება.  

( )zWkμ  და ( )zW k −− μ  ფუნქციები ადგენენ (C.2.27) განტოლების  ამონახსნთა 

ფუნდამენტალურ სისტემას. 

მრავალი ფუნქცია שეიძლება გამოისახოს ( )zWkμ  უიტეკერის ფუნქციით. 

ასე მაგალითად, ლაგერის განზოგადებული პოლინომები წარმოადგენენ უიტე-
კერის ფუნქციების კერძო שემთხვევას, თუ მათשი ავიღებთ: 

( )
2

;1
2
1 c

cnk =++= μ                       (C.2.29)   

ანუ  

( ) ( ) ( )zWezzL cc
n

zc
nc

n

2
,

2
1

22
1

1 ++

+−
−=                   (C.2.30) 

2
1±=c  დროს ლაგერის პოლინომები გადადიან ერმიტის პოლინომებשი: 

( ) ( ) 












−=

−
22

22

1
z

n

nz
n

n e
dz

d
ezH ,                  (C.2.31) 

რომლებიც წარმოადგენენ שემდეგი განტოლების ამონახსნებს: 

( ) 0222

2
=








+− zHn

dz

d
z

dz

d
n                   (C.2.32) 
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კერძოდ: 

( ) ( ) ( )22
1

2 21 zLzH n
nn

n

−
−=                    (C.2.33) 

( ) ( ) ( )22
1

12
12 21 zzLzH n

nn
n

+
+ −=                  (C.2.34) 

უიტეკერის ფუნქციის ასიმპტოტური ფორმულა დიდი z -ებისთვის ( ( ) π<zarg ) 

მოიცემა ფორმულით: 

( ) ( )( )12 1 −−
+= zOzezW k

z

kμ                   (C.2.35) 

ამ თავის ბოლოს იხილეთ, დამტკიცების გარეשე, ზოგიერთი ინტეგრალის 
მნიשვნელობები, როდესაც ინტეგრალქვეשა ფუნქცია არის გადაგვარებული ჰი-
პერგეომეტრიული ფუნქცია: 

ა) ( ) ( ) ;,,1,1,,
0

1
∞

−−− 





 ++Γ==

λ
γναλγγα γνλν

αγ
k

FdzkzFzeJ z
       (C.2.36) 

(C.2.36) ინტეგრალის კრებადობისათვის აუცილებელია მოითხოვოთ, რომ: 

kReRe;1Re >−> λν .       

ბ) ( )[ ]
∞

−− =>−=
0

21 ,...3,2,1,0Re;,, ndzkznFzeJ kz νγν
ν               (C.2.37)  

ადვილი საჩვენებელია, რომ:    

( )
( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )
( )[ ] ( ) ( ) 






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

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+−−−−−−−−+

−++
Γ= 

−

=

1

0
2 ...1!1

...1...11
1...1

! n

s ss

ssssnnn

nk

n
J

γγγ
νγνγνγ

γγγ
ν

νν  (C.2.38) 

გ)  ( ) ( )
∞

−− ′′=
0

1 ;,;, dzzkFkzFzeJ z γαγαγλ .                            (C.2.39) 

აქაც שეიძლება აჩვენოთ, რომ: 

( ) ( ) ( ) ( )( )






′−−

′′′−−Γ= ′−−−′+

kk

kk
FkkJ

λλ
γααλλλγ ααγαα ,,,          (C.2.40) 

როცა ...2,1,0; == nnα  (ან ...2,1,0; ==′ nnα ), მაשინ (C.2.40) გამოსახულებამ 
 :ემდეგი სახე მიიღოსש  ეიძლებაש

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )






′−−
′′−−−+′+−′−×
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αγγ αγα

,1,,

2

        (C.2.41) 
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C.3. ბესელისა და ეირის ფუნქციები 

ბესელის ფუნქციები წარმოადგენენ ბესელის განტოლების  

011
2

2

2

2

=







−++ p

pp
J

z

p

dz

dJ

zdz

Jd
                (C.3.1)     

ამონახსნებს. ამ განტოლების ერთ-ერთი კერძო ამონახსნი განისაზღვრება 
 :ემდეგი მწკრივითש

( ) ( )
( )

∞

=

+









++Γ
−=

0

2

21!
1

k

kpk

p
z

pkk
zJ                (C.3.2)   

და ეწოდება p  რიგის პირველი გვარის ბესელის ფუნქცია. თუ p არამთელი 

რიცხვია, მაשინ ( )zJ p  და ( )zJ p−  წრფივად დამოუკიდებელი ამონახსნებია. 

ამ שემთხვევაשი (C.3.1) განტოლების ზოგადი ამონახსნია: 

( ) ( )zBJzAJzJ pp −+= −)(                     (C.3.3)  

სადაც A  და B  ნებისმიერი მუდმივებია. 
ბესელის ფუნქცია დაკავשირებულია გადაგვარებულ ჰიპერგეომეტრიულ 

ფუნქციასთან שემდეგი თანაფარდობით: 

( ) ( ) 





 ++








+Γ
= − izppFe

z

p
zJ iz

p

p 2;21,
2
1

21
1

.           (C.3.4) 

თუ np =  მთელი რიცხვია, მაשინ ( )zJn  და ( )zJ n−  ამონახსნები ერთმა-

ნეთთან ასეა დაკავשირებული: 

( ) ( ) ( )zJzJ n
n

n 1−=− .                       (C.3.5)  

დიდი z -თვის ( )zJ p  ფუნქციას שემდეგი ასიმპტოტური ყოფაქცევა გააჩნია: 

( ) ( )






 +





 −−= −

∞→

1

42
cos2

zO
p

z
z

zJ
z
p

ππ
π

.                (C.3.6) 

თუ p არამთელი რიცხვია, მაשინ (C.3.1) განტოლების ერთ-ერთ ამონახს-
ნად იღებენ p  რიგის ნეიმანის ფუნქციას (ანუ ბესელის მეორე გვარის ფუნ-
ქციას): 

( ) ( ) ( )
π
π
p

zJpzJ
zN

pp
p sin

cos −−
= .                (C.3.7) 

( )zN p  ნეიმანის და ( )zJ p  ბესელის ფუნქციები ასევე წარმოადგენენ (C.3.1) 

განტოლების ორ დამოუკიდებელ ამონახსნს. 
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(C.3.1) განტოლების ორ დამოუკიდებელ ამონახსნად ასევე იხილავენ ჰან-
კელის პირველი და მეორე გვარის ფუნქციებს (ანუ ბესელის მესამე გვარის 
ფუნქციებს): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ππ

ππ

p

zJezJ
izH

p

zJezJ
izH p

ip
p

p
p

ip
p
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,
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21 −−

− −
−=

−
= .   (C.3.8) 

 ამა თუ იმ ფუნქციის (C.3.1) განტოლების დამოუკიდებელ ამონახსნად არ-
ჩევას განსაზღვრავს ამ ფუნქციების ყოფაქცევა არგუმენტის დიდი მნიשვნე-
ლობებისათვის. დიდი z -თვის ჰანკელის  ფუნქციებს שემდეგი ასიმპტოტური 
ყოფაქცევა გააჩნიათ: 

( ) ( ) ( )[ ]1421 12 −
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p
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               (C.3.9) 

( ) ( ) ( )[ ]1422 12 −

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 −−−
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+= zOe

z
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p
zi

z
p

ππ

π
.             (C.3.10) 

ბესელის ფუნქციები, რომელთა ინდექსი მთელი რიცხვის ნახევარია, ელე-
მენტარულ ფუნქციებשი გამოისახებიან. ასე მაგალითად, ნებისმიერი მთელი 
l -თვის:  
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              (C.3.11) 
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.               (C.3.12) 

ჩვეულებრივ, (C.3.11) და (C.3.12) ფუნქციების ნაცვლად იყენებენ שემდეგ 
სფერულ ბესელის ფუნქციებს: 
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          (C.3.13)   
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












−=−= +

−−
+

z

z

zdz

d
zzJ

z
z

l
ll

l
l

l
cos1

2
1 1

2/1
1 πη . (C.3.14)            

თუ ( )zJ p  არის (C.3.1) ბესელის განტოლების ამონახსნი, მაשინ ( )izJ p  არის 

 :ემდეგი განტოლების ამონახსნიש

011
2

2

2

2
=








+−+ I

z

p

dz

dI

zdz

Id
.                 (C.3.15)   

ამ განტოლების ამონახსნს שემდეგი მწკრივის სახით ირჩევენ: 
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( )zI p  ფუნქციას ეწოდება ბესელის პირველი გვარის მოდიფიცირებული ფუნ-

ქცია. თუ p არამთელი რიცხვია, მაשინ ( )zI p  და ( )zI p−  წრფივად დამოუკიდებე-

ლი ამონახსნებია, რომელთა საשუალებით გამოისახება (C.3.15) განტოლების ზო-
გადი ამონახსნი. თუ np =  მთელი რიცხვია, მაשინ:  

( ) ( )zIzI pp −= .                      (C.3.17) 

პირველი გვარის ბესელის მოდიფიცირებული ფუნქცია დაკავשირებულია 
გადაგვარებულ ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქციასთან שემდეგი თანაფარდობით: 

( ) ( ) 

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
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 ++
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= − zppFe
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.           (C.3.18)   

ხשირად (C.3.15) განტოლების მეორე დამოუკიდებელ ამონახსნად არამთელი 
p -თვის განიხილავენ שემდეგ ფუნქციას: 

( ) ( ) ( )
π

π
p

zIzI
zK pp

p sin2
−

= −
,                     (C.3.19) 

რომელსაც მაკდონადის ფუნქცია ანუ მეორე გვარის ბესელის მოდიფიცირე-
ბული ფუნქცია ეწოდება. ამ ფუნქციას שემდეგი ყოფაქცევა აქვს ∞→z -
თვის და 0→z -თვის: 

( ) ( )[ ] 0;1
2

1 >+= −−

∞→
zzOe

z
zK z

z
p

π
                  (C.3.20) 

( ) 0;1

0
>=

→
z

z
zK

z
p .                  (C.3.21) 

ბესელის ფუნქციებთან დაკავשირებულია ე.წ. ( )zAi  ეირის ფუნქციები, რომ-
ლებიც წარმოადგენენ שემდეგი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნებს: 

0=−′′ zWW .                         (C.3.22) 

ეირის და ბესელის ფუნქციებს שორის გვაქვს שემდეგი კავשირი:  

( ) 





=














−






= −

−
2/3

3/1
12/3

3/1
2/3

3/1 3
2

33
2

3
2

3
1

zK
z

zIzIzzAi π   (C.3.23) 

( ) 













+






=− −

2/3
3/1

2/3
3/1 3

2
3
2

3
1

zJzJzzAi ,          (C.3.24)  

ხოლო მისი წარმოებულისათვის გვაქვს ფორმულა: 
















−=′ − 2/3
3/2

1

3
2

3
)( zK

z
ziA π .                 (C.3.25) 
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ეირის ფუნქციას არგუმენტის დიდი მნიשვნელობებისათვის שემდეგი სახე აქვს: 

2/3

3
2

4/1
lim

1
2

1)(
z

z
e

z
zAi

−

∞→
=

π
.                     (C.3.26) 

C.4. ლეჟანდრის პოლინომები 

ლეჟანდრის პოლინომები ( )θcoslP ასე განიმარტებიან: 

( )
( )

( )l
l

l

ll
d

d

l
P 1cos

cos!2
1cos 2 −= θ

θ
θ                 (C.4.1)    

   ისინი აკმაყოფილებენ שემდეგ განტოლებას: 

( ) 01sin
sin

1 =++







l
l Pll

d

dP

d

d

θ
θ

θθ
                   (C.4.2)   

ლეჟანდრის მიკავשირებული პოლინომები ასე განიმარტებიან: 

( ) ( )
( ) ( )

( )l
ml

ml
m

lm
l

m
mm

l
d

d

ld

Pd
P 1cos

cos
sin

!2
1

cos
cos

sincos 2 −== +

+
θ

θ
θ

θ
θθθ  (C.4.3) 

ან ეკვივალენტური ფორმით: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )l
ml

ml
m

l
mm

l
d

d

lml

ml
P 1cos

cos
sin

!2!
!1cos 2 −

−
+−= −

−
− θ

θ
θθ     (C.4.4) 

ამასთან, lm ,...,1,0= . ლეჟანდრის მიკავשირებული პოლინომები აკმაყოფილე-
ბენ שემდეგ განტოლებას: 

( ) 0
sin

1sin
sin

1
2

2
=








−++








 m
l

m
l P

m
ll

d

dP

d

d

θθ
θ

θθ
         (C.4.5) 

ლეჟანდრის პოლინომები და ლეჟანდრის მიკავשირებული პოლინომები აკ-
მაყოფილებენ ორთონორმირების שემდეგ პირობებს: 

( ) ( )
− +

=
1

1 12
2

kllk l
duuPuP δ           (C.4.6) 

( ) ( ) ( )
( )

− −
+

+
=

1

1 !
!

12
2

kl
m

l
m

k ml

ml

l
duuPuP δ ,                (C.4.7) 

სადაც 

θcos=u                              (C.4.8) 

ლეჟანდრის პოლინომები და ლეჟანდრის მიკავשირებული პოლინომები 
აკმაყოფილებენ שემდეგ რეკურენტულ თანაფარდობებს: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )uuPlulPuPl lll 121 11 +=++ −+                (C.4.9) 

( ) ( ) ( )( )11
2 11 +− −+=−=− llll

l PuPluPPl
du

dP
u                       (C.4.10) 

( ) ( ) ( ) m
l

m
l

m
l PmlPmluPl 11112 −+ ++−+=+                         (C.4.11) 

( ) ( ) ( ) ( ) m
l

m
l

m
l

m
l

m
l PmluPlPmlluP

du

dP
u 11

2 111 +− −+−+=++−=−        (C.4.12) 

ლეჟანდრის პოლინომების და ლეჟანდრის მიკავשირებული პოლინომების 
კერძო მნიשვნელობებია: 

( ) ( ) ( )lll PP 11;11 −=−=                      (C.4.13) 

( ) ( ) 0:011 ≠=−= mPP m
l

m
l                                      (C.4.14) 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 !
1 : 2 ;

0 2 ! !
0; 2 1.

p

m l
l

p m
l m p

P p p m

l m p

 +
− − == +

 − = +

                        (C.4.15) 

ლეჟანდრის პოლინომების პირველი ხუთი მნიשვნელობაა: 

 ( ) ( ) ( )33035
8
1;35

2
1;13

2
1;;1 24

4
2

3
2

210 +−=−=−=== uuPuuPuPuPP . (C.4.16) 

C.5. ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია 

ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია განიმარტება שემდეგი მწკრივით, როცა 1<z : 

( ) ( ) ( )
( ) ...

!21
11

!1
1;,,

2
+

+
++++= zz

zF
γγ

ββαα
γ
αβγβα .       (C.5.1) 

ზემოთ განხილული გადაგვარებული ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია  (C.2.1) 
მიიღება (C.5.1) ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციიდან שემდეგი ზღვრული გადას-
ვლით: 

( ) 






=
∞→ β

γβαγα
β

z
FzF ,,,lim;, .                   (C.5.2) 

უნდა აღინიשნოს, რომ ლიტერატურაשი ხשირად ჰიპერგეომეტრიულ ფუნქ-

ციას ასეც აღნიשნავენ: ( )zF ;,,12 γβα , ხოლო გადაგვარებული ჰიპერგეომეტ-

რიული ფუნქციისთვის კი שემოაქვთ აღნიשვნა: ( )zF ;,11 γα . ამ აღნიשვნებשი 

F ასოს მარცნივ და მარჯვნივ ინდექსები სათანადოდ მიუთითებენ პარამეტ-
რების რიცხვს (C.5.1) და (C.2.1) გაשლების მრიცხველשი და მნიשვნელשი. 
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ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია წარმოადგენს ერთ-ერთ კერძო ამონახსნს 
 :ემდეგი მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლებისაש

( ) ( )[ ] 011 =−′++−+′′− uuzuzz αββαγ              (C.5.3) 

α  და β  პარამეტრები ნებისმიერია ( )zF ;,, γβα  ფუნქციაשი, ხოლო ,...2,1,0 −−≠γ . 

ცხადია, რომ ( )zF ;,, γβα  ფუნქცია სიმეტრიულია  α  და β  პარამეტრების 
მიმართ. 

 (C.5.3) განტოლების მეორე კერძო ამონახსნია:  

( )zFzu ,2,1,11 γγαγβγ −+−+−= − ,             (C.5.4) 

რომელსაც გააჩნია განსაკუთრებული 0=z  წერტილი. 

ჰიპერგეომეტრიული ფუნქციისათვის სამართლიანია שემდეგი თანაფარდო-
ბანი: 

( ) ( ) ( )zFzzF ;,,1;,, γβγαγγβα βαγ −−−= −−
          (C.5.5) 

( ) ( ) 







−
−−= −

1
;,,1;,,
z

z
FzzF γβγαγβα α

            (C.5.6) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )zFz

zFzF

−−−+−−−
ΓΓ

−+ΓΓ+

+−−++
−Γ−Γ
−−ΓΓ=

−− 1,1,,1

1,1,,;,,

βαγβγαγ
βα

γβαγ

γβαβα
βγαγ
βαγγγβα

βαγ
    (C.5.7) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 






 −+−+−

−ΓΓ
−ΓΓ+

+





 −+−+−

−ΓΓ
−ΓΓ=

−

−

z
Fz

z
FzzF

1,1,1,

1,1,1,;,,

αβγββ
βγα
βαγ

βαγαα
αγβ
αβγγβα

β

α

  (C.5.8) 

ირებს z-ს და z/1שნოთ, რომ (C.5.8) ფორმულა, რომელიც აკავשევნიש -ს, 

გამოსახავს ( )zF ;,, γβα  ფუნქციას მწკრივის სახით, რომელიც იკრიბება 1>z -

თვის ანუ წარმოადგენს საწყისი  (C.5.1) მწკრივის ანალიზურ გაგრძელებას. თუ 
ალფა ან ბეტა მთელი უარყოფითი n რიცხვია, მაשინ ჰიპერგეომეტრიული ფუნქცია 
დადის n  რიგის პოლინომზე და שეიძლება წარმოდგენილ იქნეს שემდეგი სახით: 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )[ ]γβγ

βγγ

γγγγ
γβ −−+

−+−
−

−+++
−=− zz

dz

d

n

zz
znF n

n

nn

1
1...21

1,,, 1
1

   (C.5.9) 

ეს პოლინომები მამრავლის სიზუსტით ემთხვევიან იაკობის პოლინომებს, 
რომლებიც שემდეგნაირად არიან განმარტებული: 
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( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]nbna
n

n
ba

n

n

ba
n

zz
dz

d
zz

n

z

z
anbanF

n

naaa
zP

++−− +−+−−=

=





 −++++−+++=

1111
!2

1

1,1,1,
!

...21,

 (C.5.10) 

0== ba -თვის იაკობის პოლინომები ემთხვევიან ლეჟანდრის პოლინომებს, 

0=n -თვის კი ( ) 1,
0 =baP  

D. მიახლოებითი გამოთვლის ფორმულები 

თუ ,1<<x  მაשინ პირველ მიახლოებაשი სამართლიანია שემდეგი 
მიახლოებითი ფორმულები: 

1) x
x

1
1

1 ≈
±

;  2) ( ) xx 211 2 ±≈± ; 3) ( ) xx 311 3 ±≈± ; 4) 

xx
2
111 ±≈± ; 

5) xx
3
1113 ≈± ; 6) ;

2
11

1
1

x
x

≈
±

 7) 22

2
111 xx −≈− ;  

8) 2
2 2

11
1

1
x

x
+≈

−
; 9) ( ) xx ≈+1ln ; 10) x

x

x 2
1
1ln ≈
−
+
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E. ენერგიის ერთეულები   

ერთე-
ულები 

ერგი ჯოული Kკვატ.საათ
ი 

კალორია ევ მაე 

ერგი 1 710−  141078,2 −⋅
 

81038,2 −⋅
 

111024,6 ⋅
 

2107,6 ⋅  

ჯოული 710  1 71078,2 −⋅ 239,0  181024,6 ⋅
 

91070,6 ⋅  

კვატ. 
საათი 

13106,3 ⋅ 6106,3 ⋅  1 51060,8 ⋅ 251025,2 ⋅
 

161041,2 ⋅
 

კალორია  71018,4 ⋅ 185,4  61016,1 −⋅ 1 191061,2 ⋅
 

161080,2 ⋅
 

ელეტრონ- 
ვოლტი 
(ევ) 

121060,1 −⋅
 

191060,1 −⋅
 

261045,4 −⋅
 

201083,3 −⋅
 

1 91007,1 −⋅
 

მასის 
ატომური 
ერთეული 
(მაე) 

31049,1 −⋅
 

101049,1 −⋅
 

171014,4 −⋅
 

111056,3 −⋅
 

81031,9 ⋅  1 



 208

F. ძირითადი ფიზიკური მუდმივები    

 

1 სინათლის სიჩქარე 
ვაკუუმשი 

810998,2 ⋅=c მ/წმ  

2 გრავიტაციული მუდმივა 111067,6 −⋅=γ მ3/კგ.სმ2 

3 ავოგადროს რიცხვი 2310023,6 ⋅=AN მოლ-1 

4 ელექტრონის მუხტი 19106,1 −⋅=e კულონი 

5 ელექტრონის მასა 2710911,0 −⋅=em გ 511,0= მევ= 

410486,5 −⋅= მაე 

6 პროტონის მასა 2410673,1 −⋅=pm გ 28,938= მევ 007,1= მაე 

7 პლანკის მუდმივა 2710625,6 −⋅=h ერგი.წმ 

8 რიდბერგის მუდმივა 
უსასრულო მასის 
ბირთვის მქონე 
ატომისათვის 

31,109737=∞R სმ-1 

9 რიდბერგის მუდმივა 
წყალბადისათვის 

576,109677=HR  სმ-1  

10 ბორის პირველი ორბიტის 
რადიუსი 

8
1 10529,0 −⋅=r სმ 

11 წყალბადის ატომის 
იონიზაციის ენერგია 

56,130 =I ევ 

12 კომპტონის ტალღის 
სიგრძე 
ელექტრონისათვის 

1010426,2 −⋅=cλ სმ 

13 ელექტრონის კლასიკური 
რადიუსი 

131082,2 −⋅=er სმ 

14 ნაზი სტრუქტურის 
მუდმივა 036,137

1=α  

15 ბორის მაგნეტონი 2010927,0 −⋅=Bμ ერგი/გაუსი= 
2310927,0 −⋅= ჯოული/ტესლა 

16 ბირთვული მაგნეტონი 2410051,5 −⋅=Nμ ერგი/გაუსი= 

2710051,5 −⋅= ჯოული/ტესლა 

17 მაგნიტური მომენტი 
ა) ელექტრონის 

 

ა) Be μμ 00116,1=  
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ბ) პროტონის 

გ) ნეიტრონის 

დ) დეიტრონის 

ბ) Np μμ 7928,2=  

გ) Nn μμ 913,1−=  

დ) Nμμα 8574,0=  

18 გირომაგნიტური 
მამრავლი 
ა) ელექტრონის 

ბ) პროტონის 

გ) ნეიტრონის 

დ) დეიტრონის  

 

 

ა) 0022,2=eg  

ბ) 5855,5=pg  

გ) 8263,3−=ng  

დ) 8574,0=αg  

19 ელექტრული მუდმივა 11
0 10885,0 −⋅=ε ფ/მ 

20 მაგნიტური მუდმივა 6
0 10257,1 −⋅=μ ჰენრი//ნ 

21 ერთი ელექტრონვოლტის 
 ესაბამისი რხევისש
სიხשირე 

141041804,2 ⋅  ჰერცი 

22 ერთი ელექტრონვოლტის 
 ესაბამისი ტემპერატურაש

9,4604 კელვინი 
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G. ორატომიანი მოლეკულის მუდმივები 

 

მოლეკულა ძირითადი 
თერმი 

ბირთვებს 
 ორისש
მანძილი 

რხევის 
სიხשირე 

1410,ω წმ-1 

ანჰარმონიულობა

310, −x  

დისოციაციის 
ენერგია 

D , ევ 

2H  Σ1
 

74,1 8,279 28,5 4,48 

2N  Σ1
 

109,4 4,445 6,15 7,37 

2O  Σ3
 

120,7 2,977 7,65 5,08 

2F  Π1
 

128,2 2,147 8,51 1,6 

2P  Σ1
 

189,4 1,47 3,59 5,03 

2S  Σ3
 

188,9 1,367 3,93 4,4 

2Cl  Σ1
 

198,8 1,064 7,09 2,48 

2Br  Σ1
 

228,3 0,609 3,31 1,97 

2I  Σ1
 

266,6 0,404 2,84 1,54 

HF Σ1
 

91,7 7,796 21,8 5,8 

HCl Σ1
 

127,5 5,632 17,4 4,43 

HBr Σ1
 

141,3 4,991 17,1 3,75 

HI Σ1
 

160,4 4,350 17,2 3,06 

CO Σ1
 

112,8 4,088 6,22 9,7 

NO Π2
 

115 3,590 7,55 5,29 

OH Π2
 

97,1 7,036 22,2 4,35 
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 gamomcemlobis redaqtori marine varamaSvili 

 garekanis dizaini nino ebraliZe  

 komp. uzrunvelyofa lali kurdRelaSvili 
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