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Одним из основных направлений современного этапа развития общества 
является трансфер высоких технологий из  самых разных областей знаний в об-
разование, а через него в реальный сектор экономики. Экономическое образо-
вание, способствуя этому процессу, должно готовить креативно мыслящих ком-
петентных специалистов, владеющих как теоретическими знаниями, так и на-
выками их  практической реализации.  

Обучение навыкам использования современных пакетов специализиро-
ванных компьютерных программ можно отнести к одному из инновационных 
подходов в освоении экономической науки.  С этой целью в образовательных 
программах в вариативной части часто используется курс «Математические ме-
тоды исследования в экономике» и спецкурсы «Основы использования пакета 
MathCAD в экономических расчетах», «Решение оптимизационных задач с по-
мощью MathCAD», «Элементы теории игр на основе MathCAD». Включение 
этих курсов обеспечивает повышение уровня профессиональной подготовки 
будущих специалистов, поскольку неразрывно связано с обучением навыкам 
решения творческих практических и научных задач. 

Математические методы исследования в экономике ориентированы на 
решение задач, которые можно корректно описать с помощью той или иной ма-
тематической модели для получения оптимального решения. Понятие «матема-
тические методы» тесно связано с понятием «математические модели», так как 
математические методы можно применять лишь для описания отвечающим им 
математическим моделям.  

В данном пособии представлено решение основных практически значи-
мых задач экономико-математическими методами (линейное и нелинейное про-
граммирование, транспортная задача и задача о назначении, сетевые методы и 
целочисленное программирование) с помощью одной из современных систем 
компьютерной математики – системы MathCAD.  

MathCAD – это мощный инструмент, позволяющий сосредоточить вни-
мание студента на логике методов и алгоритмов, освобождая от необходимости 
освоения громоздких, незапоминающихся и потому бесполезных вычислитель-
ных процедур.  

MathCAD является эффективной системой для работы с формулами, чис-
лами, текстами и графиками, может выполнять вычисления любой степени 
сложности, по своему объёму допустимые на персональном компьютере. По-
мимо привычных численных расчётов, MathCAD способен делать символьные 
(аналитические) преобразования, что позволяет решить большинство матема-
тических задач в виде формул. Возможность интеграции MathCAD с такими 
мощными системами автоматизации расчетов, как Mathematica, STATISTICA, 
SPSS, Maple, MatLab и другие делает его незаменимым инструментом в руках 
не только студента, но и специалиста, решающего сложные современные зада-
чи экономики. 

Представленное учебное пособие может успешно использоваться при 
изучении различных разделов математики и её приложений в высших учебных 
заведениях, осуществляющих экономическое образование. Благодаря большо-
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му числу решенных задач предлагаемое учебное пособие может служить спра-
вочником для специалистов, работающих в различных областях экономики.  

Все учебное пособие состоит из двух глав и приложения. В I главе рас-
смотрены основы линейной алгебры и аналитической геометрии и некоторые 
линейные экономические модели. В главе II рассмотрены основные задачи ма-
тематического программирования и математических методов в экономике. В 
приложении, выполненном в виде CD диска, даны листинги некоторых про-
грамм, реализующих разработанные алгоритмы, в  MathCAD-14 и Excel. 

Каждая глава разбита на параграфы, пункты и подпункты. Нумерация 
формул, рисунков, таблиц введена отдельно для каждого параграфа. В пособии 
используются общепринятые обозначения; наряду с этим начало решения при-
мера или доказательства теоремы обозначается значком ■, а конец – значком ●. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ БАЗА МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 
§1. Векторы. Декартова система координат 
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1.1. Понятие вектора.  
Определение 1. Вектором называется направленный отрезок AB


 с начальной 

точкой А и конечной точкой В, который можно передвигать параллельно само-
му себе.  
Определение 2. Длиной AB


=|а| вектора AB


=а называется неотрицательное 

число, равное длине отрезка АВ, соединяющего точки А и В. Будем также пи-
сать AB


= АВ . 

 
Рис.1.1. Коллинеарные векторы 

Таким образом, считается, что два направ-
ленных отрезка AB


 и 1 1A B


, имеющие равные 

длины ( АВ = 11ВА ) и одно и то же направление, 
определяют один и тот же вектор а, и в этом 
смысле пишут а= AB


= 1 1A B


. 
Определение 3. Векторы, лежащие на одной 
прямой или на параллельных прямых, называ-
ются коллинеарными (рис. 1.1). 

Определение 4. Если точки А и В совпадают, то AB


= AА


=0 называется нулевым 
вектором. Его длина равна нулю, а направление для него не имеет смысла.  

В геометрии рассматривают сложение и вычитание векторов, и умноже-
ние их на действительное число. По определению произведение а=а вектора 
а на число  или числа  на вектор а есть вектор, длина которого равна 
|а|=|||а|, а направление совпадает с а, если 0, или противоположно а, если 
0. При =0 длина |а| равна нулю и вектор а превращается в нулевой век-
тор (точку), не имеющий направления.  
Определение 5. Вектор е называется единичным, если его длина равна 1, то 
есть |е|=1.  

Если b=е и е – единичный вектор, то |b|=||, потому что  
|b|=|||е|=||1=||. 

  

Известно, что векторы а, b, 
с,…, взятые в конечном числе, 
складываются по правилу за-
мыкания цепочки этих векто-
ров (рис. 1.2). На рис. 1.3 пока-
зано как вычитаются векторы. 

Рис.1.2. Сложение векто-
ров 

Рис.1.3. Вычитание 
векторов 

 

 
 
1.2. Скалярное произведение векторов. 

a a-b 

b 

А1 А 

В В1 

 

a 

a+b+c+d 

c 

b 
d 
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Определение 6. Скалярным произведением двух векторов а и b назовём число 
аb или (а,b), равное произведению длин этих векторов, помноженному на коси-
нус угла  между ними: 

аb=(а,b)=|а||b|соs(а,b)=|а||b|соs.                                          (1.1) 
Теорема 1.1. Скалярное произведение обладает свойствами: 

(а,b)=(b,а),                                                                               (1.2) 
(а,b+с)=(а,b)+(а,с),                                                                 (1.3) 
(а,b)=(а,b).                                                                          (1.4) 

 Равенства (1.2) – (1.4) непосредственно вытекают из определения скалярного 
произведения.                                                                                                            
Пример 1. Если тело под действием силы F передвинулось прямолинейно вдоль 
вектора s, то работа А, выполненная силой F, как известно из курса физики, 
равна произведению величины силы |F| на путь |s| и ещё на косинус угла  ме-
жду векторами F и s: А=|F||s|соs(F,s). Но тогда А=(F,s), то есть указанная работа 
равна скалярному произведению векторов F и s. 
1.3. Прямоугольная система координат. Перейдём к аналитическому описа-
нию векторов и точек пространства – при помощи чисел. Введём в пространст-
ве прямоугольную систему координат х, у, z, то есть три взаимно перпенди-
кулярно направленные прямые, проходящие через некоторую точку О, назы-
ваемые осями координат х, у, z (рис.1.4). Предполагается, что для данной сис-
темы координат выбран единичный отрезок, при помощи которого измеряются 
все прочие отрезки. Точка О называется началом координат.                

Зададим произвольную точку А трёхмерного пространства. Направлен-
ный отрезок ОA


 называется радиус-вектором точки А. Радиус-вектор в свою 

очередь определяет вектор а (а= ОA


), который можно переносить в пространст-
ве параллельно самому себе. Координатами радиус-вектора называются ко-
ординаты точки А; при этом координата х называется абсциссой, координата у 
– ординатой и координата z – аппликатой точки А.  

 
Рис.1.4. Прямоугольная система координат 

Между точками А пространст-
ва и их радиус-векторами ОA


 или, 

что все равно, тройками чисел (х, у, 
z), являющимися координатами точ-
ки А или проекциями ОA


 на оси, 

имеется взаимно однозначное соот-
ветствие.  

Мы будем писать а=(х, у, z) и 
говорить, что а или (х, у, z) есть век-
тор, равный радиус-вектору точки 
А, имеющему координаты х, у, z. В 
этом случае проекции а на оси ко-
ординат часто обозначают символа- 

z 

x x 

y 

y 

z 

a 

O 

A 
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ми ax, ay, az и пишут а=(ax, ay, az). Из определения вектора как направленного 
отрезка, который можно передвигать в пространстве параллельно самому себе, 
следует, что два вектора а=(х, у, z) и b=(х, у, z) равны тогда и только тогда, ес-
ли выполняются одновременно равенства: х=х, у=у, z=z. По тем же причинам 
справедливы равенства: 

(х, у, z)±(х, у, z)=(х±х, у±у, z±z),                                       (1.5) 
(х, у, z)=(х, у, z).                                                             (1.6) 

На рис. 1.4 видно, что длина вектора равна корню квадратному из суммы 
квадратов его координат: 

|а|=| АО


|= 222 zyx  .                                                              (1.7) 

Обозначим через i, j, k единичные (имеющие длину, равную 1) векторы, 
имеющие соответственно то же направление, что и оси х, у, z. Векторы i, j, k на-
зывают ортами осей х, у, z. Произвольный вектор (х, у, z) может быть записан в 
виде 

(х, у, z)=хi+уj+zk.                                                                    (1.8) 
Отметим равенства, имеющие место для скалярных произведений ортов 

осей, т.е.  
ii=jj=kk=1, ij=ik=jk=0.                                                            (1.9) 

Пусть теперь а=(х, у, z) и b=(х1, у1, z1). Тогда аb=(а,b)=хх1+уу1+zz1. В самом 
деле, на основании (1.7), (1.8), (1.9) 

аb=(хi+уj+zk)(х1i+у1j+z1k)=хх1ii+ху1ij+хz1ik+ух1ji+уу1jj+уz1jk+zх1ki+zу1kj+zz1kk= 
=хх1+уу1+zz1,                                                                            (1.10) 

т.е. скалярное произведение двух векторов равно сумме произведений соответ-
ствующих координат этих векторов. Тогда косинус угла  между векторами а и 
b можно определить следующим образом: 

cos=(аb)/(|а||b|)=
2
1

2
1

2
1

222
111

zyxzyx
zzyyxx



 .                            (1.11) 

При а=b угол  между векторами равен нулю, cos=1 и  
аа=а2=|а|2=х2+у2+z2, 

т.е. скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины.  
Если рассматриваются векторы на плоскости, то в формулах (1.5) – (1.11) 

необходимо положить z=0. В частности, расстояние d между двумя точками 
плоскости А1(х1, у1) и А2(х2, у2) можно рассматривать как длину вектора 

1 2A А


=(х2-х1, у2-у1). Тогда 

d=
2

1 2A А


=    212
2

12 yyxx  .                                            (1.12) 

Пример 2. Даны координаты трёх точек А(-1,1), В(-1,6), С(3,4) на плоскости. 
Найдём: а) вектор с= AB


+ AС


; б) длины векторов AB


, AС


 и угол между ними. 
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 а) Найдём вначале векторы AB


 и AС


. По определению AB


=(хВ-хА, уВ-уА)=(0, 
5), AС


=(хС-хА, уС-уА)=(4, 3), с= AB


+ AС


=(4, 8). 

б) По формуле (1.12) найдём длины d1=
2

AB


= 22 50  =5, 

d2=
2

AС


= 22 34  =5. По формуле (1.10) определим скалярное произведение 

AB


AС


=04+53=15. Тогда по формуле (1.11) cos=
55

15


=0,6, откуда 

=arccos0,653.                                                                                                   
Двумерные (плоские) или трехмерные (пространственные) векторы и 

операции над ними, рассмотренные выше, можно обобщить на случай любого 
числа измерений п: 
Определение 6. п-мерным вектором называется упорядоченная совокупность п 

чисел, записываемых в виде х=

1

2

...

п

х
х

х

 
 
 
 
 
 

, где хi – i-я компонента (координата) век-

тора х. 
Аналогично обобщаются остальные определения этого параграфа. При 

этом линейные операции сложения векторов и умножения вектора на число 
удовлетворяют следующим свойствам, рассматриваемым как аксиомы: 
Свойство 1. Коммутативное свойство суммы: х+у=у+х.  
Свойство 2. Ассоциативное свойство суммы: (х+у)+z=х+(у+z). 
Свойство 3. Ассоциативное относительно числового множителя свойство: 
α(х)=(α)х. 
Свойство 4. Дистрибутивное относительно суммы векторов свойство:  
α(х+у)=αх+αу. 
Свойство 5. Дистрибутивное относительно суммы числовых множителей свой-
ство: (α+)х=αх+х. 
Свойство 6. Существует нулевой вектор 0=(0, 0, …, 0) такой, что х+0=х для 
любого вектора х. 
Свойство 7. Для любого вектора х существует противоположный вектор (-х) 
такой, что х+(-х)=0. 
Свойство 8. Для любого вектора х выполняется равенство 1х=х. 
Определение 2. Множество векторов с действительными компонентами, в кото-
ром определены вышеназванные линейные операции, удовлетворяющие приве-
дённым свойствам, называется векторным пространством. 

Если под х, у, z рассматривать объекты любой природы, то соответст-
вующее множество объектов называется линейным пространством. Будем 
обозначать его Rn. 
Упражнения 
Даны координаты трёх точек А, В, С в пространстве. Найдите: а) координа-

ты вектора с = AB+ AC; б) угол между векторами AB и AC . 
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1.1. А(-1,1,6), В(-1,6,1), С(0,4,-1).     1.2. А(1,7,3), В(6,9,1), С(8,5,8). 
1.3. А(1,9,9), В(5,8,3), С(6,4,8).         1.4. А(4,9,3), В(7,6,1), С(3,6,7). 
1.5. А(5,7,8), В(-3,7,1), С(6,9,2).        1.6. А(4,6,3), В(4,1,5), С(3,9,8). 

 
§2. Определители и их свойства 
2.1. Определители второго порядка.  
Определение 1. Пусть заданы числа а11, а12, а21, а22. Они определяют число 
а11а22-а12а21, которое называется определителем (детерминантом) второго по-
рядка и записывается следующим образом: 

2221

1211

аа
аа =а11а22-а12а21.                                                             (2.1) 

Числа а11, а12, а21, а22 называются элементами определителя. В определи-
теле (2.1) различают первую строку а11, а12, и вторую строку а21, а22, первый 
столбец а11, а21, и второй столбец а12, а22. 

Легко проверяются следующие свойства определителя. 
Свойство 1. Величина определителя не меняется, если у него заменить строки 

соответствующими столбцами: 
2221

1211

аа
аа =

2212

2111

аа
аа . 

Свойство 2. Величина определителя меняет знак, если у него переменить мес-

тами строки (столбцы): 
2221

1211

аа
аа =-

1211

2221

аа
аа , 

2221

1211

аа
аа =-

2122

1112

аа
аа . 

Свойство 3. Величина определителя умножается на число k (действительное 
или комплексное), если элементы какого-либо его столбца или строки умно-

жить на k, например, 
2221

1211

аkа
аkа =k

2221

1211

аа
аа , то есть общий множитель, присутст-

вующий в строке или столбце, можно выносить за знак определителя. 
Свойство 4. Величина определителя равна нулю, если элементы какой-либо его 
строки или какого-либо его столбца равны нулю, например  

2221

00
аа

=0а22-0а21=0. 

Свойство 5. Величина определителя равна нулю, если элементы двух строк или 

столбцов соответственно равны, например, 
1212

1111

аа
аа =а11а12-а11а12=0. 

В дальнейшем вводятся определители третьего и вообще n-го порядка. 
Для них свойства 1 – 5 сохраняются. 
2.2. Определители третьего порядка.  
Определение 2. Число 

Δ=а11а22а33+а12а23а31+а13а21а32-а13а22а31-а12а21а33-а11а23а32, (2.2) 
записываемое в форме 
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Δ=
333231

232221

131211

ааа
ааа
ааа

,                                                                      (2.3) 

где аij – числа (действительные или комплексные), называется определителем 
или детерминантом 3-го порядка. 

В определителе (2.3) различают первую, вторую и третью строки, так же 
как первый, второй и третий столбцы. Число аij называется элементом опреде-
лителя; при этом первый индекс i указывает номер строки, а второй индекс j – 
номер столбца, к которому принадлежит данный элемент. Будем также гово-
рить, что элемент аij находится на пересечении i-й строки и j-го столбца. Эле-
менты определителя а11, а22, а33 образуют главную диагональ, а элементы а13, 
а22, а31 – второстепенную диагональ определителя (2.3). 

 
Рис. 2.1. Правило Сарруса 

Структура выражения (2.3) до-
вольно проста. Это есть число, вычис-
ляемое по элементам аij по следующему 
наглядному правилу (правилу Сарру-
са): составим таблицу, полученную из 
элементов определителя (2.3), если при-
писать к ним первый и второй столбцы 
определителя (рис. 2.1). Мы видим, что 
надо взять всевозможные произведения 
элементов, зачеркнутых прямыми; при 
этом три произведения, соответствую-
щие прямым, параллельным главной 
диагонали, надо взять со знаком плюс, 

а остальные три произведения, соответствующие прямым, параллельным вто-
ростепенной диагонали, надо взять со знаком минус. Каждое произведение с 
указанным знаком называется членом определителя (2.3). Среди входящих в 
произведение элементов имеются представители от каждой строки и от каждо-
го столбца. Эти элементы можно в каждом члене расположить в порядке воз-
растания первого индекса, то есть номеров строк, к которым они принадлежат. 
Это и сделано в сумме (2.3). Что же касается номеров столбцов, к которым при-
надлежат эти элементы, то их расположения даются ниже: 









213
132
321

,                                                                                 (2.4) 









312
231
123

.                                                                                (2.5) 

Это всевозможные перестановки из чисел 1, 2, 3. Перестановку 
1, 2, 3                                                                                      (2.6) 

из чисел 1, 2, 3 назовем основной. 

a11 a12 a12 a13 a11 a12 

a21 a22 a23 a21 a22 

a31 a32 a33 a31 a32 

- + + + - - 
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Говорят, что в перестановке произведена транспозиция двух опреде-
ленных ее элементов, если эти элементы заменены местами. После транспози-
ции перестановка переходит в другую перестановку. В этой последней можно 
сделать в свою очередь транспозицию, в результате получится третья переста-
новка (но не исключено, что и первая). 

Например, перестановка 
3, 2, 1                                                                                       (2.7) 

получена транспозицией первого и третьего элементов перестановки (2.6), а пе-
рестановка 

2, 3, 1                                                                                       (2.8) 
транспозицией первого и второго элементов перестановки (2.7).  
Определение 3. Перестановка чисел 1, 2, 3 называется четной (нечетной), если 
она получается из основной перестановки при помощи четного (нечетного) 
числа транспозиций. 

Важно отметить, что, если некоторая перестановка получена из основной 
посредством N транспозиций и если эта же перестановка получена из основной 
каким-либо другим путем посредством N1 транспозиций, то оба числа N и N1 
либо оба четные, либо оба нечетные.  

Пусть дана перестановка j=(j1, j2, j3), где j1, j2, j3 это числа 1, 2, 3, взятые в 
некотором порядке. Число транспозиций, с помощью которых можно полу-
чить эту перестановку из основной перестановки, обозначим через t(j). Тогда 
перестановка j является четной (нечетной), если t(j) – четное (нечетное) число. 

Перестановки (2.4) – четные, а перестановки (2.5) – нечетные. 
После сказанного можно дать другое эквивалентное определение опреде-

лителя 3-го порядка. 
Определение 4. Определителем или детерминантом 3-го порядка (2.3) назы-
вается число ∆, равное сумме 

∆= 
j

jjj
jt aaa

321 321
)()1(                                                                (2.9) 

произведений вида 
321 321

)()1( jjj
jt aaa , где j=(j1, j2, j3) – всевозможные различные 

перестановки основной перестановки 1, 2, 3. 
2.3. Определители п-го порядка.  
Определение 5. Определителем или детерминантом п-го порядка называется 
число, записываемое в виде 

∆= ijа =

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

                                                           (2.10) 

и вычисляемое по данным числам аij (действительным или комплексным) – 
элементам определителя – по следующему закону: ∆ есть сумма произведений 

∆= 
j

njjj
jt

n
aaa ...)1(

21 21
)( , 
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распространенная на всевозможные различные перестановки j=(j1, j2, .... jn) из 
чисел 1, 2, ..., п. Число t(j) равно числу транспозиций, которые нужно сделать, 
чтобы перейти от основной перестановки 1, 2, ..., n к перестановке j=(j1, j2, .... 
jn). Произведение 

nnjjj
jt aaa ...)1(

21 21
)(  называется членом определителя. 

Теорема 2.1. Определители п-го порядка удовлетворяют свойствам 1–5, пере-
численным в предыдущем параграфе. 
Определение 6. Вычеркнем из определителя (2.10) п-го порядка i-ю строку и j-й 
столбец. Оставшееся выражение порождает определитель (п-1)-го порядка Мij, 
называемый минором элемента аij. Величина же Аij=(-1)i+jМij называется алгеб-
раическим дополнением или адъюнктом элемента аij. 

Теперь рассмотрим свойство определителя, имеющее большое значение 
для вычисления определителей: 
Свойство 6. Сумма произведений элементов некоторой строки (столбца) опре-
делителя на алгебраические дополнения этих элементов равна величине опре-
делителя: 

∆=


n

j
ijij Aa

1

 (i=1,…,n),                                                                (2.11) 

∆=


n

i
ijij Aa

1
 (j=1,…,n).                                                                  (2.11) 

 Докажем это свойство для определителя 3-го порядка в случае третьей стро-
ки. Имеем 

а31А31+а32А32+а33А33=а31
2322

1312

аа
аа -а32

2321

1311

аа
аа +а33

2221

1211

аа
аа =а31(а12а23-а13а22)+ 

+а32(а13а21-а11а23)+а33(а11а23-а12а21)=∆.                                                   
Сумму (2.11) называют разложением определителя по элементам i-й 

строки, а сумму (2.11) – разложением определителя по элементам j-го 
столбца. 
Пример 1.    
 Если в определителе ∆ (см. (2.10)) а21=а31=…=ап1=0, то ∆=а11А11, то есть вы-
числение определителя сводится к вычислению одного его алгебраического до-
полнения, то есть определителя (п-1)-го порядка.                                               
Пример 2.  
 Если все элементы определителя ∆, стоящие ниже (выше) главной диагонали, 
равны нулю (аij=0, если ij (ij)), то ∆=а11а22…апп. Это следует из предыдущего 
примера.                                                                                                                      

Укажем ещё несколько свойств определителя. 
Свойство 7. Сумма произведений элементов аij некоторой строки (столбца) оп-
ределителя на соответствующие алгебраические дополнения элементов другой 
строки (столбца) равна нулю: 




n

j
kjij Aa

1

=


n

j
jkji Aa

1

=0                                                                  (2.12) 

(ik; i,k=1,…,n). 
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 В самом деле, зафиксируем наше внимание на первой сумме. Эта сумма не 
зависит от элементов k-й строки. Заменим в нашем определителе элементы k-й 
строки на соответствующие элементы i-й строки. От этого рассматриваемая 
сумма не изменится. Между тем теперь её можно рассматривать как разложе-
ние нового определителя по элементам k-й строки, но тогда она равна величине 
нового определителя. Но последний равен нулю на основании свойства 5, по-
тому что он имеет одинаковые строки – i-ю и k-ю.                                              
Свойство 8. Пусть даны два определителя п-го порядка ∆1 и ∆2, у которых все 
строки (столбцы) одинаковы, кроме определённой одной (одного). Сумма таких 
определителей равна определителю ∆ п-го порядка, у которого указанная стро-
ка (столбец) состоит из сумм соответствующих элементов этой строки (столб-
ца) определителей ∆1 и ∆2, то есть, например, 

∆1+∆2=

nnnпn

nn

nn

aaa

aaa
aaa

1,1

21,221

11,111

...
............

...

...







+

nnnпn

nn

nn

baa

baa
baa

1,1

21,221

11,111

...
............

...

...







=

nnnnnпn

nnn

nnn

baaa

baaa
baaa












1,1

221,221

111,111

...
............

...

...

=∆. 

 В самом деле, разлагая данные определители по элементам п-го столбца, по-
лучим: 

∆1+∆2=


n

i
iпiп Aa

1
+



n

i
iпiп Ab

1
=




n

i
iпiniп Aba

1
)( =∆.                                                

Свойство 9. Величина определителя не изменится, если к элементам какой-
либо его строки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки 
(столбца), умноженные на любое число k. 
 Добавим, например, к элементам п-го столбца соответствующие элементы 
первого столбца, умноженные на число k: 

∆1=

11,1

2121,221

1111,111

...
............

...

...

nnnnпn

nn

nn

kaaaa

kaaaa
kaaaa












=

nnnпn

nn

nn

aaa

aaa
aaa

1,1

21,221

11,111

...
............

...

...







+k

11,1

211,221

111,111

...
............

...

...

nnпn

n

n

aaa

aaa
aaa







=∆+k0=∆ 

в силу свойств 8, 3, 5.                                                                                                  
Применение этого свойства приводит вычисление данного определителя 

к вычислению определителя более низкого порядка.  

Пример 3. Вычислим определитель 
122
221
111 

. 

 Вначале к элементам второй строки добавим соответствующие элементы 
первой строки. Затем к элементам третьей строки добавим соответствующие 
элементы первой строки, умноженные на 2. Далее разложим полученный опре-
делитель по первому столбцу. Получим: 

122
221
111 

=
140

130
111




=(-1)

14
13


=(-1)(3(-1)-41)=7.                
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Свойство 10. Пусть ∆1= ijа , ∆2= ijb . Произведение двух определителей п-го по-
рядка с элементами aij, bij есть в свою очередь определитель п-го порядка с эле-

ментами сij=


n

k
kjik ba

1
, то есть 

∆1∆2= ijс = kjik

n

k
bа

1

=∆. 

Таким образом, элемент сij, принадлежащий i-й строке и j-му столбцу оп-
ределителя ∆, равен, как говорят, произведению i-й строки определителя ∆1 
на j-й столбец определителя ∆2. На самом деле это есть сумма произведений 
элементов i-й строки определителя ∆1 на соответствующие элементы j-го 
столбца определителя ∆2. 

Так как в определителях ∆1 и ∆2 можно менять строки со столбцами, то, 
очевидно, элементы сij произведения ∆ можно строить также, беря произведе-
ние i-й строки ∆1 на j-ю строку ∆2 или произведение i-го столбца ∆1 на j-й стол-
бец ∆2 или i-го столбца на j-ю строку. 
 Убедимся в справедливости свойства на примере определителей 2-го поряд-
ка:  

∆1=
2221

1211

аа
аа , ∆2=

2221

1211

bb
bb , ∆=

2221

1211

cc
cc , 

где  
с11=а11b11+а12b21, с12=а11b12+а12b22, с21=а21b11+а22b21, с22=а21b12+а22b22. 

В силу свойств 8, 3, 5  

∆=
222212211121

221212111111

bаbabа
bаbabа


 +

222212212122

221212112112

bаbabа
bаbabа


 =b11b12

2121

1111

аа
аа +b11b22

2221

1211

аа
аа + 

+b12b21
2122

1112

аа
аа +b21b22

2222

1212

аа
аа =b11b120+b11b22

2221

1211

аа
аа - 

-b12b21
2221

1211

аа
аа +b21b220=b11b22∆1- b12b21∆1=∆1(b11b22-b12b21)=∆1∆2.               

В общем случае определителей п-го порядка можно записать: 

∆=













n

s
nsns

n

s
sns

n

s
sns

n

s
nss

n

s
ss

n

s
ss

n

s
nss

n

s
ss

n

s
ss

n

nn

n

nn

n

nn
bababa

bababa

bababa

11
2

1
1

1
2

1
22

1
12

1
1

1
21

1
11

...
............

...

...

2

22

2

22

2

22

1

11

1

11

1

11

= 
  

n

s

n

s

n

s
nsss

n

n
aaa

1 1 1
21

1 2

21
......

nsss

nsss

nsss

nnn
bbb

bbb
bbb

...
............

...

...

21

21

21

222

111

= 

= 
 ),...,,(

21
21

21
...

п

n
ssss

nsss aaa (-1)t(s)∆2=∆1∆2. 

При вычислении отдельных элементов ∆ мы вправе выбирать любой индекс 

суммирования s (cij=


n

s
sjisba

1
), но для дальнейшего удобно для 1-й строки ∆ 
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взять в качестве такового s1, для 2-й – s2 и так далее. Второе равенство имеет 

место на основании свойств 8 и 3; при этом кратная сумма  
  

n

s

n

s

n

sn1 1 11 2

... распро-

страняется на всевозможные перестановки (s1, s2,…,sп), где 1sjп. Однако если 
в какой-либо системе (s1, s2,…,sп) две компоненты si и sj равны между собой 
(si=sj, ij), то определитель jsk

b =0. Поэтому на самом деле в кратной сумме 
можно оставить только члены, соответствующие разным перестановкам (s1, 
s2,…,sп) натуральных чисел (1,2,…,п). При этом, очевидно, окажется, что опре-
делитель jsk

b =(-1)t(s)∆2. 

2.4. Вычисление определителей в MathCAD. Чтобы вычислить определитель 
матрицы в аналитическом виде, необходимо: 

– щелкнуть по матрице и нажать клавишу Пробел (Spase) для выделения 
всей матрицы; 

– щелкнуть в главном меню по пункту Символы (Symbolics), в выпадающем 
меню по пункту Матрицы (Matrix), а затем во всплывающем меню по 
кнопке Определитель (Determinant).  

Ниже на рис.2.2 показаны матрицы 
5 1 1

5 2 2
3 2 1

  
 
 
 
 

, 
1 5 1

1 5 2
2 3 1

   
 
 
 
 

, 
1 1 5

1 2 5
2 2 3

  
 
 
 
 

, 

и рядом с ними величины их определителей. 

 
Рис.2.2. Определители в MathCAD, способ 1 

Можно также вычислять определители с помощью значка Определитель 
на панели Матрицы (рис.2.3): 

 
Рис.2.3. Определители в MathCAD, способ 2 

 
Упражнения 

Вычислите определители: 

2.1. 
42
13  . 2.2. 

53
32 . 2.3. 

121
415

134



. 2.4. 

414
143
531





. 2.5. 
152
121

213



. 

Вычислите определители разложением по строке или столбцу: 
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2.6. 

4844
0232
3014
5831

.                  2.7. 

7421
2342
1136
2030

.            2.8. 

3121
4646
1420
2464






. 

 
§3. Матрицы и действия над ними 
3.1. Понятие матрицы.  
Определение 1. Таблица чисел аij (действительных или комплексных) вида 

А=
















тпт

п

aa

aa

...
.........

...

1

111

=  ija ,                                                             (3.1) 

состоящая из т строк и п столбцов, называется матрицей. Числа aij называются 
её элементами. Если тп, то матрица называется прямоугольной. При т=п 
она называется квадратной матрицей п-го порядка. 
Определение 2. Если задана вторая матрица В=(bij) с элементами bij, тоже со-
стоящая из т строк и п столбцов, то она считается равной матрице А тогда и 
только тогда, когда соответствующие элементы обеих матриц равны (aij=bij). В 
этом случае пишут А=В. 
Определение 3. Пусть k – натуральное число, не превышающее наименьшего из 
чисел т и п (kт и kп). Зачеркнём в таблице (3.1) какие-либо k столбцов k 
строк. Элементы ij, находящиеся на пересечении зачеркнутых столбцов и 
строк, образуют квадратную матрицу, которая имеет определитель k-го поряд-
ка. Полученный определитель называется определителем k-го порядка, поро-
ждённым матрицей А. 
Определение 4. Рангом матрицы А называется наибольшее число k, для которо-
го существует не равный нулю определитель k-го порядка, порождаемый мат-
рицей А. 
Определение 5. Если все недиагональные элементы матрицы (т.е. все aij, у кото-
рых ij) равны нулю, то матрица называется диагональной. Если у квадратной 
диагональной матрицы все диагональные элементы равны единице, то матрица 
называется единичной. Она обозначается буквой Е: 

Е=


















1...00
............
0...10
0...01

. 

Определение 6. Матрица (прямоугольная или квадратная) называется нулевой, 
если все её элементы равны нулю: aij=0 для всех i и j. Её обозначение: 0. 
Определение 7. Пусть у матрицы (3.1) тп. Она называется ступенчатой, если 
имеет следующий вид: 
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А=


















mnmm

nm

nm

aa

aaa
aaaa

......00
..................

......0

......

2222

111211

, 

где аii0, i=1,…, т. 
3.2. Сумма матриц и произведение числа на матрицу. Матрицы одного и то-
го же размера, то есть имеющие одинаковое количество строк и одинаковое ко-
личество столбцов, можно складывать. 
Определение 8. Суммой двух матриц одного и того же размера А=(aij) и В=(bij) 
называется матрица С=(сij), элементы которой равны сумме соответствующих 
элементов матриц А и В: сij=aij+bij. Записывается это следующим образом: 

С=А+В. 
Легко видеть, что  

А+В=В+А, (А+В)+С=А+(В+С). 
Определение 9. Произведением числа  на матрицу А (или произведением 
матрицы А на число ) называется матрица, элементы которой равны произве-
дению числа  на соответствующие элементы матрицы А. Таким образом, 
А=А. 

Пример 1. Пусть А= 







132
201 , В= 








112
102 . Найдём матрицу А+В. 

 На основании определения суммы матриц и умножения матрицы на число 
имеем 

А= 










32
20 , В= 











2
02 , А+В= 













322
202 .            

3.3. Произведение матриц. Транспонированные матрицы. Произведение 
матриц – это специфическая операция, составляющая основу алгебры матриц. 
Она определена, когда число столбцов первой матрицы равно числу строк вто-
рой. 

Пусть даны матрица А размером тп и матрица В размером пk.  
Определение 10. Произведением матриц А и В называется матрица С, элементы 
которой сij равны сумме произведений элементов i-й строки матрицы А на соот-
ветствующие элементы j-го столбца матрицы В: 

С=АВ=(сij), i=1, …, т, j=1, …, k.                                          (3.2) 
Произведение матриц А и В – матрица С – имеет размер тk. Для удобст-

ва запоминания размера произведения матриц нужно перемножить отношения 
размеров матриц-сомножителей: 

n
m

k
n =

k
m , т.е. размер матрицы С равен произ-

ведению оставшихся в отношении чисел: тk. 



 21 

Если А и В – прямоугольные матрицы и их произведение существует, то 
произведение В и А может и не существовать. Если матрицы А и В квадратные 
размером пп, то имеет смысл как произведение матриц АВ, так и произведение 
матриц ВА, причем размер этих матриц такой же, как и у исходных сомножите-
лей. При этом в общем случае перемножения матриц правило перестановочно-
сти не соблюдается, т.е. АВВА. 

Рассмотрим примеры на умножение матриц. 

Пример 2. А=














 

141
320
211

, В=
















 22
11
10

. 

 Поскольку число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В, то про-
изведение матриц АВ имеет смысл. По формулам (3.2) получаем в произведе-
нии матрицу размером 32: 

АВ=




















241240
620620
411410

=


















36
48
43

. 

Произведение ВА не имеет смысла, так как число столбцов матрицы В не сов-
падает с числом строк матрицы А.                                                                            

Пример 3. А= 







14
32 , В= 








 25
01 . 

 Здесь мы найдем произведения данных матриц АВ и ВА: 

АВ= 







14
32









 25
01 = 











2054
60152 = 











21
617 , 

ВА= 







 25
01









14
32 = 











215810
0302 = 








172
32 . 

Как видно из результата, матрица произведения зависит от порядка расположе-
ния матриц в произведении. В обоих случаях произведения матриц имеют тот 
же размер, что и у исходных сомножителей: 22.                                                  

Пример 4. А=
















231
112
201

. Найдём матрицу А3. 

 Путем последовательного умножения матриц находим 

А3=А2А=(АА)А=




















432630261
214310122
402600201

















231
112
201

= 
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=
















999
745
663

















231
112
201

=
















453636
282520
242421

.                                          

Пусть А, В и С – матрицы соответствующих размеров (чтобы произведе-
ния матриц были определены), а α – действительное число. Тогда имеют место 
следующие свойства произведения матриц: 

1. (АВ)С=А(ВС),                                    2. (А+В)С=AC+ВС, 
3. А(В+С)=АВ+АС,                               4. α(АВ)=(аА)В=А(аВ). 
5. В п. 3.1 введено понятие единичной матрицы Е. Нетрудно убедиться, что в 

алгебре матриц она играет роль единицы, т.е. можно отметить еще одно свой-
ство, связанное с умножением на эту матрицу слева и справа в случае квадрат-
ных матриц: АЕ=ЕА=А. 

6. Из того, что АВ=0 или Ап=0 не следует, что А=0 или В=0. Например, 

А= 










22
22
0 и В= 








33
33
0, но, как легко проверить, АВ=0 и А2=0. 

Определение 11. Если в матрице А сделать её строки столбцами с тем же номе-
ром, то получим матрицу 

АТ=
















тпп

т

aa

aa

...
.........

...

1

111

, 

называемую транспонированной к А матрицей.  
Свойства операции транспонирования 

1. (АТ)Т=А                                                2. (А)Т=АТ. 
3. (А+В)Т=АТ+ВТ.                                   4. (АВ)Т=ВТАТ. 

3.4. Обратная матрица. Понятие обратной матрицы распространяется только 
на квадратные матрицы размером nn, называемые матрицами порядка п. В 
этом разделе мы будем рассматривать именно такие матрицы. 
Определение 12. Матрица А порядка п называется вырожденной, если ее ранг 
r<n.  

При этом её определитель |А|=0. 
Определение 13. Матрица А-1 называется обратной по отношению к матрице А, 
если их произведение равно единичной матрице: 

AA-1=A-1A=E.                                                                          (3.3) 
Для вырожденной матрицы не существует обратной матрицы. Иными 

словами, справедлива теорема: 
Теорема 3.1. Если для некоторой матрицы порядка п ее ранг r<n, то для нее не 
существует обратной матрицы. 
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Алгоритм вычисления обратной матрицы 
1. Находим определитель исходной матрицы А. Если |А|=0, то матрица А вы-

рожденная и обратной матрицы А-1 не существует. Если |А|0, то матрица А не-
вырожденная и обратная матрица существует. Переходим к шагу 2. 

2. Находим матрицу АТ, транспонированную к А. Переходим к шагу 3. 
3. Находим алгебраические дополнения элементов транспонированной мат-

рицы T
ijA =Aji (i,j=1,2,...,п) и составляем из них присоединенную матрицу A~ : 

ija~ = T
ijA =Aji (i,j=1,2,..., п). Переходим к шагу 4. 

4. Вычисляем обратную матрицу по формуле А-1= A
A

~1
 .  

Для проверки правильности вычисления обратной матрицы А-1, исходя из 
ее определения, рекомендуется проверить выполнение равенств AA-1=A-1A=E. 

Пример 5. Найдём матрицу, обратную матрице А=














 

122
221
111

. 

 1. Определитель матрицы |А|=70 (см. пример 3 §2.3), т.е. матрица А – невы-
рожденная и обратная матрица A-1 существует.  

2. Находим матрицу АT, транспонированную к А: АT=




















121
221
211

. 

3. Находим алгебраические дополнения элементов матрицы АT и составляем 
из них присоединенную матрицу: 

А11=(-1)1+1

12
22 =-2; А12=(-1)1+2

11
21


=-3; А13=(-1)1+3

21
21


=4 и т.д.,  

A~ =




















342
113
432

. 

4. Вычисляем обратную матрицу А-1= A
A

~1
 : 

А-1=
7
1





















342
113
432

=




















429,0571,0286,0
143,0143,0429,0
571,0429,0286,0

. 

Проверим, например, правильность формулы A-1A=E: 

A-1A=
7
1





















342
113
432















 

122
221
111

=
7
1





















382682642
123223213

462862832
= 
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=
7
1

















700
070
007

=E.                                                                         

3.5. Собственные значения и собственные векторы матрицы. Будем как и 
ранее рассматривать квадратные матрицы порядка п. 

При умножении матрицы порядка п на п-мерный вектор в произведении 
получается п-мерный вектор: 

Ах=у. 

Для любой матрицы может существовать набор особых векторов, таких, 
что произведение матрицы на вектор из такого набора равносильно умножению 
этого вектора на определенное вещественное число (вообще говоря, разное для 
каждого вектора). 
Определение 14. Число  называется собственным значением матрицы А по-
рядка п, если существует такой ненулевой вектор х(х1; х2;…; хп)ТRn, что вы-
полняется равенство 

Ах=х.                                                                                    (3.4) 
При этом вектор х называется собственным вектором матрицы А, а  – собст-
венным значением матрицы А, соответствующим вектору х. 

Вектор x =х/ 2 2 2
1 2 ... nx x x   называется нормированным собственным 

вектором матрицы А. 
Иными словами, умножение матрицы на ее собственный вектор равно-

сильно удлинению этого вектора в || раз, если ||>1 (или сжатию при ||<1). 
Если =1, умножение матрицы на соответствующий собственный вектор не ме-
няет его. Уравнение (3.4) представлено в матричной форме. Группируя все сла-
гаемые этого уравнения в левой части, перепишем его в более удобном виде: 

(А-Е)х=0, 

где Е и 0 – соответственно единичная матрица и нулевой вектор.  
Если aij – элементы матрицы А, то характеристическая матрица А-Е, 

согласно определениям умножения матрицы на число и суммы матриц, имеет 
вид 

А-Е=

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a






 
  
 
 

 

. 

3.6. Обращение матриц и нахождение их собственных значений и собст-
венных векторов в MathCAD. Обратная матрица существует, если матрица 
квадратная и невырожденная, то есть ее определитель не равен нулю. Для на-
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хождения обратной матрицы на панели инструментов Matrix (Матрица) на-
жмите кнопку Inverse (Обратная матрица) (рис.3.1). 

 

  

Рис.3.1. Обратная матрица Рис.3.2. Собственные  

значения 

Уравнение для нахождения собственных значений  и собственных век-
торов х матрицы А 

Ах=х 
имеет решение в виде собственных значений 1, 2,… и соответствующих им 
собственных векторов х1, х2,…Для решения таких задач в MathCAD имеются 
следующие функции: 

–eigenvals(A) – определяет вектор, элементами которого являются собствен-
ные значения для квадратной матрицы А (рис.3.2); 

  

 

Рис.3.3. Нормированный  

собственный вектор 

Рис.3.4. Все нормированные собственные 
векторы матрицы 

 

–eigenvec(A,z) – определяет нормированный собственный вектор, соответ-
ствующий собственному значению z матрицы А (рис.3.3); 

–eigenvec(A,z) – определяет матрицу, содержащую нормированные собст-
венные векторы, соответствующие собственным значениям матрицы А 
(рис.3.4).  

 
Упражнения 

Определите собственные значения и собственные векторы матриц: 

3.4. 



















628
314
582

 3.5. 



















682
528

341
 3.6. 





















143
825
286

 3.7. 




















628
314
582

 

 
 

§4. Система линейных уравнений  
4.1. Системa из п линейных уравнений с п неизвестными.  
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Зададим систему из из п линейных уравнений с п неизвестными 













....
.................................

,...

11

11111

ппппп

пп

ухаха

ухаха
                                                                (4.1) 

Определение 1. Числа аij (i,j=1,…,п) (действительные или комплексные), назы-
ваемые коэффициентами системы (4.1), заданы. Будем ещё говорить, что сис-
тема (4.1) определяется матрицей 

А=  ija =
















тпт

п

aa

aa

...
.........

...

1

111

                                                              (4.2) 

её коэффициентов. 
Нас будет интересовать вопрос о разрешимости системы (4.1) для каждо-

го вектора (столбца свободных членов) у=(y1,…,yn)Т. 
Определение 2. Вектор х=(х1,…, хп)Т называется решением системы уравне-
ний (4.1), если числа хj удовлетворяют этим уравнениям. В этом случае гово-
рят, что система совместна. Если при этом система имеет только одно реше-
ние, то она называется определённой. Если система вообще не имеет решений, 
то она называется несовместной. 
Определение 3. Две системы называются равносильными, или эквивалент-
ными, если они имеют одно и то же множество решений.  

Систему (1) можно записать в матричном виде  
Ах=у.                                                                                       (4.3) 

4.2. Метод обратной матрицы и формулы Крамера. Для получения решения 
системы (4.1) в общем виде предположим, что матрица система невырожден-
ная, т. е. её определитель ∆= ija 0. В этом случае существует обратная матрица 
А-1. Умножая слева обе части матричного уравнения (4.3) на матрицу А-1, полу-
чаем А-1(Ах)=А-1у. Так как  
А-1(Ах)=(А-1А)х=Ех=х, то решением системы методом обратной матрицы будет 
матрица-столбец  

х=А-1у.                                                                                     (4.4) 
Теорема 4.1 (Теорема Крамера). Пусть ∆= ija  – определитель матрицы А сис-
темы (4.1), ∆j – определитель, получаемый из определителя ∆, если в нём заме-
нить числа j-го столбца соответственно на числа y1,…,yn: 

∆j=
nnjnnjnn

njj

aayaa

aayaa

......
.....................

......

1,1,1

11,111,111





.                                       (4.5) 



 27 

Если определитель системы не равен нулю, ∆0, то система (4.1) имеет 
единственное решение для любого вектора у, вычисляемого по формулам 
(Крамера) 

хj=∆j/∆ (j=1,…,п).                                                                    (4.6) 
Таким образом, 

хj= 


n

s
ssj yA

1

1  (j=1,…,п),                                                            (4.6) 

где Аsj – алгебраические дополнения элемента аsj в определителе ∆. 
 Пусть (х1,…, хп) есть решение системы (4.1). Чтобы найти неизвестное число 
х1, умножим 1-е уравнение системы (4.1) на алгебраическое дополнение А11, 
второе – на А21, …, п-е – на Ап1 и сложим все уравнения системы. Тогда, учиты-
вая, что 




n

k
kk Axа

1
111 =х1



n

k
kk Aа

1
11 =х1∆ 

и 




n

k
kjkj Axа

1
1 =хj



n

k
kkj Aа

1
1 =хj0=0 (j1), 

получаем х1∆=∆1, где  

∆1=


n

s
ss Ay

1
1 =

nnnn

n

aay

aay

...
............

...

2

1121

. 

Следовательно, так как по условию ∆0, то х1=∆1/∆. 
Аналогично получаем 

∆ j=


n

s
sjs Ay

1
=

nnjnnjnn

njj

aayaa

aayaa

......
.....................

......

1,1,1

11,111,111





. 

Отсюда в силу того, что ∆0, следует равенство (4.6). 
Мы доказали, что если (х1,…, хп) есть решение системы (4.1), то числа хj 

определяются равенствами (4.6). 
Обратно, совокупность чисел хj=∆j/∆ (j=1,…,п) является решением систе-

мы (4.1). В самом деле, подставляя хj (j=1,…,п) в левую часть k – го уравнения 
(k=1,…,п), на основании свойств 6, 7 определителей имеем: 


 

n

j

j
kja

1

=

1  

 

n

j

n

s
sjskj Aya

1 1

=

1  

 

n

s

n

j
sjkjs Aay

1 1

=

1 yk∆=yk. 

Т. о., (3) действительно является решением системы (4.1).                       
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Замечание. Можно показать, что если определитель системы ∆= ija =0, а хотя бы 
один из определителей ∆j0 (j=1,…,п), то система несовместна. Если же опре-
делитель ∆= ija =0 и все определители ∆j=0 (j=1,…,п), то система либо несовме-
стна, либо имеет бесконечное количество решений. 
Пример 1. Решим систему уравнений  













322
522
5

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

двумя способами: а) средствами матричного исчисления; б) по формулам Кра-
мера. 
 Исходную систему запишем в матричном виде Ах=у. Здесь матрица коэффи-

циентов А=














 

122
221
111

, х=
















3

2

1

x
x
x

, у=
















3
5
5

.Т.к. |А|=70 (см. пример 3 §2.3), то мат-

рица А невырожденная, и у неё существует обратная А-1, найденная в примере 5 

§2.4: А-1=
7
1





















342
113
432

. Тогда по формуле (4.4)  

х=А-1у=
7
1





















342
113
432

















3
5
5

=
7
1

















21

7
7

=
















3
1

1
, 

т.е. х1=1, х2=-1, х3=3.  
б) Т.к. определитель системы |А|=70, то по теореме Крамера система имеет 
единственное решение: хj=∆j/∆ (j=1,…,3). Вычислим определители ∆1, ∆2 и ∆3, 
полученные из определителя ∆=|А| заменой соответственно 1-го, 2-го и 3-го 
столбцов столбцом свободных членов: 

∆1=
123
225
115 

=7, ∆2=
132
251
151 

=-7, ∆3=
322
521
511 

=21 

(определители вычислены с помощью MathСAD, рис. 2.3). Тогда по формулам 
Крамера (4.6) х1=


1 =

7
7 =1, х2=


2 =

7
7 =-1, х3=


3 =

7
21 =3. 

После этого рекомендуется сделать проверку, подставив найденное ре-
шение в уравнения системы и убедившись в том, что они обращаются в тожде-
ства. 
4.3. Метод последовательного исключения неизвестных (метод Гаусса). 
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Определение 4. Расширенной матрицей системы (4.1) называется матрица 

А1=
















nnnn

n

y

y

аа

аа
...

...
.........

... 1

1

111

, полученная присоединением к А столбца свободных членов 

у=


















пу

у
у

...
2

1

. 

Замечание 1. Обозначим ранг матрицы А1 через r1, а ранг матрицы А через r. 
Т.к. матрица А – часть А1, то её ранг не может быть больше ранга матрицы А1, 
т.е. справедливо неравенство rr1. 
Определение 5. Следующие преобразования матрицы называют элементарны-
ми преобразованиями: 

1) Перестановка местами любых двух строк (столбцов). 
2) Умножение всех элементов любых строк (столбцов) на число k0. 
3) Умножение всех элементов любой строки (столбца) на постоянное число и 

прибавление их к соответствующим элементам другой строки (столбца). 
4) Отбрасывание нулевой строки (столбца). 
5) Транспонирование матрицы. 

С помощью элементарных преобразований матрицы коэффициентов сис-
темы (4.1) получается система, равносильная данной. 

Метод Гаусса заключается в том, что с помощью элементарных преобра-
зований система уравнений приводится к системе ступенчатого вида, из кото-
рой последовательно, начиная с последних, находятся все остальные неизвест-
ные. 

Применяя подходящим образом элементарные операции над системой 
уравнений или, что всё равно, над расширенной матрицей 1А , добиться либо 
решения заданной системы (4.7), либо прийти к явно противоречивой системе. 
Так как последняя эквивалентна системе (4.7), то это докажет противоречи-
вость системы (4.7). 

Ниже приводятся примеры применения этого метода. 
Пример 2. Решим систему 
















.165
,343
,232
,1432

4321

431

432

4321

хххх
ххх
ххх
хххх
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 Конечно, согласно теореме Крамера, мы могли бы вычислить все пять опре-
делителей четвёртого порядка и найти х1, х2, х3, х4. Здесь было бы много повто-
ряющихся вычислений. 

Составим матрицу 1А , 1А =

























1
3
2
1

6511
4301
3210
4321

, где, как мы видим, последний 

столбец состоит из правых частей нашей системы. Умножая 1-ю строку на (-1) 

и прибавляя её к 3-й и 4-й строкам, получим матрицу 1А 

























0
4
2
1

2210
0020
3210
4321

. 

Дальнейшие преобразования матриц очевидны:  

1А 

























2
0
2
1

5400
6400
3210
4321



























 2
0
2
1

1000
6400
3210
4321

. 

Последняя матрица эквивалентна системе 
















.2
,064
,232
,1432

4

43

432

4321

х
хх

ххх
хххх

 

Тогда из 4-го уравнения х4=2, из 3-го х3= 4
6 4x =-3, из 2-го х2=-2-2х3-3х4=-2, из 1-

го х1=-1-2х2-3х3-4х4=4. Чтобы не допустить ошибки, рекомендуется осуществить 
проверку, подставив полученные значения в исходные уравнения системы.      

Пример 3. Решим систему 












.43
,12

,1

321

321

321

ххх
ххх

ххх
 

 Имеем: 1А =
















4
1
1

311
211
111


















3
0
1

200
100
111


















3
0
1

000
100
111

. Последняя строка получен-

ной матрицы эквивалентна уравнению 0х1+0х2+0х3=3, что говорит о несовме-
стности исходной системы.                                                                                     

Пример 4. Решим систему 
















.1422
,74
,332

,2

4321

4321

4321

4321

хххх
ххxх
хххx

хххх
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 Имеем: 1А =


























1
7
3
2

4221
1114
3112
1111
































1
1
1

2

5330
5330
5330
1111

























0
0
1

2

0000
0000
5330
1111

 

 











1

2
5330
1111 . Последняя матрица эквивалентна системе 








,1533
,2

432

4321

xxx
xxxx  

то есть система имеет бесконечное множество решений: 

х4=С2, х3=С1, х2=-
3
1 +С1- 3

5 С2, х1= 3
5 -

3
2 С2, 

где С1, С2 – любые числа (-С1, С2).                                                        
4.4. Теорема Кронeкера-Капелли. Перейдём теперь к дальнейшему исследо-
ванию системы (4.1). Будем предполагать, что хотя бы один элемент её матри-
цы А не равен нулю и обозначим ранг матрицы А через r (r=ранг А). Таким об-
разом, 1rп. 
Теорема 4.2 (Кронeкера-Капелли). Система (4.1) совместна тогда и только то-
гда, когда ранг расширенной матрицы А1 равен рангу матрицы А (r1=r). В этом 
случае r называется рангом системы. 
Теорема 4.3. Если ранг совместной системы равен числу неизвестных (т.е. r=п), 
то система является определённой. Если же r<п, то система неопределённа. 

Теорема 4.2 не означает, что для решения системы в общем случае необ-
ходимо вычислять отдельно, а затем сравнивать ранги матриц А и А1. Для этого 
достаточно применить метод Гаусса для матрицы А1. Метод Гаусса более уни-
версален и значительно менее трудоёмок матричного метода и метода Крамера. 
Кроме того, метод Гаусса позволяет одновременно определить ранги матриц А 
и А1 и найти решение системы, если оно существует. 

Пример 5. Решим систему 














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 Имеем: 1А =


























2
1
0
1

1434
1114

1131
1211
































2
3
1

1

5410
5750

0340
1211































1
3

2
1

0340
5750

5410
1211

 
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

























7
7
2
1

201300
201300
5410
1211


























0
7
2
1

0000
201300
5410
1211






















7
2
1

201300
5410
1211

.  

Ранг системы равен r=3. Матрица 1А  эквивалентна системе 













72013
,254
,12

43

432

4321

xx
xxx
xxxx

. 

то есть система имеет бесконечное множество решений. Пусть х4=С. Тогда  

х1=13
1 +

13
12 С, х2=-

13
2 +

13
15 С, х3=-

13
7 +

13
20 С, х4=С, 

где С – любое число (-С).                                                                       

Пример 6. Решим систему 












.222
,142
,132

zyx
zyx
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 Имеем: 1А =
















 2
1
1

221
142
321


















3
1

1

500
500

321

















2
1

1

000
500

321
. При этом 

r(A)=2, т.к. её определитель (минор 3-го порядка) ∆=М3=
000
500

321
 =0, а один из 

миноров 2-го порядка, например, М2= 50
32


=-100. Ранг же матрицы 1А  равен 

3, т.к. её один из миноров наивысшего, 3-го порядка, например,  

200
150

131
 =-100. 

Следовательно, по теореме Кронекера-Капелли система решений не име-
ет.                                                                                                                                   
4.5. Однородная система.  
Определение 5. Система уравнений 













0...
.................................
,0...

11

1111

пmпm

пп

хаха

хаха
                                                                  (4.8) 

называется однородной. 
Эта система является частным случаем системы (4.1) при y1=…=yт=0. Т.к. 

расширенная матрица А1 однородной системы отличается от матрицы А только 
нулевым столбцом правых частей, то эти матрицы эквивалентны, и их ранги 
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равны. Поэтому для однородной системы теорема Кронекера-Капелли всегда 
выполняется, и она совместна. Ясно, что вектор х1=…=хп=0 удовлетворяет од-
нородной системе (4.8). 
Определение 6. Если однородная система (4.8) имеет решением ненулевой век-
тор х=(х1,…, хп), то есть вектор, имеющий хотя бы одну компоненту хj0, то это 
решение называют нетривиальным решением однородной системы (4.8). Ну-
левой вектор называют тривиальным решением однородной системы (4.8). 

Если в системе (4.8) т=п, а её определитель |А|0, то по теореме Крамера 
система (4.8) имеет только тривиальное решение. Следовательно, нетривиаль-
ное решение возможно лишь для однородных систем, в которых число уравне-
ний меньше числа неизвестных или при их равенстве, когда определитель сис-
темы равен нулю. Таким образом, справедлива следующая теорема: 
Теорема 4.4. Линейная однородная система имеет нетривиальное решение тогда 
и только тогда, когда её ранг меньше числа неизвестных, т .е. при r(A)<n.  

Пример 7. Решим однородную систему 










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 Имеем: А=



















213
312
121























550
550
121





















000
550
121
 











550
121 . Ранг матрицы 

A равен 2, т.к. её один из миноров наивысшего, 2-го порядка, например, 

50
21


=-50. Т.о., ранг меньше числа неизвестных, и система имеет нетриви-

альное решение. Последняя матрица эквивалентна системе 








,055
,02

32

321

xx
xxx  

то есть система имеет бесконечное множество решений. Пусть х3=С. Тогда  
х1=-С, х2=С, х3=С, 

где С – любое число (-С).                                                                               
4.6. Нахождение ранга матрицы методом Гаусса. Следующие примеры ил-
люстрируют этот метод. 

Пример 8. Найдём ранг матрицы А =


















5400000
1212121
1101010
7654321

. 

 Ясно, что ранг матрицы А  не больше 4 – минимального из её размеров. В 
данном случае а11=10. Умножая 1-ю строку на (-1) и прибавляя её к 3-й строке, 
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получаем: А



















5400000
6442200

1101010
7654321

. Теперь, умножая 1-й столбец на со-

ответствующие числа и прибавляя его к остальным столбцам, получим: 

А



















5400000
6442200

1101010
0000001

. 

Второй столбец уже состоит из нулей, кроме элемента а22=10. Умножая 2-й 
столбец на (-1) и прибавляя его к 4, 6, 7 столбцам, получим 

А



















5400000
6442200

0000010
0000001






















5400000
0000200
0000010
0000001






















54000
00200
00010
00001

 






















04000
00200
00010
00001






















4000
0200
0010
0001

. 

Определитель 4-го порядка последней матрицы не равен нулю, следовательно, 
её ранг, также как и ранг исходной матрицы, равен 4.                                          

В MathCAD ранг матрицы вы-
числяется с помощью функции rank 
(рис.4.1): 

A

1

0

1

0

2

1

2

0

3

0

1

0

4

1

2

0

5

0

1

0

6

1

2

4

7

1

1

5













   r rank A( )    r 4  
Рис.4.1. Ранг матрицы в MathCAD 

Пример 9. Найдём ранг матрицы А =
















0011
1110
1121

. 

 А
















 1110
1110
1121


















 1110
1110
0001


















0000
1110
0001
 








1110
0001
 

 







0010
0001
 








10
01 , 

то есть ранг матрицы А  равен 2.                                                                         
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Рассуждения в примерах 1 и 2 основаны на следующем общем утвержде-
нии: при элементарном преобразовании АА ранг матрицы сохраняется, 
то есть выполняется равенство r(А)=r(А). 

 
Упражнения 

Методом Гаусса найдите ранги следующих матриц: 

4.1. 




















11111
11312
55718

. 4.2. 






























1211
4314

3413
2312
1101

. 4.3. 





















14213
21102
15111

. 

Решите систему линейных уравнений двумя способами: а) методом Гаусса; б) 
средствами матричного исчисления. 

4.4. 












.344
,42
,322

321

321

321

xxx
xxx

xxx
        4.5. 














.325
,642
,123

321

321

321

xxx
xxx

xxx
       4.6. 














.722
,113

,432

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

4.7. 













.534
,2

,4638

321

321

321

xxx
xxx

xxx
        4.8. 













.6223
,132
,732

321

321

321

xxx
xxx
xxx

       4.9. 












.42
,4552
,5893

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

Решите системы линейных уравнений по методу Гаусса. Выполните проверку 
для какого-либо частного решения. 

4.10. 
















.032
,0
,122

,1

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxx

      4.11.

















.12
,53
,132

,12

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

    4.12. 













.0810114
,04432

,12

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

4.13.












.3516513
,8422
,443

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx
4.14.
















.0335
,13

,023
,1

321

21

321

321

xxx
xx

xxx
xxx

 4.15.
















.632
,2116112

,21228
,0532

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxx

 

Найдите решения и фундаментальные системы решений однородных систем 
уравнений. 

4.16.












.020107
,0252
,0634

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

                       4.17.












.0467
,0323
,02435

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

4.18.












.0345
,0243
,072

4321

4321

4221

xxxx
xxxx
xxxx

                        4.19.












.0347
,073
,01055

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
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4.20. 












.0944
,0232
,0423

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

                        4.21. 












.033
,02323

,0357

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

 
 

§5. Некоторые линейные модели в экономике и их решение с помощью 
MathCAD 
5.1. Модель Леонтьева многоотраслевой экономики (балансовый анализ). 
Макроэкономика функционирования многоотраслевого производства требует 
баланса между отраслями. С одной стороны, каждая отрасль выступает как 
производитель некоторой продукции, а с другой – как потребитель продукции и 
своей, и произведенной другими отраслями Цель балансового анализа – отве-
тить на вопрос, возникающий в макроэкономике и связанный с эффективно-
стью ведения многоотраслевого хозяйства: каким должен быть объем произ-
водства каждой из п отраслей, чтобы удовлетворить все потребности в продук-
ции этой отрасли?  

Связь между отраслями, как правило, отражается в таблицах межотрасле-
вого баланса, а математическая модель, позволяющая их анализировать, разра-
ботана в 1936 г. американским экономистом В.Леонтьевым. 

Предположим, что производственная сфера хозяйства представляет собой 
п отраслей, каждая из которых производит свою однородную продукцию. Часть 
продукции идет на внутрипроизводственное потребление данной отраслью и 
другими отраслями, а другая часть предназначена для целей конечного (вне 
сферы материального производства) личного и общественного потребления. 

Рассмотрим процесс производства за некоторый период времени (напри-
мер, год). 

Введём следующие обозначения:  
хi – общий (валовый) объём продукции i-й отрасли (i=1,2,…,п); 
zij – объём продукции i-й отрасли, потребляемой j-й отраслью в процессе 

производства объёма продукции хj (i, j=1,2,…,п); 
уi – объём конечного продукта i-й отрасли для потребления в непроизводст-

венной сфере (так называемый продукт конечного потребления). Это личное 
потребление граждан, содержание государственных институтов и т. д. 

Так как валовой объем продукции любой i-й отрасли равен суммарному 
объему продукции, потребляемой п отраслями, и конечного продукта, то 

хi=


n

j
ijz

1

+уi, (i=1,2,…,п).                                                          (5.1) 

Уравнения (5.1) называются соотношениями баланса. Т.к. продукция 
разных отраслей имеет разные измерения, будем в дальнейшем рассматривать 
стоимостный межотраслевой баланс, когда все величины, входящие в (5.1), 
имеют стоимостное выражение. 

Введем коэффициенты прямых затрат 
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аij=
j

ij

x
z , (i, j=1,2,…,п),                                                              (5.2) 

показывающие затраты продукции i-й отрасли на производство единицы про-
дукции j-й отрасли. 

Можно полагать, что в некотором промежутке времени коэффициенты аij 
будут постоянными и зависящими от сложившейся технологии производства. 
Это означает линейную зависимость материальных затрат от валового выпус-
ка, т.е. 

zij=аijхj, (i, j=1,2,…,п),                                                              (5.3) 
вследствие чего построенная на этом основании модель межотраслевого балан-
са получила название линейной. Теперь соотношения баланса (5.1) примут вид: 

хi=


n

j
jij xa

1

+уi, (i=1,2,…,п).                                                     (5.4) 

Обозначим  

x=


















nx

x
x

...
2

1

, А=


















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

, y=


















ny

y
y

...
2

1

, 

где x – вектор валового выпуска, y – вектор конечного продукта, А – матрица 
прямых затрат (технологическая или структурная матрица). 

Тогда систему (5.1) можно записать в матричном виде: 
x=Аx+y.                                                                                  (5.5) 

Уравнение межотраслевого баланса можно использовать в двух целях. В 
первом, наиболее простом случае, когда известен вектор валового выпуска Х, 
требуется рассчитать вектор конечного продукта Y. 

Во втором случае уравнение межотраслевого баланса используется для 
целей планирования: для периода времени Т (например, год) известен вектор y 
конечного продукта (потребления) и требуется определить вектор x валового 
выпуска. Тогда необходимо решать систему линейных уравнений с известной 
матрицей А и заданным вектором y. Эта задача является основной задачей 
межотраслевого баланса. 

Перепишем уравнение (5.4) в виде: 
(Е-А)x=y.                                                                                 (5.6) 

Если матрица (Е-А) невырожденная, т.е. |Е-А|0, то по формуле (4.4) 
x=(Е-А)-1y.                                                                               (5.7) 

Матрица S=(Е-А)-1 называется матрицей полных затрат. Чтобы выяс-
нить экономический смысл элементов матрицы S=(sij), будем задаваться еди-
ничными векторами конечного продукта y(1)=(1,0,...,0)Т, y(2)=(0,1,...,0)Т, …, 
y(п)=(0,0,...,1)Т. Тогда по (5.7) соответствующие векторы валового выпуска бу-
дут  

x(1)=(s11, s21,..., sп1)Т, x(2)=(s12, s22,..., sп2)Т, …, x(п)=(s1п, s2п,..., sпп)Т.  
Следовательно, каждый элемент sij матрицы S есть величина валового 

выпуска продукции i-й отрасли, необходимого для обеспечения выпуска еди-
ницы конечного продукта j-й отрасли уj=1 (j=1,2,..., п). 
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В соответствии с экономическим смыслом задачи значения хi должны 
быть неотрицательны при неотрицательных значениях уj и aij, где i,j=1,2,...,п. 
Определение 1. Матрица А с неотрицательными элементами называется про-
дуктивной, если для любого вектора y с неотрицательными элементами суще-
ствует решение x уравнения (5.5) с неотрицательными элементами. В этом слу-
чае и модель Леонтьева называется продуктивной. 

Существует несколько критериев продуктивности матрицы А. Один из 
них говорит о том, что матрица А продуктивна, если максимум сумм элементов 
ее столбцов не превосходит единицы, причем хотя бы для одного из столбцов 
сумма элементов строго меньше единицы, т.е. матрица А продуктивна, если 

aij0 для любых i,j=1,2,..., п и 
nj ,...,2,1

max





n

i
ija

1
l, и существует номер j такой, что 




n

i
ija

1
<1. 

5.2. Линейная модель торговли. Одним из примеров экономического процес-
са, приводящего к понятию собственного числа и собственного вектора матри-
цы, является процесс взаимных закупок товаров. Будем полагать, что бюджеты 
п стран, которые мы обозначим соответственно х1, х2, …, хn, расходуются на по-
купку товаров. Мы будем рассматривать линейную модель обмена, или, как ее 
еще называют, модель международной торговли. 

Пусть aij – доля бюджета хj, которую j-я страна тратит на закупку товаров 
у i-й страны. Введем матрицу коэффициентов аij: 

А=


















nnnn

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

11

212221

11211

                                                                (5.8) 

Тогда если весь бюджет расходуется только на закупки внутри страны и вне ее 
(можно это трактовать как торговый бюджет), то справедливо равенство 




n

i
ija

1
=1                                                                                     (5.9) 

Матрица (5.8) со свойством (5.9), в силу которого сумма элементов ее 
любого столбца равна единице, называется структурной матрицей торговли. 
Для i-й страны общая выручка от внутренней и внешней торговли выражается 
формулой Pi=аi1x1+аi2x2+…+аinxn. Условие сбалансированной (бездефицитной) 
торговли формулируется естественным образом: для каждой страны ее бюджет 
должен быть не больше выручки от торговли, т.е. Pixi, или 

аi1x1+аi2x2+…+аinxnxi, i=1,2,..., п.                                        (5.10) 
Докажем, что в условиях (5.10) не может быть знака неравенства. Дейст-

вительно, сложим все эти неравенства при i от 1 до п. Группируя слагаемые с 
величинами бюджетов xj, получаем 

x1(a11+a21+…+an1)+х2(а12+а22+…+an2)+...+xn(a1n+а2n+…+апп)x1+x2+...+xп. 
Нетрудно видеть, что в скобках стоят суммы элементов матрицы А по ее столб-
цам от первого до последнего, которые равны единице по условию (5.9). Стало 
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быть, мы получили неравенство x1+x2+...+xпx1+x2+...+xп, откуда возможен 
только знак равенства. 

Таким образом, условия (5.10) принимают вид равенств:  
















....
.............................................

...
,...

2211

,22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

xxaxaxa

xxaxaxa
xxaxaxa

                                                       (5.11) 

Введем вектор бюджетов x, каждая компонента которого характеризует бюджет 
соответствующей страны; тогда систему уравнений (5.11) можно записать в 
матричной форме 

Аx=x.                                                                                        (5.12) 
Это уравнение означает, что собственный вектор структурной матрицы А, отве-
чающий ее собственному значению =1, состоит из бюджетов стран бездефи-
цитной международной торговли. 

Перепишем уравнение (5.12) в виде, позволяющем определить x: 
(А-Е)x=0.                                                                                (5.13) 

5.3. Решение примеров линейной алгебры с помощью MathCAD. Векторные 
и матричные операторы и функции системы MathCAD позволяют решать ши-
рокий круг задач линейной алгебры. К примеру, если заданы матрица А и век-
тор В для системы линейных уравнений в матричной форме Х=В, то вектор ре-
шения можно получить из выражения Х=А-1В или с помощью встроенной 
функции isolve(А,B), а также с помощью символьной операции solve. 
Пример 1. В таблице приведены данные об исполнении межотраслевого балан-
са за отчетный период, усл. ден. ед.: 

Потребление №№ Отрасль 
1 2 3 4 5 

Валовой 
выпуск 

1 
2 
3 
 
4 
5 

Станкостроение 
Энергетика 
Промышленное и с/х  
машиностроение 
Автомобильная промышленность 
Газодобывающая промышленность 

100 
150 

 
50 

150 
50 

100 
50 

 
30 
70 

200 

120 
200 

 
50 
50 
50 

100 
100 

 
50 
50 
50 

200 
50 

 
50 

100 
50 

1000 
1000 

 
500 
500 

1000 
Вычислим: 

1) Конечный продукт при данном валовом выпуске.  
2) Необходимый объем валового выпуска каждой отрасли, если конечное по-

требление по отраслям составляет соответственно 120, 350, 70, 175 и 550 усл. 
ден. ед. 
 Решение приведено на рис.5.1. Оно сопровождается комментариями, набран-
ными с помощью команд Вставка–Текстовая область. 

1. Определение вектора конечного продукта для непроизводственного по-
требления при заданном векторе валового продукта 
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X

1000

1000

500

500

1000

















 Z

100

150

50

150

50

100

50

30

70

200

120

200

50

50

50

100

100

50

50

50

200

50

50

100

50



















  

n rows X( )   n 5  

Вектор валового продукта 
Х, его размерность n и 
объём продукции Z i-й от-
расли, потребляемой j-й 
отраслью 

i 0 n 1  j 0 n 1  Ai j

Zi j

Xj


  
A

0.1

0.15

0.05

0.15

0.05

0.1

0.05

0.03

0.07

0.2

0.24

0.4

0.1

0.1

0.1

0.2

0.2

0.1

0.1

0.1

0.2

0.05

0.05

0.1

0.05



















 

 
Определение матрицы 
прямых затрат 

j 0 n 1  A1 j
0

n 1

i

Ai j




 
A1

0.5

0.45

0.94

0.7

0.45

















 A1max max A1( )  

A1max 0.94 A1max 1  

 
Проверка продуктивности 
матрицы прямых затрат 

E identity n( )   S1 E A    Y S1 X     Y

380

450

270

80

600



















 

 
Конечный продукта при 
данном объёме валового 
выпуска. 

Таким образом, конечный продукт при данном валовом выпуске и матрице 
прямых затрат должен быть следующим (в усл. ден. ед.): 
Станкостроение - 380,  энергетика - 450,  промышленное и с/х машиностроение - 
270, автомобильная промышленность - 80,  газодобывающая промышленность -   
600. 
2. Определение необходимого объёма валового выпуска каждой отрасли при 

заданном конечном потреблении 

Y1

400

480

300

100

700

















  

Заданный вектор конечного про-

дукта  для непроизводственного 

потребления 

S S1 1
          X1 S Y1            

X1

1.094 103


1.092 103


557.057

567.317

1.143 103




















 

Матричное решение системы 

линейных уравнений для опре-

деления необходимого вектора 

валового продукта Х1  
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X1 lsolve S1 Y1( )          

X1

1.094 103


1.092 103


557.057

567.317

1.143 103




















 

Решение системы с применени-

ем функции isolve для опреде-

ления необходимого ветора ва-

лового продукта Х1 

Таким образом, чтобы обеспечить заданный вектор конечного продукта, необхо-
димый валовый продукт должен быть следующим (в усл. ден. ед.): 
Станкостроение - 1094, энергетика - 1092, промышленное и с/х машиностроение - 
557, автомобильная промышленность - 567, газодобывающая промышленность - 
1143.                                                                            

Рис.5.1. Межотраслевой баланс 

Пример 2. Структурная матрица торговли четырех стран имеет вид: 

А=


















2,01,02,03,0
2,02,03,02,0
4,04,03,03,0
2,03,03,03,0

. 

Найдём бюджеты этих стран для сбалансированной бездефицитной торговли. 
 Решение приведено на рис. 5.2. При этом для решения однородной системы 
(5.13) использована символьная операция solve. 
 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ТОРГОВЛИ 

A

0.3

0.2

0.2

0.3

0.3

02

0.3

0.2

0.3

0.4

0.2

0.1

0.2

0.4

0.2

0.2











  
Заданная структур-
ная матрица торговли 

0.7 x 0.3 y 0.3z 0.2u 0

0.2x 0.8 y 0.4z 0.4u 0

0.2x 0.3 y 0.8z 0.2u 0

0.3x 0.2 y 0.1z 0.8u 0











 solve,x,y,z,u  (1.222z; 1.259z; z; 

0.897z)

 

Решение однородной 
системы (А-Е)Х=0, 
заданной в векторной 
форме, с помощью 
символьной опера-
ции solve 

Здесь z может принимать любые действительные значения. Таким образом, сба-
лансированность торговли четырёх стран достигается при векторе национальных 
доходов Х=(1,22z; 1,26z; z; 0,90z), т.е. при соотношении национальных доходов 
примерно как  11:11,3:9:8.                                                                                        

Рис.5.2 Линейная модель торговли  
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2. ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И ОПТИМИЗАЦИЯ  
 
§6. Задачи математического программирования. Линейное программиро-
вание. 
6.1. Математические модели задач математического программирования. 
Задача математического программирования формулируется следующим обра-
зом: найти значения переменных х1

, х2
, …, хn

, при которых функция 
z(x1,x2,…,xn) принимает максимальное (или минимальное) значение и, кроме то-
го, на переменные наложены ограничения в виде ряда равенств и неравенств. 

Будем кратко записывать задачу в следующей форме: 
z(x1,x2,…,xn)max (min),                                            (6.1) 
gi(x1,x2,…,xn)0, i=1k,                                                (6.2) 

                      gi(x1,x2,…,xn)=0, i=(k+1)m.                                        (6.3) 
Функция z называется целевой функцией. В конкретных задачах могут отсут-
ствовать ограничения-равенства, либо ограничения-неравенства. Может слу-
читься, что на переменные вообще не накладываются никакие ограничения. 

Набор чисел Х=(х1,x2,…,xn)Т, удовлетворяющий ограничениям (6.2), (6.3), 
называется допустимым решением задачи (или допустимым планом). Все 
допустимые решения образуют область допустимых решений задачи (ОДР). 
Допустимое решение, при котором целевая функция достигает своего максиму-
ма (минимума), называется оптимальным решением (если оно существует). 

В виде моделей математического программирования могут быть пред-
ставлены и решены задачи оптимизации из следующих областей: 

1)  планирование и организация производства; 
2) оптимальное управление динамическими системами и процессами; 
3) инженерный анализ и обработка больших потоков информации; 
4) определение оптимальных маршрутов транспорта. 
Этот список может быть значительно расширен. Приведём несколько 

примеров задач математического программирования. 
Задача 1 (задача оптимального планирования и организации производст-
ва). Мебельная фабрика выпускает книжные полки и шкафы. Их производство 
ограничено наличием необходимых ресурсов (древесно-стружечных плит 
(ДСП), высококачественных досок (ВД) и стекла).  

Нормы затрат ресурсов на единицу продукции, запасы ресурсов и при-
быль от реализации единицы продукции приведены в табл. 6.1. Требуется со- 
ставить производственный план 
выпуска продукции с учётом 
имеющихся ресурсов, который 
обеспечивал бы наибольшую при-
быль. 
■ Приведенные выше условия яв-
ляются экономической постанов-
кой задачи. Составим теперь ма-

                                                 Таблица 6.1. 
Виды продук-

ции 
Виды 

ресурсов 
Полки Шкафы 

Запасы 
ресурсов 

ДСП 
ВД 

Стекло 

3 
2 
2 

2 
4 
3 

27 
28 
23 

Прибыль 4 7   
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тематическую модель (постанов- 
ку) задачи. 

Пусть х1, х2 – количество полок и шкафов соответственно, планируемое к 
выпуску. Тогда суммарная прибыль от реализации всей плановой продукции 
(целевая функция) составит z=4x1+7x2max. При этом общий расход ДСП ра-
вен 3x1+2x2, и он не должен превышать имеющегося запаса 27. Это приводит к 
ограничению 3x1+2x227. Аналогично учитываются ограничения по ВД и стек-
лу: 2x1+4x228, 2x1+3x223. Т.к. объёмы выпускаемых изделий не могут быть 
отрицательны, то x10, x20. Т.о., математическая модель задачи имеет вид:  
                          z=4x1+7x2max,                                                           (6.4) 













,2332
,2842
,2723

21

21

21

xx
xx
xx

                                                                  (6.5) 

xi0, i=12.                                                                     (6.6) 

Таким образом, задача состоится в том, чтобы найти неотрицательные значения 
хj, j=12, удовлетворяющие ограничениям (6.5), для которых функция z прини-
мает наибольшее значение.                                                                                      ● 
Задача 2 (транспортная задача (ТЗ)). Пусть некоторый однородный товар 
(кирпич, пиломатериалы и т.п.) хранится на m складах Аi (i=1m) и требуется в 
n пунктах Вj (j=1n). Известны следующие параметры: аi – запас товара на i-м 
складе; bj – потребность в товаре в j-м пункте; сij – стоимость перевозки едини-
цы товара из i-го склада в j-й пункт. Предполагается, что стоимость перевозки 
произвольного количества товара пропорциональна этому количеству. Требует-
ся составить план перевозок товара так, чтобы удовлетворить потребности при 
имеющихся запасах, обеспечив при этом наименьшую суммарную стоимость 
перевозок. 
■ Приведённые выше условия – экономическая постановка задачи. Обозна-
чим через хij количество товара, перевозимого из i-го склада в j-й пункт. Стои-
мость перевозки товара из Аi в Вj составит сijхij, а суммарная стоимость перево-

зок есть 
 

m

i

n

j
ijij xc

1 1

. Следовательно, 

z=
 


m

i

n

j
ijij xc

1 1

min .                                                          (6.7) 

Далее, все запасы из пункта Аi должны быть вывезены, т.е. 

i

n

j
ij ax 

1

, i=1m.                                                           (6.8) 

Все потребности пункта Вj должны быть удовлетворены, т.е. 

j

m

i
ij bx 

1
, j=1n.                                                              (6.9) 

Естественно предполагать также, что 
                         хij0, i=1m, j=1n.                                                          (6.10) 
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Т.о., математическая модель ТЗ состоит в определении неотрицательно-
го плана перевозок Х=(хij), для которого выполняются условия (6.8) и (6.9), а 
целевая функция (6.7) принимает наименьшее значение. Матрица Х=(хij)m×n на-
зывается матрицей перевозок.                                                                           ● 

Если в задаче математического программирования целевая функция, а 
также уравнения и неравенства системы ограничений линейны, то такая задача 
называется задачей линейного программирования (ЛП). Задачи 1 и 2 – это 
задачи ЛП. 
Задача 3 (задача нелинейного программирования). На трёх предприятиях 
отрасли необходимо изготовить 300 изделий некоторой продукции. Затраты, 
связанные с производством х1 изделий на I предприятии, равны 2

1x  руб., а затра-
ты, обусловленные изготовлением х2 изделий на II предприятии и х3 изделий на 
III предприятии, равны 2х2+ 2

2x  руб. и 4х3+ 2
3x  руб. соответственно. Определить, 

сколько изделий на каждом из предприятий следует произвести, чтобы общие 
затраты, обусловленные изготовлением необходимой продукции, были мини-
мальными. 
■ Математическая постановка задачи состоит в определении минимального 
значения функции 
             z= 2

1x +2х2+ 2
2x +4х3+ 2

3x →min 
при условиях 
             х1+х2+х3=300, 

хj≥0, j=13.                                                                                    ● 
Различают три основные формы ЛП. 
Стандартная форма – все ограничения являются ограничениями-

неравенствами, а все переменные неотрицательны (удобна при решении задач 
ЛП графическим методом). 

Каноническая форма – все ограничения являются ограничениями-
равенствами с неотрицательными правыми частями, а все переменные неотри-
цательны. Основные вычислительные методы (симплекс-метод и его варианты) 
разработаны именно для этой формы.  

Общая форма – часть ограничений являются равенствами, часть – нера-
венствами. Кроме того, не на все переменные наложены условия неотрицатель-
ности. 

Эти три формы задачи ЛП эквивалентны в том смысле, что каждую из 
них можно простыми преобразованиями привести к любой из двух остальных. 
Поэтому, если имеется способ решения одной из этих задач, тем самым мы 
умеем решать любую из трёх задач ЛП. Произведем преобразование общей за-
дачи ЛП  к ее канонической форме. Пусть первоначально она записана в виде: 

z=3х1+4х2max, 
2х1+3х2=12, 
5х1-6х2≤7,  

-3х1+2х2≤-4, 
x1 не ограничена в знаке, x20. 

Проведём следующие преобразования: 
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1. Т.к. правые части ограничений должны быть неотрицательны, то умно-
жим 3-е ограничение на -1, в результате получим 3х1-2х2≥4. 

2. Во 2-м ограничении левая часть не больше правой, поэтому, чтобы их 
уравнять (сбалансировать), необходимо в левую часть добавить балансовую 
переменную x30. Если данное ограничение определяет расход некоторого ре-
сурса, переменную x3 следует интерпретировать как остаток, или неиспользо-
ванную часть, данного ресурса. 

3. В 3-м ограничении левая часть больше правой части, поэтому чтобы 
обеспечить их равенство необходимо слева вычесть балансовую переменную 
x40. Переменную x4 следует интерпретировать как избыток, или перерасход, 
данного ресурса. 

4. Любую переменную xi, не имеющую ограничения в знаке, можно пред-
ставить как разность двух неотрицательных переменных: xi=xi-xi, где xi, xi 
0. Поэтому в целевой функции и во всех ограничениях необходимо подставить 
x1=x1-x1, где x1,x1 0.  

Указанные операции позволяют привести исходную задачу к канониче-
ской форме: 

z=3x1-3x1+4х2max, 
2x1-2x1+3х2=12, 

5x1-5x1-6х2+х3=7,  
3x1-3x1-2х2-х4=4, 
x1,x1,x2,x3,x40. 

Кроме того, необходимо отметить, что максимизация некоторой функ-
ции эквивалентна минимизации той же функции, взятой с противоположным 
знаком, и наоборот. Например, максимизация функции z=3x1-2x2+4х3 эквива-
лентна минимизации функции (-z)=-3x1+2x2-4х3. Эквивалентность означает, что 
при одной и той же совокупности ограничений оптимальные значения пере-
менных x1,x2,x3 в обоих случаях будут одинаковы. Отличие заключается в том, 
что при одинаковых числовых значениях целевых функций их знаки будут про-
тивоположны. 
6.2. Графическое решение задачи линейного программирования. Если зада-
ча ЛП содержит только две переменные, то её можно решить графически с на-
гядным представлением на плоскости. В случае трёх переменных графическая 
интерпретация требует пространственного воображения, а при большем числе 
переменных становится даже невозможной. Несмотря на это, графическое ре-
шение позволяет сделать некоторые выводы, которые служат основой для раз-
работки общего метода решения задачи ЛП.  
Пример 1. Пусть необходимо найти решение задачи (6.4) – (6.6) с двумя пере-
менными графическим способом.  
■ Сначала строится ОДР, затем на ней ищется zmax. Начнём c геометрического 
представления ОДР. Условия (6.6) ограничивают ОДР первой четвертью. Каж-
дое из неравенств (6.5) определяет на координатной плоскости х1Ох2 некоторую 
полуплоскость, а система неравенств (6.5), (6.6) в случае её совместности – их 
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пересечение. Находим полуплоскости, в которых выполняются данные нера-
венства. Для этого вследствие выпуклости любой полуплоскости достаточно 
взять произвольную точку, через которую не проходит соответствующая гра-
ничная прямая, и проверить, удовлетворяет ли эта пробная точка ограничению-
неравенству. Если удовлетворяет, то данное неравенство выполняется в полу-
плоскости, содержащей пробную точку. В противном случае берётся полуплос-
кость, не содержащая пробной точки. В качестве пробной точки часто удобно 
брать начало координат О(0;0). Заметим, что при построении ОДР ограниче-
ния-неравенства (6.5) лучше переписать в отрезках: 

.1
3/232/23

,1
714

,1
2/279

212121 
xxxxxx   

 

Как известно, числа, 
стоящие в знаменателях, пока-
зывают, сколько единиц отсе-
кает прямая, соответствующая 
данному ограничению, на той 
или иной оси. Например, в пер-
вом ограничении на оси Ох1 от-
секается 9 единиц, а на оси Ох2 
– 

2
27 =13,5 единиц. 

Для нашей задачи ОДР – 
множество точек пятиугольни-
ка ОАВСD (рис. 6.1). На рис. 
6.1 цифрами в скобках отмече-
ны номера ограничений (6.5) в  Рис.6.1. Область допустимых решений  

задачи (6.4)–(6.6) 

порядке записи, а стрелками указаны области, в которых выполняются соответ-
ствующие неравенства. 

Кроме выпуклого многоугольника (рис. 6.1), ОДР может представлять  

  

собой неограниченную вы-
пуклую многоугольную об-
ласть (рис. 6.2а) или быть 
пустым множеством (рис. 
6.2б) (в этом случае задача 
ЛП не имеет решения по-
скольку ОДР является пус-
той).  

Перейдём к геометри-
ческой интерпретации целе-
вой функции (6.4). 

Рис. 6.2а. ОДР – много-
угольная область 

Рис. 6.2б. ОДР – пустое 
множество 
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Уравнение z=с1x1+с2x2=4x1+7x2 при фиксированном значении z=z0 опре-
деляет на плоскости прямую линию z0=4x1+7x2. При изменении z получим се-
мейство параллельных прямых, называемых линиями уровня. Вектор с=(с1;с2) 
с координатами из коэффициентов при х1 и х2 перпендикулярен к каждой из ли-
ний уровня. Вектор с (-с) показывает направление наибольшего возрастания 
(убывания) целевой функции.  

Если построить на одном рисунке ОДР, вектор с и одну из линий уровня, 
например, z=0, то задача сводится к определению в ОДР точки в направлении 
вектора с (-с), через которую проходит линия уровня zmax (zmin), соответствую-
щая наибольшему (наименьшему) значения функции z. (Т.к. вектор с необхо-
дим лишь для выяснения направления возрастания целевой функции, иногда 
для большей наглядности удобно строить вектор с (>0)).  

 
 

Рис.6.3а. Определение максимума целевой  
функции 

Рис.6.3б. Альтернативный оптимум  
целевой функции 

Перпендикулярно к вектору с проводим линию уровня z=0. Параллельным пе-
ремещением прямой z=0 находим крайнюю точку, в которой целевая функция 
достигает максимума (рис.6.3а).  

  
Рис. 6.4а. Целевая функця не 

ограничена сверху 
Рис. 6.4б. Целевая функця не 

ограничена 

x1 

х2 

min z→-∞ 

max z→+∞ 

z=0 

с 

x1 

х2 

min z 

max z→+∞ 

с 

z=0 

х1 

х2 

с 

max z 

X2
* 

X1
* 

(2) 

х1 1 

1 

О 

(3) 

А 

В 

D 

C 

х2 

(1) 

c 

max z 

z=0 



 48 

Так как точка B находится на пересечении прямых (2) и (3), то координаты точ-

ки B определяются системой уравнений 







,2842
,2332

21

21

хх
хх  откуда B(4;5), 

zmax=z(B)=44+75=51. Это и есть графический способ решения задачи ЛП.  
Полученное решение означает, что необходимо выпускать 4 полки и 5 

шкафов. При этом прибыль будет максимальной – 51 ден. ед.                            ● 
Если задача разрешима, то, кроме данного случая единственного реше-

ния, задача может иметь бесконечное множество решений – альтернативный 
оптимум (рис. 6.3б). В этом случае прямая, соответствующая целевой функции, 
параллельна прямой, соответствующей одному из связывающих ограничений. 
Ограничение называют связывающим, если прямая, его представляющая, про-
ходит через оптимальную точку.  

Если ОДР – многоугольная область, то целевая функция может быть не 
ограничена (рис. 6.4a,б). В этом случае задача ЛП не имеет решения по причи-
не неограниченности целевой функции.  
6.3.Графическое решение задачи линейного программирования с помощью 
MathCAD.  
Пример 2. Найти значения переменных х1, х2, которые доставляют максимум и 
минимум функции z=3x1+2x2 при ограничениях 

x1+x2≤4, 
2x1+x2≥2, 
x1-x2≤2, 

x1≥0, x2≥0. 
■ Переходим от неравенств к равенствам, выражая из них x2 через x1, и строим 
на поле X-Y Plot область допустимых решений вместе с одной линией уровня, 
например, z0=7: 

 

 

Каждое неравенство-ограни-
чение означает, что допустимые 
значения переменных лежат в 
первой четверти выше или ниже 
соответствующей прямой (на 
рис.6.5 эти направления указаны 
стрелками). Область допусти-
мых решений для данной задачи 
– пятиугольник АВСDE, 
ограниченный 
пересекающимися прямыми и 
координатными осями Оx1 и Оx2 
(рис. 6.5). 

Линии уровня функции z=z0 – 
A

B

C

D
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Рис.6.5. Нахождение ОДР в MathCADе семейство параллельных пря-
мых 3x1+2x2=z0. Из рис. 6.5  

видно, что целевая функция z достигает наибольшего значения в самой правой 
вершине пятиугольника АВСDE – в точке D, находящейся на пересечении 1-го 
и 3-го ограничений. Вычисления в MathCAD координат этой точки и значения 
целевой функции в ней приведены на рис. 6.6. 

 
Рис.6.6. Вычисления в MathCAD координат точки 

максимума и значения целевой функции 

Из рис.1 также видно, что 
минимум целевой функции дос-
тигается в точке А, координаты 
которой очевидны из графика: 
А(1;0), zmin=3.  

Задача ЛП решена графи- 
чески: 

zmin=3, Хmin(1;0); zmах=11, Хmах(3;1).                                             ● 
Можно рекомендовать следующую последовательность графического 

решения задачи ЛП в MathCAD: 
1. Установить режим автоматических вычислений. 
2. Записать уравнения прямых, ограничивающих ОДР, в виде x2=kx1+b. 
3. Изобразить на графике соответствующие прямые и определить вид ОДР. 
4. Построить для одного или нескольких значений z0 линии уровня целевой 

функции z=z0. 
5. Если задача имеет решение, найти вершину (или вершины – в случае аль-

тернативного решения), в которой находится искомый экстремум, опреде-
лить ее координаты и вычислить значение целевой функции в ней. 

6.4. Основы симплекс-метода. Задачи, решаемые с помощью симплекс-
метода, должны обладать следующими двумя свойствами: 

–система ограничений является системой уравнений с базисом; 
–свободные члены всех уравнений в системе неотрицательны. 
Как известно, система уравнений имеет допустимый базис, если в каждом 

уравнении есть переменная (с положительным коэффициентом и неотрицатель-
ной правой частью), не входящая больше ни в какое другое уравнение. Эти пе-
ременные называются базисными. Все остальные переменные называются 
свободными. Решение называется базисным, если свободные переменные по-
ложить равными нулю. Не все задачи ЛП имеют выделенный допустимый ба-
зис. Рассмотрим задачу с базисом: 

z=



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j
jj xc

1

max,                                                              (6.11) 
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xj0, j=1n+m, т<п, bi≥0.                                            (6.13) 
К такой канонической задаче, в частности, приводится задача ЛП, в кото-

рой все ограничения являются неравенствами ≤. Выразим базисные перемен-
ные xn+1,…,xn+m из равенств (6.12) через свободные x1,…,xn и подставим их в це-
левую функцию. После группировки подобных членов получим 

z=0-





mn

j
jj x

1

,                                                                   (6.14) 

где 0=




m

k
kkn bc

1
,                                                               (6.15) 

j=zj-cj=




m

k
kjkn ac

1
-cj, j=1n; j=0, j=n+1n+m.            (6.16) 

C учётом равенств (6.14) – (6.16) задача (6.11) – (6.13) примет вид:  

z=0-





mn

j
jj x

1

,                                                                    (6.17) 




n

j
jij xa

1

+xп+i=bi, i=1m,                                                   (6.18) 

xj0, j=1n+m.                                                               (6.19) 
Задачу (6.17) – (6.19) записываем в начальную симплекс-таблицу. В первой 
строке (z-строке или оценочной) таблицы указываются элементы j. В первом 
столбце таблицы – базисные переменные (БП) xп+1, …, xп+т, значения которых 
приведены в столбце «Решение» (при этом свободные переменные равны ну-
лю). 

БП х1 х2 … xп xп+1 xп+2 … xп+т Реш. 

z 1 2 … п 0 0 … 0 0 

xп+1 а11 а12 … а1п 1 0 … 0 b1 

xп+2 а21 а22 … а2п 0 1 … 0 b2 

… … … … … … … … … … 

xп+т ат1 ат2 … атп 0 0 … 1 bт 

Замечание 1. Часто целевая функция z с самого начала зависит только от сво-
бодных переменных. Тогда j=-cj, j=1n. 

Опорный план, соответствующий данной таблице, есть 
Х=( 

n

0;...;0 ;b1;b2;…;bт). Имеет место следующая теорема: 

Теорема 6.1. Пусть исходная задача решается на максимум (минимум). Если 
для некоторого опорного плана все оценки j (j=1n+m) неотрицательны (не-
положительны), то такой план оптимален.  
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Т.о., имеем алгоритм нахождения оптимального плана  симплекс-
методом (для задачи на максимум): 

1. Проверяем выполнение критерия оптимальности – наличие в z-строке от-
рицательных коэффициентов j0. Если таковых нет, то решение оптимально, 
zmax=0, базисные переменные принимают значения bi, свободные переменные 
равны 0, т. е. получаем оптимальное базисное решение. 

2. Если критерий оптимальности не выполнен, то наибольший по модулю от-
рицательный коэффициент j0 в z-строке определяет разрешающий столбец 
q.  

Заметим, что в качестве разрешающего столбца можно выбрать любой 
столбец j с отрицательным коэффициентом j0 в z-строке. Но выбор наиболь-
шего по модулю в большинстве случаев позволяет достичь оптимального ре-
шения быстрее. 

Для всех строк, у которых aiq0, составляем отношения i=
b
a

i

iq
 и опреде-

ляем наименьшее из них. Если все aiq0 (т. е. невозможно выбрать разрешаю-
щую строку), то задача не имеет конечного оптимума (zmax). Если aiq0 су-
ществуют, то выбираем строку p, на котором достигается mini по всем aiq0 
(разрешающая строка). На пересечении разрешающих строки и столбца нахо-
дится разрешающий элемент apq. 

3. Переходим к следующей таблице по правилам: 
а) в левом столбце записываем новый базис: вместо прежней базисной пере-

менной xp – новую xq; 
б) новую строку с номером p получаем из прежней строки делением на раз-

решающий элемент apq; 
в) все остальные элементы вычисляем по правилу прямоугольника: 
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Далее переходим к п.1 алгоритма. 
Замечание 2. При решении задачи на минимум, кроме критерия оптимальности, 
меняется выбор разрешающего столбца. Он выбирается по наибольшему (по-
ложительному) коэффициенту j. Остальные пункты алгоритма сохраняются. 

Таким образом, следующая таблица (итерация) получается методом ис-
ключения переменных. Этот метод включает вычислительные процедуры двух 
типов. 

Тип 1 (формирование разрешающей строки): 
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Новая разрешающая строка = Предыдущая разрешающая стро-
ка/Разрешающий элемент. 

Тип 2 (формирование остальных строк, включая z-строку): 
Новая строка = Предыдущая  строка - (Коэффициент разрешающего 

столбца предыдущей строки)(Новая разрешающая строка). 
Выполнение процедуры типа 1 приводит к тому, что в новой разрешаю-

щей строке разрешающий элемент становится равным единице. В результате 
выполнения процедуры типа 2 все остальные коэффициенты разрешающего 
столбца становятся равными нулю. Это эквивалентно получению базисного 
решения путём исключения вводимой переменной из всех уравнений (строк), 
кроме разрешающего. Этот метод преобразования систем уравнений называют 
методом Гаусса.  
Пример 3. Решим с помощью симплекс-метода задачу (6.4) – (6.6).  
■ Запишем задачу в канонической форме, то есть ограничения-неравенства пе-
репишем в виде равенств, добавляя балансовые переменные: 

       z=4x1+7x2max, 
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                                                              (6.20) 

         xi0, i=15. 
Система (6.20) является системой с базисом, в которой х3, х4, х5 – базис-

ные, а х1 и х2 – свободные переменные. Её базисное решение Х0=(0;0;27;28;23), 
которое является и допустимым. 

Запишем начальную симплекс-таблицу: 
                                            Итерация 0 

БП х1 х2 х3 х4 х5 Реш. Отн. 

z -4 -7 0 0 0 0 – 

х3 3 2 1 0 0 27 27/2 

х4 2 4 0 1 0 28 7 

х5 2 3 0 0 1 23 23/3 

Первая рабочая строка таблицы (z-строка) заполняется коэффициентами 
целевой функции с противоположным знаком (замечание 1). В соответствии с 
п.1 алгоритма убеждаемся, что критерий оптимальности не выполняется – в z-
строке имеются отрицательные коэффициенты. Разрешающий столбец х2 вы-
бран по наибольшему по модулю отрицательному коэффициенту в z-строке, 
разрешающая строка – х4 – выбрана по наименьшему отношению столбца ре-
шений к соответствующим положительным элементам разрешающего столбца, 
п.2 алгоритма (столбец «Отношение»; в z-строке отношение не ищется). Это 
значит, что на следующей итерации переменная х2 из свободной перейдёт в ба-
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зисную, а переменная х4 наоборот, из базисной – в свободную. Таким образом, 
разрешающим элементом является элемент, находящийся в клетке (х4,х2). Здесь 
и далее в неоптимальных таблицах будем подчёркивать разрешающие элемен-
ты. 

Строим новую симплекс-таблицу (итерация 1) по правилам п.3 алгорит-
ма. Новыми базисными переменными являются х3, х2, х5. Применяя к исходной 
таблице процедуру типа 1 алгоритма, мы делим строку х4 на разрешающий эле-
мент, равный 4. Указанная процедура приводит к следующему: 
                   Итерация 1 

БП х1 х2 х3 х4 х5 Реш. Отн. 

z        

х3        

х2 1/2 1 0 1/4 0 7  

х5        

Чтобы посчитать остальные строки таблицы, выполним процедуры типа 2 
алгоритма. 

1. z-строка. 
Предыдущая z-строка:                               (-4     -7     0      0      0       0) 

-(-7)Новая разрешающая строка:             -(-
2
7     -7     0     -

4
7      0    -49) 

= Новая z-строка:                                        (-
2
1      0     0     

4
7      0    49) 

2. Строка х3. 
Предыдущая х3-строка:                              ( 3     2     1      0     0      27) 

-(2)Новая разрешающая строка:            -( 1     2     0      
2
1      0      14) 

= Новая х3-строка:                                       ( 2     0     1    -
2
1      0      13) 

3. Строка х5. 
Предыдущая х5-строка:                              ( 2     3      0     0     1     23) 

-(3)Новая разрешающая строка:            -( 
2
3      3     0     

4
3     0      21) 

= Новая х5-строка:                                       (
2
1      0      0    -

4
3     1      2) 

Новая симплекс-таблица (итерация 1), полученная с помощью рассмот-
ренных операций, имеет вид: 

                                         Итерация 1 
БП х1 х2 х3 х4 х5 Реш. Отн. 
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z -1/2 0 0 7/4 0 49 – 

х3 2 0 1 -1/2 0 13 13/2 

х2 1/2 1 0 1/4 0 7 14 

х5 1/2 0 0 -3/4 1 2 4 

Новое базисное решение Х1=(0;7;13;0;2). В соответствии с п.1 алгоритма 
опять убеждаемся, что критерий оптимальности не выполняется – в z-строке 
имеются отрицательный коэффициент; разрешающим столбцом является стол-
бец х1, разрешающей строкой – строка х5 (выбрана по наименьшему отношению 
столбца решений к соответствующим положительным элементам разрешающе-
го столбца, п.2 алгоритма). Это значит, что на следующей итерации переменная 
х1 из свободной перейдёт в базисную, а переменная х5 наоборот, из базисной – в 
свободную. 

Строим новую симплекс-таблицу (итерация 2) по правилам п.3 алгорит-
ма. Новыми базисными переменными являются х3, х2, х1. 

                               Итерация 2 
БП х1 х2 х3 х4 х5 Реш. 

z 0 0 0 1 1 51 

х3 0 0 1 5/2 -4 5 

х2 0 1 0 1 -1 5 

х1 1 0 0 -3/2 2 4 

Полученное решение оптимально, так как в z-строке все коэффициенты 
неотрицательны. Следовательно, zmax =51; оптимальное базисное решение 
Х*=(4;5;5;0;0). Решение невырожденное, так как ни в одной таблице в столбце 
«Решения» для базисных переменных нет нулей. Решение безальтернативно, 
т.к. все коэффициенты z-строки при свободных переменных (х4, х5) не равны 
нулю.                                                                                                                         ● 

Покажем теперь, что между геометрическим методом и алгебраическим 
(симплекс) методом существует взаимно однозначное соответствие. В таблице 
«Итерация 0» х1 и х2 – свободные переменные, следовательно, х1=х2=0. На 
рис.6.1 находим точку с такими координатами. Это точка О. Следовательно, 
итерация 0 симплекс-метода соответствует точке О ОДР ОАВСD, Х0О(0;0). 

В таблице «Итерация 1» х2=7, а х1 – свободная переменная, следователь-
но, х1=0. На рис. 6.1 находим точку с координатами (0;7). Это точка А. Следова-
тельно, итерация 1 симплекс-метода соответствует точке А области допустимых 
решений ОАВСD, Х1А(0;7). 

Аналогично в таблице «Итерация 2» х1=4, х2=5, следовательно, итерация 
2 соответствует точке В(4;5) области допустимых решений ОАВDЕ, Х*В(4;5). 
Таким образом, базисным решениям системы линейных уравнений соответст-
вуют вершины ОДР, а симплекс-метод состоит в направленном переборе этих 
вершин и нахождению оптимальной вершины. 
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6.5. Симплекс-метод с искусственным базисом. В п.4 рассматривалась задача 
с начальным базисом. Однако если ограничение записано в виде равенства или 
неравенства ≥, нельзя сразу получить допустимое начальное базисное решение. 

Рассмотрим следующую задачу, не имеющую выделенного базиса:  

z=


n

j
jj xc

1

max,                                                            (6.21) 




n

j
jij xa

1

=bi, i=1m,                                                         (6.22) 

jx j ,0 =1n; ,0ib  i=1m, m<п.                                   (6.23) 
В этом случае вводится так называемый искусственный базис. К левым 

частям уравнений, не имеющих базисных переменных, добавляют искусствен-
ные переменные Ri. В целевую функцию переменные Ri вводят с коэффициен-
том -М, где М – некоторое достаточно большое положительное число, конкрет-
ное значение которого обычно не задаётся. Полученная задача называется М-
задачей, соответствующей исходной. М-задача имеет следующий вид:  
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max,                                                 (6.24) 
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+Ri=bi, i=1m,                                                     (6.25) 

jx j ,0 =1n; Ri≥0, i=1m.                                             (6.26) 

М-задача имеет опорный план X =( 
n

0;...;0 ;R1;R2;…;Rт). Поэтому её решение мо-

жет быть найдено симплекс-методом. 
Теорема 6.2. Если в оптимальном плане М-задачи X =( 

mn RRRxxx ,...,,,,...,, 2121 ) все 
искусственные переменные 

iR =0 (i=1m), то X =( 
nxxx ,...,, 21 ) является опти-

мальным планом задачи (6.21)-(6.23). 
Замечание 3. В задаче минимизации в целевую функцию переменные Ri вводят 

с коэффициентом +М, т.е. z =


n

j
jj xc

1

+М


m

i
iR

1
min. 

При опорном плане X =( 
n

0;...;0 ;R1;R2;…;Rт) М-задачи 0=-М

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1
, j=zj-cj=-
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m

k
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1
-cj, j=1n; j=0, j=n+1n+m. Т.о., 0 и разности zj-cj состоят из двух час-

тей, одна из которых зависит от М, а другая – нет. После вычисления 0 и j их 
значения, а также исходные значения М-задачи заносят в таблицу, которая со-
держит на одну строку больше, чем обычная симплекс-таблица. При этом в 1-ю 
строку помещают слагаемые, не содержащие М (т.е. коэффициенты 0 и j z-
строки исходной задачи), а в (m+2)-ю (она называется строкой-оценкой) – ко-
эффициенты при М, т.е. 
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0=-М


m

k
kb

1
, j=zj=-М



m

k
kja

1
.                                                     (6.27) 

Из формул (6.27) следует, что строка «Оценка» получается суммированием со-
ответствующих коэффициентов строк с искусственными переменными с проти-
воположным знаком. Она будет присутствовать в таблице до тех пор, пока хотя 
бы одна из искусственных переменных есть в базисе. Т.о., решение задачи раз-
бивается на два этапа:  
Этап 1. Разрешающий столбец здесь выбирается по наибольшей по модулю из 
отрицательных оценок, соответствующих свободным переменным. Если та-
ковых не окажется (т. е. невозможно выбрать разрешающий столбец), то задача 
не имеет решения по причине пустоты ОДР. Все остальные вычисления (в 
том числе и выбор разрешающей строки) проводятся как в алгоритме симплекс-
метода п.3. После того, как все искусственные переменные выйдут из базиса (т. 
е. они примут нулевые значения), переходим к этапу 2. 
Этап 2. Оптимальное базисное решение, полученное на этапе 1, используется в 
качестве начального решения исходной задачи. В результате мы переходим к 
решению задачи обычным симплекс-методом.  

Следовательно, имеем алгоритм решения задачи (6.21) – (6.23) методом 
искусственного базиса: 

1. Составляем М-задачу (6.24) – (6.26). 
2. Находим её опорный план. 
3. С помощью обычных вычислений симплекс-метода исключаем искусст-

венные переменные из базиса. В результате опорный план исходной задачи 
(6.21) – (6.23), либо устанавливаем её неразрешимость (этап 1).  

4. Используя найденный опорный план задачи (6.21) – (6.23), либо находим 
симплекс-методом оптимальный план исходной задачи, либо устанавливаем её 
неразрешимость (этап 2). 
Пример 4. Рассмотрим следующую задачу ЛП:  
        z=4x1+16x2max, 
        3x1+4x2≥6,  
         x1+3x2=3,                                                                                (6.28) 
         2x1+x2≤4, 
         x1≥0, x2≥0. 
■ Запишем задачу в канонической форме: 

z=4x1+16x2max, 
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xj0, j=14. 
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Система ограничений только одну допустимую базисную переменную x4, 
поэтому в первое и второе уравнения добавляем искусственные переменные R1 
и R2. Получим М-задачу: 
         z =4x1+16x2-М(R1+R2)max, 













,42
,33

,643

421

221

1321

xxx
Rxx

Rxxx
                                                                    (6.29) 

         xj0, j=14, R10, R20. 
Данная система является системой с базисом, в которой R1, R2, х4 – базисные, а 
х1, х2 и х3 – свободные переменные. Запишем начальную симплекс-таблицу: 

                                     Итерация 0 
БП х1 х2 х3 R1 R2 х4 Реш. Отн. 

z -4 -16 0 0 0 0 0 – 

R1 3 4 -1 1 0 0 6 3/2 

R2 1 3 0 0 1 0 3 1 

х4 2 1 0 0 0 1 4 4 

Оц. -4 -7 1 -1 -1 0   

Разрешающий столбец х2 выбран по наибольшей по модулю отрицательной 
оценке (-7). Разрешающая строка – R2 – выбрана по наименьшему отношению 
столбца решений к соответствующим положительным элементам разрешающе-
го столбца, как и в задаче без искусственных переменных. Это значит, что на 
следующей итерации переменная х2 из свободной перейдёт в базисную, а пере-
менная R2 из базисной - в свободную. Запишем следующие таблицы: 
                                           Итерация 1                                    Итерация 2 
БП х1 х2 х3 R1 R2 х4 Реш. Отн.  БП х1 х2 х3 R1 R2 х4 Реш. 

z 4/3 0 0 0 16/30 0 16 –  z 0 0 4/5 -4/5 32/5 0 72/5 

R1 5/3 0 -1 1 -4/3 0 2 6/5  х1 1 0 -3/5 3/5 -4/5 0 6/5 

х2 1/3 1 0 0 1/3 0 1 3  х2 0 1 1/5 -1/5 3/5 0 3/5 

х4 5/3 0 0 0 -1/3 1 3 9/5  х4 0 0 1 -1 1 1 1 

Оц. -5/3 0 1 -1 4/3 0            

После итерации 1 закончился этап 1. После итерации 2 получено оптимальное 
решение, так как в z-строке все коэффициенты неотрицательны (кроме коэффи-
циента при искусственной переменной R2, который не влияет на оптималь-
ность, когда искусственные переменные вышли из базиса). Имеем ответ: 
zmax=72/5(6/5;3/5;0;1).                                                                                      ● 
6.6. Двойственность в линейном программировании. Теория двойственности 
имеет большое значение в ЛП. На её основе разработаны многие численные ме-
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тоды для решения линейных оптимизационных задач, а также критерии опти-
мальности допустимых решений. 

Каждой задаче ЛП можно сопоставить некоторую другую задачу ЛП, на-
зываемую двойственной по отношению к исходной или прямой. При этом 
двойственная задача (ДЗ) составляется согласно следующим правилам: 

1. Если целевая функция исходной задачи задаётся на максимум, то целевая 
функция ДЗ – на минимум, и наоборот. 

2. Число переменных в ДЗ равно числу ограничений исходной задачи и на-
оборот, число ограничений ДЗ равно числу переменных исходной задачи. 

3. Коэффициентами при неизвестных в целевой функции ДЗ являются сво-
бодные члены системы ограничений исходной задачи, а свободными чле-
нами системы ограничений ДЗ – коэффициенты при неизвестных в целе-
вой функции исходной задачи. 

4. Если переменная хj исходной задачи может принимать только лишь неот-
рицательные значения, то j-е ограничение в системе ДЗ является неравен-
ством вида . Если же переменная хj не ограничена в знаке, т.е. может при-
нимать как положительные, так и отрицательные значения, то j-е ограни-
чение в системе ДЗ является уравнением. Аналогично если i-е ограничение 
в системе исходной задачи является неравенством, то i-я переменная ДЗ 
уi0. Если же i-е ограничение есть уравнение, то переменная уi не ограни-
чена в знаке.  

5. Матрицы коэффициентов в системах ограничений двойственных задач яв-
ляются транспонированными (строки одной матрицы служат соответст-
вующими столбцами другой). 

Рассмотрим задачу максимизации, в которой все ограничения являются 
ограничениями-неравенствами типа  или равенствами и по правилам 1 – 5 по-
строим к ней двойственную. Результат запишем следующим образом: 

Таблица 6.2 
Прямая задача (I) Двойственная задача (II) 

z= max
1




n

j
jj xc  w= min

1




m

i
ii yb  

kibxa i

n

j
jij 



1,
1

 kiyi  1,0  

mkibxa i

n

j
jij 



1,
1

 знаке в ограничена неiy  

ljx j  1,0  
  ljcya jiij 1,  

знаке в ограничена неjx  
  nljcya jiij 1,  

Пара условий, записанная в одной строке таблицы, называется парой сопря-
жённых условий двойственных задач. Переменные уi ДЗ, i=1m, полученные в 
табл.1, называются основными переменными ДЗ.  
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Заметим, что если в прямой задаче какое-либо ограничение не является 
стандартным для задачи максимизации (т.е. неравенством типа ≥), то соответ-
ствующая переменная двойственной задачи будет нестандартно ограниченной в 
знаке:  

i

n

j
jij bxa 

1

 0iy  

Если по правилам 1 – 5 к задаче II построить ДЗ, то получится исходная 
задача I. Поэтому говорят, что обе задачи (I и II) образуют пару ДЗ. Пара ДЗ 
обладает следующими свойствами. 
Свойство 1 (неравенство двойственности). Пусть Х=(х1,…,хп) – допустимое 
решение задачи I со значением целевой функции z(X), а Y=(y1,…,ym) – допусти-
мое решение задачи II со значением целевой функции w(Y). Тогда справедливо 
неравенство z(X)≤w(Y). 
Свойство 2 (основная теорема двойственности). Если одна из ДЗ имеет оп-
тимальное решение, то и другая также имеет оптимальное решение, причём для 
оптимальных решений Х* и Y* задач I и II соответственно выполняется равен-
ство z(X*)=w(Y*). 
Свойство 3 (критерий оптимальности Л. В. Канторовича). Пусть 
Х*=( 

1x ,…, 
nx ) – допустимое решение задачи I, а Y*=( 

1y ,…, 
my ) – допустимое 

решение задачи II. Для того, чтобы эти решения были оптимальными, необхо-
димо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения: 

если ,
1

i

n

j
jij bxa 



  то 
iy =0, i=1k; 

если 
jx >0, то   ,jiij cya  j=1l. 

Другими словами, в каждой паре сопряжённых условий ДЗ хотя бы одно не-
строгое неравенство должно быть равенством.  
Свойство 4. Если в нулевой итерации целевая функция выражена только через 
свободные переменные, то основными переменными ДЗ являются коэффициен-
ты z-строки при первоначальных базисных переменных прямой задачи. И на-
оборот, основными переменными прямой задачи являются коэффициенты w-
строки при первоначальных базисных переменных ДЗ. 

Отсюда, в частности, следует, что решать можно любую задачу из двой-
ственной пары. Естественно, удобнее решать ту, которая представляется менее 
трудоемкой. 
Пример 5. Пользуясь правилами (1) – (5), составим ДЗ к задаче (6.4) – (6.6).  
■ Получим пару двойственных задач: 

Прямая задача Двойственная задача 
z=4x1+7x2max w=27у1+28у2+23у3min 

3x1+2x2≤27 у1≥0 
2x1+4x2≤28 у2≥0 
2x1+3x2≤23 у3≥0 
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x1≥0 3у1+2у2+2у3≥4  
x2≥0 2у1+4у2+3у3≥7 

Найдём решение ДЗ по свойству 4 из оптимальной таблицы прямой зада-
чи (итерация 2 решения задачи (6.20)). Т.к. первоначальными базисными пере-
менными прямой задачи были х3, х4, х5, то у*1=0, у*2=1, у*3=1. Т.о., имеем ответ 
ДЗ: wmin=51(0; 1; 1).                                                                                            ● 

Рассмотрим экономический смысл двойственных переменных (или 
двойственных оценок). Используя условие равенства целевых функций прямой 
и двойственной задач, можно записать: 

Zmax=wmin=


m

i
ii yb

1
=27у1+28у2+23у3. 

Т.к. z измеряется в рублях (прибыль), а bi – общее количество i-го ресурса, то 
переменная уi должна выражаться в рублях на единицу ресурса i. Т.о., перемен-
ные ДЗ уi представляют ценность единицы ресурса. Поэтому их иногда назы-
вают теневыми ценами. Из свойства 3 пары ДЗ следует, что если по некоторо-
му оптимальному плану производства расход i-го ресурса строго меньше его 
запаса bi, то в оптимальном плане соответствующая двойственная оценка равна 
нулю. Если же в некотором оптимальном плане оценок его i-я компонента 
строго больше нуля, то в оптимальном плане производства расход соответст-
вующего ресурса равен его запасу. Отсюда следует, что двойственные оценки 
могут служить мерой дефицитности ресурсов. Дефицитный ресурс (полно-
стью используемый по оптимальному плану производства) имеет положитель-
ную оценку, а ресурс избыточный (используемый не полностью) имеет нуле-
вую оценку. Так, в нашем примере 3 оптимальный план прямой задачи 
Х*=(4;5;5;0;0). При этом плане 1-е ограничение прямой задачи выполняется как 
строгое неравенство: 34+25=22<27. Это означает, что расход 1-го ресурса 
(ДСП) меньше его запаса, т.е. 1-й ресурс избыточный. Именно поэтому в опти-
мальном плане ДЗ Y*=(0; 1; 1) оценка у*1=0. 
Пример 6. Составим ДЗ к задаче (6.28).  
■ Получим пару двойственных задач: 

Прямая задача Двойственная задача 
z=4x1+16x2max w=6у1+3у2+4у3min 

3x1+4x2≥6 у1≤0 
x1+3x2=3 знаке в ограничена не2y  
2x1+x2≤4 у3≥0 

x1≥0 3у1+у2+2у3≥4  
x2≥0 4у1+3у2+у3≥16 

Найдём решение ДЗ по свойству 4 из оптимальной таблицы прямой зада-
чи (итерация 2 решения задачи (6.28)). Т.к. первоначальными базисными пере-
менными прямой задачи были R1, R2, х4, то у1=-4/5, у2=32/5, у3=0. Т.о., имеем от-
вет ДЗ: wmin=72/5(-4/5; 32/5; 0).                                                                                 ● 
6.7. Двойственный симплекс-метод. Двойственный симплекс-метод, как и 
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обычный симплекс-метод, используется при нахождении решения задачи ЛП, 
записанной в канонической форме с единичным базисом. Вместе с тем двойст-
венный симплекс-метод можно применять при решении задачи ЛП, свободные 
члены ограничений которой могут быть любыми числами (при решении обыч-
ным симплекс-методом эти числа предполагались неотрицательными). 

При решении задачи обычным симплекс-методом на любой итерации 
разность (zj-cj), т. е. величина коэффициента z-строки при переменной хj, равна 
разности между левой и правой частями соответствующего ограничения двой-
ственной задачи. Если при решении прямой задачи с максимизируемой целевой 
функцией итерация не приводит к оптимальному решению, то, по крайней ме-
ре, для одной переменной разность zj-cj<0 и только в оптимуме для всех j раз-
ность zj-cj>0. 

Рассматривая это условие с учетом двойственности, можно записать 

zj-cj=


m

i
iij ya

1
-cj. 

Таким образом, если разность zj-cj<0, то это означает, что когда решение 
прямой задачи неоптимальное, то решение двойственной задачи недопустимое. 

С другой стороны, 


m

i
iij ya

1
cj при zj-cj0. Отсюда следует, что оптимальному 

решению прямой задачи соответствует допустимое решение двойственной за-
дачи. 

Эти результаты позволяют разработать новый метод решения задач ЛП, 
при использовании которого сначала получается недопустимое, но «лучшее, 
чем оптимальное», решение. (Сравните с обычным симплекс-методом, при ко-
тором сначала находится допустимое, но неоптимальное решение.) Новый ме-
тод, получивший название двойственного симплекс-метода, обеспечивает 
выполнение условия оптимальности решения и систематическое «приближе-
ние» его к области допустимых решений. Когда полученное решение оказыва-
ется допустимым, итерационный процесс вычислений заканчивается, так как 
это решение является и оптимальным.  

Т.о., решение задачи ЛП двойственным симплекс-методом включает в 
себя следующие этапы: 

10. Если в задаче есть ограничения-неравенства ≥, то умножением на (-1) их 
приводят к виду ≤. 

20. Задачу приводят к каноническому виду, все переменные разбиваются на 
базисные и свободные. При этом возможно использование недопустимого ба-
зиса. 

30. Находят начальное решение задачи. 
40. Проверяют это решение на допустимость. Если оно допустимо, то найде-

но решение задачи. В противном случае переходят к новому решению. 
50. Выбирают разрешающую строку, соответствующую наибольшей по мо-

дулю отрицательной базисной переменной. Эта переменная исключается из ба-
зиса.  

60. Включаемая в базис переменная (разрешающий столбец) выбирается по 
наименьшему (в задаче минимизации) или по наименьшему по модулю (в зада-
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че максимизации) отношению коэффициентов z-строки к соответствующим от-
рицательным коэффициентам разрешающей строки. (При наличии альтерна-
тив выбор делается произвольно.) Если знаменатели всех отношений равны ну-
лю или положительные, задача не имеет решений. 

70. Для получения следующего решения осуществляется обычная операция 
преобразования строк симплекс-таблицы. 

Рассмотрим следующий пример. 
Пример 7.                 z=10x1+12x2+8x3+20x4min, 
                                 2x1+x2+4x3+2x48,                            
                                  x1+x2+x3+8x45,                                
                                 x10, x20, x30, x40. 
Сначала необходимо преобразовать все ограничения в неравенства со знаком , 
а затем ввести балансовые переменные. Выполнив эти процедуры, приходим к 
следующей формулировке задачи: 

z-10x1-12x2-8x3-20x4=0, 
-2x1-x2-4x3-2x4+x5=-8, 
 -x1-x2-x3-8x4+x6=-5, 

xj0, j=16. 
Балансовые переменных (х5, х6) не обеспечивают получения допустимого на-
чального базиса. Так как целевая функция подлежит минимизации, а все коэф-
фициенты z-уравнения неположительные, начальное базисное решение (х5=-8, 
х6=-5) оптимальное, но недопустимое.  

Начальная симплекс-таблица, соответствующая оптимальному, но недо-
пустимому решению, имеет вид 

Б.П. х1 х2 х3 х4 х5 х6 Реш 
z -10 -12 -8 -20 0 0 0 
х5 -2 -1 -4 -2 1 0 -8 
х6 -1 -1 -1 -8 0 1 -5 

В приведенной таблице исключаемой переменной является х5(=-8), так 
как она имеет наибольшее по модулю отрицательное значение. Отношения, вы-
численные для определения новой базисной переменной, приведены в следую-
щей таблице (подчёркнут разрешающий элемент): 

Б.П. х1 х2 х3 х4 х5 х6 Реш 
z -10 -12 -8 -20 0 0 0 
х5 -2 -1 -4 -2 1 0 -8 
х6 -1 -1 -1 -8 0 1 -5 
Отн. 5 12 2 10 – –  

В качестве включаемой переменной выбирается х3, так как этой переменной со-
ответствует наименьшее отношение, равное 2. Последующее преобразование 
строк приводит к новой симплекс-таблице 

Б.П. х1 х2 х3 х4 х5 х6 Реш 
z -6 -10 0 -16 -2 0 16 
х3 1/2 1/4 1 1/2 -1/4 0 2 
х6 -1/2 -3/4 0 -15/2 -1/4 1 -3 
Отн. 12 40/3 – 32/15 8 –  



 63 

Новое решение также оптимальное, но всё ещё недопустимое (х3=2, х6=-3). Если 
в качестве новой исключаемой переменной выбрать х6, вводимой переменной 
будет х4, и в результате будем иметь следующую симплекс-таблицу: 

Б.П. х1 х2 х3 х4 х5 х6 Реш 
z -74/15 -42/5 0 0 -22/15 -32/15 112/5 
х3 7/15 1/5 1 0 -4/15 1/15 9/5 
х4 1/15 1/10 0 1 1/30 -2/15 2/5 

Полученное решение является оптимальным и допустимым. 
Применение двойственного симплекс-метода особенно эффективно при 

анализе моделей на чувствительность, в частности в тех случаях, когда после 
получения оптимального решения в условия задачи вводится новое ограниче-
ние. Если для предыдущего оптимального решения новое ограничение не вы-
полняется, то полученное решение оптимальное, но  недопустимое. В этом слу-
чае двойственный симплекс-метод используется для нахождения нового опти-
мального решения путём последовательного уменьшения «степени недопусти-
мости» решений, получаемых в процессе симплекс-итераций. Кроме этого, 
двойственный симплекс-метод также эффективен при решении задач целочис-
ленного программирования. 
 
Упражнения 

Задачи 6.1-6.50 решить графически (найти максимум и минимум  
целевой функции z); все переменные неотрицательны. 

6.1. z=x1+2x2       6.2. z=3x1+4x2    6.3. z=x1+7x2       6.4. z=x1-3x2       6.5. z=2x1-6x2   
      x1+x2≥1                3x1+2x2≥6         -x1+x2≤4               x1+2x2≥3             x1+x2≥4 
    -2x1+x2≤2             -3x1+2x2≤7          x1+x2≥2                x1-2x2≤2             2x1-6x2≤12 
     x1+x2≤4, x1≤3       2x1-4x2≤8, x1≥1   x1+2x2≤10, x1≥1    x1+2x2≤6, x1≥1    x1≥2  
6.6 z=2x1+x2   6.7. z=2x1+4x2     6.8. z=2x1+x2             6.9. z=3x1+2x2      6.10. z=x1-2x2 
   x1+2x2≥8            -x1+3x2≥0            x1+3x2≥9                 3x1+4x2≤12         x1+x2≥2 
  x1+x2≤8               3x1+6x2≤12         2x1+4x2≤16             2x1+x2≥2             x1-x2≤1 
                           -2x1+x2≤2            -4x1+2x2≤8               x1-x2≤2               x1-2x2≤0 
6.11. z=x1+3x2      6.12. z=2x1+3x2  6.13. z=x1+x2    6.14. z=3x1-2x2   6.15.z=5x1-3x2 
        x1-x2≥0                 x1+x2≥1              x1+2x2≥2          3x1+4x2≥20        3x1+2x2≥6 
       x1-x2≤1                 3x1+2x2≤6           x1+2x2≤10        2x1+x2≤11         -2x1+3x2≤6 
      2x1+x2≤2               -x1+x2≤2             2x1+x2≤10        -3x1+2x2≤10         x1-x2≤4 
6.16. z=x1+2x2     6.17. z=7x1-2x2  6.18. z=2x1+x2    6.19. z=2x1+2x2  6.20. z=2x1-4x2  
        3x1+4x2≥27           x1+x2≥1            5x1+2x2≥10          x1+x2≥3               2x1+7x2≥9 
       2x1+x2≤14             5x1-2x2≤3          4x1-3x2≤12         -3x1+2x2≤6           8x1-5x2≤16 
     -3x1+2x2≤9            2x1+x2≤4           7x1+4x2≤28          x1≤3                   x1+3x2≤2 
6.21. z=x1+2x2     6.22. z=3x1+3x2 6.23. z=2x1-x2     6.24. z=7x1+x2      6.25. z=x1+x2 
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       x1+x2≥4                 x1+2x2≥2            x1+x2≥4            5x1+3x2≥21           3x1+x2≥8 
     5x1-2x2≤4                 3x1+2x2≤6           -x1+x2≤3            x1+x2≤14               x1+2x2≤6 
    -x1+2x2≤4                -x1+x2≤1              6x1+7x2≤42       3x1-5x2≤15           x1-x2≤3 
6.26. z=-3x1+6x2  6.27. z=-2x1+x2 6.28. z=-2x1+x2     6.29. z=2x1-x2   6.30. z=2x1-4x2 
       x1+x2≥4                x1+3x2≥6          -3x1+2x2≥3           x1+2x2≥2               x1+3x2≥2 
     5x1-2x2≤4              2x1+x2≤8            2x1+x2≤8             -x1+x2≤3                8x1-5x2≤16 
    -x1+2x2≤4              -2x1+x2≤4           x1+x2≤6               6x1+7x2≤42           2x1+7x2≤9 
6.31. z=2x1-3x2    6.32. z=-2x1+x2  6.33. z=6x1+4x2  6.34. z=-x1-2x2   6.35. z=6x1+4x2 
      5x1+2x2≥10         -3x1+2x2≥3         2x1+x2≥3              x1+x2≥4             2x1+x2≥3 
      x1+3x2≤12            x1+x2≤6             x1+x2≤8              5x1-2x2≤4             x1-x2≤1 
     2x1-x2≤10             -x1+x2≤4            -x1+x2≤4              -x1+2x2≤4             x1+x2≤8 
6.36. z=4x1+3x2    6.37. z=x1+3x2   6.38. z=x1-2x2     6.39. z=2x1-x2   6.40. z=3x1+2x2 
       5x1+2x2≥20           x1+x2≥3              x1+x2≥1              3x1+2x2≥16         2x1+x2≥3 
      x1+3x2≤15            6x1+x2≤42            5x1-2x2≤3             x1+2x2≤12           x1-2x2≤2 
      x1+x2≤10             -x1+x2≤6               -3x1+x2≤3             2x1+x2≤18           x1+2x2≤8 
6.41. z=-x1-2x2     6.42. z=x1+2x2     6.43. z=x1+x2   6.44. z=x1+2x2  6.45. z=2x1-3x2 
       x1+2x2≥6               x1+x2≥16               x1+2x2≥4        x1+2x2≥14            5x1+2x2≥10 
     4x1-x2≤6            5x1-2x2≤20             2x1+x2≤8          2x1+x2≤18            x1+3x2≤9 
     -2x1+x2≤6           -x1+2x2≤4                x1+4x2≤10        x1+x2≤9                x1+x2≤10 
6.46. z=2x1-x2       6.47. z=3x1+2x2  6.48. z=x1+2x2  6.49. z=x1-2x2     6.50. z=x1+2x2 
      -x1+2x2≥2              3x1+4x2≥20         2x1+3x2≥6       2x1+7x2≥9             2x1-x2≥2 
      5x1+9x2≤45           2x1+x2≤11           -x1+x2≤4         8x1-5x2≤16            -x1+5x2≤4 
      2x1+x2≤6           -3x1+2x2≤10         7x1+4x2≤49            x1+3x2≤2             x1+2x2≤10 

 
Для задач 6.51–6.90: 

1) составить математическую модель;  
2) поставить двойственную задачу;  
3) решить прямую задачу графически и симплекс-методом;  
4) из оптимального решения прямой задачи найти оптимальное решение 
двойственной задачи; 
5) показать соответствие опорных решений и вершин допустимой области 
прямой задачи. 

Формулировка задачи. Предприятие выпускает продукцию двух разно-
видностей. Каждый вид продукции проходит обработку на трёх станках. При 
обработке 1 т продукции I вида первый станок используетcя а11 ч., второй ста-
нок – а21 ч., третий станок – а31 ч.. При обработке 1 т продукции II вида первый 
станок используется a12 ч., второй станок – a22 ч., третий станок – a32 ч. Время 
работы станков ограничено и не может превышать для первого станка b1 ч., для 
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второго b2 ч., для третьего b3 ч. При реализации 1 т продукции I вида предпри-
ятие получает прибыль с1 руб., а при реализации 1 т продукции II вида – с2 руб. 
Найти оптимальный план выпуска продукции каждого вида, дающий макси-
мальную прибыль от реализации всей продукции. 

 
 
 

№№ аi1
 аi2 bi. сj  №№ аi1

 аi2 bi. сj 

51 1,1,3 4,1,1 28,10,24 3,6  66 1,3,7 2,4,4 22,46,70 6,8 

52 1,3,2 3,4,1 24,37,18 3,5  67 2,1,5 3,1,3 30,11,45 5,6 

53 0,1,5 1,4,4 6,27,55 2,9  68 1,3,5 2,5,4 18,46,55 6,10 

54 0,1,1 1,4,1 7,29,11 2,5  69 1,3,2 3,4,1 24,37,18 2,4 

55 1,1,7 2,1,6 22,12,77 6,7  70 1,3,7 2,5,4 22,56,77 4,7 

56 1,4,5 1,3,3 10,31,35 8,6  71 2,3,2 4,4,1 36,40,20 5,8 

57 1,1,2 5,1,1 30,10,18 3,9  72 1,4,4 1,3,1 13,40,24 8,6 

58 1,2,3 2,3,2 14,23,27 4,7  73 1,2,4 4,3,1 28,26,32 2,4 

59 1,2,3 2,3,2 16,26,29 7,12  74 1,3,5 3,5,2 27,49,50 5,12 

60 1,1,3 4,1,1 24, 9,23 6,12  75 1,3,5 3,5,1 27,49,45 2,4 

61 0,2,3 1,5,2 8,44,27 2,10  76 1,3,10 2,5,3 28,71,100 6,10 

62 1,2,5 2,3,2 20,31,50 4,6  77 1,1,5 3,2,2 24,17,45 2,5 

63 1,3,3 2,5,2 14,36,27 12,23  78 1,3,5 2,5,2 18,46,45 6,11 

64 2,5,2 3,4,1 33,51,18 3,4  79 1,4,3 3,5,1 33,62,30 3,6 

65 0,1,6 1,4,5 7,28, 54 3,4  80 1,3,3 2,4,1 26,54,27 6,8 

81 1,1,3 4,1,1 28,10,24 4,4  86 1,1,2 5,1,1 30,10,18 3,3 

82 1,3,2 3,4,1 24,37,18 6,8  87 1,2,3 2,3,2 14,23,27 4,6 

83 0,1,5 1,4,4 6,27,55 2,8  88 1,2,3 2,3,2 16,26,29 6,9 

84 1,1,7 2,1,6 22,12,77 7,7  89 1,1,3 4,1,1 24,9,23 6,6 

85 1,3,1 1,1,4 10,24,28 6,6  90 3,1,6 3,4,2 27,24,26 8,8 

 
Задачи 6.91–6.120 решить симплекс-методом. 

Решить задачу линейного программирования  
z=c1x1+c2x2+c3x3max 
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при условиях, что переменные х1, х2, х3 неотрицательны и удовлетворяют сис-
теме неравенств 

а11х1+а12х2+а13х3b1; 
a21x1+a22x2+a23x3b2; 
а31х1+а32х2+а33х3b3. 

 

№№ аi1
 аi2 аi3 bi сj  №№ аi1

 аi2 аi3 bi сj 

91 1,2,1 2,-1,2 3,1,-2 5,8,1 1,1,-1  106 2,1,1 -1,2,-1 2,1,0 9,7,1 2,2,-1 

92 2,1,0 0,3,-1 3,0,2 2,1,3 5,6,8  107 1,1,2 2,0,-1 -1,1,1 8,6,5 1,1,-2 

93 2,-1, 0 0,3,-1 3,0,1 3,2,1 3,2,5  108 1,2,1 -1,3,1 1,2,0 6,9,4 2,-1,1 

94 2,0,1 -1,1,0 1,2,1 4,6,6 3,2,-1  109 1,1,1 1,0,2 1,2,1 1,2,2 3,3,2 

95 1,0,1 -1,1,0 2,3,2 3,5,3 1,1,1  110 2,1,1 1,-1,1 -3,2,1 4,7,8 1,2,-1 

96 5,1,0 3,2,1 0,4,1 8,4,1 1,3,1  111 1,2,1 1,-1,0 -1,1,4 3,5,9 1,-1,1 

97 1,0,1 2,1,0 0,1,1 3,1,1 1,2,1  112 0,1,2 2,-1,3 1,3,1 6,4,10 1,2,-5 

98 2,1,1 1,2,1 1,1,1 2,3,5 3,2, 1  113 1,2,-1 1,-1,1 -1,0,1 4,2,8 2,3, 6 

99 1,0,1 0,2,-1 1,0,3 1,2,3 3,2,5  114 2,-1,1 1,0,2 3,2,-1 5,7,4 1,1,-1 

100 3,1,0 0,-2,3 1,0,1 3,6,1 9,5,3  115 0,2,3 1,-1,1 1,2,0 7,5,3 3,-1,2 

101 3,1,1 4,3,1 1,2,-1 5,4,1 2,1,3  116 2,1,0 3,2,1 -1,1,2 6,7,9 4,-1,2 

102 1,-1,2 1,0,2 2,1,1 2,6,3 2,-1,2  117 1,0,2 -2,1,3 2,1,1 2,4,3 2,-1,1 

103 1,2,-1 2,1,0 1,0,2 3,2,4 2,1,1  118 2,1,1 1,1,1 1,-2,1 8,3,5 1,1,-1 

104 3,-1,-4 -1,2,3 1,0,4 7,6,10 -1,3,-1  119 2,0,1 1,1,0 1,2,1 4,6,6 3,2,8 

105 1,2,0 2,-1,1 1,1,2 5,1,3 2,-1,7  120 1,0,2 1,1,0 1,2,-1 2,2,4 1,1,2 

 
Для задач 6.121–6.130: 

1) составить математическую модель задачи;  
2) решить задачу графически;  
3) решить задачу симплекс-методом;  
4) показать соответствие опорных решений и вершин допустимой области; 
5) составить двойственную задачу и из оптимальной таблицы прямой зада-
чи найти решение двойственной. 
121.  Для изготовления различных изделий А и В предприятие использует три 

вида сырья. На производство единицы изделия А требуется затратить сырья 
первого вида 6 кг, второго – 5 кг, третьего – 3 кг. На производство единицы из-
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делия В соответственно: 3 кг, 10 кг и 12 кг. Производство обеспечено сырьем 
первого вида в количестве 714 кг, сырьем второго вида в количестве 910 кг и 
третьего вида 948 кг. Прибыль от реализации единицы готового изделия А со-
ставляет 3 руб., изделия В – 9 руб. Составить план производства изделий А и В, 
максимизирующий прибыль от их реализации. При этом должно быть выпуще-
но не менее 80 штук изделия А.  

122. Для производства двух видов изделий А и В используется три типа тех-
нологического оборудования. На изготовление одного изделия А оборудование 
первого типа используется в течение 5 ч., второго – в течение 3 ч. и третьего – 2 
ч. На производство одного изделия В соответственно: 2 ч., 3ч. и 3 ч. В плановом 
периоде оборудование первого типа может быть использовано в течение 505 ч., 
второго – 394 ч. и третьего – 348 ч. Прибыль от реализации одного изделия А 
равна 7 руб., В – 4 руб. Составить план производства, максимизирующий при-
быль предприятия. При этом должно быть произведено не менее 70 штук изде-
лия В.  

123. Для изготовления изделий А и В предприятие использует три вида сы-
рья. На производство одного изделия А требуется сырья первого вида 15 кг, 
второго – 11 кг, третьего – 9 кг, а на производство одного изделия В соответст-
венно 4 кг, 5 кг и 10 кг. Сырья первого вида имеется 1095 кг, второго – 865 кг, 
третьего – 1080 кг. Составить план производства, максимизирующий прибыль, 
если прибыль от реализации единицы изделия А составляет 3 руб., В – 2 руб. 
При этом должно быть выпущено не менее 80 штук изделий В.  

124. Для производства изделий А и В используется три вида оборудования. 
При изготовлении одного изделия А оборудование первого вида занято 7 ч., 
второго – 6 ч. и третьего – 1 ч. При изготовлении одного изделия В соответст-
венно 3 ч., 3 ч. и 2 ч. В месяц оборудование первого вида может быть занято 
1365 ч., второго – 1245 и третьего – 650 ч. Составить план производства, мак-
симизирующий прибыль, если прибыль от реализации одного изделия А рана 6 
руб., изделия В – 5 руб. При этом должно быть произведено не менее140 изде-
лий А. 

125. Для изготовления изделий А и В используется три вида сырья. На изго-
товление одного изделия А требуется 9 кг сырья первого вида, 6 кг сырья вто-
рого вида и 3 кг сырья третьего вида. На изготовление одного изделия В требу-
ется соответственно 4 кг, 7 кг и 8 кг сырья. Производство обеспечено сырьем 
первого вида в количестве 801 кг, второго – 807 кг, третьего – 703 кг. Прибыль 
от продажи одного изделия А равна 3 руб., изделия В – 2 руб. Составить план 
производства, максимизирующий прибыль. При этом должно быть произведено 
не менее 70 штук изделия А. 

126. Завод выпускает два вида редукторов. На изготовление одного редукто-
ра первого вида расходуется 3 т чугуна и 1 т стали, а на изготовление одного 
редуктора второго вида 1 т чугуна и 2 т стали. Завод располагает на месяц 160 т 
чугуна и 120 т стали и имеет обязательное задание – изготовить не менее 60 ре-
дукторов обоих видов вместе. Составить месячный план производства редукто-
ров, максимизирующий прибыль завода, если прибыль от продажи одного ре-
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дуктора первого вида равна 400 руб., а второго – 100 руб. При этом оборудова-
ние завода позволяет выпустить за месяц не более 40 штук редукторов первого 
вида. 

127. Для производства изделий А и В используется три вида станков. На про-
изводство одного изделия А требуется 6 ч. работы станка первого вида, 4 ч. ра-
боты станка второго вида и 3 ч. работы станка третьего вида. На производство 
одного изделия В требуется 2 ч. работы станка первого вида, 3 ч. работы станка 
второго вида и 4 ч. работы станка третьего вида. Месячный ресурс работы всех 
станков первого вида, имеющихся на заводе, равен 600 ч., всех станков второго 
вида – 520 ч. и всех станков третьего вида – 600 ч. Прибыль от реализации од-
ного изделия А равна 6 руб., изделия В – 3 руб. Составить план производства на 
месяц, максимизирующий прибыль предприятия. При этом должно быть произ-
ведено не менее 100 штук изделия В. 

128. На ферме разводят нутрий и кроликов. В недельный рацион нутрии вхо-
дят 17 кг белков, 11 кг углеводов в 5 кг жиров, а для кролика эти нормы соот-
ветственно равны 13 кг, 15 кг и 7 кг. Доход от реализации одного кролика 16 
руб., а от реализации одной нутрии 26 руб. Найти план разведения животных, 
максимизирующий доход фермы, если ферма не может расходовать в неделю 
более 184 кг белков, 152 кг углеводов и 70 кг жиров. При этом кроликов надо 
выкормить не менее 6 штук. 

129. Для изготовления изделий А и В предприятие использует три вида сы-
рья. На производство одного изделия А требуется 12 кг сырья первого вида, 10 
– второго и 3 – третьего, а на производство одного изделия В соответственно 3 
кг, 5 кг и 6 кг. Производство обеспечено сырьем первого вида в количестве 684 
кг, второго – 690 кг и третьего 558 кг. Одно изделие А дает предприятию 6 руб. 
прибыли, изделие В – 2 руб. Составить план производства, максимизирующий 
общую прибыль предприятия. При этом должно быть произведено не менее 60 
изделий В. 

130. Мастерская ремонтирует тракторы двух типов: 1 – мощностью 300 л.с. и 
2 – мощностью 200 л.с. За неделю мастерская может отремонтировать не более 
150 тракторов. За ремонт трактора 1 типа получают 2000 руб, 2 типа – 1000 руб. 
Составить недельный план ремонта тракторов, при котором мастерская полу-
чит не менее 100000 руб и суммарная мощность отремонтированных тракторов 
будет наибольшей, если надо отремонтировать не менее 50 тракторов 2 типа. 
При этом тракторов 1 типа можно отремонтировать не более 90 штук. 

Задачи 6.131–6.140: 
1) решить графически;  
2) решить симплекс-методом;  
3) показать соответствие опорных решений и вершин допустимой области;  
4) поставить двойственную задачу;  
5) найти её решение из оптимальной таблицы прямой задачи;  
6) исследовать влияние на допустимость новых правых частей (НПЧ) ограни-
чений задачи;  
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7) исследовать влияние на оптимальность новых целевых функций (НЦФ) 
зaдачи. 

z=c1x1+c2x2max 
при условиях, что переменные х1, х2 неотрицательны и удовлетворяют системе 
неравенств 

а11х1+а12х2≥b1, 
a21x1+a22x2b2, 
а31х1+а32х2b3, 

а41х1+а42х2b4 

№№  аi1
 аi2 bi сj НПЧ НПЧ НЦФ НЦФ 

131 1,1,1,-1 1,-1,2,1 1,2,5,1 2,2 3,3,6,3 4,2,1,6 3,2 1,5 

132 1,2,1,-1 1,-1,2,2 2,6,8,4 6,3 1,4,6,6 14/5,17/5,8/5,28/5 8,3 2,5 

133 2,1,1,-1 1,-2,1,2 2,2,5,4 5,2 1,3,6,3 5,10,1,6 6,1 3,6 

134 1,1,1,-1 1,-1,2,1 2,4,10,2 7,2 1,3,12,3 6, 8,3,6 8,1 4,9 

135 2,-1,1,2 1,1,2,-1 1,2,10,10 4,2 5,1,5,5 3,3,1,2 4,3 1,4 

136 3,1,-1,2 2,2,1,-3 6,14,4,14 5,2 7,14,7,14 10,2,14,27 4,2 2,5 

137 3,1,-1,1 2,2,2,-1 6,16,8,10 6,2 6,15,6,9 11,2,13,31 5,2 2,6 

138 3,2,-2,3 1,1,1,-1 3,16,8,9 5,2 5,10,5,5 3,4,7,8 6,2 2,5 

139 2,1,-1,1 1,-2,2,1 2,2,4,5 5/2,1 1,3,3,6 5,10,6,1 3,1/2 3/2,3 

140 2,-1,2,1 1,1,-1,2 1,2,10,10 2,1 5,1,5,5 3,3,2,1 2,3/2 1/2,2 

 
§7. ЭЛЕМЕНТЫ НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
7.1. Классическая теория оптимизации (экстремальные задачи без ограни-
чений). Задача математического программирования 

z(X)→max (или min)                                                              (7.1) 
при ограничениях  

g(X)≤b                                                                                     (7.2) 
или 

g(X)≥b                                                                                       (7.2') 
или 

g(X)=b,                                                                                       (7.2'') 
в которой либо ограничения, либо целевая функция z(X), либо и то и дру-

гое нелинейные, называется задачей нелинейного программирования (НП). 



 70 

НП применяется при прогнозировании промышленного производства, 
управлении товарными ресурсами, планировании обслуживания и ремонта обо-
рудования и т.д. Нелинейные задачи составляют широкий класс настолько 
сложных задач, что до сих пор невозможно разработать общие методы, подоб-
ные симплекс-методу в ЛП. В зависимости от вида целевой функции и системы 
ограничений разработаны специальные методы решения, к которым относятся 
методы множителей Лагранжа, квадратичное и выпуклое программирование, 
градиентные методы, приближённые методы решения, графический метод.  

В теории выпуклого программирования в качестве основной обычно рас-
сматривается задача минимизации выпуклой функции п переменных z(X) при 
ограничениях gi(X)≤0 (i=1m), X≥0, где функции gi(X) предполагаются выпук-
лыми. 

Если z(X) и g(X) являются вогнутыми функциями, то имеем задачу мак-
симизации z(X) при ограничениях gi(X)≥0 (i=1m), X≥0. 

В данном разделе рассматриваются необходимые и достаточные условия 
существования экстремумов функций при отсутствии ограничений, метод 
множителей Лагранжа для решения задач с ограничениями-равенствами, ус-
ловия Куна-Таккера для задач с ограничениями в виде неравенств и графиче-
ский метод. 

Классическая теория оптимизации основана на использовании дифферен-
циального исчисления для нахождения точек максимумов и минимумов (экс-
тремумов) функций в условиях отсутствия и наличия ограничений. Разработан-
ные к настоящему времени методы оптимизации далеко не всегда оказываются 
эффективными при решении целого ряда экстремальных задач. Однако фунда-
ментальные теоретические построения служат основой для разработки боль-
шинства алгоритмов решения задач НП. 

Экстремум в точке Х0=(х1,....,хj,...,хn) функции f(X) определяет либо мак-
симум, либо минимум этой функции. Точка Х0=(х1,....,хj,...,хn) является точкой 
строгого максимума, если неравенство 

f(X0+h)<f(X0) 
выполняется для всех h=(h1,....,hj,...,hn)Т, таких, что |hj| достаточно малы для всех 
j. Другими словами, точки Х0 является точкой максимума, если значение функ-
ции f в окрестности точки Х0 меньше f(Х0). Аналогично, Х0 является точкой 
строгого минимума, если для вектора h=(h1,....,hj,...,hn) справедливо неравенст-
во 

f(X0+h)>f(X0). 
Максимумы и минимумы, определённые выше, являются локальными, 

или относительными, максимумами. Глобальный максимум (минимум) 
функции – это её наибольшее (наименьшее) значение из локальных максиму-
мов (минимумов). 

Точка Х0 является точкой нестрогого максимума, если f(X0+h)≤f(X0), где 
h – вектор, определение которого дано выше. 

Сформулируем необходимые и достаточные условия существования 
экстремумов функции п переменных f(Х). При этом предполагается, что первая 
и вторая частные производные f(Х) непрерывны в каждой точке X. 
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Теорема 7.1 (необходимые условия). Если точка Х0 является экстремальной 
точкой функции f(Х), то f(Х0)=0, где f(Х0) – вектор градиента, 

f(Х0)= 










jдx
дf )(X , j=1п. 

■ Из теоремы Тейлора следует, что при 0<<1 справедливо разложение  
f(Х0+h)-f(Х0)=f(Х0)h+(l/2)hТHh|

hX0 
, 

где H – матрица вторых производных (или матрица Гессе), H= 










jiдxдx
fд )(2 X , 

i,j=1п. 
Если |hj| достаточно малы, то остаточный член (l/2)hТHh оказывается бес-

конечно малой величиной порядка 2
jh , что позволяет переписать разложение в 

виде следующего приближенного равенства:  
f(Х0+h)-f(Х0)=f(Х0)h+О( 2

jh )f(Х0)h. 
Предположим, что Х0 есть точка минимума. Докажем от противного ра-

венство нулю f(Х0). Пусть это условие не выполняется; тогда для некоторого j 
либо дf(Х0)/дxj<0, либо дf(Х0)/дxj>0. Всегда можно выбрать знак hj таким обра-
зом, чтобы hjдf(Х0)/дxj<0. Если положить остальные hj равными нулю, то из раз-
ложения Тейлора следует неравенство f(Х0+h)<f(Х0). Полученный результат на-
ходится в противоречии с предположением о том, что Х0 – точка минимума. 
Следовательно, величина f(Х0) равна нулю. Аналогичное доказательство мож-
но провести для точки максимума.                                                                         ● 

Для функции одной переменной это условие записывается следующим 
образом: f(х0)=0. 

Как было отмечено ранее, полученное условие удовлетворяется также в 
точках перегиба и седловых точках функции. Следовательно, оно является не-
обходимым, но недостаточным для идентификации экстремальных точек. В 
связи с этим точки, удовлетворяющие уравнению f(Х0)=0, будем называть 
стационарными. Следующая теорема устанавливает достаточные условия 
для того, чтобы Х0 была экстремальной точкой. 
Теорема 7.2. Стационарная точка Х0 является экстремальной, когда матрица 
Гессе Н в точке Х0 оказывается: 1) положительно определенной (тогда Х0 – 
точка минимума); 2) отрицательно определенной (тогда Х0 – точка максимума). 
■ Из теоремы Тейлора следует, что при 0<<1 

f(Х0+h)-f(Х0)=f(Х0)h+(l/2)hТHh|
hX0 
, 

Так как Х0 – стационарная точка, то, согласно теор. 7.1, f(Х0)=0. Таким обра-
зом, f(Х0+h)-f(Х0)=(l/2)hТHh|

hX0 
. Пусть Х0 – точка минимума; тогда по опреде-

лению f(Х0+h)>f(Х0) для всех ненулевых h. Это означает, что для точки мини-
мума Х0, выполняется неравенство (l/2)hТHh|

hX0 
>0. Непрерывность второй ча-

стной производной гарантирует, что величина (l/2)hТHh имеет один и тот же 
знак в точках Х0 и Х0+h. Поскольку hТHh|

0X
 определяет некоторую квадра-
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тичную форму, то рассматриваемая величина (и, следовательно, hТHh|
hX0 
) по-

ложительна тогда и только тогда, когда H|
0X
 – положительно определенная 

матрица. Это означает, что достаточным условием существования минимума в 
стационарной точке Х0 является положительная определенность матрицы Гессе 
в этой точке. С помощью аналогичных рассуждений нетрудно также доказать 
второе утверждение теоремы, т. е. показать, что достаточным условием сущест-
вования максимума в стационарной точке является отрицательная определен-
ность матрицы Гессе в этой точке.                                                                        ● 

Как известно, матрица А будет положительно определенной (полуопре-
деленной), если значения всех угловых миноров определителя |А| положитель-
ны (неотрицательны). 

Матрица А будет отрицательно определенной, если значения k-х угло-
вых миноров определителя |А| отличны от нуля и имеют знак (-1)k, k=1п.  

Матрица А будет отрицательно полуопределенной, если значения k-х 
угловых миноров определителя |А| равны нулю либо имеют знак (-1)k, k=1п. 
Пример 1. Рассмотрим функцию f(х1, х2, х3)=х1+2х3+х2х3- 2

1x - 2
2x - 2

3x .  

■ Из необходимого условия f(Х0)=0 следует, что дf/дx1=l-2x1=0, дf/дx2=х3-
2x2=0, дfдx3=2+х2-2х3=0. Решением этой системы является вектор Х0=(1/2, 2/3, 
4/3). Чтобы проверить выполнение достаточного условия, вычислим 

0X|H =

2
3

2

23

2

13

2
32

2

2
2

2

12

31

2

21

2

2
1

2

2

дx
fд

дxдx
fд

дxдx
fд

дxдx
fд

дx
fд

дxдx
fд

дxдx
fд

дxдx
fд

дx
fд

|
0X
=

210
120
002





. 

Главные миноры 
0X|H  равны -2, 4 и -6 соответственно. В этом случае 

0X|H  явля-
ется отрицательно определенной матрицей, откуда следует, что Х0=(1/2,2/3, 4/3) 
– точка максимума.                                                                                                   ● 

В общем случае, когда матрица 
0X|H  является неопределенной, точка Х0 

должна быть седловой. Если же матрица 
0X|H  является полуопределенной, то 

соответствующая точка Х0 может как быть, так и не быть экстремальной. При 
этом формулировка достаточного условия существования экстремума значи-
тельно усложняется, ибо для этого необходимо учитывать члены более высоких 
порядков в разложении Тейлора.  
Пример 2. Рассмотрим функцию f(x1, х2)=8x1х2+3 2

2x .  

■ Необходимые условия экстремума для неё принимают вид f(x1, х2)=(8х2; 
8x1+6х2)=(0;0), т.е. Х0=(0, 0) – стационарная точка. При этом матрица Гессе 

Н= 







68
80  
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не несет информации о наличии или отсутствии экстремума.                             ● 
Достаточные условия, установленные теоремой 7.2, весьма просто фор-

мулируются для функций одной переменной. Пусть у0 – стационарная точка, 
тогда 

1) f*(y0)<0 – достаточное условие существования максимума в точке y0; 
2) f*(y0)>0 – достаточное условие существования минимума в точке у0. 

Если в случае одной переменной значение f"(y0) равно нулю, то необхо-
димо исследовать производные высших порядков. 
Теорема 7.3. Если в стационарной точке y0 первые (п-1) производных функции 
f(y) обращаются в нуль, а f(п)(y0), то при у=y0 функция f(y) имеет 

1) точку перегиба, если п – нечетное; 
2) экстремальную точку, если п – четное. Экстремальной точке соответствует 

максимум при f(п)(y0)<0 и минимум при f(п)(y0)>0. 
Пример 3. Рассмотрим две функции f(y)=y4 и g(y)=y3. 
■ Для f(y)=y4 имеем f(y)=4y3=0, откуда у0=0 – стационарная точка. Далее 
f(0)=f(0)=f(3)(0)=0. Т. к. f(4)(0)=24>0, то у0=0 – точка минимума. 

Для g(y)=y3 имеем g(y)=3y2=0. Таким образом, у0=0 – стационарная точ-
ка. Поскольку g(п)(0) не обращается в нуль при n=3, то у0=0 – точка перегиба.   ● 

Использование необходимого условия f(Х)=0 для нахождения стацио-
нарных точек связано с определенными трудностями, которые возникают в 
процессе численного решения соответствующей системы уравнений. Рассмот-
рим для этого метод Ньютона-Рафсона – итерационную процедуру решения 
систем нелинейных уравнений. Пусть дана система уравнений 

fi (X)=0, i=1т. 
где Xk – заданная точка.  

Из разложения Тейлора следует, что 

fi (X)fi (Xk)+fi(Хk)(X-Xk), i=1т. 

Таким образом, исходную систему уравнений можно приближенно представить 
в следующем виде: 

fi (Xk)+fi(Хk)(X-Xk)=0, i=1m. 

Запишем полученную систему в матричной форме: 
Аk+Вk(Х-Хk)=0. 

Предположим, что все векторы fi (X) независимы; тогда матрица Вk – невырож-
денная матрица. Из предыдущего уравнения получаем 

Х=Хk- 1B
k Аk.  

Идея рассматриваемого метода заключается в следующем. На первом шаге за-
дается начальная точка Х0. Если Хk известна, то с помощью полученного урав-
нения можно вычислить координаты новой точки Хk+1. Процесс вычислений за-
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вершается в точке Хm, когда ХmХm+1; при этом Хm – приближенное решение 
исходной системы. 

К числу недостатков изложенного метода относится то обстоятельство, 
что сходимость метода в существенной степени зависит от выбора начальной 
точки. По-видимому, наиболее целесообразно определять начальную точку пу-
тем проб и ошибок. 
7.2. Метод множителей Лагранжа. Метод множителей Лагранжа позволяет 
определять стационарные точки при решении оптимизационных задач с огра-
ничениями в виде равенств. К сожалению, при практическом применении ме-
тода могут встретиться значительные вычислительные трудности, сужающие 
область его использования. Мы рассматриваем здесь метод Лагранжа потому, 
что он является аппаратом, активно используемым для обоснования различных 
численных методов, широко применяемых на практике. Что же касается функ-
ции Лагранжа и метода Лагранжа, то они играют самостоятельную и исключи-
тельно важную роль в теории и приложениях не только математического про-
граммирования. Схему этого метода можно формально представить следую-
щим образом. Пусть 

L(X,λ)=f(X)-λg(X). 

Функцию L называют функцией Лагранжа, а λ=(λ1, …, λт) – множителями Ла-
гранжа. Уравнения 

дL/дХ=0 и дL/дλ=0                                                                (7.3) 
являются записью рассмотренных выше необходимых условий наличия экс-
тремума. Это означает, что задача оптимизации с целевой функцией f(X) при 
наличии ограничения g(X)=0 эквивалентна задаче нахождения безусловного 
экстремума функции Лагранжа L(X,λ). 

Достаточные условия при использовании метода множителей Лагранжа 
имеют следующий вид. Определим матрицу 

HB= 



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


QP
P0

T (m+n)(m+n), 

где 
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






jiдxдx
Lд )(2 λX,

nn
  для всех i и j. 

Матрица HB представляет собой так называемую окаймленную матрицу Гес-
се. 

Пусть дана стационарная точка (X0,λ0) функции Лагранжа L(X,λ), а окайм-
ленная матрица Гессе HB сформирована из значений соответствующих элемен-
тов в точке (X0,λ0). Тогда X0 является 
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1) точкой максимума, если, начиная с углового минора порядка (2т+1), по-
следующие (п-т) угловых миноров матрицы HB образуют знакопеременный чи-
словой ряд, знак первого члена которого определяется множителем (-1)т+1; 

2) точкой минимума, если, начиная с углового минора порядка (2т+1), знак 
последующих (п-т) угловых миноров матрицы HB определяется множителем  

(-1)т. 
Сформулированные условия оказываются достаточными для идентифи-

кации экстремальной точки, но не являются необходимыми. Иными словами, 
стационарная точка, не удовлетворяющая этим условиям, может быть экстре-
мальной. 

Существуют другие условия для идентификации экстремальных точек, 
которые являются как необходимыми, так и достаточными. Однако практиче-
ское использование этих условий в ряде случаев связано со значительными вы-
числительными трудностями.  

Один из методов, которые иногда применяются для решения систем 
уравнений, выражающих необходимые условия наличия экстремума, заключа-
ется в последовательном выборе числовых значений λ, после чего данная сис-
тема решается относительно X. Процедура повторяется до тех пор, пока вектор 
X, соответствующий некоторому набору значений множителей λ, не будет 
удовлетворять всем ограничениям-равенствам. Однако при увеличении количе-
ства ограничений объем необходимых вычислений существенно возрастает. В 
таких случаях следует обратиться к другим численным методам решения сис-
тем уравнений, например, к методу Ньютона-Рафсона. 
Пример 4. Рассмотрим следующую задачу: 

z= 2
1x + 2

2x + 2
3x →min 

при ограничении 
4х1+ 2

2x +2х3-14=0. 

■ При этом функция Лагранжа 
L(X,λ)= 2

1x + 2
2x + 2

3x -λ(4х1+ 2
2x +2х3-14). 

Необходимые условия наличия экстремума имеют вид и системы 
дL/дх1=2х1-4λ=0, дL/дх2=2х2-2λх2=0, дL/дх3=2х3-2λ=0,  

дL/дλ=-(4х1+ 2
2x +2х3-14)=0,  

решениями которой являются векторы 
(X0,λ0)1=(2;2;1;1), (X0,λ0)2=(2;-2;1;1), (X0,λ0)3=(2,8;0;1,4;1,4). 

Чтобы использовать достаточные условия, вычислим элементы матрицы 
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НВ=



















2002
02202
0024
2240

2

2

x

x

 

Поскольку т=1 и п=3, то стационарная точка является точкой минимума, если 
знак последних (3-1)=2 угловых миноров определяется множителем (-1)т=-1. 
Таким образом, в точке (X0,λ0)1=(2;2;1;1) 

















004
024
440

=-32<0 и 


















2002
0004
0024
2440

=-64<0. 

В точке (X0,λ0)2=(2;-2;1;1)  





















004
024
440

=-32<0 и 






















2002
0004
0024
2440

=-64<0. 

Наконец, в точке (X0,λ0)3=(2,8;0;1,4;1,4) 

















 8,000
024
040

=12,8>0 и 



















2002
08,000
0024
2040

=32>0. 

Отсюда следует, что (X0)1 и (X0)2 – точки минимума. Тот факт, что (X0)3 не 
удовлетворяет достаточным условиям наличия максимума или минимума, не 
означает, что данная точка не является экстремальной. В таком случае следует 
обратиться к достаточным условиям в другой формулировке.                              ● 

Рассмотрим экономический смысл множителей Лагранжа. Для этого 
рассмотрим классическую задачу оптимизации 

z=f(x1,x2)→max (min)                                                            (7.4) 

при ограничении 
g(х1,х2)=b.                                                                              (7.5) 

Предположим, что условный экстремум достигается в точке Х=(x1
,x2

). 
Соответствующее экстремальное значение функции z z=f(x1

,x2
). Допустим, 

что в ограничениях (7.5) величина b может меняться. Тогда координаты x1
 и x2

 
точки экстремума, а следовательно, и экстремальное значение z функции z=f 
станут величинами, зависящими от b, т.е. x1

=x1
(b), x2

=x2
(b), z=f(x1

(b),x2
(b)). 

Поэтому производная функции (7.4)  
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db
dz =

db
dx

дx
дf 

 1

1

+
db
dx

дx
дf 

 2

2

.                                                              (7.6) 

С другой стороны, в силу равенства (7.5) g(х1
,х2

)=b, откуда после диф-
ференцирования имеем: 

db
dx

дx
дg 

 1

1

+
db
dx

дx
дg 

 2

2

=1.                                                                  (7.7) 

Кроме того, в точке экстремума Х выполняются необходимые условия (7.3). Из 
этих равенств для п=2 и т=1 получаем: 

1дx
дf =λ

1дx
дg , 

2дx
дf =λ

2дx
дg .                                                               (7.8) 

Подставляя выражения (7.8) в равенство (7.6) и учитывая соотношение (7.3), 

находим 
db
dz =λ

1дx
дg

db
dx

 1 +λ
db
dx

дx
дg 

 2

2

=λ1=λ. Для задачи (7.1), (7.2) аналогично по-

лучаем 
bd

dz =λ. 

Если z интерпретировать как доход, а bi – как объёмы некоторого ресурса, 
то множители Лагранжа λi показывают, как изменится максимальный доход, 
если количество ресурса i-го вида увеличится на единицу. 
7.3. Ограничения в виде неравенств. Условия Куна-Таккера. Обобщим ме-
тод множителей Лагранжа на случай задачи с ограничениями в виде нера-
венств. Рассмотрим вначале необходимые условия Куна-Таккера, которые по-
зволяют определять стационарные точки в задаче НП с ограничениями в виде 
неравенств. Эти условия являются также и достаточными, если выполняются 
определённые правила, приведённые ниже.  

Рассмотрим следующую задачу: 
z=f(X)→max 

при ограничениях  
g(X)≤0. 

Ограничения-неравенства можно преобразовать в равенства с помощью 
неотрицательных дополнительных (балансовых) переменных. Пусть Si

2 (≥0) – 
дополнительная (балансовая) переменная, которая прибавляется к левой части 
i-го ограничения gi(X)≤0 и пусть  

S=(S1, S2, …,Sт)Т и S2=(S1
2, S2

2, …,Sт
2)Т,  

где т – общее количество ограничений-неравенств. Следовательно, функция 
Лагранжа записывается в виде 

L(X, S, λ)=f(X)-λ[g(X)+S2]. 
При ограничениях g(X)≤0 необходимым условием оптимальности в задаче мак-
симизации (минимизации) является неотрицательность (соответственно непо-
ложительность) множителей λ. Действительно, рассмотрим задачу максимиза-
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ции. Т.к. множители λ выражают скорость изменения целевой функции z=f(X) 
по отношению к изменению g, т. е.  

λ=
gд

дf , 

то как только правая часть ограничения g(X)≤0 увеличивается и становится 
больше нуля, область допустимых решений задачи расширяется и, следова-
тельно, оптимальное значение целевой функции не может уменьшиться. Это 
значит, что λ≥0. Аналогично в случае задаче минимизации при увеличении пра-
вой части ограничения оптимальное значение целевой функции не может уве-
личиться, откуда следует, что λ≤0. Если же ограничения задачи имеют вид ра-
венств, т. е. g(X)=0, то компоненты вектора λ по знаку не ограничены.  

Указанные выше ограничения на вектор λ должны рассматриваться как 
часть необходимых условий Куна-Таккера. Теперь получим остальные условия.  

Вычисляя частные производные функции L по X, S и λ и приравнивая их к 
нулю, получаем 

Xд
дL =f(X)-λ g(X)=0, 

iдS
дL =-2λiSi=0, i=1m; 

λд
дL =-(g(X)+S2)=0. 

Из второй группы уравнений следуют такие результаты. 
1. Если λi0, то Si

2=0. Это означает, что соответствующий этому ограниче-
нию ресурс является дефицитным и, следовательно, полностью исчерпан (ог-
раничение имеет вид равенства). 
2. Если Si

2>0, то λi=0. Это значит, что i-й ресурс дефицитным не является и, 
следовательно, не влияет на значение целевой функции z=f(X) (т. е. 
λi=

iдg
дf =0).  

Из второй и третьей групп уравнений следует, что 
λigi(X)=0, i=1m. 

Полученные условия подтверждают предыдущий результат, ибо если λi>0, то 
gi(X)=0 или Si

2=0. Аналогично при gi(X)<0 Si
2>0 и, следовательно, λi=0.  

Теперь для задачи максимизации можно сформулировать условия Куна-
Таккера, необходимые для того, чтобы векторы X и λ определяли стационарную 
точку: 
                 λ≥0, 

f(X)-λg(X)=0,                                                                    (7.9) 
                λigi(X)=0, i=1m, 
                 g(X)≤0. 

Можно убедиться в том, что эти условия применимы также к задаче ми-
нимизации, за тем лишь исключением, что вектор λ должен быть неположи-
тельным. Как в случае задачи максимизации, так и задачи минимизации, мно-
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жители Лагранжа, соответствующие ограничениям в виде равенств, по знаку не 
ограничены. 

Необходимые условия Куна-Таккера являются также достаточными, если 
целевая функция и область допустимых решений (ОДР) обладают определен-
ными свойствами, связанными с выпуклостью и вогнутостью. Эти свойства 
указаны в табл. 7.1. 

 

 
               Таблица 7.1 

Свойства целевой функции и области допустимых значений 

Требуемые свойства  

Тип оптимизации Целевая функция ОДР 

Максимизация 

Минимизация 

Вогнутая  

Выпуклая 

Выпуклое множество 

Выпуклое множество 

Напомним, что функция f(X), определённая на выпуклом множестве М, 
называется выпуклой (вогнутой), если для любых точек X' и X'' из этого мно-
жества и любого 0≤λ≤1 справедливо неравенство  

f(λX'+(1-λ)X'')≤[λf(X')+(1-λ)f(X'')] ≤ (f(λX'+(1-λ)X''). 
Если последнее неравенство при 0<λ<1 и любых X' и X'' (X'X'') выполня-

ется как строгое, то f(X) называется строго выпуклой (строго вогнутой). 
Обычно легче определить, является ли целевая функция выпуклой или 

вогнутой, чем доказать, что ОДР представляет собой выпуклое множество. 
Между тем выпуклость ОДР может быть установлена путем исследования 
функций, формирующих ограничения. В связи с этим ниже приводится пере-
чень соответствующих требований, проверка выполнения которых на практике 
не представляет больших трудностей. Для того чтобы установить эти требова-
ния, сформулируем задачу НП в общей постановке: 

z=f(X)→max (min) 
при ограничениях 

gi(X)≤0, i=1r, 

gi(X)≥0, i=r+1р, 

gi(X)=0, i=р+1т. 
При этом функция Лагранжа имеет вид 

L(X,λ)=f(X)-  



r

i
iii Sg

1

2)(X -  



p

ri
iii Sg

1

2)(X - 


m

pi
ii g

1

)(X , 
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где λi – множитель Лагранжа, ассоциированный с i-м ограничением. Требова-
ния, которые устанавливают достаточность условий Куна-Таккера, приведены в 
табл. 7.2. 

 
Таблица 7.2 

Требования достаточности условий Куна-Таккера 

Требуемые свойства Тип оптимизации 

f(X) gi(X) λi 

 
Максимизация 

 

 

Минимизация 

 
Вогнутая 

 
 

Выпуклая 

Выпуклая 
Вогнутая 

Линейная 
Выпуклая 

Вогнутая 
Линейная 

≥0                             (1≤i≤r) 
≤0                         (r+1≤i≤р) 

Нет огранич.     (р+1≤i≤т) 
≤0                             (1≤i≤r) 

≥0                         (r+1≤i≤р) 
Нет огранич.     (р+1≤i≤т) 

Табл. 7.2 не охватывает все случаи, упомянутые в табл. 7.1. Это связано с 
тем обстоятельством, что ОДР может быть выпуклой и, в то же время, не соот-
ветствовать перечисленным в табл. 7.2 требованиям к функциям. 

Требования, приведенные в табл. 7.2, обусловлены тем, что соответст-
вующие ограничения порождают вогнутую функцию Лагранжа L(X, S, λ) в слу-
чае максимизации и выпуклую функцию в случае минимизации. Справедли-
вость этого утверждения можно проверить непосредственно, учитывая сле-
дующий очевидный факт: если gi(Х) – выпуклая функция, то функция λigi(Х) 
оказывается выпуклой при λi>0 и вогнутой при λi<0. С помощью аналогичных 
рассуждений нетрудно обосновать все остальные требования. Следует особо 
отметить, что линейная функция по определению является как выпуклой, так и 
вогнутой. Заметим также, что функция -f – выпуклая, если функция f вогнутая, 
и наоборот. 
Пример 5. Рассмотрим следующую задачу 

z(X)= 2
3

2
2

2
1 xxx  →min 

при ограничениях  
g1(X)=2х1+х2-5≤0, g2(X)=х1+х3-2≤0, g3(X)=1-х1≤0, g4(X)=2-х2≤0, g5(X)=-х3≤0. 
Поскольку мы имеем дело с задачей минимизации, то λ≤0. Запишем: 

(λ1,λ2,λ3,λ4,λ5)≤0, (2х1, 2х2, 2х3)-(λ1,λ2,λ3,λ4,λ5)




























100
010
001
101
012

=0, 
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λ1g1=λ2g2=...=λ5g5=0, g(X)≤0.  
После упрощений получаем 

λ1,λ2,λ3,λ4,λ5≤0, 
2х1-2λ1-λ2+λ3=0, 2х2-λ1+λ4=0, 2х3-λ2+λ5=0, 

λ1(2х1+х2-5)=0, λ2(х1+х3-2)=0, λ3(1-х1)=0, λ4(2-х2)=0, λ5х3=0, 
2х1+х2≤5, х1+х3≤2, х1≥1, х2≥2, х3≥0, 

откуда х1=1, х2=2, х3=0, λ1=λ2=λ5=0, λ3=-2,λ4=-4. Т. к. и функция z(X), и ОДР 
g(X)≤0 являются выпуклыми, то функция L(X, S, λ) также должна быть выпук-
лой, и найденная стационарная точка определяет глобальный условный мини-
мум.  

К сожалению, данный пример показывает, что решение системы, порож-
денной условиями Куна-Таккера, сопряжено со значительными трудностями. 
Следовательно, описанный метод не подходит для численных расчетов. Для 
нелинейных задач с ограничениями в виде неравенств в общем случае нет дос-
таточных условий существования экстремума (подобных условиям для задач 
без ограничений и задач с ограничениями-равенствами). Таким образом, за ис-
ключением случаев перечисленных в табл. 7.1 и  случаев, когда такие условия 
можно установить заранее, не существует какого-либо приемлемого способа 
проверить, какой оптимум получен с помощью того или иного алгоритма не-
линейного программирования – локальный или глобальный. 
7.4. Квадратичное программирование. В ряде случаев теоретические по-
строения Куна-Таккера служат основой для создания эффективных алгоритмов. 
Хорошим примером использования необходимых условий Куна-Таккера явля-
ется квадратичное программирование, задача которого имеет вид:  

z=СX+XTDXmax (или min) 
при ограничениях 

АX≤b, X≥0, 
где 

X=(х1, …, хп)Т, С=(с1, …, сп), b=(b1, …, bm)Т, А=
















mnm

n

aa

aa

...
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1

111

, D=
















mnm

n

dd

dd

...
.........
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1

111

.  

Функция XTDX, где D – симметрическая матрица, является квадратичной 

формой, XTDX=
 

n

i

n

j
jiij xxd

1 1

. Матрица D будет отрицательно определённой в за-

даче максимизации и положительно определённой – в задаче минимизации. Это 
означает, что функция z является строго выпуклой по переменным X в случае 
задачи минимизации и строго вогнутой – в задаче максимизации. Ограничения 
в этой задаче предполагаются линейными, что гарантирует выпуклость ОДР. 

Решение данной задачи основано на использовании необходимых усло-
вий Куна-Таккера (7.9). Так как целевая функция z строго выпуклая (или вогну-
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тая) и ОДР задачи является выпуклым множеством, эти условия также и доста-
точны для установления наличия глобального оптимума. 

Задачу квадратичного программирования рассмотрим для случая, когда 
целевая функция подлежит максимизации. Изменение формулировки задачи 
при минимизации целевой функции является тривиальным. Общая постановка 
задачи имеет следующий вид. 

z=СX+XTDXmax 
при ограничениях 

G(X)= 







E
A X- 








0
b ≤0, 

где Е=
















1...0
.........
0...1

 – единичная матрица. Обозначим через λ=(λ1, λ2,…, λт)Т и 

μ=(μ1, μ2,…, μт)Т множители Лагранжа, соответствующие ограничениям АX-b≤0 
и -X≤0 соответственно. Применяя условия Куна-Таккера, получаем 

λ≥0, μ≥0, 
z-(λТ,μТ)G(X)=0, 

λi(bi-


n

j
jij xa

1

)=0, i=1m, 

μjхj=0, j=1п, 
АX≤b, -X≤0. 

Отсюда имеем 

z=С+2XTD, G(X)= 







E
A . 

Обозначим через S=b-АX≥0 вектор балансовых (остаточных) перемен-
ных. Тогда приведённые выше условия принимают следующий вид 

-2XTD+λТА-μТ=С, 
АX+S=b,  

μjхj=0=λiSi для всех i и j, 
λ, μ, X, S≥0. 

Т.к. DT=D, в результате транспонирования первой системы уравнений по-
лучим  

-2DX+АТλ-μ=СТ. 
Следовательно, необходимые условия могут быть записаны в виде  
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






 
E00A
0EA2D T



















S
μ
λ
Α

= 








b
CT

, 

μjхj=0=λiSi для всех i и j, 
λ, μ, X, S≥0. 

Все уравнения, за исключением μjхj=0=λiSi, являются линейными относи-
тельно переменных X, λ, μ и S. Следовательно, исходная задача сводится к на-
хождению решения системы линейных уравнений, удовлетворяющего допол-
нительным условиям μjхj=0=λiSi. Поскольку функция z строго вогнутая, а ОДР 
представляет собой выпуклое множество, допустимое решение, удовлетво-
ряющее всем этим условиям, должно быть единственным и оптимальным. 

Решение рассматриваемой системы находится путём реализации этапа 1 
М-задачи. При этом единственным ограничением является необходимость 
удовлетворения условий λiSi=0=μjхj. Выполнение этих условий означает, что ес-
ли переменная λi в базисном решении принимает положительное значение, то 
переменная Si не может быть базисной и принимать положительное значение. 
Аналогично переменные μjи jхj не могут одновременно принимать положитель-
ные значения. Этап 1 завершается обращением в нуль всех искусственных пе-
ременных только в том случае, когда исходная задача имеет непустое множест-
во допустимых решений.  
Пример 6. Рассмотрим следующую задачу  

z= 2
2

2
121 332 xxxx  →max 

при ограничениях  
2х1-х2≤6, х1+2х2≤10, х1≥0, х2≥0. 

■ Эту задачу можно записать в матричной форме  

z=(2;3) 








2

1

x
x +(х1,х2) 











30

01









2

1

x
x →max 

при ограничениях  








 
21
12










2

1

x
x ≤ 








10
6 , х1≥0, х2≥0. 

Условия Куна-Таккера принимают следующий вид. 
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






















10000021
01000012
00102160
00011202

































2

1

2

1

2

1

2

1

S
S

x
x






=


















10
6
3
2

. 

Начальная симплекс-таблица для этапа 1 строится путём введения в первые два 
уравнения искусственных переменных R1 и R2, столбцы которых в симплекс-
таблицах указывать не будем. Имеем первоначальную таблицу: 

                                                  Итерация 0 
БП х1 х2 λ1 λ2 μ1 μ2 S1 S2 Реш. Отн. 

R1 2 0 2 1 -1 0 0 0 2 – 

R2 0 6 -1 2 0 -1 0 0 3 1/2 

S1 2 -1 0 0 0 0 1 0 6 – 

S2 1 2 0 0 0 0 0 1 10 5 

Оц. -2 -6 -1 -3 1 1 0 0   

Поскольку μ2=0, вводимой в базис переменной может быть х2, при этом из 
числа базисных исключается R2. Получаем следующую симплекс-таблицу.  

                                                         Итерация 1 
БП х1 х2 λ1 λ2 μ1 μ2 S1 S2 Реш. Отн. 

R1 2 0 2 1 -1 0 0 0 2 1 

х2 0 1 -1/6 1/3 0 -1/6 0 0 1/2 – 

S1 2 0 -1/6 1/3 0 -1/6 1 0 13/2 13/4 

S2 1 0 1/3 -2/3 0 1/3 0 1 9 9 

Оц. -2 0 -2 -1 1 0 0 0   

Т.к. μ1=0, вводимой в базис переменной является быть х1, при этом из 
числа базисных исключается R1. Получаем следующую симплекс-таблицу.  

                                                         Итерация 2 
БП х1 х2 λ1 λ2 μ1 μ2 S1 S2 Реш. 

х1 1 0 1 1/2 -1/2 0 0 0 1 

х2 0 1 -1/6 1/3 0 -1/6 0 0 1/2 

S1 0 0 -13/6 -2/3 1 -1/6 1 0 9/2 

S2 0 0 -2/3 -7/6 1/2 1/3 0 1 8 

Итерация 2 даёт оптимальное решение рассматриваемой на этапе 1 зада-
чи. Т.к. искусственные переменные вышли из базиса, то полученное решение 
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х1=1, х2=1/2 являются допустимым. Оптимальное значение z вычисляется под-
становкой полученного решения в выражение для целевой функции исходной 
задачи и равняется 7/4.                                                                                            ● 
7.5. Дробно-линейное программирование. 
7.5.1. Математическая модель задачи. Дробно-линейное программирование 
(ДЛП) относится к нелинейному программированию, так как имеет целевую 
функцию, заданную в нелинейном виде. 

Задача ДЛП в общем виде записывается следующим образом: 

z=
0

1

0
1

n

j j
j
n

j j
j

e x e

f x f












→max (min) 

при ограничениях: 

1

n

ij j
j

a x

 =bi, i=1, 2, …, m, 

xj≥0, j=1, 2, …, n, 

где ej, fj, bi, aij – постоянные коэффициенты и 
1

n

j j
j

f x

 +f0≠0. 

Рассмотрим задачу ДЛП в виде 

z= 1 1 2 2

1 1 2 2

e x e x
f x f x




→max (min)                              (7.10) 

при ограничениях: 

1 1 2 2

1 2

, 1, 2,..., ,
0, 0.

i i ia x a x b i m
x x

  
  

                            (7.11) 

Будем считать, что f1x1+f2x2≠0. 
Для решения этой задачи найдем область допустимых решений, опреде-

ляемую ограничениями (7.11). Пусть эта область не является пустым множест-
вом. 

Из выражения (7.10) найдем х2: zf1x1+zf2x2=e1x1+e2x2, x2(zf2-e2)=x1(e1-zf1),  

x2= 1 1

2 2

e zf
zf e



x1, x2=kx1, где k= 1 1

2 2

e zf
zf e



. 

 

Прямая x2=kx1 проходит через начало координат. 
При некотором фиксированном значении z угловой ко-
эффициент k прямой тоже фиксирован и прямая займет 
определенное положение. При изменении значений z 
прямая x2=kx1 будет поворачиваться вокруг начала коор-
динат (рис. 7.1). 
Установим, как будет вести себя угловой коэффициент k 

Рис. 7.1. Графическое 

х2 

х1 О 

z1 

z2 
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при монотонном возрастании z. Найдем производную от k 
по z: 

представление задачи 
ДЛП 

dk
dz

=k'= 1 2 2 2 1 1
2

2 2

( ) ( )
( )

f zf e f e zf
zf e

   


= 1 2 2 1
2

2 2( )
f e f e
zf e




. 

Знаменатель производной всегда положителен, а числитель от z не зависит.  

    
Рис. 7.2. ОДР огра-
ничена, оба экстре-
мума существуют 

Рис. 7.3. ОДР неог-
раничена, оба экс-

тремума существуют 

Рис. 7.4 ОДР неогра-
ничена, один экстре-

мум существует 

Рис. 7.5 ОДР неогра-
ничена, оба экстрему-

ма не существуют 

Следовательно, производная имеет постоянный знак, и при увеличении z угло-
вой коэффициент будет только возрастать или только убывать, а прямая будет 
поворачиваться в одну сторону. Если угловой коэффициент прямой имеет по-
ложительное значение, то прямая вращается против часовой стрелки, при отри- 
цательном значении k – по часовой стрелке. Установив направление вращения, 
находим вершину или вершины многогранника, в которых функция принимает 
mах(min) значение, либо устанавливаем неограниченность целевой функции 
задачи. При этом возможны следующие случаи. 
1.Область допустимых решений ограничена, максимум и минимум достигаются 
в ее угловых точках (рис. 7.2). 
2.Область допустимых решений не ограничена, однако существуют угловые 
точки, в которых целевая функция принимает максимальное и минимальное 
значения (рис. 7.3). 

3. Область допустимых решений не ограничена, имеется один из экстрему-
мов. Например, минимум достигается в одной из вершин области и имеет так 
называемый асимптотический максимум (рис. 7.4). 

4. Область допустимых решений не ограничена. Максимум и минимум явля-
ются асимптотическими (рис. 7.5). 
Алгоритм решения 

1. Находим область допустимых решений. 
2. Определяем угловой коэффициент k и устанавливаем направление пере-

мещения целевой функции. 
3. Находим точку mах (min) целевой функции или устанавливаем неразре-

шимость задачи. 
7.5.2. Экономическая интерпретация задач ДЛП. Математическая модель 
задачи ДЛП может быть использована для определения рентабельности затрат 
на производство изделий, рентабельности продаж, затрат в расчете на рубль 
выпускаемой продукции, себестоимости изделий. 

х2 

х1 О zmin 

zmax 

х2 

х1 О zmin 

zmax 

х2 

х1 О zmin 

zmax 

х2 

х1 О zmin 

zmax 
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Обозначим:  
rj – прибыль предприятия от реализации единицы изделия j-го вида; 
хj – количество выпущенной продукции j-го вида;  
sj – цена единицы продукции j-го вида;  
сj – себестоимость производства единицы изделия j-го вида; 
dj – затраты на производство одного изделия j-го вида.  

Задача рентабельности затрат (Рз) на производство изделий имеет вид 

z=Рз= 1

1

n

j j
j
n

j j
j

r x

c x








→max. 

Задача рентабельности продаж (Рп) имеет вид  

z=Рп= 1

1

n

j j
j
n

j j
j

r x

s x








→max. 

Задача определения затрат в расчете на рубль (Зр) товарной продукции 
записывается в виде 

z=Зр= 1

1

n

j j
j
n

j j
j

c x

s x








→min. 

Задача нахождения себестоимости изделия (Си) записывается как 

z=Си= 1

1

n

j j
j

n

j
j

d x

x








→min. 

Указанные математические модели имеют системы ограничений в зависимости 
от условий задачи. 
7.5.3. Применение задачи ДЛП для определения себестоимости изделий. 
Рассмотрим использование ДЛП для нахождения себестоимости изделий. 
Пример 7. Для производства двух видов изделий А и В предприятие использует 
три типа технологического оборудования. Каждое из изделий должно пройти 
обработку на каждом из типов оборудования. Время обработки каждого из из-
делий, затраты, связанные с производством одного изделия, даны в табл. 1. 

Оборудование I и III типов предприятие может использовать не более 26 
и 39 ч соответственно, оборудование II типа целесообразно использовать не 
менее 4 ч. 
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Определить, сколько изделий каждого вида следует изготовить предпри-
ятию, чтобы средняя себестоимость одного изделия была минимальной. 

Таблица 7.2 
Условия задачи 

Затраты времени на обработку 
одного изделия, ч 

 
Тип оборудования 

А В 

I 
II 
III 

2 
1 

12 

8 
1 
3 

Затраты на производство одного изделия, т. р. 2 3 

■ Составим математическую модель задачи. Пусть х1 – количество изделий ви-
да А, которое следует изготовить предприятию, х2 – количество изделий вида В. 
Общие затраты на их производство составят (2х1+3х2) тыс. р., а средняя себе-
стоимость одного изделия будет равна 1 2

1 2

2 3x x
x x



. Математическая модель задачи 

 

примет вид 

z= 1 2

1 2

2 3x x
x x



→min 

при ограничениях 
2x1+8x2≤26, 

x1+x2≥4, 
12x1+3x2≤39, 

x1≥0, x2≥0. 
ОДР – треугольник АВС (рис. 7.6). 
Найдем х2: 

x2=kx1, 
Рис. 7.6. ОДР в примере 7. 

где k= 1 1

2 2

e zf
zf e



= 2
3
z

z



. Тогда k'= 1 2 2 1
2

2 2( )
f e f e
zf e




= 2

1
( 3)z 

.Так как k'>0, то функция k= 2
3
z

z



 

возрастает. Это соответствует вращению прямой против часовой стрелки. Сле-
довательно, в точке С (рис. 7.6) целевая функция будет иметь наименьшее зна-
чение (глобальный минимум). Найдем координаты точки С. Решая систему 

1 2

1 2

12 3 39,
4,

x x
x x
 

  
 

получим x1=3, x2=1, т.е. С(3,1), Хопт=(3,1), z=9/4. 

х2 

х1 

А 

О 

B 

1 

1 C 

(1) (2) 

(2) 
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Значит, предприятию следует выпускать 3 изделия вида А и 1 изделие ви-
да В. При этом средняя себестоимость одного изделия будет минимальной и 
равной 2,25 тыс. р.                                                                                               ● 
7.5.4. Сведение экономико-математической модели ДЛП к задаче линейно-
го программирования. Задачу ДЛП можно свести к задаче линейного про-
граммирования и решить симплексным методом. 

Обозначим 

у0=
0

1

1
n

j j
j

f x f



 

при условии 

1

n

j j
j

f x

 +f0≠0 

и введем новые переменные уj=у0xj. 
Тогда задача примет вид 

z=
1

n

j j
j

e y

 →max (min) 

при ограничениях: 

1

n

ij j
j

a y

 -biу0=0, 

1

n

j j
j

f y

 =1, 

уj≥0, у0>0, i=1, 2, …, m, j=1, 2, …, n. 
После нахождения оптимального решения полученной задачи, используя 

вышеуказанные соотношения, найдем оптимальное решение исходной задачи 
ДЛП. 
Пример 8. Дана задача ДЛП 

z= 1 2

1 2

2
2 1

x x
x x


 

→max 

при ограничениях 
x1-2x2+x3=2, 
2x1+x2+x4=6, 

xj≥0, j=1, 2, 3, 4. 

■ Обозначим: x1+2x2+1=
0

1
y

, у0>0, x1у0=у1, x2у0=у2, x3у0=у3, x4у0=у4, тогда  

z=2x1у0-х2у0. Преобразуем систему ограничений, умножив обе части всех огра-
ничений на у0, и перейдем к переменным у0, у1, у2, у3, у4. Задача примет вид 

z=2у1-у2→max 
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при ограничениях 
-2у0+у1-2у2+у3=0, 
-6у0+2у1+у2+у4=0, 

у0+у1+2у2=1, 
уj≥0, j=1, 2, 3, 4, у0>0. 

Запишем задачу в канонической форме: 
z-2у1+у2=0, 

-2у0+у1-2у2+у3=0, 
-6у0+2у1+у2+у4=0, 
у0+у1+2у2+R1=1, 

уj≥0, j=1, 2, 3, 4, у0>0, R1≥0. 
Базисные переменные: у3, у4, R1. Свободные переменные: у0, у1, у2. 

Итерация 0 Итерация 1 

БП у0 у1 у2 у3 у4 Реш. Отн.

z 0 -2 1 0 0 0 – 

у3 -2 1 -2 1 0 0 – 

у4 -6 2 1 0 1 0 – 

R1 1 1 2 0 0 1 1 

Оц. 1 1 2 0 0   
 

БП у0 у1 у2 у3 у4 Реш.Отн. 

z 0 -2 1 0 0 0 – 

у3 0 3 2 1 0 2 2/3 

у4 0 8 13 0 1 6 3/4 

у0 1 1 2 0 0 1 1 
 

Итерация 2 

БП у0 у1 у2 у3 у4 Реш. 

z 0 0 7/3 2/3 0 4/3 

у1 0 1 2/3 1/3 0 2/3 

у4 0 0 2/3 -8/31 2/3 

у0 1 0 4/3 -1/30 1/3  

Получили 
Yопт=(1/3, 2/3, 0, 0, 2/3),  
тогда  

x1= 1

0

y
y

=2, x2= 2

0

y
y

=0, x3= 3

0

y
y

=0, x4= 4

0

y
y

=2, 

Xопт=(2, 0, 0, 2), zmax=4/3.                   ● 

7.6. Графический метод решения задач нелинейного программирования. 
Так же как и в задачах ЛП, задачи с двумя переменными могут быть решены 
графически. 
Пример 9. Найдём экстремумы функции z=x1+2x2 при ограничениях  

2
2

2
1 xx  ≤9, х1≥0, х2≥0. 
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Проведём вектор ОB


=с=(λ;2λ) (где λ – любое положительное число), перпенди-
кулярный к каждой из линий уровня. Минимум достигается в точке О(0;0), а 
максимум в точке А касания окружности и вектора ОB


. Прямая ОА проходит 

через начало координат перпендикулярно прямым (1). Поэтому её уравнение 

x2=2x1. Решаем систему 







,2
,9

12

2
2

2
1

xx
xx  откуда находим x1= 5

53 , x2=
5

56 , zmax=3 5 .● 

Пример 10. Решим задачу нахождения экстремумов функции 
z= 2

2
21

2
1 12620 xxxx    

при ограничениях x1+x25, 2x1+x28, x1≥0, x2≥0. 
■ Выделим полные квадраты в выражении для функции z: 

z= )363662()9932(20 2
2
21

2
1  xxxx = 36)6(9)3(20 2

2
2

1  xx = 

уравнение которой x1+x2=5, и перпендикуляра к этой прямой, проведённого из 
точки О1. Т.к. угловой коэффициент прямой x1+x2=5 равен -1, то угловой коэф-
фициент перпендикуляра О1Е равен 1. Из уравнения прямой, проходящей через 
данную точку О1 с угловым коэффициентом 1, получим x2-6=x1-3, откуда  

x1-x2=-3. Решая систему 







,3
,5

21

21

xx
xx  находим координаты точки Е: x1=1, x2=4, 

при этом zmax=21.                                                                                                      ● 
Пример 11. Решим задачу нахождения экстремумов функции 

■ ОДР – часть окружности с радиу-
сом 3, которая расположена в 1-й 
четверти (рис. 7.7). Линиями уровня 
целевой функции являются парал-
лельные прямые  

x2=-
2
1 x1+С                               (1) 

с угловым коэффициентом -
2
1 .  

Рис. 7.7. ОДР из примера 9 

=25-(x1-3)2-(x2-6)2. 
ОДР – 4-угольник ОАВD (рис. 7.8). 
Линиями уровня целевой функции 
являются концентрические окружно-
сти с центром в точке О1(3;6) при 
z25. Минимум находится в точке 
О(0;0) как самой удалённой от точки 
О1, и равен  zmin=-20. Максимум на-
ходится в точке Е, как самой бли-
жайшей к О1 точки ОДР. Точка Е на-
ходится на пересечении прямой АВ,  

 
Рис. 7.8. ОДР из примера 10 
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z= 2
2
21

2
1 41453 xxxx    

при ограничениях x1x2≥5, 0x15, 0x25. 
■ Выделим полные квадраты в выражении для функции z: 

z= )4422()494972(53 2
2
21

2
1  xxxx =(x1-7)2+(x2-2)2. 

7.7. Определение безусловных и условных экстремумов в задачах матема-
тического программирования с помощью MathCAD. Задачи поиска экстре-
мума функции означают нахождение ее максимума (наибольшего значения) 
или минимума (наименьшего значения) в некоторой области определения ее ар-
гументов. Ограничения значений аргументов, дающих эту область, как и про-
чие дополнительные условия, должны быть определены в виде системы нера-
венств и (или) уравнений. В таком случае говорят о задаче на условный экс-
тремум. 

Для решения задач поиска максимума и минимума в MathCAD имеются 
встроенные функции Minerr, Minimize и Maximize.  

Поиск экстремума функции включает в себя задачи нахождения локаль-
ного и глобального экстремума. Последние называют еще задачами оптимиза-
ции. Рассмотрим конкретный пример функции f(x), показанной графиком на 
рис. 7.10 на интервале (-2;5). Она имеет глобальный максимум на левой грани-
це интервала, глобальный минимум, локальный максимум, локальный минимум 
и локальный максимум на правой границе интервала (в порядке слева направо). 

В MathCAD с помощью встроенных функций решается только задача по-
иска локального экстремума. Чтобы найти глобальный максимум (или мини-
мум), требуется либо сначала вычислить все их локальные значения и потом 
выбрать из них наибольшее (наименьшее), либо предварительно просканиро-
вать с некоторым шагом рассматриваемую область, чтобы выделить из нее по-
добласть наибольших (наименьших) значений функции и осуществить поиск 
глобального экстремума, уже находясь в его окрестности. Последний путь таит 
в себе некоторую опасность уйти в зону другого локального экстремума, но 
часто может быть предпочтительнее из соображений экономии времени. 

ОДР – фигура АВD (рис. 7.9), ограни-
ченная гиперболой x1x2=5 (кривая 
АD) и двумя прямыми АВ и ВD. Ли-
ниями уровня целевой функции яв-
ляются концентрические окружности 
с центром в точке О1(7;2) (при z>0). 
Максимум находится в точке А(1;5) 
как самой удалённой от точки О1, и 
равен zmax=45. Минимум находится в 
точке Е(5;2), как самой ближайшей к 
О1 точки ОДР, и равен zmin=4.           ●  

Рис. 7.9. ОДР из примера 10 

х2 

х1 

А 

О 

B 

1 

1 D 

О1 E 



 93 

5 0

0

5050

30

f x( )

25 x  
Рис. 7.10. График функции 

f(x)=x4+5х3-10х 

Для поиска локальных экстремумов 
имеются две встроенные функции, которые 
могут применяться как в пределах вычисли-
тельного блока, так и автономно. 

– Minimize (f,х) – вектор значений аргу-
ментов, при которых функция f достигает 
минимума; 

– Maximize (f,x) – вектор значений аргу-
ментов, при которых функция f достигает 
максимума. 

Здесь f(x) – функция; x=(x1,...,хм) – аргументы, по которым производится мини-
мизация (максимизация).   

Всем аргументам функции f предварительно следует присвоить некото-
рые значения, причем для тех переменных, по которым производится миними-
зация, они будут восприниматься как начальные приближения. Примеры вы-
числения экстремума функции одной переменной (рис. 7.10) без дополнитель-
ных условий показаны на рис. 7.11 – 7.12. Поскольку никаких дополнительных 
условий в них не вводится, поиск экстремумов выполняется для любых значе-
ний х от - до +.                                   

f x( ) x4 5 x3 10 x    x 1  
Minimize f x( ) 3.552  
x 1   Minimize f x( ) 0.746  

Рис. 7.11. Минимум функции одной пере-
менной 

f x( ) x4 5 x3 10 x             x 1  
Maximize f x( ) 0.944  
x 10   Maximize f x( ) Maximize f x( )   

Рис. 7.12. Максимум функции одной пере-
менной 

Как видно из рисунков, существенное влияние на результат оказывает 
выбор начального приближения, в зависимости от чего в качестве ответа выда-
ются различные локальные экстремумы. В последнем случае численный метод 
вообще не справляется с задачей, поскольку начальное приближение х=-10 вы-
брано далеко от области локального максимума, и поиск решения уходит в сто-
рону увеличения f(х), т. е. расходится к х. 

В задачах на условный экстремум функции минимизации и максимиза-
ции должны быть включены в вычислительный блок, т. е. им должно предше-
ствовать ключевое слово Given. В промежутке между Given и функцией поиска 
экстремума с помощью булевых операторов записываются логические выраже-
ния (неравенства, уравнения), задающие ограничения на значения аргументов 
минимизируемой функции. На рис. 7.13 показаны примеры поиска условного 
экстремума на различных интервалах, определенных неравенствами. Сравним 
результаты работы этого рисунка с двумя предыдущими. He следует забывать о  
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f x( ) x4 5 x3 10 x   x 1  
Given 5 x 2   
Minimize f x( ) 3.552  
x 1  Given   x 0   
Minimize f x( ) 0.746  
x 10  Given  3 x 0   
Maximize f x( ) 0.944  
Рис. 7.13. Три примера поиска ус-

ловного экстремума функции 

важности выбора правильного начального при-
ближения и в случае задач на условный экстре-
мум. Например, если вместо условия -3<х<0 в 
последнем примере рисунка задать -5<х<0, то 
при том же самом начальном х=-10 будет най-
ден максимум Maximize (f,x) =-0.944. Это не-
верно, поскольку максимальное значение дос-
тигается функцией f(x) на левой границе интер-
вала при х=-5. Выбор начального приближения 
х=-4 решает задачу правильно, выдавая в каче- 

стве результата Maximize(f,х)=-5. 
Вычисление экстремума функции многих переменных не несет принци-

пиальных особенностей по сравнению с функциями одной переменной. Поэто-
му ограничимся примером (рис. 7.14) нахождения максимума функции двух 
переменных для следующей задачи:  

A

6

5

3

3

10

12













  

B

700

900

900













  
x

1

1









  

c 3 9( )    ORIGIN 1    z x( ) c x   
z x( ) 12    

Given 
x 0   x1 70   A x B    X Maximize z x( )  

X
70

55









  z X( ) 705  

Рис. 7.14. Экстремум функции двух переменных 

Пример 12. z=3x1+9x2max 
        6x1+3x2≤700, 
        5x1+10x2≤900,   (7.9) 
        3x1+12x2≤900,  

                  x1≥70, x2≥0. 
■ На рис. 7.14 c – коэффици-
енты целевой функции, А и В 
– матрицы левых и правых 
частей ограничений системы 
неравенств (1).                        ● 

Поиск минимума можно 
организовать и с помощью функции Minerr.  

Решение задачи нелинейного программирования принципиально не отли-
чается от нахождения решения задачи линейного программирования, приве-
дённого на рис. 7.14. Изменится лишь форма записи ограничений в блоке 
Given. 
 

Упражнения 
Для задач 7.1–7.40: 

1) составить математическую модель задачи применительно к числовым 
данным выполняемого варианта; 
2) решить полученную задачу с помощью MathCAD как задачу нелинейного 
программирования; 
3) графическим методом решить полученную задачу и сформулировать от-
вет в экономических терминах в соответствии с условиями задачи.  

Формулировка задачи. Предприятие выпускает изделия А и В, при изго-
товлении которых используется сырьё S1 и S2. Известны запасы bi (i=1,2) сырья, 
нормы aij (j=1,2) его расхода на единицу изделия, плановая себестоимость 0

jc  и 
оптовые цены рj. Как только объём выпускаемой продукции перестаёт соответ-
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ствовать оптимальным размерам предприятия, дальнейшее увеличение выпуска 
хj ведёт к повышению себестоимости продукции, и в первом приближении фак-
тическая себестоимость сj описывается функцией сj= 0

jc +схj, где с – некоторая 
постоянная величина. При поиске плана выпуска изделий, обеспечивающего 
предприятию наивысшую прибыль в условиях нарушения баланса между объё-
мом выпуска и оптимальными размерами предприятия, целевая функция при-
нимает вид  

z=(р1-( 0
1c +сх1))х1+(р2-( 0

2c +сх2))х2,  
а ограничения по сырью  

a11х1+a12х2≤b1, 
a21х1+a22х2≤b2, 

х1≥0, х2≥0 
(нормы расхода сырья aij от хj не зависят).  

Все необходимые числовые данные указаны в таблице. 
№№ b1 b2 a11 a12 a21 a22 р1 р2 0

1c  0
2c  с 

1 90 88 13 6 8 11 12 10 7 8 0,2 
2 30 60 5 2 8 11 8 7 6 4 0,1 
3 60 10 11 8 1 2 10 11 7 9 0,1 
4 14 42 1 4 7 3 15 13 14 11 0,2 
5 7 10 1 1 1 2 12 11 9 10 0,2 
6 51 105 5 13 15 7 15 13 13 10 0,1 
7 40 84 4 7 12 7 11 17 9 14 0,2 
8 13 10 2 3 2 1 14 16 12 13 0,2 
9 72 10 9 8 1 2 23 19 20 13 0,3 

10 84 31 7 12 5 3 21 27 15 24 0,3 
11 15 52 2 1 4 13 8,6 5,4 5 4,6 0,2 
12 22,5 104 3 1,5 8 26 5 4 2,25 3,25 0,125 
13 30 102 4 2 6 17 12 14 8 12 0,2 
14 51 105 3 8,5 14 7 12 8 5 4,5 0,25 
15 45 136 6 3 8 17 13 12 7,4 7,2 0,4 
16 7,5 68 1 0,5 7 8,5 12,75 16 10 14 0,125 
17 60 125 8 4 11 15 8 9 4,8 5,4 0,2 
18 12 82,5 1,6 0,8 5,5 7,5 17 22,5 11 17 0,25 
19 75 228 10 5 12 19 12 20 6,4 11,2 0,4 
20 37,5 114 5 2,5 6 9,5 15,5 21,75 12,75 18,5 0,125 
21 90 260 12 6 13 20 6 8 3,6 2,8 0,2 
22 22,5 130 3 1,5 6,5 10 17 18,5 12 11 0,25 
23 12 60 1 2 10 6 5 8 2,6 2,4 0,4 
24 18 30 1,5 3 5 3 6,25 6,25 5 4 0,125 
25 24 80 2 4 10 8 21 18,6 19 16,2 0,2 
26 30 40 2,5 5 5 4 4 7 1 3 0,25 
27 36 10 3 6 1 1 8 6 2,4 2 0,4 
28 42 20 3,5 7 2 2 4 2,25 2 0,5 0,125 
29 48 140 4 8 14 10 15,6 23,8 12 22,2 0,2 
30 54 70 4,5 9 7 5 9 5 4 2 0,25 
31 52 15 4 13 2 1 6,46 9,6 5,6 6 0,2 
32 104 22,5 8 26 3 1,5 5 6 4,25 3,25 0,125 
33 5 30 0,5 1 5,5 4 9 8 6 6 0,1 
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34 42 7 7 3 0,5 2 12 14 11 12 0,2 
35 5 7 0,5 1 1 1 11 12 8 11 0,2 
36 105 51 15 7 5 13 10 10 8 7 0,1 
37 125 60 11 15 8 4 7 8 3,8 4,4 0,2 
38 82,5 12 5,5 7,5 1,6 0,8 10 10 4 4,5 0,25 
39 228 75 12 19 10 5 8 16 2,4 7,2 0,4 
40 114 37,5 6 9,5 5 2,5 10 10,25 7,25 7 0,125 

В задачах 7.41–7.50: 
даны линейная целевая функция и нелинейная система ограничений. Найти гло-
бальные экстремумы функции. 

При этом в №№7.41–7.45 задача имеет вид 
z=c1х1+c2х2, 

2
2

2
1 xx  ≤b1, 

х1≥0, х2≥0; 
а в №№7.46–7.50 – вид 

z=c1х1+c2х2, 
х1х2≤b1, 
х1≤b2,  
х2≤b3, 

х1≥0, х2≥0. 
Значения коэффициентов целевых функций и систем ограничений при-

ведены в таблице. 
№ задачи Значения 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
с1 3 2 -2 3 -2 1 2 -3 1 -2 
c2 4 3 -1 2 -3 2 3 -2 2 -1 
b1 25 16 36 9 4 3 2 5 4 2 
b2 – – – – – 4 6 5 7 8 
b3 – – – – – 5 7 4 5 6 

В задачах 7.51–7.60: 
даны нелинейная целевая функция и линейная система ограничений. Найти гло-
бальные экстремумы функции графическим методом. 

Математическая модель задачи:  
z=(х1+а1)2+(х2+b1)2, 

а11х1+а12х2≤b2, 
а21х1+а22х2≤b3, 

х1≥0, х2≥0. 
Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений приведены в 
таблице. 

№ задачи  
Значения 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
a1 -4 -2 -1 -1 -4 -1 -1 -6 -2 -1 

b1 -5 -6 -1 -2 -3 -1 -3 -2 -2 1 
a11 -4 5 -4 5 8 5 8 5 7 7 
a12 -5 2 5 2 3 3 3 3 6 6 
b2 -20 20 -20 20 24 15 24 15 42 42 
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a21 2 1 2 1 7 3 7 3 -2 -2 
a22 3 2 3 2 4 5 4 5 3 3 
b3 30 10 30 10 28 15 25 15 -6 -6 

В задачах 7.61–7.70: 
даны нелинейная целевая функция и нелинейная система ограничений. Найти 
глобальные экстремумы функции. 

При этом в №№7.61–7.65 принять математическую модель задачи вида 
z=(х1+а1)2+(х2+b1)2 

х1х2≤b2, 
х1≤b3, 
х2≤b4, 

х1≥0, х2≥0; 
в №№7.66–7.70 – вида 

z=(х1+а1)2+(х2+b1)2 
2
2

2
1 xx  ≤b2, 
х1≤b3, 
х2≤b4, 

х1≥0, х2≥0. 
Значения коэффициентов целевой функции и системы ограничений приведены в 
таблице. 

№ задачи Значения 
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

a1 -1 1 -2 -1 2 -2 1 -1 -2 0 
b1 1 -2 1 -1 2 -1 -1 1 0 -2 
b2 4 5 6 3 2 16 25 36 4 9 
b3 5 6 5 4 6 3,5 4,5 5,5 6,5 2,8 
b4 6 5 4 5 3 3,5 4,5 5,5 6,5 2,8 
 
Задачи дробно-линейного программирования 7.71-7.80. 
Формулировка задачи. Для производства двух изделий P1 и P2 предприятие ис-
пользует три типа технологического оборудования. Каждое из изделий долж-
но пройти обработку на данном типе оборудования. Время обработки каждо-
го из изделий, затраты, связанные с производством одного изделия, даны в 
таблице. 

Оборудование 1-го и 3-го типов предприятие может использовать не 
менее b1 и b3 ч. соответственно, оборудование 2-го типа – не более b2 ч. 

Определить, сколько изделий следует изготовить предприятию, чтобы 
средняя себестоимость одного изделия была минимальной. 

Затраты времени на обработку одного изде-
лия, ч. 

 
Тип оборудования 

P1 P2 
1 
2 
3 

а11 
а21 
а31 

а12 
а22 
а32 

Затраты на производство одного изделия, тыс. 
руб. 

сl с2 
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Значения коэффициентов условия задачи 
№ задачи  

Значения 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 
с1 2 1 4 2 3 4 3 4 5 2 
с2 1 3 1 4 1 2 5 3 2 5 
а11 4 1 4 3 6 10 8 1 4 6 
а12 12 12 7 8 8 8 4 11 16 12 
b1 48 12 28 24 48 80 32 11 32 70 
а21 5 4 10 1 9 6 5 6 5 9 
а22 10 10 5 1 6 12 9 4 7 8 
b2 50 40 45 5 54 72 45 24 35 72 
а31 1 8 11 8 1 14 2 10 7 10 
а32 1 5 2 2 8 3 10 1 2 1 
b3 6 30 22 16 8 42 20 10 14 12 

 
§8. Транспортная задача по критерию стоимостей 
8.1. Постановка транспортной задачи в матричной форме. Закрытая и от-
крытая транспортная задача. Рассмотрим решение транспортной задачи (ТЗ) 
по критерию стоимостей, экономико-математическая постановка которой при-
ведена в задаче 2 §6.1. 

Пусть некоторый однородный товар (кирпич, пиломатериалы и т.п.) хра-
нится на m пунктах отправления Аi (i=1m) и требуется в n пунктах назначения 
Вj (j=1n). Известны следующие параметры: аi – запас товара на i-м пункте от-
правления; bj – потребность в товаре в j-м пункте назначения; сij – стоимость 
перевозки единицы товара из i-го пункта отправления склада в j-й пункт назна-
чения. Предполагается, что стоимость перевозки произвольного количества то-
вара пропорциональна этому количеству. Требуется составить план перевозок 
товара так, чтобы удовлетворить потребности при имеющихся запасах, обеспе-
чив при этом наименьшую суммарную стоимость перевозок. 

Обозначим через хij количество товара, перевозимого из i-го пункта от-
правления в j-й пункт назначения. Стоимость перевозки товара из Аi в Вj соста-

вит сijхij, а суммарная стоимость перевозок есть 
 

m

i

n

j
ijij xc

1 1

. Следовательно, 

z=
 


m

i

n

j
ijij xc

1 1

min .                                                          (8.1) 

Далее, все запасы из пункта Аi должны быть вывезены, т.е. 

i

n

j
ij ax 

1

, i=1m.                                                           (8.2) 

Все потребности пункта Вj должны быть удовлетворены, т.е. 

j

m

i
ij bx 

1
, j=1n.                                                           (8.3) 

Естественно предполагать также, что 
                         хij0, i=1m, j=1n.                                                          (8.4) 
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Т.о., математическая модель ТЗ состоит в определении неотрицательно-
го плана перевозок Х=(хij), для которого выполняются условия (8.2) и (8.3), а 
целевая функция (8.1) принимает наименьшее значение. Матрица Х=(хij)m×n на-
зывается матрицей перевозок.                  

Для наглядности условия ТЗ можно представить таблицей (табл. 8.1).  
                                  Таблица 8.1 

Условия транспортной задачи 
Bj 

Аi 
B1 B2 … Bп 

А1 с11
х11 

с12 
x12 

… с1п
x1n 

А2 c21
x21 

c22 
x22 

… c2п
x2n 

… … … … … 

Ат cm1
xm1 

cm2 
xm2 

… cmn
xmn 

Здесь в 1-й строке показаны потребности пунктов назначения Вj (j=1n), в 
1-м столбце – запас товара в пунктах отправления Аi (i=1m). В каждой ячейке 
(i,j) в верхнем левом углу приведены стоимости перевозки единицы товара сij, а 
в центре – количество товара, перевозимого из i-го пункта отправления в j-й 
пункт назначения хij. 

Если сумма всех запасов равна сумме всех заявок, т.е.        




m

i 1
аi=



n

j 1

bj,                                                                            (8.5) 

то мы имеем ТЗ закрытого типа.  
Определение 1. Всякое неотрицательное решение систем линейных уравнений 
(8.2), (8.3), определяемое матрицей перевозок Х, называется планом ТЗ. 
Определение 2. План Х*, при котором функция (8.1) принимает своё минималь-
ное значение, называется оптимальным планом ТЗ. 
Теорема 8.1. Для того, чтобы ТЗ имела допустимые планы, необходимо и дос-
таточно, чтобы выполнялось равенство (8.5). 
■ Необходимость. Просуммируем равенства (8.2) по всем j от 1 до п, а равенст-
ва (8.3) по всем i от 1 до т: 

1 1

n m

ij
j i

x
 
 =

1

n

j
 bj, 

1 1

m n

ij
i j

x
 
 =

1

m

i
 аi. 
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При этом суммируются все переменные хij как по строкам, так и по столбцам 
как в первом равенстве, так и во втором, поэтому левые части равенств равны, 

1 1

n m

ij
j i

x
 
 =

1 1

m n

ij
i j

x
 
 , а тогда равны и правые: 

1

n

j
j

b

 =

1

m

i
i

a

 . 

Достаточность. Обозначим 
1

n

j
j

b

 =

1

m

i
i

a

 =α. Пусть  

хij= i ja b


.                                                     (8.6) 

Так как аi0, bj0, то α>0, а поэтому хij0, i=1m, j=1n. Следовательно, выпол-
нены ограничения (8.4) ТЗ. Далее, просуммируем равенства (8.6) по i от 1 до m: 

1

m

i
 хij=

1

m

i
 i ja b


= jb
 1

m

i
 аi=bj, j=1n, 

то есть выполнены ограничения (8.3) ТЗ. Аналогично, просуммировав равенст-
ва (8.6) по j от 1 до п, получим выполнение ограничений (8.2) ТЗ.                   ● 

В случае если сумма запасов не равна сумме потребностей (заявок), име-
ем задачу открытого типа. Если сумма заявок превышает сумму запасов, вво-
дится фиктивный поставщик Ат+1, «запас» которого равен разности между 

суммой заявок и суммой запасов: ат+1=


n

j 1

bj-


m

i 1
аi. В случае, когда сумма запа-

сов превышает сумму заявок, вводится фиктивный потребитель Вп+1, «заявка» 
которого равна разности между суммой запасов и суммой заявок:  

bп+1=


m

i 1
аi-



n

j 1

bj. 

Стоимости всех фиктивных перевозок полагают равными нулю. Таким образом, 
задача открытого типа легко сводится к задаче закрытого типа. 

Поскольку ТЗ транспортная задача является задачей линейного програм-
мирования, она может быть решена симплекс-методом. Но в силу специфики 
задачи (каждая переменная входит лишь в два уравнения системы (8.2), (8.3) и 
коэффициенты при переменных равны единице) оптимальный план ТЗ может 
быть получен путем некоторых преобразований транспортной таблицы. Как и в 
общем случае, оптимальный план ищется среди опорных решений.  

Число переменных хij в ТЗ с m пунктами отправления и n пунктами назна-
чения равно mn, а число уравнений в системах (8.2) и (8.3) равно m+n. Т.к. в за-
крытой ТЗ выполняется условие (8.5), то число линейно-независимых уравне-
ний равно m+n-1. Следовательно, опорный план ТЗ может иметь не более m+n-
1 отличных от нуля переменных. Это – базисные переменные. 

Если в опорном плане число отличных от нуля переменных равно в точ-
ности равно m+n-1, то план является невырожденным, а если меньше – то вы-
рожденным.  
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8.2.Нахождение начального опорного плана. Для определения опорного пла-
на существует несколько методов. Рассмотрим два из них – метод северо-
западного угла и метод минимальной стоимости. 

В методе северо-западного угла (МСЗУ) будем распределять товар, начи-
ная с левой верхней клетки (1,1) и полагая х11=min(a1,b1) (табл.8.1). Если a1>b1, 
то х11=b1 и потребитель В1 будет полностью удовлетворён, и значит, надо поло-
жить хi1=0, i=2m («столбец 1 закрыт»). Переходим в соседнюю ячейку. Сосед-
ней здесь считается открытая ячейка снизу или справа от данной – в данном 
случае это ячейка (1,2). Она заполняется с учётом того, что запас пункта А1 со-
кратился на величину b1 и составляет a1-b1.  

Если же b1>a1, то запас поставщика А1 полностью исчерпан, и значит, на-
до положить х1j=0, j=2n («строка 1 закрыта»). Переходим в соседнюю ячейку – 
ячейку (2,1), учитывая, что потребность пункта В1 сократилась на величину a1 и 
составляет b1-a1. Аналогичным образом заполняются ячейки (1,2) или (2,1) и 
т.д. Последней заполняется ячейка (т,п). Рассмотрим применение этого метода 
на примере. 
Пример 1. Условия ТЗ заданы транспортной таблицей (табл. 8.2). Требуется со-
ставить опорный план перевозок методом северо-западного угла. 

■ Проверим, является ли задача закрытой. Т.к. 
i

аi=130≠
j

bj=110, то ТЗ –

открытая. Вводим фиктивного потребителя В5, b5=
i

аi-
j

bj=20 (табл.8.3).  

                                     Таблица 8.2                                                        Таблица 8.3 
Вj

Аi 
30 25 35 20 Вj

Аi 
30 25 35 20 20 

50 3 2 4 1 50 3 2 4 1 0

10 2 3 1 5 10 2 3 1 5 0

20 3 2 4 4 20 3 2 4 4 0

50 5 3 2 6

 

50 5 3 2 6 0

Будем заполнять таблицу поэтапно.  
Этап 1. х11=min(а1,b1)=min(50,30)=30. Закрыт 1-й столбец. Переходим в сосед-
нюю ячейку (1,2) (табл. 5). 
Этап 2. х12=min(а1-b1,b2)=min(20,25)=20. Закрыта 1-я строка. Переходим в со-
седнюю ячейку (2,2). 
Этап 3. х22=min(10,5)=5. Закрыт 2-й столбец. Переходим в соседнюю ячейку 
(2,3). 
Этап 4. х23=min(5,35)=5. Закрыта 2-я строка. Переходим в соседнюю ячейку 
(3,3). 
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Таблица 8.4

Вj

Аi 
30 25 35 20 20 

50 3
30 

2
20 

4
– 

1
– 

0
– 

10 2
– 

3
5 

1
5 

5
– 

0
– 

20 3
– 

2
– 

4
20 

4
– 

0
– 

Этап 5. х33=min(20,30)=20. Закрыта 3-я стро-
ка. Переходим в соседнюю ячейку (4,3). 
Этап 6. х43=min(50,10)=10. Закрыт 3-й стол-
бец. Переходим в соседнюю ячейку (4,4). 
Этап 7. х44=min(40,20)=20. Закрыт 4-й стол-
бец. Переходим в соседнюю ячейку (4,5). 
Этап 8. х45=min(20,20)=20. Закрыты 5-й стол-
бец и 4-я строка. Заполнение таблицы закон-
чено. Отметим, что число заполненных (ба-
зисных) клеток равно m+n-1=8 , т.е. действи-
тельно построен опорный план перевозок. 

Получен начальный опорный план с 
матрицей перевозок 
 

 

50 5
– 

3
– 

2
10 

6
20 

0
20 

Хс-з=


















201000
02000
0550
002030

 

(фиктивные поставщики и потребители в матрице перевозок не указываются). 
По этому плану из пункта А1 завезено 30 ед. груза в В1, 20 – в В2, из А2 завезено 
5 ед. груза в В2 и 5 – в В3, из А3 все 20 ед. груза завезены в В3, из А4 завезено 10 
ед. груза в В3 и 20 – в В4. То есть 20 ед. груза, «завезённые» в фиктивный пункт 
В5, на самом деле остались в А4. Затраты по плану Хс-з составляют  
zс-з=330+220+35+15+420+210+620=370 (ден. ед.).                                          ● 
Замечание 1. При использовании МСЗУ на каждом этапе, кроме последнего, за-
крывалась либо строка (т.е. один из поставщиков), либо столбец (т.е. один из 
потребителей). Может оказаться, что на некотором (не последнем) шаге будут 
одновременно закрываться и строка, и столбец. Тогда в одну из соседних ячеек 
(желательно с меньшим тарифом) необходимо поставить нуль в явном виде. 
Эта ячейка в дальнейшем считается базисной (вырожденная задача). 
Замечание 2. При использовании МСЗУ заполнение таблицы происходит чисто 
механически слева направо сверху вниз без учёта тарифов перевозок. Поэтому 
полученный опорный план обычно далёк от оптимального. В рассматриваемом 
далее методе – минимальной стоимости (ММС) – порядок заполнения таблицы 
зависит от тарифов. 

При построении опорного плана этим методом сначала заполняется ячей-
ка таблицы с минимальной стоимостью (если таковых несколько, то можно на-
чинать с любой из них; обычно по порядку – слева направо сверху вниз). При 
этом либо удовлетворяется заявка соответствующего потребителя, либо исчер-
пывается запас поставщика. Далее ячейки заполняются в порядке возрастания 
стоимостей. 
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Пример 2. Рассмотрим применение ММС на решении той же ТЗ, что в примере 
1 (табл. 8.2 и 8.3), и будем поэтапно заполнять табл. 8.3.  
■ Этап 1. Начинаем, например, с ячейки (1,5), в которой мы имеем одну из ми-
нимальных стоимостей перевозки (с15=0): х15=min(а1,b5)=min(50,20)=20. Закрыт 
5-й столбец. Переходим в соседнюю ячейку (табл.8.5). 
Этап 2. Среди оставшихся ячеек заполняем ячейку (1,4), имеющую одну из 
минимальных стоимостей (с14=1): минимальных стоимостей (с14=1): х14=min(а1-
b5,b4)=min(30,20)=20. Закрыт 4-й столбец. Переходим в соседнюю ячейку. 
Этап 3. Среди оставшихся ячеек заполняем ячейку (2,3), имеющую минималь-
ную стоимость (с23=1): х23=min(а2,b3)=min(10,35)=10. Закрыта 2-я строка. Пере-
ходим в соседнюю ячейку. 
Этап 4. Среди оставшихся ячеек одну из минимальных стоимостей имеет ячей-
ка (1,2), с12=2. Поэтому х12=min(а1-b4-b5,b2)=min(10,25)=10. Закрыта 1-я строка. 
Переходим в соседнюю ячейку). 
Этап 5. Среди оставшихся ячеек заполняем ячейку (3,2), имеющую одну из 
минимальных стоимостей (с32=2): х32=min(20,15)=15. Закрыт 2-й столбец. Пере-
ходим в соседнюю ячейку. 
Этап 6. Среди оставшихся ячеек заполняем ячейку (4,3), имеющую 

Таблица 8.5
Вj

Аi 
30 25 35 20 20 

50 3
– 

2
10 

4
– 

1
20 

0
20 

10 2
– 

3
– 

1
10 

5
– 

0
– 

20 3
5 

2
15 

4
– 

4
– 

0
– 

минимальную стоимость (с43=2): 
х43=min(50,25)=25. Закрыт 3-й столбец.  
Переходим в соседнюю ячейку. 
Этап 7. Среди оставшихся ячеек заполняем 
ячейку (3,1), имеющую минимальную стои-
мость (с31=3): х31=min(5,30)=5. Закрыта 3-я 
строка. Переходим в соседнюю (последнюю) 
ячейку (4,1). 
Этап 8. х41=min(25,25)=25. Закрыты  
1-й столбец и 4-я строка. Заполнение таблицы 
закончено. Число заполненных (базисных) 
клеток равно m+n-1=8 , т.е. действительно 

 

50 5
25 

3
– 

2
25 

6
– 

0
– 

построен опорный план. 
Получен начальный опорный план с матрицей перевозок 
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(фиктивные поставщики и потребители в матрице перевозок не указываются). 
По этому плану из пункта А1 завезено 10 ед. груза в В2 из А2 завезено 10 ед. гру-
за в В3, из А3 – 5 ед. груза завезено в В1 и 15 – в В2, из А4 завезено по 25 ед. груза 
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в В1 и В3. Те 20 ед. груза, «завезённые» в фиктивный пункт В5, на самом деле 
остались в А1. Затраты по плану Хм.ст составляют 
zм.ст=210+120+110+35+215+525+225=270 (ден. ед.), что на 100 ед. меньше, 
чем в МСЗУ.                                                                                                         ● 

Для ММС также справедливо замечание 2 (о нулевом базисном элемен-
те), только здесь изменяется понятие соседней ячейки. Ячейкой, соседней с 
данной, считается любая открытая ячейка в данной строке и в данном столбце.  
8.3. Оптимальный план перевозок – метод потенциалов. При решении ТЗ, 
как и при решении любой задачи ЛП, осуществляется последовательный пере-
ход от одного опорного плана (если оно не оптимально) к другому. Для провер-
ки оптимальности полученного плана воспользуемся теорией двойственности. 
Составим к ТЗ двойственную задачу и запишем их в табл. 8.6. 

                                                                Таблица 8.6 
Прямая задача  Двойственная задача  

z= min
11




n

j
ijij

m

i
xc  w= max

11




n

j
jj

m

i
ii vbua  

miax i

n

j
ij 



1,
1

 тiui 1,знаке в огр.не  

njbx j

m

i
ij 



1,
1

 njv j 1знаке, в огр. не  

njmixij  1,1,0  njmicvu ijji  1,1,  

Переменные ДЗ называются: 
ui – потенциал поставщика Ai, i=1m; 
vj – потенциал потребителя Bj, j=1n. 

Пользуясь свойством 3 ДЗ (§6.6), сформулируем в терминах потенциалов кри-
терий оптимальности плана перевозок. 
Теорема 8.2. Пусть Х*=( 

ijx ) – план перевозок ТЗ. Для того, чтобы этот план был 
оптимальным, необходимо и достаточно, чтобы существовали потенциалы по-
ставщиков ui, i=1m, и потенциалы потребителей vj, j=1n, удовлетворяющие 
условиям: 

– сумма потенциалов каждого поставщика и каждого потребителя не превос-
ходит соответствующей стоимости перевозки единицы груза, т.е.  

njmicvu ijji  1,1, ;                                                           (8.7) 

– если по плану Х* имеет место перевозка от поставщика Ai потребителю Bj, 
то сумма их потенциалов равна соответствующей стоимости перевозки едини-
цы груза, то есть если 

ijx >0, то .ijji cvu   

Т.о., чтобы выполнить проверку оптимальности плана перевозок, необхо-
димо для всех занятых ячеек составить систему уравнений относительно по-
тенциалов: 
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ui+vj=сij.                                                                                  (8.8) 
Т.к. занятых ячеек (а, значит, и уравнений (8.8)) т+п-1, а неизвестных потен-
циалов т+п. Поэтому одному из неизвестных нужно придать произвольное 
значение (обычно полагают u1=0), и тогда остальные потенциалы определяются 
однозначно. Затем для свободных ячеек проверяются условия (8.7), или  

ij=ui+vj-сij≤0                                                                           (8.7) 
(ij называется оценкой соответствующей ячейки). Если все эти неравенства 
выполняются, то, согласно приведённому выше критерию (теорема 8.2), план 
перевозок оптимальный. Если хотя бы одно из неравенств (8.7) не выполняет-
ся, то план не является оптимальным. В этом случае из свободных ячеек с по-
ложительной оценкой выбирается та, для которой эта оценка является наи-
большей. Если наибольших оценок несколько, то выбирается та из ячеек, где 
меньше тариф. 

В транспортной таблице для выбранной свободной ячейки проводится 
замкнутая ломаная прямая, звенья которой лежат только в строках или столб-
цах и соединяют какие-либо две ячейки, а вершины (кроме начальной) распо-
ложены в занятых ячейках. Такая ломаная прямая называется циклом. Для ка-
ждой ячейки можно построить только один цикл. Вершинам цикла приписы-
ваются чередующиеся знаки, причём свободная ячейка снабжается знаком «+». 
В ячейках, соответствующих отрицательным вершинам цикла, отыскивается 
наименьшее значение объёма перевозок, α=min )(

ijx , которое перераспределяется 
по ячейкам цикла, т.е. прибавляется к переменным в ячейках со знаком «+» и 
вычитается от переменных в ячейках со знаком «-». В ячейках, не вошедших в 
цикл, переменные остаются неизменными. Ячейка «-», по которой определя-
лась величина α (для неё хij=α), остаётся пустой. Если таковых ячеек несколько, 
то одна из них (желательно с большим тарифом) остаётся пустой, а в остальных 
проставляются нули.  

В результате перераспределения перевозок по циклу получается новый 
план с меньшими затратами. Примеры некоторых циклов показаны на рис. 8.1. 

 
Рис.8.1. Примеры некоторых циклов 

В новом плане вновь определяются потенциалы поставщиков и потреби-
телей, и производится проверка плана на оптимальность. Когда среди оценок не 
окажется больше отрицательных, полученный план будет оптимальным.  

Т.о., алгоритм решения ТЗ методом потенциалов состоит из следующих 
этапов:  

Этап 1. Составление начального плана перевозок. 
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Этап 2. Вычисление потенциалов поставщиков и потребителей; проверка 
оптимальности плана перевозок. Если план оптимальный, то задача решена; 
иначе следует переход к этапу 3. 

Этап 3. Построение нового (улучшенного) плана перевозок, для которого 
транспортные затраты меньше или, по крайней мере, равны затратам для пре-
дыдущего плана. Далее следует переход к этапу 2. 
Пример 3. Рассмотрим применение метода потенциалов для нахождения опти-
мального плана ТЗ, опорный план которой найден ММС (таблица 8.5).  
■ Для определения потенциалов составляем систему уравнений (для занятых 
ячеек) 

u1+v2=2, u1+v4=1, u1+v5=0, u2+v3=1, u3+v1=3, u3+v2=2, u4+v1=5, u4+v3=2.  
Полагая u1=0, находим v2=2, v4=1, v5=0, u3=0, v1=3, u4=2, v3=0, u2=1.  
Потенциалы проставлены в таблицу (столбец ui и строка vj), которую мы обо-
значим «Итерация 0». Потенциалы можно вычислять и непосредственно в таб-
лице, не выписывая систему уравнений. Если известны потенциал и тариф за-
нятой ячейки, то из соотношения ui+vj=сij легко определить неизвестный по-
тенциал (из суммы вычесть известное слагаемое). 

Определим оценки свободных ячеек (ij=ui+vj-сij):  
11=0+3-3=0, 13=0+0-4=-4, 21=1+3-2=2, 22=1+2-3=0, 24=1+1-5=-3, 25=1+1-

5=-3, 33=0+0-4=-4, 34=0+1-4=-3, 35=0+0-0=0, 42=2+2-3=1, 44=2+1-6=-3, 
45=2+0-0=2. 

Далее оценки будем также вычислять непосредственно в таблице, помещая их в 
левом нижнем углу каждой свободной ячейки. Так как среди оценок есть поло-
жительные, то план Х0=Хм.ст не является оптимальным. Перейдём к этапу 3 – 
улучшению плана Х0. Для этого выберем ячейку (4,5) (она имеет одну из наи-
больших положительных оценок (2) и меньший тариф, чем ячейка (2,1) с той же 
оценкой). Из этой ячейки проводим цикл (табл.2). В цикл войдут ячейки (4,5) 
(отмечается знаком «+»), (1,5) (отмечается знаком «-»), (1,2) (отмечается знаком 
«+»), (3,2) (отмечается знаком «-»), (3,1) (отмечается знаком «+»), (4,1) (отмеча-
ется знаком «-»). Наименьшее значение груза, стоящее в вершинах цикла со 
знаком «-»,  
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α=min(20,15,25)=15. Это число прибавляется к переменным в ячейках со знаком 
«+» и вычитается от переменных в ячейках со знаком «-». В результате получа-
ется новый план с меньшими затратами (таблица 3, итерация 1). 

Для нового плана Х1 определяем новые потенциалы и оценки свободных ячеек 
(итерация 1). Новый план также не оптимален. Перейдём к этапу 3 – улучшению 
плана Х1. Для этого выберем ячейку (2,1) (она имеет одну из наибольших поло-
жительных оценок (2) и меньший тариф, чем ячейка (1,1) с той же оценкой). Из 
этой ячейки проводим цикл (табл.3). В цикл войдут ячейки (2,1) (отмечается 
знаком «+»), (4,1) (знак «-»), (4,3) (знак «+»), (2,3) (знак «-»). Наименьшее значе-
ние груза, стоящее в двух вершинах цикла со знаком «-», одинаково, 
α=min(10,10)=10. Из базиса должна уйти только одна переменная; пусть это бу-
дет переменная х41=10 (тариф этой ячейки больше). Это число прибавляется к 
переменным в ячейках со знаком «+» и вычитается от переменных в ячейках со 
знаком «-». В результате получается новый (вырожденный) план с меньшими за-
тратами (итерация 2). 

 
 

Для нового плана все оценки неположи-
тельные. Следовательно, полученный 
план  
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является оптимальным (фиктивного по-
требителя в ответе не указываем). Кроме 
того, план вырожден (базисная перемен-
ная х23=0) и альтернативен (некоторые 
оценки 11=32=34=0). При данном плане 
стоимость перевозок 

zmin=225+120+210+320+235=230  
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(ден. ед.).                                                                                                               ● 
8.4. Транспортная задача с усложнениями. Часто при решении транспортных 
задач возникает необходимость введения дополнительных ограничений (усло-
вий). Рассмотрим наиболее часто встречающиеся условия, используемые при 
решении задач транспортного типа. 

1. Запрет перевозок от i-го поставщика к j-му потребителю. Для опреде-
ления оптимальных планов таких задач предполагают, что тариф перевозки 
единицы груза из пункта Аi в пункт Вj является столь угодно большой величи-
ной M, и при этом условии известными методами находят решение новой 
транспортной задачи. При таком предположении исключается возможность при 
оптимальном плане ТЗ перевозить грузы из Аi в Вj. Такой подход к нахождению 
решения ТЗ называется запрещением перевозок или блокированием соответ-
ствующей клетки таблицы данных задачи. 

2. Фиксированная поставка. В отдельных ТЗ дополнительным условием 
является обеспечение перевозки по соответствующим маршрутам определен-
ного количества груза. Пусть, например, из пункта Аi в пункт Вj требуется 
обязательно перевезти αij ед.груза. Тогда в ячейку таблицы данных ТЗ, находя-
щуюся на пересечении строки Аi и столбца Вj, записывают указанное число αij и 
в дальнейшем эту ячейку считают свободной со сколь угодно большим тари-
фом перевозок М. Для полученной таким образом новой ТЗ находят оптималь-
ный план, который определяет оптимальный план исходной задачи. 

3. Нижние границы на поставки. Иногда требуется найти решение ТЗ, при 
котором из пункта Аi в пункт Вj должно быть завезено не менее заданного ко-
личества груза αij. Для определения оптимального плана такой задачи счита-
ют, что запасы пункта Аi и потребности пункта Вj меньше фактических на αij ед. 
Далее находят оптимальный план новой ТЗ, на основании которого и опреде-
ляют решение исходной задачи. После этого к значению переменной хij добав-
ляют αij. 

4. Верхние границы на поставки. В некоторых ТЗ требуется найти опти-
мальный план перевозки при условии, что из пункта отправления Аi в пункт Вj 
перевозится не более чем αij единиц груза, т.е. xij≤αij. Для сведения условия за-
дачи к разрешимому типу поставщика Аi или потребителя Вj (либо того, либо 
другого) делят на две части, как бы на два самостоятельных поставщика (или  

 . 
Рис.8.2. Деление поставщика 
или потребителя на две части 

потребителя). При этом мощности этих условно 
са-мостоятельных поставщиков будут равны: 
А′i=αij и А′′i=Аi-αij. Затраты на поставку продук-
ции от поставщика А′i к Вj и другим потребите-
лям принимаются равными затратам, заданным 

в матрице C=(сij)mxn. Затраты с′′ij на поставку продукции от поставщика А′′i к Вj 
принимаются равными с′′ij=М, где М – сколь угодно большое число. Затраты на 
поставку от А′′i к другим потребителям (помимо Вj) принимаются равными за-
данным в матрице C=(сij)mxn. Подобный прием обеспечивает положение, при 
котором переменная i jх   в решении задачи непременно будет равна нулю, в то 
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время как переменная i jх   может принимать любое значение от нуля до aij, 0≤xij 
≤αij. После получения оптимального решения соответствующие переменные 
поставщиков А′i и А′′i (или потребителей В′i и В′′i) складываются. 

5. Условия полного ввоза-вывоза. Аналогично решается задача в случае, 
если может возникнуть требование полного вывоза груза из отдельных пунктов 
отправления или полного удовлетворения заявок некоторых потребителей. На-
пример, пусть в задаче требуется вывезти груз от поставщика Аi полностью. 
Это означает, что следует назначить очень высокую стоимость М перевозки от 
поставщика Аi в фиктивный пункт назначения. В случае требования полного 
удовлетворения заявок, например, некоторого потребителя Bj, следует назна-
чить очень высокую стоимость М перевозки от фиктивного поставщика Аi по-
требителю Bj. 

Таблица 8.7. Усложнения типа полного ввоза-вывоза возможны 
лишь для открытых ТЗ.  
Пример 4. Найдем решение ТЗ, исходные данные которой 
приведены в табл.8.7 с учетом того, что из пункта А1 в 
пункт В1 перевозки не могут быть осуществлены, а из пунк-
та А3 в пункт В1 будет завезено 10 ед. груза. 

  Вj 
Аi 

50 80 30 60 

65 3 5 4 1 
85 4 5 6 2 
70 5 1 3 3  

■ Так как из А1 в В1 перевозки не могут быть осуществлены, то в ячейке (1,1) 
тариф считаем равными некоторому сколь угодно большому числу М. Полага-
ем равным этому же числу и тариф для ячейки (3,1). Одновременно в эту клетку 
помещаем число 10,так как по условию из А3 в В1 нужно завезти 10 единиц гру-
за. В дальнейшем ячейку (3,1) считаем свободной, со сколь угодно большим та-
рифом М.  Находим опорный план методом наименьшей стоимости и проверя-
ем его на оптимальность. 

Итерация 0 
Вj 

Аi 
50 80 30 60 ui 

 
65  

2-М 

5 
 
-2 


4 

5 
 

⊖
1 

60 
 

0 

 
85 

4 
40 

5 
20 
 

⊖
6 

25 
 


2 

 
1 

2 

 
70 

10 
1 

60 
3 

 
3 

 
-
2 

Итерация 1 
Вj 

Аi 
50 80 30 60 u

i 

 
65  

3-
М 

5 
 

-1 

4 
30 
 

1 
35 
 

0

 
85 

4 
40 

5 
20 
 

6 
 

-1 

2 
25 

 

1

 
70 

10 

М 

1 
60 
 

3 
 
-4 

3 
 

-5 

-
3

vj 3 4 4 1   

План не оптимален, 
так как одна оценка явля-
ется положительной 
(1).Строим новый план 
(итерация 1). Он является 
оптимальным. Следова-
тельно, исходная ТЗ имеет 
оптимальный план  

0 0 30 35
40 20 0 25
10 60 0 0



 
   
 
 

X . 



 110 

М  -1 -4 

vj 2 3 4 1   

При этом общая стоимость перевозок  
Таблица 8.8. z*=430+135+440+520+225+510+160=575 ден. ед. 

является минимальной.                                                            
Пример 5. Найдем решение ТЗ, исходные данные которой 
приведены в табл.8.8 с учетом того, что из пункта А2 в 
пункт В4 завезти не менее 5 ед. груза, а из А2 в В1 – не более 
30 ед. груза.  
■ Так как из А2 в В4 необходимо завезти не менее 5 ед. 

  Вj 
Аi 

50 80 30 60 

65 3 5 5 1 

85 4 5 6 2 

70 5 1 3 3  
груза, то запасы этих пунктов отправления и назначения считаем меньшими  

Итерация 0  Итерация1 

Вj 

Аi 
30 80 30 55 20 ui  Вj 

Аi 
30 80 30 55 20 ui 

 
65 

   3 
10 

⊖ 

5 
 

-1 

5

0 

1 
55 
 

3 
 

М-4 

0   
65 

3 
 

4-М 

5 
 

3-М 

5 
 

4-М 

⊖  
1 

55 
 

  
3 

10 
 

0 

 
80 

  4 
20 
 

5 
10 
 

6 
30 
 

2 
 

0 

М 
20 

⊖ 

1   
80 

4
30 
 

5 
10 
 

6 
30 
 

   
2 

 
М-4 

 М 
10 
 

М-
3 

 
70 

5
-5 

1 
70 
 

3 
 

--1 

3 
 

--5     

5 
 

М-9 

-
3 

  
70 

5 
 

-5 

1 
70 
 

3 
 

-1 

3 
 

М-9    

5 
 

М-9 

М-7 
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vj 3 4 5 1 М-1   vj 7-М 8-М 9-М 1 3  
на 5 ед. Кроме того, поскольку из А2 в В1 необходимо завезти не более 30 ед. 
груза, то пункт назначения В1 разобьём на два пункта: потребности В1 теперь 
считаем равными 30 ед. и рассмотрим дополнительный  

Итерация 2  
Вj 

Аi 
30 80 30 55 20 u

i 
 

 
65 

   3 
 
0 

5 
 

-1 

5 
 

0 

1 
45 
 

3 
20 

 

0  

 
80 

4 
30 
 

5 
10 
 

6 
30 
 

2 
10 

 

М

4-М 

1  

 
70 

5 
 

-5 

1 
70 
 

3 
 

--1 

3 
 

--1     

5 
 

-5 

-
3 

 

vj 3 4 5 1 3   

пункт В′′1 с потребностями, рав-
ными 50-30=20 ед. В столбце В′′1 
записываем тарифы, помещён-
ные в ячейках столбца В1, за ис-
ключением ячейки (2,1′′). В этой 
ячейке тариф полагаем равным 
некоторому сколь угодно боль-
шому числу М. Решение задачи 
методом потенциалов приведено 
в таблицах итер. 0–2. 
Как видно из итер. 3, исходная 
ТЗ имеет оптимальный план 

20 0 0 45
30 10 30 15
0 70 0 0



 
   
 
 

X . 

Мы сложили соответст-
вующие переменные столбцов В1 
и В′′1 и добавили 5 ед. груза в  

ячейку (2,4) исходя из дополнительных условий задачи. При этом общая стои-
мость перевозок  

z*=320+145+430+510+630+215+170=555 ден. ед. 
является минимальной.                                                                                             
Пример 6. Пусть требуется найти решение 
ТЗ, исходные данные которой приведены в 
табл., причём потребности В2 и В4 должны 
быть полностью удовлетворены.  
■ Задача открытая, так как 

3 4

1 1

38, 50i j
i j

a b
 

   . Вводим фиктивного по- 

       bj 
аi 

10 15 15 10 

12 9 14 12 10 

19 8 6 10 8 

7 7 8 7 10  

ставщика, его мощность а4=12. Так как потребности В2 и В4 должны быть пол-
ностью удовлетворены, то следует назначить очень высокую стоимость М пе-
ревозки в В2 и В4 отфиктивного поставщика.  

Решение имеет вид: 

Итерация 0  Итерация1 

Вj

Аi 
10 15 15 10 ui  Вj 

Аi 
10 15 15 10 ui 
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12 

   9
 
3 

14 
 
-6 

12⊖ 

6 

10 
6 
 

0   
12 

9 
6 
 

14 
 
-6 

12 
 
-3 

10 
6 
 

0 

 
19 

8
 
2 

6 
15 
 

10 
 
0 

8 
4 
 

-2   
19  

-1 

6 
15 
 

10 
 
-3 

8 
4 
 

-2 

 
7 

7
 
0 

8 
 
-5 

7 
7 
 

  10 
 
-5 

-5   
7 

7 
 
0 

8 
 
-2 

7 
7 
 

  10 
 
-2 

-2 

 
12 

0
10 

⊖ 

М 
 
-4-М 

  0
2 
 

М
 
-2-М 

-12   
12 4 

 

М
 
-1-М 

0 
8 
 

М
 
1-М 

-9 

vj 5 3 1 4   vj 9 8 9 10  
В оптимальном плане фиктивную строку не записывают: 

6 0 0 6
0 15 0 4
0 0 7 0



 
   
 
 

X . 

Стоимость перевозок при этом составила z*=265 ден. ед. Оптимальная 
стоимость перевозок выше, чем в таком же примере без дополнительных усло-
вий, но она минимальна при выполнении дополнительных условий. Недополу-
чат груз потребители В1 и В3 в количествах 4 и 8 ед. соответственно.     
 
Упражнения 

В №№ 8.1–8.92 решить транспортную задачу, заданную распределительной 
таблицей, т. е. найти опорный план методами СЗУ и МС, а затем оптималь-

ный план методом потенциалов 
В таблицах жирным шрифтом выделены номера задач, в первом столбце 

представлены возможности пунктов отправления, в первой строке – потреб-
ности пунктов назначения, в остальных ячейках – тарифы перевозок. 
1 30 20 60 15  2 40 30 20 20  3 16 30 80 20  4 20 40 30 20 

20 1 3 4 5  20 2 7 7 6  20 6 3 4 5  30 5 1 7 6 

30 5 2 10 3  50 1 1 1 2  70 5 2 3 3  40 1 5 8 1 

50 3 2 1 4  10 5 5 3 1  50 3 4 2 4  10 5 6 3 3 

20 6 4 2 6  20 2 8 1 4  30 5 6 2 7  18 2 5 1 4 
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      17 3 2 1 5        10 3 7 9 1 

 
5 50 10 35 10  6 50 30 20 20  7 20 50 20 35  8 30 40 50 10 

40 3 9 4 5  20 6 1 3 1  30 5 9 4 5  30 7 1 3 2 

10 1 8 5 3  30 3 4 5 8  20 1 5 5 6  20 8 4 5 8 

30 7 2 1 4  20 5 9 3 2  30 2 2 10 4  10 5 2 3 7 

20 2 4 10 6  20 2 4 8 4  40 3 7 2 6  27 5 6 8 4 

      17 3 2 1 5        30 1 9 7 5 

 

9 40 30 30 42  10 50 10 30 10  11 100 200 200 300  12 200 400 400 800 

20 7 9 1 5  10 5 9 3 10  100 1 3 4 1  200 1 6 9 3 

30 2 7 5 6  30 3 10 5 9  200 5 2 2 7  400 3 2 2 4 

40 3 5 10 8  20 7 2 3 8  400 4 4 3 6  600 4 5 4 7 

30 3 7 4 5  32 8 5 11 2  200 7 2 5 3  200 1 4 3 9 

      20 5 9 10 5             

 
13 300 200 300 100  14 200 300 400 200  15 10 15 15 10 10  16 30 90 60 90 30 

300 3 4 3 1  200 1 3 4 2  5 3 4 5 4 6  30 1 3 4 3 1 
200 2 3 5 6  200 1 2 4 1  10 1 5 7 1 5  60 9 5 2 4 8 
100 1 2 3 3  300 3 4 5 9  15 4 6 6 3 4  90 3 4 7 4 3 
200 4 5 7 9  300 6 3 7 6  10 2 7 4 7 2  60 5 7 2 6 6 

 
17 1000 500 1500 2000 18 200 200 100 200  19 5 10 15 15 15  20 5 5 10 10 5 

500 3 1 2 3  200 5 2 1 1  10 2 1 3 5 7  5 3 4 6 5 13 

1500 1 3 4 2  300 1 3 4 4  5 4 3 4 4 3  5 6 3 7 6 10 

500 3 6 3 6  200 4 2 3 1  5 5 2 3 6 2  10 10 5 2 2 6 
1500 2 8 5 7  200 4 3 5 2  10 3 6 5 2 4  15 9 4 4 9 5 
500 4 3 9 8  100 3 2 4 2  15 1 9 7 3 4  10 4 6 2 3 4 
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21 100 200 200 100200  22 10 30 30 30 40  23 20 20 40 40 40  24 200 400 100 200 100 

100 2 3 4 2 5  10 3 1 3 4 3  20 4 5 2 4 3  200 1 7 12 2 5 

200 3 1 1 3 1  30 5 1 2 2 6  40 3 1 3 5 2  100 2 3 8 4 7 

300 4 3 3 5 4  60 2 3 4 1 1  80 2 7 6 8 6  200 3 5 4 6 9 

200 5 1 2 6 7  10 6 2 5 3 2  40 3 3 1 4 9  400 4 4 3 8 2 

100 2 9 8 7 6  60 3 7 4 4 1  20 1 6 9 2 7  400 5 3 7 10 1 

 

25 50 25 50 75  26 20 30 20 20 10  27 150 200 300 400  28 40 60 40 60 20 

25 3 1 8 1  20 1 5 1 1 5  150 1 4 7 2  20 3 3 4 2 3 

50 2 5 2 3  30 4 2 6 7 9  300 3 6 3 9  40 1 2 1 5 3 

75 9 4 6 5  10 3 4 5 6 5  250 4 8 12 2  60 4 8 2 9 12 

25 7 3 10 3  30 4 2 3 3 6  150 1 5 9 13  40 5 7 1 3 6 

75 4 6 7 4  30 6 2 3 5 4     

 

29 300 150 300 150  30 200 300 200 300 100  31 15 25 8 12  32 50 10 20 30 

150 2 1 3 1  100 2 3 4 5 1  25 2 4 3 6  30 5 6 1 2 

250 8 3 7 4  200 2 4 2 6 7  18 3 5 7 5  50 3 1 5 2 

250 6 4 9 3  300 6 5 4 5 4  12 1 8 4 5  20 8 4 2 5 

150 5 2 4 2  400 4 6 7 6 9  15 4 3 2 8  20 6 5 2 4 

 

33 93 77 56 94  34 1000 600 800 1100  35 35 35 55 82  36 45 15 25 25 

77 17 15 10 14  1500 12 9 10 13  40 13 18 19 20  35 13 18 19 20 

93 14 14 11 13  500 9 8 9 9  50 12 18 20 23  45 12 18 20 21 

66 18 16 11 15  700 15 10 11 14  60 13 18 18 17  10 13 18 18 17 

74 13 12 13 13  900 16 10 11 17  40 13 17 21 22  10 13 17 18 18 

 

37 120 50 190 110  38 70 220 40 30 60  39 30 30 10 20  40 20 18 44 75 

160 7 8 1 2  115 4 5 2 8 6  50 1 2 4 1  40 1 7 2 5 

140 4 5 9 8  175 3 1 9 7 3  30 2 3 1 5  30 3 8 4 1 

170 9 2 3 6  130 9 6 7 2 1  10 3 2 4 4  50 6 3 5 3 
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                   14 5 2 1 2 

 

41 70 5 45 70  42 46 18 12 15  43 10 35 15 25  44 110 30 50 90 

60 1 2 9 7  20 2 2 9 7  30 3 7 1 5  130 4 5 6 8 

55 3 40 15 5  16 3 4 6 1  5 7 5 8 6  90 10 3 2 3 

40 6 4 8 3  14 5 1 2 2  45 6 4 8 3  40 4 10 5 1 

85 24 3 3 1  11 4 5 8 1  70 3 1 7 4  30 2 5 3 4 

 

45 25 30 40 15  46 20 60 55 45  47 35 20 55 80  480 70 30 40 15 

20 1 3 3 8  35 6 1 2 5  30 2 4 1 3  25 4 11 9 10 

20 8 6 2 6  70 3 4 3 8  20 5 6 5 4  25 5 9 8 4 

40 7 7 3 8  45 2 5 4 3  40 3 7 9 3  20 6 18 15 12 

45 5 2 4 5  80 2 7 3 6  50 1 2 2 7  70 7 15 6 7 

 

49 35 80 25 70  50 25 80 40 15  51 70 15 45 70  52 25 30 40 15 

30 1 9 7 2  10 1 3 3 8  60 1 2 9 7  20 1 3 3 8 

40 3 1 5 5  20 8 6 2 6  55 3 3 1 5  20 8 6 2 6 

70 6 8 3 4  35 4 7 7 3  40 6 4 8 3  40 7 7 3 8 

60 2 3 1 3  45 5 2 4 5  35 2 3 3 1  45 5 2 4 5 

 

53 30 25 35 20  54 10 20 26 34  55 15 20 34 16  56 15 40 30 15 

50 3 2 4 1  24 3 1 6 2  40 2 6 3 4  40 10 5 7 4 

40 2 3 1 5  26 5 6 7 3  30 1 5 6 9  25 7 4 9 10 

20 3 2 4 4  15 2 8 4 5  35 3 4 1 6  35 6 14 8 7 

50 5 3 2 6  20 3 2 4 6  50 4 7 5 1  60 2 4 5 1 

 

57 16 18 12 15  58 10 40 20 60  59 30 20 70 30  60 15 15 40 30 

20 2 3 9 7  70 9 4 5 7  60 4 6 3 8  30 1 8 2 3 

16 3 4 6 1  30 2 3 7 6  40 3 6 7 8  50 4 7 5 1 

14 5 1 2 2  50 5 7 6 2  30 4 15 10 12  20 5 3 4 4 

22 4 5 8 1  10 1 7 4 2  50 7 8 6 3  25 4 1 6 10 
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61 80 120 60 40  62 30 30 40 50  63 40 40 20 50  64 30 70 15 25 

90 4 8 7 6  60 4 8 5 1  60 6 7 8 5  80 4 8 9 6 

100 8 5 3 10  40 2 3 6 4  60 3 1 4 5  30 3 3 10 8 

80 4 5 4 6  40 5 4 2 3  30 6 10 5 6  40 5 7 5 4 

80 4 3 5 6  50 1 2 1 8  20 4 8 9 7  40 6 3 4 3 

 

65 9 31 20  66 10 7 18  67 20 12 37  68 17 21 8 

20 3 9 8  15 6 3 7  15 5 3 7  24 5 7 4 

14 4 6 7  18 4 2 9  10 3 2 3  16 4 8 3 

12 2 4 5  12 5 3 8  21 6 4 8  20 6 9 4 

 

69 40 12 20  70 14 20 30  71 40 120 170  72 25 40 35 

17 8 4 9  25 4 5 9  90 5 6 8  20 3 6 4 

30 6 3 7  10 2 3 3  65 6 9 10  90 5 9 3 

15 5 2 4  12 4 6 8  75 4 7 5  60 4 8 6 

 

73 16 20 35  74 20 12 8  75 30 25 35 20  76 10 20 26 34 

15 6 7 5  22 7 6 3  50 3 2 4 1  24 3 1 6 2 

8 5 6 4  18 8 4 2  40 2 3 1 5  26 5 6 7 3 

20 9 10 6  16 2 3 1  20 3 2 4 4  15 2 8 4 5 

     10 20 12 8  50 5 3 2 6  20 3 2 4 6 

 

77 45 25 20 30  78 40 20 40   79 40 20 40  80 40 20 40  

60 6 7 9 2  30 3 5 4   30 6 2 4  30 2 6 4  

40 1 4 6 7  25 4 2 1   25 2 1 5  25 4 3 5  

50 3 8 5 4  15 1 3 2   15 5 6 3  15 3 1 5  

50 4 3 2 4  30 5 3 5   30 1 3 2  30 5 2 5  

 

81 30 40 90 30  82 45 65 35 25  83 75 55 110 60  84 17 19 25 24 

70 11 11 12 11  50 15 11 16 14  100 3 3 13 4  50 18 19 21 17 
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65 14 16 15 13  70 17 14 12 13  90 3 1 4 2  35 23 18 22 19 

45 12 14 15 12  40 15 13 14 15  80 7 3 12 8  30 21 25 19 21 

 

85 30 10 17 32  86 45 10 40 30  87 7 3 6 8  88 60 10 20 50 

25 13 11 14 12  40 14 12 8 12  10 15 17 12 14  30 13 11 9 10 

55 17 14 13 19  50 15 7 9 14  5 13 11 16 11  40 10 9 10 9 

40 14 15 18 16  35 8 15 4 7  9 12 14 11 16  56 9 11 10 12 

 

89 15 40 30 15  90 40 30 35 15  91 45 15 45 30  92 40 20 30 10 

40 10 5 7 4  40 1 2 6 4  30 8 7 6 3  20 13 14 12 18 

25 7 4 9 10  30 3 1 3 2  30 5 3 6 4  20 15 16 22 14 

35 6 14 8 7  20 5 7 5 1  40 3 4 5 7  30 12 13 13 17 

60 2 4 5 1  70 2 3 9 4  15 2 6 3 8  

 

В №№ 8.93–8.128 решить транспортную задачу с усложнениями, заданную 
распределительной таблицей. 

Усложнения задаются в нижней строке таблицы. Например, А1→В140 
(50) означает, что от 1-го поставщика 1-му потребителю необходимо дос-
тавить не менее 40 ед. груза (не более 50 ед. груза). 

93 64 94 74 84 94  94 84 144 94 134 84  95 70 100 80 90 100  96 130 120 90 120 

180 6 2 3 5 8  240 5 8 7 6 12  190 14 5 16 7 6  90 6 5 15 17 

70 8 5 6 2 2  120 1 3 4 4 14  80 13 7 18 5 8  120 8 7 16 14 

160 9 7 5 4 3  180 4 2 3 1 12  170 12 6 17 6 9  130 9 6 14 15 

   120 7 8 11 13 

   

А1→В1  40; 
А3→В4  50; 
А2→В3  30. 

 

А1→В1  60; 
А3→В5  60; 
А2→В2  70. 

 

А1→В5  70; 
А3→В1  40; 
А2→В3  60. 

 

А1→В2  70;А4→В3 6
0; А2→В4  100. 

 
 

97 30 40 90 20  98 20 50 80 30  99 40 20 10 20  100 13 14 7 11 

70 11 11 12 11  60 15 11 16 14  40 15 16 14 12  10 11 13 15 12 

65 14 16 15 13  70 17 14 12 12  30 13 12 14 11  25 10 12 13 10 

45 12 14 13 12  50 15 13 14 15  20 12 13 16 15  10 11 11 12 10 

А2→В3  40;  А1→В3  30;  А3→В3  5;  А2→В3  4; А3→В45. 
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А3→В2  10; 
А1→В2  20; 
А3→В4  10. 

А2→В4  10; 
А2→В1  10; 
А3→В2  20 

А3→В4  8 
А1→В2  10; 
А2→В1  20 

 

101 10 5 10 15  102 100 50 150 100  103 100 200 300 300  104 200 400 100 200 

20 2 2 4 5  100 1 3 4 1  100 4 3 5 2  200 2 1 3 5 

5 4 6 7 10  50 3 2 2 4  200 7 1 2 3  100 4 3 4 7 

20 5 3 3 6  150 4 8 9 5  300 9 2 4 5  100 5 8 3 6 

15 6 4 5 12  150 9 6 7 10  100 1 3 6 4  400 3 5 2 4 

А1→В4=0; А3→В3=5  А4→В1=0; А1→В4=50  А2→В3 100; А3→В2 100  А4→В2 200;А1→В1 100 

 

105 10 20 30 40  106 20 20 40 40  107 100 200 200 300  108 400 200 200 100 

10 3 1 3 4  20 4 5 2 4  100 1 3 4 1  100 2 1 3 5 

50 5 1 2 2  40 3 1 3 5  200 5 2 2 7  200 4 3 4 7 

60 2 3 4 6  80 2 7 6 8  400 4 4 3 6  400 5 8 3 6 

40 7 2 5 3  40 3 3 1 4  200 7 2 5 3  100 3 5 2 4 

А2→В4 20; А3→В2 20.  А3→В4 20;А4→В3 20.  А4→В2 100; 

А3→В3 100. 

 А1→В2 50; А2→В1 100. 

 

109 30 20 50 40  110 400 200 200 100  111 200 100 300 300  112 400 200 200 100 

30 5 3 1 6  100 1 7 12 2  200 4 3 5 2  100 2 1 3 5 

20 4 6 4 7  200 2 3 8 4  100 7 1 2 3  200 4 3 4 7 

40 4 1 2 3  200 3 5 4 6  100 9 2 4 5  400 5 8 3 6 

20 6 3 8 10  200 4 4 3 8  300 1 3 6 4  100 3 5 2 4 

А3→В2 10; А4→В4 20.  А2→В4 50;А1→В3 50.  А3→В2 50; А2→В3 50.  А2→В4 50; А1→В1 50. 

 
 
113 120 150 130 70  114 110 190 150 100  115 180 100 120 110  116 100 150 130 90 

200 7 5 3 4  250 10 11 7 12  220 9 9 7 8  150 9 9 12 10 

190 9 6 5 8  240 9 9 8 10  180 7 9 8 10  200 12 10 11 14 

240 9 10 7 10  190 8 7 9 8  230 10 8 11 9  270 10 11 9 12 
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А3→В1=0;А3→В2=100  А1→В3=0;А2→В3=90  А1→В2=0;А1→В3=80  А1→В1=0;А3→В3=70 

 

117 180 120 150 90  118 120 130 190 150  119 110 190 150 100  120 200 120 160 90 

220 7 8 6 11  210 9 6 8 5  250 10 11 8 12  270 9 7 8 9 

180 5 6 8 10  230 10 7 6 8  250 9 9 6 10  270 6 7 7 10 

250 6 7 9 9  190 8 10 5 7  180 8 7 9 8  150 3 8 4 11 
А1→В3=100;А3→В4=0  А2→В1=0;А1→В4=90  А1→В3=0;А2→В3=90  А1→В1=0;А2→В2=110 

 

121 5 10 15 10  122 50 100 100 150  123 60 120 180 120  124 70 140 210 140 

5 2 2 4 5  50 1 3 4 1  60 1 3 2 1  70 1 2 1 3 

20 4 6 7 10  100 3 2 2 4  120 6 2 4 2  140 2 4 5 8 

15 5 3 3 6  150 4 8 9 5  180 5 9 5 10  210 3 5 6 9 

20 6 4 5 12  150 9 6 7 10  180 7 6 7 15  210 4 6 7 10 

А4→В3=0; А2→В2=5.  А3→В4=0; А4→В3=50.  А3→В3=0; А4→В2=75  А3→В4=0; А4→В3=50. 

 

125 80 160 240 160  126 180 90 270 180  127 50 25 50 75  128 20 20 20 40 

80 2 5 2 3  90 1 3 4 1  50 1 1 3 4  40 2 2 3 4 

160 3 4 4 5  90 3 2 9 13  25 7 2 4 2  20 4 5 4 7 

80 4 3 6 7  180 3 4 5 8  50 8 9 5 6  40 6 7 3 5 

160 5 2 5 4  180 4 5 6 4  50 6 7 8 5  20 3 5 7 4 

А4→В2=0; А2→В3=80  А3→В1=0; А4→В4=90  А3→В3=0; А1→В1=25  А3→В1=0; А4→В4=90 

 
В №№ 8.129–8.156 решить транспортную задачу с усложнениями, заданную 

распределительной таблицей. 
Усложнения задаются в нижней строке таблицы. Они касаются либо 

полного удовлетворения потребностей некоторых потребителей (в этом слу-
чае указываются их номера, например, В1, В4), либо полного вывоза некоторых 
поставщиков (например, А1, А2). 
129 50 40 60 50  130 40 40 40 40  131 21 23 18 28  132 16 12 11 10 

55 8 6 5 4  70 3 5 4 3  10 13 12 11 15  10 17 16 15 14 

75 6 3 4 5  60 2 7 5 2  20 16 13 12 18  20 12 13 11 11 

30 7 5 6 6  70 4 6 7 4  30 15 11 13 17  30 15 18 19 17 
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В1, В4  А2, А3  В2;В4  А1;А3 

 

133 70 150 250  134 70 45 25 100  135 21 23 18 28  136 16 12 11 10 

50 12 13 14  160 18 17 14 15  10 13 12 11 15  10 17 16 15 14 

160 12 15 13  120 20 15 13 19  20 16 13 12 18  20 12 13 11 11 

200 11 14 12  80 22 19 18 21  30 15 11 13 17  30 15 18 19 17 

В1, В2  А2, А3  В2;В4  А1;А3 

 

137 110 200 200  138 17 25 19 32  139 20 30 21 19  140 80 70 100 40 

50 7 5 8  65 7 11 12 15  10 12 19 15 14  190 21 23 22 21 

150 6 14 12  24 9 7 3 11  20 13 20 13 13  110 21 23 22 24 

210 9 11 8  30 12 8 11 7  30 15 18 14 12  30 25 22 21 24 

В2, В3  А1, А2  В2;В3  А1;А3 

 

141 50 40 60 50  142 40 40 40 40  143 21 23 18 28  144 16 12 11 10 

55 8 6 5 4  70 3 5 4 3  10 13 12 11 15  10 17 16 15 14 

75 6 3 4 5  60 2 7 5 2  20 16 13 12 18  20 12 13 11 12 

30 7 5 6 6  70 4 6 7 4  30 15 11 13 17  30 15 18 19 17 

В1, В2  А2, А3  В1;В3  А1;А2 

 

145 110 200 200  146 17 25 19 32  147 50 40 60 50  148 40 40 40 40 

50 7 5 8  65 7 11 12 15  55 8 6 5 4  70 3 5 4 3 

150 6 14 12  24 9 7 3 11  75 6 3 4 5  60 2 7 5 2 

210 9 11 8  30 12 8 11 7  30 7 5 6 6  70 4 6 7 4 

В1, В2  А2, А3  В1;В4  А2;А3 

 
149 5 10 15 10  150 50 100 100 150  151 60 120 180 120  152 70 140 210 140 

5 2 2 4 5  50 1 3 4 1  60 1 3 2 1  70 1 2 1 3 

20 4 6 7 10  100 3 2 2 4  120 6 2 4 2  140 2 4 5 8 

15 5 3 3 6  150 4 8 9 5  180 5 9 5 10  210 3 5 6 9 

20 6 4 5 12  150 9 6 7 10  180 7 6 7 15  210 4 6 7 10 
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А2, А4  А3, А4  А3, А4  А2, А4 

 

153 180 90 270 180  154 50 25 50 75  155 100 200 300 300  156 200 400 100 200 

90 1 3 4 1  50 1 1 3 4  100 4 3 5 2  200 2 1 3 5 

90 3 2 9 13  25 7 2 4 2  200 7 1 2 3  100 4 3 4 7 

180 3 4 5 8  50 8 9 5 6  300 9 2 4 5  100 5 8 3 6 

180 4 5 6 4  50 6 7 8 5  100 1 3 6 4  400 3 5 2 4 

В2, В4  В1, В3  В2, В3  В1, В2 

 
§9. ЗАДАЧА О НАЗНАЧЕНИЯХ 

Пусть некоторая комплексная работа Р связана с производством совокуп-
ности п более мелких работ Р1, Р2, …, Рп, которые могут выполняться незави-
симо одна от другой. В распоряжении планирующего органа находится т орга-
низаций-исполнителей (или рабочих) И1, И2, …, Ит, каждая из которых может 
выполнять только некоторые определенные работы. При этом каждый испол-
нитель одновременно может выполнять только какую-нибудь работу и каждая 
работа одновременно может выполняться только одним исполнителем. Задача 
состоит в распределении работ между исполнителями таким образом, чтобы 
одновременно выполнялось возможно большее их количество.  

Эту задачу можно рассматривать как частный случай транспортной зада-
чи. Здесь рабочие представляют «исходные пункты», а рабочие места − «пунк-
ты назначения». Предложение в каждом исходном пункте равно 1, т. е. ai=1 для 
всех i. Аналогично спрос в каждом пункте назначения равен 1, т. е. bj=1 для 
всех j. Стоимость «перевозки» (прикрепления) рабочего i к рабочему месту j 
равна сij. В табл. 9.1 иллюстрируется общая структура задачи о назначениях. 

Таблица 9.1 
Общая структура задачи о назначениях 

Рабочие места  
1 2 … n Предложение 

1 с11 с12 … с1п 1 
2 с21 с22 … с2п 1 
… … … … … … 
т ст1 ст2 … стп 1 

 
Рабочие 

Спрос  1 1 … 1  
Прежде чем решать задачу методами, ассоциированными с транспортной 

моделью, необходимо ликвидировать дисбаланс (т.е. закрыть задачу), добавив 
фиктивные ресурсы (если т<n) или объекты (если т>n). Поэтому без потери 
общности можно положить т=n.  

Задачу о назначениях можно представить следующим образом. Пусть 
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хij=


 

случае.противномв0
,объектйнаяназначаетсресурсйесли,1 ji  

Теперь задача будет формулироваться следующим образом: 

z=
 

n

i

n

j
ijij xc

1 1

→min, 




n

j
ijx

1

=1, i=l÷n, 




n

i
ijx

1
=1, j=l÷n, 

хij=0 или 1. 
Специфическая структура задачи о назначениях позволяет разработать 

эффективный метод ее решения. Покажем, как реализуется один из таких мето-
дов (т.н. венгерский метод) на примере приведенной выше задачи. 
Теорема 9.1. Оптимальное решение задачи о назначениях не изменится, если к 
любой строке или столбцу матрицы стоимостей прибавить (или вычесть) по-
стоянную величину.  
■ Этот факт можно доказать следующим образом. Если числа рi и qj вычитают-
ся из i-й строки и j-го столбца, то новые стоимости имеют вид с'

ij=сij-рi-qj. От-
сюда получается новая целевая функция  

z'=
 


n

i

n

j
ijij xc

1 1

=
 


n

i

n
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ijjiij xqpc

1 1

)( =
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ijij xc

1 1
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

n
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1


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j
ijx

1
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
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1
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i
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1
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Так как 


n

j
ijx

1

=


n

i
ijx

1
=1, то z'=z-const. Отсюда следует, что минимизация исход-

ной целевой функции z приводит к такому же решению, как минимизация z'.  ● 
Поскольку стоимость не может быть отрицательной, то приведенное со-

ображение показывает, что если можно построить новую с'
ij-матрицу с нуле-

выми элементами и эти нулевые элементы или их подмножество соответствуют 
допустимому решению, то такое решение будет оптимальным,. 

Алгоритм венгерского метода включает в себя следующие шаги. 
Шаг 1. (Получение нулей в каждой строке.) Для этого в каждой строке опре-
деляют наименьший элемент, и его значение вычитают от всех элементов дан-
ной строки. Переход к шагу 2. 
Шаг 2. (Получение нулей в каждом столбце.) В преобразованной таблице 
стоимостей в каждом столбце определяют наименьший элемент, и его значение 
вычитают от всех элементов данного столбца. Переход к шагу 3. 
Шаг 3. (Поиск оптимального решения.) Просматривают строку, содержащую 
наименьшее число нулей. Отмечают один из нулей этой строки и зачеркивают 
все остальные нули этой строки и этого столбца, в которых находится отмечен-
ный нуль. Аналогичные операции последовательно проводят для всех строк. 
Каждому отмеченному нулю соответствует назначение, т.е. переменная хij при-
нимает значение, равное 1. Если назначение, которое получено при всех отме-
ченных нулях, является полным (т.е. число отмеченных нулей равно размерно-
сти задачи п), то решение является оптимальным. В противном случае следует 
переход к шагу 4. 
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Шаг 4. (Вычеркивание всех нулей таблицы.) Проводим минимальное число 
прямых через некоторые строки и столбцы с тем, чтобы все нули оказались вы-
черкнутыми. Выбирается наименьший не вычеркнутый элемент. Этот элемент 
вычитается из каждого не вычеркнутого элемента и прибавляется к каждому 
элементу, стоящему на пересечении проведенных прямых. Далее возвращаемся 
к шагу 3. 
Пример 1. Институт получил гранты на выполнение четырех научно-
исследовательских проектов. Выходные результаты первого проекта являются 
входными данными для второго проекта, выходные результаты второго проекта 
− это входные данные для третьего проекта, результаты третьего проекта ис-
пользуются для работы над четвертым проектом (т.е. проекты нельзя выпол-
нять параллельно). В качестве научных руководителей проектов рассматрива-
ются кандидатуры четырех ученых, обладающих различным опытом и способ-
ностями. Каждый ученый оценил время, необходимое для реализации каждого 
проекта. Матрица времени имеет вид: 

 
Т= 

3 7 5 8 
2 4 4 5 
4 7 2 8 
9 7 3 8  

 
 
. 

На пересечении i-й строки и j-го столбца матрицы Т стоит время, необходимое 
i-му ученому на выполнение j-го проекта (в месяцах). Требуется выбрать науч-
ных руководителей проектов так, чтобы суммарное время выполнения всех 
проектов было минимальным. 

■ Пусть хij=


 

случае.противномв0,
,проектагольруководите-ученыййесли,1 ji  Тогда целевая функ-

ция имеет вид: 
z=

ji
ijij xt

,
→min, tij − элементы матрицы Т. 

Решаем задачу венгерским методом. Кратко решение задачи можно запи-
сать следующим образом: 

 
 
 

3 7 5 8 
2 4 4 5 
4 7 2 8 

 
Т= 

9 7 3 8  

 
 
�  

0 4 2 5 
0 2 2 3 
2 5 0 6 
6 4 0 5  

 
 
�  

0 2 2 2 
0 0 2 0 
2 3 0 3 
6 2 0 2  

 
 
�  

0· 2 2 2 
0 0· 2 0 
2 3 0· 3 
6 2 0 2  

 
 
�  

0 2 2 2 
0 0 2 0 
2 3 0 3 
6 2 0 2  

 
 
�

 
 
 
�  

0· 2 4 2 
0 0· 4 0 
0 1 0· 1 
4 0 0 0·  

Таблицы 2−5 соответствуют шагам 1−4 венгерского метода, табл. 6 − 
возвращение к шагу 3, на котором получено второе в этой задаче назначение. 
Оно является полным, т.к. число отмеченных нулей равно размерности задачи 
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п=4. Имеем следующее назначение: 1-й ученый назначен научным руководите-
лем 1-го проекта, 2-й − 2-го проекта, 3-й − 3-го и 4-й − 4-го. Получен ответ: 

 
Х*= 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1  

 
 
, 

 
 
z*=3+4+2+8=17 (месяцев). 

Заметим, что если бы мы отмечали нули несколько в ином порядке, то 
плучили бы другую матрицу назначений с той же стоимостью (альтернативное 
решение), например: 

 
Х1*= 

1 0 0 0 
0 0 0 1 
0 0 1 0 
0 1 0 0  

 
 
, z*=3+5+2+7=17 (месяцев).            ● 

Пример 2. Имеется четверо рабочих и пять видов работ. Стоимость cij выполне-
ния i-м рабочим приведена в таблице стоимостей С, где под строкой понимает-
ся рабочий, а под столбцом − работа. 

 
С= 

4 5 3 5 6 
5 6 10 9 8 
2 9 3 10 4 
2 3 4 9 10  

 
 
. 

■ Данная задача является открытой, т.к. число рабочих т=4 меньше числа ра-
бот п=5. Закрываем ее, вводя фиктивного рабочего (т.е. пятую строку таблицы) 
с нулевыми стоимостями. В этом случае шаг 2 (получение нулей в каждом 
столбце) становится лишним. Решение имеет вид: 

4 5 3 5 6 
5 6 10 9 8 
2 9 3 10 4 

 
С= 

2 3 4 9 10  

 
 
�  

4 5 3 5 6 
5 6 10 9 8 
2 9 3 10 4 
2 3 4 9 10 
0 0 0 0 0  

 
 
�  

1 2 0 2 3 
0 1 5 4 3 
0 7 1 8 2 
0 1 2 7 8 
0 0 0 0 0  

 
 
�  

1 2 0· 2 3 
0· 1 5 4 3 
0 7 1 8 2 
0 1 2 7 8 
0· 0· 0 0 0  

 
 
 
�  1 2 0· 2 3 

0· 1 5 4 3 
0 7 1 8 2 
0 1 2 7 8 
0· 0· 0 0 0  

 
 
�  

2 2 0· 2 3 
0 0· 4 3 2 
0· 6 0 7 1 
0 0 1 6 7 
1 0 0 0· 0  

 
 
�  

2 2 0 2 3 
0 0 4 3 2 
0 6 0 7 1 
0 0 1 6 7 
1 0 0 0 0  

 
 
�  
 

2 2 0· 1 2 
0· 0 4 2 1 
0 6 0 6 0· 
0 0· 1 5 6 
2 1 1 0· 0  

Получено следующее назначение: 1-й рабочий выполняет 3-ю работу, 2-й − 1-ю, 
3-й − 5-ю и 4-й − 2-ю. Фиктивный рабочий «выполняет» 4-ю работу, т.е. эта ра-
бота не получила назначения. Имеем ответ, в котором фиктивные строки (и 
столбцы, если бы они были) не указаны: 

 
Х*= 

0 0 1 0 0 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 

 
 
, 

 
 
z*=3+5+9+9=26 (руб). 

 
 
                         ● 
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0 0 0 1 0  
Алгоритм венгерского метода приведен для случая минимизации крите-

рия эффективности (целевой функции). Предположим, что в задаче о назначе-
ниях требуется найти максимум. Как известно, max z=min (-z). Поэтому в зада-
че максимизации умножаем матрицу стоимостей на (-1) и применяем венгер-
ский метод. Рассмотрим пример. 
Пример 3. Предприятие имеет пять различных станков, каждый из которых мо-
жет выполнять пять различных операций. Известна производительность каждо-
го станка при выполнении каждой операции. Она задана следующей таблицей: 

 
 

Р= 

5 3 4 6 7 
6 2 6 4 5 
4 3 5 6 6 
3 4 3 4 3 
5 6 3 2 5  

 
 
. 

Определить, какую операцию и за каким станком следует назначить, что-
бы суммарная производительность была максимальной при условии, что на ка-
ждый станок назначается только одна операция. 
■ Умножаем матрицу Р на (-1) и применяем венгерский метод: 

 
 

Р'= 

-5 -3 -4 -6 -7 
-6 -2 -6 -4 -5 
-4 -3 -5 -6 -6 
-3 -4 -3 -4 -3 
-5 -6 -3 -2 -5  

 
 
�  

2 4 3 1 0· 
0· 4 0 2 1 
2 3 1 0· 0 
1 0· 1 0 1 
1 0 3 4 1  

 
 
�  

2 4 3 1 0 
0 4 0 2 1 
2 3 1 0 0 
1 0 1 0 1 
1 0 3 4 1  

 
 
�  

 
 
 
�  

1 4 2 1 0· 
0· 5 0 3 2 
1 3 0· 0 0 
0 0 0 0· 1 
0 0· 2 4 1  

Имеем ответ, в котором фиктивные строки не указаны: 
 
 

 
 
Х*= 

0 0 0 0 1 
1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 1 0 0 0  

 
 
, 

 
 

z*=7+6+5+4+6=28 (ед). 

 
 

                 ●  

 
 
 

Упражнения 
9.1–9.20. Имеется п рабочих и т видов работ. Стоимость cij выполнения i-м 
рабочим j-й работы приведена в таблице, где под строкой понимается рабо-
чий, а под столбцом – работа. Необходимо составить план работ так, чтобы 
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все работы были выполнены, каждый рабочий был занят только на одной ра-
боте, а суммарная стоимость выполнения всех работ была минимальной. 
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10287
1291011
51073

 13 



















1191125
311127

115263
510242

  14 



















92351
38752
57631
510642

 

15 



















92813
38912
75849
54432

 16 























10735
2413
1839
9258
2685

 17 























8735
10913
18710

10958
23104

    18 























8735
10913
18710
9458
2397

 

19 



















511037
421086

102649
935107

    20 























891313
2723

111375
781013
21257

 

9.21 (10 вариантов) Для задач о назначениях: 
1) составить математическую модель задачи применительно к числовым 
данным выполняемого варианта; 
2) решить полученную задачу венгерским методом и сформулировать ответ 
в экономических терминах в соответствии с условиями задачи.  
Формулировка задачи. Предприятие имеет четыре различных станка, каж-

дый из которых может выполнять шесть различных операций. Известна произ-
водительность каждого станка при выполнении каждой операции. Она задана 
таблицей С={сij}.i=1÷4, j=1÷6. 

Определить, какую операцию и за каким станком следует назначить, что-
бы суммарная производительность была максимальной при условии, что на ка-
ждый станок назначается только одна операция. 

Варианты  
Значения  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

с11 8 5 3 4 3 5 9 5 4 6 
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с12 5 6 4 3 7 6 5 3 5 6 

с13 6 7 7 6 5 7 6 3 6 5 

с14 7 3 5 5 5 3 6 6 3 6 

с15 5 9 6 6 8 5 7 8 3 7 

с16 4 7 7 5 7 4 5 7 7 5 

c21 7 6 3 3 5 6 6 6 5 7 

с22 6 4 5 4 9 7 7 4 8 8 

с23 5 8 8 8 4 9 4 6 9 9 

с24 6 4 4 9 6 4 3 5 6 4 

с25 4 7 6 7 5 4 5 9 3 3 

с26 6 5 7 4 4 5 6 5 5 5 

c31 6 5 5 4 4 4 7 3 5 5 

с32 3 3 5 5 8 5 8 6 6 4 

с33 6 8 9 7 6 8 3 5 7 7 

с34 5 4 6 8 5 3 5 7 5 5 

с35 3 8 7 7 6 6 4 6 6 4 

с36 7 4 6 5 3 6 5 6 3 6 

c41 4 4 4 5 6 3 7 3 6 6 

c42 5 5 6 3 9 5 7 6 7 5 

c43 4 9 6 6 3 4 4 4 6 5 

c44 8 5 5 5 4 4 6 6 4 3 

c45 6 6 8 5 4 5 3 9 4 3 

c46 5 5 5 3 5 5 4 5 5 4 

 
§10. Транспортная задача по критерию времени  

Как известно, качество плана транспортной задачи можно оценивать по 
различным критериям. Рассмотрим здесь в качестве такого критерия (целевой 
функции) время перевозок.  

Транспортная задача по критерию времени возникает при перевозке 
срочных грузов. Как и в обычной ТЗ, имеется m поставщиков с запасами одно-
родного груза в количестве аi (i=1m) и n потребителей, которым этот груз 
должен быть доставлен в объеме bj (j=1n). Требуется составить план перево-
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зок товара так, чтобы удовлетворить потребности при имеющихся запасах и 
чтобы при этом наибольшее время доставки всех грузов было минимальным.  

Пусть Т – матрица времен размера тп, в которой на позиции (i,j) нахо-
дится величина tij. Тогда задача имеет вид:  

z=
0

max
ikх

ikt


→min, 

1

1

,

,

0.

n

ij i
j

m

ij j
i

x a

x b













 






X

               (10.1) 

ТЗ по критерию времени не является задачей линейного программирова-
ния, т.к. целевая функция z не является линейной функцией переменных хij.  

Без ограничения общности можно считать, что задача закрытая. В про-
тивном случае ее всегда можно закрыть, пропорционально уменьшая избыточ-
ные запасы аi (или потребности bj) или вводя фиктивные пункты отправления 
или назначения. 

Решение ТЗ по критерию времени может быть получено в следующем 
порядке. Находится начальный план Х0 (можно использовать, например, метод 
северо-западного угла или метод наименьшей стоимости). Определяется значе-
ние целевой функции z(Х0)=

0

max
ikх

ikt


=
0 0i kt . Все свободные ячейки, которым со-

ответствуют tik> 0 0i kt , исключаются из рассмотрения (например, закрашиваются 
темным фоном). Чтобы понизить значение целевой функции, необходимо осво-
бодить ячейку (i0,k0), в которой tik достигает максимума. Для этого можно стро-
ить так называемые разгрузочные циклы, которые могут включать в свой со-
став несколько свободных ячеек, т.е. положительные вершины цикла могут 
опираться на ячейки с нулевыми перевозками. В разгрузочном цикле, начиная с 
разгружаемой ячейки (i0,k0), расставляются поочередно знаки «-» и «+» и осу-
ществляют сдвиг на величину =

" "
min


tik. Если удается эту ячейку разгрузить, то 

она исключаются из рассмотрения (закрашивается). Получается новый план Х1, 
на котором значение целевой функции не больше, чем на Х0. Далее снова пы-
таются разгрузить ячейку, соответствующую z(Х1)=

0

max
ikх

ikt


=
1 1i kt . Процесс про-

должается до тех пор, пока возможность разгрузить соответствующую ячейку 
не исчезнет.  

Рассмотрим этот метод на примере. 

Пример. Пусть T=
3 3 4
2 6 2
5 7 10

 
 
 
 
 

, a1=13, a2=8, a3=4, b1=10, b2=10, b 3=5.  
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Итерация 0 
Вj 
Аi 

10 10 5 

 
13 

3 
10 

3 
3 

4 
 

 
8 

2
 

⊖   
6 
7 

     
2 
1 

 
4 

5 
 

    
7 
 

⊖  
10 
4  

■ Находим начальный план Х0 методом северо-западного 
угла (итерация 0). Максимум целевой функции 
z0=max3,3,6,2,10=10 достигается в ячейке (3,3). Для 
улучшения решения разгрузим ее с помощью цикла 
(3,3)→(2,3)→(2,2)→(3,2) (итерация 0). Осуществив сдвиг 
по циклу, получим новое опорное решение Х1 (итерация 
1). Максимум целевой функции на этом опорном решении 
z1=max3,3,6,2,7=7 достигается в ячейке (3,2). Разгрузим 
ее с помощью цикла (3,2)→(1,2)→(1,1)→(3,1) (итерация 
1). Закрасим ячейку (3,3), т.к. время t33=10 больше, чем 
z1=7. 

Осуществив сдвиг по циклу, получим новое решение 
Х2 (итерация 2). Максимум целевой функции на этом 
опорном  

решении z2=max3,3,6,2,5=6 достигается в ячейке (2,2). Закрасим ячейку (3,2), 
т.к. время t32=7 больше, чем z2=6. Разгрузим ячейку (2,2) с помощью цикла  

Итерация 1 
Вj 
Аi 

10 10 5 

 
13 

⊖   3 
10 

    
3 
3 

     4 
 

 
8 2 

 

6 
3 

2 
5 

 
4 

    
5 
 

⊖     
7 
4 

10 
 

 

Итерация 2 
Вj 
Аi 

10 10 5 

 
13 

⊖   3 
6 

    
3 
7 

     4 
 

 
8 


2 
 

⊖     
6 
3 

  2 
5 

 
4 

    5 
4 

7 
 

10 
  

Итерация 3 
Вj 
Аi 

10 10 5 

 
13 

   3 
3 

 3 
10 

4 
 

 
8 2 

3 

6 
 

2 
5 

 
4 

    5 
4 

7 
 

10 
  

(2,2)→(1,2)→(1,1)→(2,1) (итерация 2). Осуществив сдвиг по циклу, получим 
новое решение Х3 (итерация 3). Максимум целевой функции на этом о решении 
z3=max3,3,2,2,5=5 достигается в ячейке (3,1). С помощью оставшихся не за-
крашенных ячеек разгрузить ячейку (3,1) не удается, поэтому Х3 является опти-
мальным решением:  

Х*=Х3=
3 10 0
3 0 5
4 0 0

 
 
 
 
 

, z*=z(Х3)=5.                                              ● 

Решение ТЗ по критерию времени можно получить также, добавляя по-
следовательно к системе ограничений уравнения, позволяющие улучшить целе-
вую функцию. Рассмотрим такое решение на том же примере. На первом шаге 
находим какое-то решение системы ограничений ТЗ, например, методом наи-
меньшей стоимости. Это решение имеет вид: 



 130 

. 
Добавим теперь к системе ограничений уравнение х33=0, так как именно 

переменная х33 определяет полученное значение целевой функции. Получим: 

. 
Заменим теперь уравнение х33=0 уравнением х33+х32=0 (теперь ячейка (3,2) 

дает наибольшее время перевозки t32=7). Имеем: 

. 
Далее, уравнение х33+х32=0 заменяется уравнением х33+х32+х22=0. Полу-

чим: 

. 
Теперь к системе ограничений добавляем уравнение х33+х32+х22+х31=0. 

Полученная система уравнений не имеет решений, так как добавленное уравне-
ние противоречит одному из уравнений ограничений для третьего поставщика, 

х31+х32+х33=0. Получили ответ: Х*=
3 10 0
3 0 5
4 0 0

 
 
 
 
 

, z*=5. 

 
Упражнения 
10.1–10.26. Решить транспортную задачу по критерию времени 

1 50 30 20  2 32 40 68  3 20 30 50  4 36 24 40  5 10 70 20 

50 10 6 4  70 9 13 32  10 9 5 2  10 12 13 14  10 7 10 6 

30 7 6 6  30 16 12 16  20 4 2 10  50 8 12 13  10 11 19 9 

10 12 3 9  30 13 7 5  40 6 7 5  10 5 4 2  40 18 9 20 

10 2 17 7  10 12 7 13  30 3 8 4  30 12 8 3  40 5 8 6 

 

6 30 30 40  7 20 30 50  8 20 30 50  9 30 10 60  10 60 10 50 

20 10 4 3  10 9 5 2  20 7 4 5  30 6 3 4  24 16 13 14 

20 5 5 11  20 4 2 10  20 10 8 5  10 11 9 6  16 2 5 6 

40 7 8 4  40 6 7 5  30 7 6 8  20 8 5 9  40 14 6 8 
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20 6 7 3  30 3 8 4  30 3 6 4  40 2 7 3  40 12 5 3 

 

11 5 10 20 15 

10 8 3 5 2 

15 4 1 6 7 

25 1 9 4 3 
 

12 15 5 10 20 

15 5 10 7 1 

5 2 8 4 6 

30 3 5 8 2 
 

13 10 10 15 15 

10 6 9 6 2 

15 3 7 5 5 

25 4 4 7 3 
 

14 12 8 20 20 

30 15 1 13 11 

5 12 4 5 4 

25 13 5 7 2 
 

 

15 25 15 5 5 

25 9 6 11 1 

15 5 5 2 16 

10 3 5 8 6 
 

16 5 25 5 15 

18 11 7 4 11 

12 12 11 3 7 

20 13 12 1 2 
 

17 35 15 15 5 

16 8 15 12 11 

20 12 11 6 6 

34 31 15 4 12 
 

18 10 10 20 10 

15 9 4 6 5 

15 3 4 7 6 

20 2 10 3 2 
 

 

19 5 10 20 15 

10 8 3 5 2 

15 4 1 6 7 

25 1 9 4 3 
 

20 5 5 20 20 

5 6 10 17 4 

35 9 18 8 7 

10 5 8 19 5 
 

21 5 15 15 10 

15 15 6 7 1 

30 12 8 4 6 
 

22 5 5 15 15 

5 6 10 17 4 

35 9 18 8 7 
 

 

23 20 40 50 70 

30 13 8 7 11 

40 6 7 9 8 

50 5 12 5 10 

60 19 6 14 4 
 

24 10 3 17 20 10 

35 3 5 6 11 2 

15 4 6 3 2 3 

10 6 7 8 11 2 
 

25 25 15 10 2 8 

35 9 16 9 11 11 

5 11 6 5 6 5 

20 8 11 6 3 7 
 

26 200200200200

200 8 7 6 5 

100 7 6 5 7 

200 4 5 6 7 

300 5 7 6 4 
 

 
 
§11. Решение транспортных моделей с помощью MathCAD 
11.1. Решение транспортной задачи по критерию стоимостей.  
Пример 1. На складах А1, А2, А3 хранится а1=70, а2=90, и а3=50 тонн топлива со-
ответственно. Требуется доставить его четырем потребителям В1, B2, B3, B4, за-
казы которых составляют b1=50, b2=70, b3=40, b4=40 тонн соответственно. 
Стоимости перевозки сij одной тонны с i-го склада j-му потребителю указаны в 
таблице: 

1. Установим, является ли модель 
транспортной задачи, заданная таб-

 b1=50 b2=70 b3=40 b4=40 
а1=70 5 2 3 6 
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лицей, открытой или закрытой. Если 
модель является открытой, то её не-
обходимо закрыть. 

а2=90 4 3 5 7 
а3=50  2 4 1 5  

2. Составим план перевозок, обеспечивающий минимальную стоимость пе-
ревозок. 

3. Найдём минимальную стоимость перевозок.  
■ 1. Суммарные запасы груза 210, а суммарные потребности 200 тонн. Следова-
тельно, задача является задачей открытого типа и ее необходимо закрыть, вводя 
фиктивного потребителя с потребностями 10 единиц груза при нулевых стои-
мостях перевозок. Приходим к задаче: 

 b1=50 b2=70 b3=40 b4=40 b5=10 
а1=70 5 2 3 6 0 
а2=90 4 3 5 7 0 
а3=50  2 4 1 5 0 

2. Выводим на листовое поле программу (рис.11.1). Вначале мы вводим век-
торы 

 
Рис. 11.1. Решение ТЗ по критерию стоимостей в  

MathCAD 

поставщиков А, потребите-
лей В (транспонированные 
строки введены для того, 
чтобы их запись занимала 
меньше места) и матрицу 
стоимостей перевозок С. За-
тем фиксируем значения пе-
ременных . Векторы А1 
и В1 введены для того, что-
бы ограничения транспорт-
ной задачи записать в мат-
ричном виде. Например,  

вместо системы ограничений по поставщикам 












50
,90
,70

3534333231

2524232221

1514131211

xxxxx
xxxxx
xxxxx

 мы по-

лучаем матричное уравнение ХА1=А. Аналогично вместо системы ограниче-
ний по потребителям получаем матричное уравнение ХТВ1=В.  

Составляем целевую функцию z(X)=tr(XCТ). Открываем вычислитель-
ный блок ключевым словом Given и задаем ограничения в матричном виде. С 
помощью встроенной функции Minimize(z,X) находим минимальное значение 
целевой функции z.  

3. Вычисляем минимальную стоимость перевозок z(X1)=640 ден.ед.     ● 
Транспортная задача с усложнениями решается точно так же; это услож-

нение в виде ограничения добавляется в вычислительный блок Given. 
11.2. Решение задачи о назначениях. С помощью транспортных алгоритмов 
можно решать и некоторые другие задачи, например, задачу о назначении.  
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Пример 2. Пусть матрица стоимостей С имеет вид 

С=


















6612108
1241356
10126211
9410811

. 

Т.к. задача открыта (т≠п), то вводим фиктивного рабочего с нулевыми 
стоимостями, и теперь матрица С примет вид 

С=























00000
6612108

1241356
10126211
9410811

. 

Решение задачи с помощью MathCAD приведено на рис. 11.2. 

 
Рис.11.2. Решение задачи о назначениях с помощью MathCAD. 

11.3. Решение транспортной задачи по критерию времени. Решим с помо-

щью MathCAD ту же задачу, которая решена в §10. Пусть T=
3 3 4
2 6 2
5 7 10

 
 
 
 
 

, a1=13,  
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a2=8, a3=4, b1=10, b2=10, b 3=5. Вве-
дем исходные данные: матрицу T, а 
также векторы A запасов и B потреб-
ностей. Зададим начальные значения 
переменных X, целевую функцию 

, а также сформируем два векто-
ра  и , состоящие из единиц, на-
значение которых такое же, как и при 
решении транспортной задачи по 
критерию стоимости (рис.11.3). 

 
Рис.11.3. Ввод начальных данных и построе-

ние целевой функции 

 
Рис.11.4. Переупорядочение переменных Хi,k 

 

Переупорядочим переменные  по 
невозрастанию соответствующих им 
элементов  матрицы T, сформи-
ровав для этого вектор- функцию 

. Координата  вектора  бу-
дет равна переменной , соответ-
ствующей r-му по величине элементу 
матрицы T (рис.11.4). 

Сформируем блок для решения 
систем ограничений задачи. При-
сваивая последовательно значения 1, 
2, 3,4 параметру r, определим мини-
мальное число р, при котором не бу-
дет найдено решение функцией . 
Тогда решение , полученное при 
r=р-1 будет оптимальным планом 
поставленной задачи (рис.11.5). 

Рис.11.5. Вычислительный блок Given для ТЗ 
по критерию времени 

 
§12. Задачи целочисленного программирования 
12.1. Метод отсечений Гомори. В экономике существует огромное количество 
задач с дискретной природой. Прежде всего, это задачи с физической недели-
мостью многих факторов и объектов расчета. Например, нельзя построить 3,1 
фабрики или поставить 1,35 автомобиля. Количество комплектов, число агрега-
тов, число типовых размеров предприятий, типовые мощности предприятий – 
все это вносит дискретность в оптимизационные расчеты. Дискретными явля-
ются задачи с логическими переменными, принимающими только два значения 
– нуль или единица (т.е. вариант отвергается или принимается). Попытка реше-
ния таких задач симплекс-методом приводит, как правило, к нецелочисленным 
величинам, не имеющим в данном случае смысла. Можно попытаться получить 
приближенное решение задачи, округляя полученные величины до целых зна-
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чений. Однако при этом может оказаться, что округленное решение не является 
планом задачи и существенно отличается от точного решения. 

Целочисленное программирование – это раздел математического про-
граммирования, изучающий экстремальные задачи, в которых на искомые пе-
ременные (все или некоторые) накладывается условие целочисленности.  

Методы целочисленной оптимизации можно разделить на две основные 
группы: точные и приближенные. К точным относятся методы отсечения и ме-
тод ветвей и границ. 

Общая идея решения задачи целочисленного программирования метода-
ми отсечения состоит в следующем. Сначала задача решается без условия це-
лочисленности. Если полученный план целочисленный, то задача решена. В 
противном случае к ограничениям задачи добавляется новое ограничение. При 
этом: 

а) оно должно быть линейным; 
б) должно отсекать оптимальный нецелочисленный план; 
в) не должно отсекать ни одного целочисленного плана.  

Дополнительное ограничение, обладающее указанными свойствами, на-
зывается правильным отсечением. Далее задача решается с учетом нового ог-
раничения. После этого в случае необходимости добавляется еще одно ограни-
чение и т.д. 

Геометрически добавление каждого ограничения отвечает проведению 
поверхности, которая отсекает от области допустимых решений некоторую его 
часть вместе с оптимальной точкой с нецелыми координатами, но не затрагива-
ет ни одной из целых точек этого многогранника. В результате новый много-
гранник решений содержит все целые точки, заключающиеся в первом началь-
ном многограннике решений, и полученное на этом многограннике оптималь-
ное решение может быть целочисленным. Один из алгоритмов решения задачи 
ЦП, предложенный американским математиком Р. Гомори, основан на сим-
плекс методе и дает достаточно простой способ построения правильного отсе-
чения. 

Пусть задача ЛП 
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z c x
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                                                                  (10.1) 
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, i=1, 2, …, m,                                                   (10.2) 

xj – неотрицательны и целочисленны, j=1, 2, …, n           (10.3) 
имеет конечный оптимум и на последнем шаге ее решения симплекс-методом 
получены следующие уравнения, выражающие базисные переменные  x1, …., xm 
через свободные переменные xm+1, хm+2 ,…, xn оптимального решения: 
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,...11, nmnmmmmm xxx     
Константы βi и αij, i=1, …, m, j=m+1, …, n, взяты из последней симплекс-
таблицы (без требования целочисленности): 

Б.П. х1 х2 … хi … хт хт+1 … хn Реш 
z 0 0 … 0 … 0 1mc   … nc  β0 

х1 1 0 … 0 … 0 α1,т+1 … α1п β1 
… … … … … … … … … … … 
хi 0 0 … 1 … 0 αi,т+1 … αiп βi 
… … … … … … … … … … … 
хт 0 0 … 0 … 1 αт,т+1 … αтп βт 

Пусть в оптимальном решении X*=(β1, β2, …, βi, …, βm,0,…,0) решение βi неце-
лое. Тогда βi=[βi]+fi, αij=[αij ]+fi j, где N=[a] – целая часть числа а, fi и fij – дроб-
ные части чисел βi и αij. Т.к. βi – нецелое, то 0<fi<1; αij может быть нецелым, по-
этому 0≤fij<1. После подстановки разбиения коэффициентов на целую и дроб-
ную части получим:  

0][][
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Поскольку все переменные xi, i=1, …, n должны быть целыми, то правая часть 
последнего выражения должна быть целочисленной, откуда следует, что левая 
часть также должна принимать целые значения. Далее, т.к. fij≥0 и xj≥0 для лю-

бых i, j, то 0
1


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mj
ij xf . Следовательно, должно выполняться неравенство 
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. Т.к. дробная часть fi<1, то 1
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принимать целые значения; следовательно, условием целочисленности будет 
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iji xff  (0 – ближайшее целое, меньше 1). Это ограничение можно запи-

сать в виде равенства с балансовой переменной Si:      0
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,            (10.4) 

причем Si по определению должно принимать целые значения. Такое ограниче-
ние-равенство определяет отсечение Гомори для полностью целочисленной за-
дачи. Это ограничение-равенство добавляется к последней симплекс-таблице. 

Справедлива следующая теорема: 
Теорема 10.1. Равенство (10.4) определяет правильное отсечение Гомори, т.е.: 
- является линейным; 
- отсекает найденное оптимальное нецелочисленное решение задачи  
(10.1)–(10.3); 
- не отсекает ни одного целочисленного плана задачи (10.1)–(10.3). 
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Если после итерации окажется, что в оптимальном плане задачи (10.1)–
(10.3) имеется несколько нецелых координат, то для построения отсекающей 
гиперплоскости целесообразно выбрать переменную, имеющую наибольшую 
дробную часть. 

Признаком отсутствия целочисленного решения служит появление в сим-
плекс-таблице хотя бы одной строки с дробным свободным членом (решением) 
и целыми остальными коэффициентами, т.к. в этом случае соответствующее 
уравнение не имеет решения в целых числах. 
Пример 1. Рассмотрим типичную раскройную задачу, имеющую следующий 
вид. Металлические прутья длиной L, имеющиеся в достаточном количестве, 
следует распилить  на заготовки двух видов: длиной l1 и длиной l2, причём заго-
товок первого вида должно быть получено не менее n1 штук и заготовок второ-
го вида – не менее n2 штук. Каждый прут может быть распилен на указанные 
заготовки несколькими способами. Требуется найти число прутьев, распили-
ваемых каждым способом, с тем, чтобы необходимое количество заготовок бы-
ло получено из наименьшего количества прутьев, поступающих в раскрой. 

Для решения задачи необходимо определить всевозможные варианты 
распила прутьев на заготовки нужной длины, составить математическую мо-
дель в виде задачи целочисленного программирования, решить задачу методом 
отсечений Гомори, найти все оптимальные решения задачи. 
■ Пусть L=5,8 м, l1=1,6 м, l2=2,4 м, n1=78, n2=70. Разделим L=5,8 на l1=1,6. По-
лучим 3 и 1 м в остатке. Так как 1l2=2,4, то этот остаток идёт в отходы, а мы 
получаем 1-й вариант распила – 3*l1+0*l2. Если от прута L=5,8 м отпилить 2 за-
готовки длиной l1=1,6 м, то останется обрезок длиной 2,6 м, из которого ещё 
выйдет одна заготовка длиной l2=2,4 м, и мы получаем 2-й вариант распила – 
2*l1+1*l2. Аналогично получаем последний, 3-й, вариант распила – 0*l1+2*l2. 

Пусть х1, х2, х3 – число прутьев, распиливаемых по 1-, 2- и 3-му вариантам 
соответственно. Общее количество прутьев обозначим z. Тогда математическая 
модель задачи примет вид: 
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Решаем вначале задачу с ослабленными ограничениями – без учёта целочис-
ленности. Запишем задачу в канонической форме: 

1 2 3

1 2 4

2 3 5

0,
3 2 78,

2 70,
0, 1 5.i

z x x x
x x x
x x x
x i

   

    
     
   

 

При этом используем двойственный симплекс-метод. 
                                 Итерация 0                                     Итерация 1 

БП х1 х2 х3 х4 х5 Реш  БП х1 х2 х3 х4 х5 Реш 
z -1 -1 -1 0 0 0  z 0 -1/3 -1 -1/3 0 26 
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х4 -3 -2 0 1 0 -78  х1 1 2/3 0 -1/3 0 26 
х5 0 -1 -2 0 1 -70  х5 0 -1 -2 0 1 -70 
Отн 1/3 1/2 – – –   Отн – 1/3 1/2 – –  

                                   Итерация 2                                     Итерация3 
БП х1 х2 х3 х4 х5 Реш  БП х1 х2 х3 х4 х5 Реш 
z 0 0 -1/3 -1/3 -1/3 148/3  z -1/4 0 0 -1/4 -1/2 109/2 
х1 1 0 -4/3 -1/3 2/3 -62/3  х3 -3/4 0 1 1/4 -1/2 31/2 
х2 0 1 2 0 -1 70  х2 3/2 1 0 -1/2 0 39 
Отн. – – 1/4 1 –   
Разрешающие числа, определяющие разрешающие строку и столбец, 

подчеркнуты. 
Решение не целочисленно – записываем отсечение по переменной, 

имеющей наибольшую дробную часть, то есть по переменной х3. Для этого за-
пишем уравнение, соответствующее переменной х3, выделив в каждом коэффи-
циенте целую и дробную части. Напомним, что целая часть числа а (обознача-
ется а) – это наибольшее целое, не превосходящее данного; дробная часть 
числа а (обозначается а) – это разность между самим числом и его целой ча-
стью. Тогда имеем: 

(-1+1/4)х1+(1+0)х3+(0+1/4)х4+(-1+1/2)х5=(15+1/2). 
Затем в этом уравнении оставим только дробные части (с противополож-

ным знаком), добавив в левую часть балансовую переменную S: 
-1/4х1-1/4х4-1/2х5+S=-1/2. 
Это отсечение является дополнительным ограничением, учёт которого в 

последней итерации приводит к следующим таблицам: 
 

                                Итерация 3                                          Итерация 4  
БП х1 х2 х3 х4 х5 S Реш  БП х1 х2 х3 х4 х5 S Реш 
z -1/4 0 0 -1/4 -1/2 0 109/2  z 0 0 0 0 0 -1 55 
х3 -3/4 0 1 1/4 -1/2 0 31/2  х3 0 0 1 1 1 -3 17 
х2 3/2 1 0 -1/2 0 0 39  х2 0 1 0 -2 -3 6 36 
S -1/4 0 0 -1/4 -1/2 1 -1/2  х1 1 0 0 1 2 -4 2 
Отн 1 – – 1 1 –   

Решение оптимально, допустимо и целочисленно. При этом zmin=55, 
X(1)=(2;36;17;0;0). Решение альтернативно, так как коэффициенты в z-строке 
при свободных переменных х4 и х5 равны нулю. Из оптимальной таблицы име-
ем: 

z=55+S, х3=17-х4-х5+3S, х2=36+2х4+3х5-6S, х1=2-х4-2х5+4S.              (10.5) 
Альтернативные решения получаются при значении свободной перемен-

ной S, входящей в выражение для z, равной нулю (S=0), и при любых значениях 
свободных переменных х4 и  х5, не входящих в выражение для z, которые «по-
зволяет» принять система ограничений, чтобы базисные переменные х1, х2 и х3 
оставались допустимыми: 0х4min(17,,2)=2 и 0х5min(17,,1)=1, то есть 
при 0х42 и 0х51. Но в силу условия целочисленности переменные х4 и х5 
могут принять только значения 0, 1 или 2 для х4 и 0 или 1 для х5. Поэтому зада-
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ча будет дополнительно иметь оптимальные целочисленные решения, когда па-
ра переменных (х4,х5) принимает значения (1,0), (2,0) и (0,1) (при значениях 
(2,1) переменная х1 перестаёт быть допустимой), а S=0. Подставляя эти значе-
ния в систему ограничений (5), найдём эти оптимальные решения: 

X(2)=(1;38;16;1;0), X(3)=(0;40;15;2;0), X(4)=(0;39;16;0;1).                     
Наличие альтернативных решений позволяет осуществить выбор одного 

из них, руководствуясь дополнительными критериями, не учитываемыми в ма-
тематической модели задачи. Например, из условия данной задачи следует, что 
распиливание прутьев даёт меньше всего отходов по второму варианту, поэто-
му естественно при выборе одного из четырёх оптимальных решений отдать 
предпочтение решению X(3), при котором максимальное число прутьев (х2=40) 
распиливается с минимальными отходами. 

К недостаткам метода отсечений Гомори можно отнести требование це-
лочисленности для всех переменных – как, основных в задаче, так и для вве-
денных балансовых, которые, вообще говоря, могут быть и дробными. 
12.2. Решение задач целочисленного программирования с помощью 
MathCAD. Входящая в библиотеку MathCAD встроенная функция floor(x) воз-
вращает наибольшее целое число, меньшее или равное х. При каждом целом х 
функция имеет разрыв первого рода. На поле X-Y Plot ее график (y(x):=floor(x)) 
имеет вид (рис.12.1): 

0
5

0

54

4

y x( )

44 x  
Рис.12.1. График функции floor(x) 

Рассмотрим применение функции floor(x) к решению частично и полно-
стью целочисленных задач линейного программирования. 

 
Рис.12.2. Решение примера 2 в MathCAD 

Пример 2. Решим частично цело-
численную задачу: 

z=5х1+4х2mах; 
6х1-9х2≤2, 

-7х1+5х2≤4, х1≥0, х2≥0, х2 – целочис-
ленное. 

■ Задаем начальные данные: коэф-
фициенты целевой функции, а так-
же матрицы А и В правых и левых 
частей ограничений, а также на- 

чальные значения переменных (1;1). В вычислительный блок добавляем усло-
вие х2=floor(x2) (рис. 12.2). 
Ответ: (1,833; 1), zmах=13,167.        



 140 

●Пример 3. Решим частично целочисленную задачу 
z=-4х1+9х2+2х3+4х4max, 

2х1+х2+6х3+2х4=4, 
2х1+2х2+6х3+х4=5, 

-2х1-х2+3х3+3х4=5, 
хj≥0, (j=1÷4), х2 – целочисленное. 

■ Решение – на рис.12.3.                                                                                    ● 

 
Рис.12.3. Решение примера 3 в MathCAD  

Пример 4. Найдём полностью целочисленные решения для задачи 

 

z=3х1+3х2max, 
х1+2х2≥2, 

3х1+2х2≤6, 
-х1+х2≤1, 

хj≥0, целочисленные (j=1÷2) 
(рис. 12.4).  
■ Решение приведено на 
рис.3.      ● 
Заметим, что решение задачи 
целочисленного программи-
рования существенно зависит 
от выбора начального при-
ближения. Так, в последней 
задаче выбор начального  

Рис.12.4. Решение примера 4 в MathCAD  

приближения в точках (0;1) и (1,2) неправильно дает в качестве максимума точ-
ку (0;1) со значением целевой функции z=3. 
12.3. Решение задач целочисленного программирования с помощью 
EXCEL. Задачи ЦП в EXCEL решаются аналогично задачам линейного про-
граммирования ЛП. Основное отличие заключается во вводе требования цело-
численности. Рассмотрим последовательность действий на примере следующей 
задачи: 

z=0,3x1+0,4x2+0,4x3+0,5x4min, 
x1+x2+x4≥242, 
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x1+x2+x3≥241, 
2x1+x3+2x4≥333,                                    (12.1) 

x1+3x2+2x3+x4401, 
xj0, xj – целочисл., j=14. 

Решим вначале эту задачу без требования целочисленности, как в обычной за-
даче ЛП.  

Действуя по алгоритму решения обычной задачи ЛП, получим решение 
(табл. 12.1): 

Таблица 12.1 
Условия общей задачи программирования 

 A B C D E F G H 

1    Переменные    

2 имя Пр.1 Пр.2 Пр.3 Пр.4    

3 значение 165,5 75,5 0 1    

4 нижн.гр.        

5 верхн.гр.        

6 коэф.ЦФ 0,5 0,4 0,6 0,3 113,25 мин  

7    Ограничения    

8 
вид     

левая 
часть знак 

Прав. 
часть 

9 трудовые 1 1 0 1 242 >= 242 

10 сырьё 1 1 1 0 241 >= 241 

11 финансы 2 0 1 2 333 >= 333 

12 энергия 1 3 2 1 393 <= 401 

Решение не целочисленно – потребуем выполнение условия целочислен-
ности. Для этого необходимо следующее: 

1. Сделать форму для ввода условий задачи, добавив к предыдущей 
табл. требования целочисленности для переменных В6-Е6 и ввести исходные 
данные (табл. 12.2) 

Таблица 12.2 
Условия задачи целочисленного программирования 

 A B C D E F G H 
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1  Переменные   

2 имя Пр.1 Пр.2 Пр.3 Пр.4    

3 значение        

4 нижн.гр.        

5 верхн.гр.        

6 целочисл целое целое целое целое ЦФ напр  

7 коэф.ЦФ 0,5 0,4 0,6 0,3 0 мин  

8    Ограничения    

9 
вид     

Левая 
часть знак 

Правая 
часть 

10 трудовые 1 1 0 1 0 >= 242 

11 сырьё 1 1 1 0 0 >= 241 

12 финансы 2 0 1 2 0 >= 333 

13 энергия 1 3 2 1 0 <= 401 
2. Вызвать диалоговое окно Поиск решения командой  
Сервис, Поиск решения. 
На экране: диалоговое окно Поиск решения. 
3. Ввести: 
- условия, которые были введены при предыдущем решении (граничные 

условия и ограничения); 
- требования целочисленности: 
  Добавить… 
  На экране: диалоговое окно Добавление ограничений. 
  Курсор в окно Ссылка на ячейку. 
  Ввести адрес ячейки В3. 
  Курсор на стрелку. 
  Ввести «целое». 
  Повторить ввод требования целочисленности для всех целочисленных 

переменных. 
- После окончания ввода требований целочисленности вместо Доба-

вить… нажать кнопку ОК. 
  На экране: диалоговое окно Поиск решения с введёнными условиями. 
4. Параметры… 
  На экране: диалоговое окно Параметры поиска решения. 
5. Установить флажок Линейная модель, что обеспечивает примене-

ние симплекс-метода. 
6. ОК. 
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На экране: диалоговое окно Поиск решения. 
7. Выполнить. 
  На экране: диалоговое окно Результаты поиска решения. 
8. ОК. 
  На экране: результат решения (табл. 12.3). 

Таблица 12.3 
Решение задачи целочисленного программирования 

 A B C D E F G H 

1   Переменные     

2 имя Пр.1 Пр.2 Пр.3 Пр.4    

3 значение 166 75 0 1    

4 нижн.гр.        

5 верхн.гр.        

6 целочисл Цел. Цел. Цел. Цел. ЦФ напр  

7 коэф.ЦФ 0,5 0,4 0,6 0,3 113,3 мин  

8    Ограничения    

9 
вид     

Л. 
часть знак 

П. 
часть 

10 трудовые 1 1 0 1 242 >= 242 

11 сырьё 1 1 1 0 241 >= 241 

12 финансы 2 0 1 2 334 >= 333 

13 энергия 1 3 2 1 392 <= 401 

Графическое представление результатов решения задачи ЦП. Сравнитель-
ные данные для непрерывного и целочисленного решений приведены в табл. 
12.4: 

Таблица 12.4 
Данные для непрерывного и целочисленного решений 

 A B C D E F 

1 Решение прод1 прод2 прод3 прод4 ЦФ 

2 Непрерывное 165,5 75,5 0 1 33136,5 

3 Целочисленное 166 75 0 1 33182 
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По данным этой табл. можно построить гистограммы, наглядно демонстри-
рующие полученные результаты. Для этого необходимо: 

1. Выделить ячейки А1-Е3. 
2. Выполнить алгоритм построения гистограмм. 

На экране: гистограмма (рис. 12.5). 
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Рис. 12.5. Сравнительная гистограмма для непрерывного и целочисленного решений 

Из этого рисунка видно, в частности, что целевая функция в целочислен-
ном решении увеличилась. Это показывает, что требование целочисленности, 
как и любое дополнительное требование, ухудшает целевую функцию. 
Упражнения 

Задачи 12.1–12.30. 
Формулировка задачи. Доски длиной L, имеющиеся в достаточном 

количестве, следует распилить  на заготовки двух видов: длиной l1 и дли-
ной l2, причём заготовок первого вида должно быть получено не менее n1 
штук и заготовок второго вида – не менее n2 штук. Каждая доска может 
быть распилена на указанные заготовки несколькими способами. Требует-
ся найти число досок, распиливаемых каждым способом, с тем, чтобы не-
обходимое количество заготовок было получено из наименьшего количе-
ства досок. Все необходимые числовые данные указаны в таблице. Необ-
ходимо: 

1) построить всевозможные варианты распила досок на заготовки 
нужной длины (т.е. определить карту раскроя);  
2) составить математическую модель в виде задачи ЦП;  
3) решить задачу методом отсечений Гомори, или с помощью Math-
CAD, или с помощью EXCEL; 
4) найти все оптимальные решения задачи. 
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№№ L, м l1, м l2, м n1 n2 №№ L, м l1, м l2, м n1 n2 

1 2,5 0,9 0,8 76 69 16 3,6 1,6 1,0 74 73 

2 3,4 1,4 1,0 62 66 17 2,6 0,7 1,1 81 74 

3 2,0 0,6 0,8 90 86 18 4,1 1,4 1,3 76 45 

4 2,3 1,1 0,6 88 77 19 1,8 0,5 0,8 67 52 

5 3,7 0,8 1,3 54 62 20 2,1 0,9 0,6 58 42 

6 2,8 1,0 0,9 68 93 21 3,5 1,0 1,5 57 70 

7 4,3 1,4 1,5 85 56 22 4,0 1,8 1,1 60 90 

8 1,7 0,7 0,5 38 84 23 2,7 0,8 1,1 45 56 

9 3,9 1,2 1,5 91 40 24 3,0 1,2 0,9 50 81 

10 2,2 1,0 0,6 44 71 25 3,3 1,0 1,3 63 70 

11 2,9 0,8 1,2 78 70 26 3,8 1,4 1,2 80 99 

12 1,6 0,6 0,5 86 94 27 3,7 1,1 1,5 87 62 

13 4,4 1,3 1,8 79 48 28 4,2 1,6 1,3 92 78 

14 1,9 0,9 0,5 60 70 29 3,2 0,9 1,4 75 65 

15 2,4 0,7 0,9 57 92 

 

30 4,5 1,7 1,4 86 90 

 
§13. Основы сетевого планирования и управления (СПУ) 
13.1. Сетевой график комплекса операций и правила его построения. Дея-
тельность организаций, предприятий и их подразделений по выполнению 
сложного, трудоёмкого комплекса работ должна быть подчинена единому пла-
ну. Только наличие такого плана может обеспечить организованное и своевре-
менное проведение всех работ, входящих в рассматриваемый комплекс. Особое 
значение при этом имеет правильная организация всей системы управления хо-
дом работ. 

План проведения комплекса работ должен отражать все входящие в него 
этапы работ, их последовательность и взаимосвязь, длительность отдельных 
этапов и разработки в целом, а также трудоёмкость и стоимость отдельных ра-
бот и всего проекта. 

План проведения комплекса работ нужно рассматривать как модель, в ко-
торой отношения между элементами отражают реально существующую систе-
му – планируемый комплекс работ. Наиболее эффективными областями приме-
нения системы СПУ являются: проектные, опытно-конструкторские и научно-
исследовательские работы, подготовка производства новых изделий, строи-
тельство и реконструкция сложных объектов, технологические процессы изго-
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товления сложных изделий, материально-техническое снабжение, администра-
тивные мероприятия. 

Основой метода СПУ является сетевой график (сетевая модель), отра-
жающий логическую взаимосвязь и взаимообусловленность входящих в него 
элементарных операций (работ).  
Определение 1. Граф, в котором существует лишь одна вершина А0, не имеющая 
входящих дуг, и лишь одна вершина Ап, не имеющая выходящих дуг, и каждой 
дуге которого приписано некоторое число, называется сетевым графиком или 
сетью. Числа, приписанные дугам, называются их длинами. 
Определение 2. Последовательность дуг (

21
, ii AА ), (

32
, ii AА ), …, (

kk ii AА ,
1

),в которой 
конец каждой предыдущей совпадает с началом последующей, называется пу-
тём. При этом вершина 

1i
А  является началом, а вершина 

ki
А  – концом пути. 

Длиной пути называется сумма длин последовательности его дуг. 
Определение 3. Путь сетевого графика называется полным, если его начало 
совпадает с вершиной А0, а конец – с вершиной Ап. Если начало некоторого пу-
ти совпадает с его концом, то такой путь называется контуром. 

Как правило, сетевой график имеет большое число полных путей. 
Мы будем использовать сетевые графики в терминах «дуги – работы» 

(или «дуги – операции»); в таких графиках вершины, называемые событиями, 
соответствуют моментам времени начала или окончания одной либо несколь-
ких работ, а дуги – работам. События обозначаются кружками. 
Определение 4. В сетевом графике различают три вида событий: исходное, за-
вершающее и промежуточное. Исходное – это такое событие, с которого начи-
нается выполнение комплекса операций. Завершающее событие соответствует 
достижению конечной цели, то есть завершению комплекса работ. К промежу-
точным относятся все прочие события. 

Предполагается, что события не имеют продолжительности и наступают 
мгновенно. 
Определение 5. Моментом свершения события считается момент окончания 
выполнения всех входящих в это событие работ. Пока не выполнены все вхо-
дящие в событие работы, не может свершиться само событие, а, следовательно, 
не может быть начата ни одна из следующих непосредственно за ним работ. 
Определение 6. Различают три вида работ:  

1) действительная работа (обозначается сплошной стрелкой         ) – про-
цесс, требующий затрат времени и ресурсов (разработка проекта, подвоз мате-
риалов, выполнение монтажных работ и так далее); 

2) работа-ожидание (обозначается штрихпунктирной стрелкой         ) – про-
цесс, требующий только затрат времени (процессы затвердения бетона, сушки 
пиломатериалов и тому подобное); 

3) фиктивная работа (обозначается штриховой стрелкой         ) – логическая 
связь между двумя или несколькими работами (событиями), не требующая за-
трат труда, материальных ресурсов и времени. Она указывает, что возможность 
начала одной работы непосредственно зависит от результата другой. Продол-
жительность фиктивной работы равна нулю. 
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При построении сетевых графиков необходимо соблюдать определённые 
правила. 

1. В сети не должно быть событий (кроме исходного), в которые не входит ни 
одна работа. 

 
 

2. Не должно 
быть событий 
(кроме завер-
шающего), из 
которых не вы-
ходит ни одна 
работа.  Рис.13.1. Неправильное  

соединение событий 
Рис.13.2. Правильное соединение 

событий  
3. Сеть не должна содержать контуров, так как ни одна работа не может 

предшествовать сама себе.  
4. Любая пара событий сетевого графика может быть соединена не более чем 

одной дугой (работой) аi (рис.13.1). При этом  нужно ввести дополнительные 
события и соединить их фиктивными работами а1

´ и а3
´ (рис.13.2). 

5. Номер начального события любой работы должен быть меньше номера её 
конечного события. 

 

6. Для отражения технологической или ре-
сурсной зависимости при выполнении работ 
также применяют фиктивные работы. 
Предположим, что работа а3 может выполнять-
ся после завершения работ а1 и а2, а работа а4 – 
только после завершения работы а2. Эта зави-
симость представлена на рис. 13.3, из которого  Рис. 13.3. Иллюстрация правила 6 
видно, что работа а3 следует за работой а1 и фиктивной работой а2

´. 
13.2. Построение сетевого графика комплекса операций. Исходная инфор-
мация о работах, которые требуется выполнить, должна содержать перечень 
всех работ, последовательность их выполнения и оценку каждой работы (про-
должительность, стоимость и тому подобное). Так, например, информация о 
некотором проекте может быть задана в виде структурной таблицы комплекса 
работ (табл.13.1). В этой таблице дан перечень (номера) всех работ, последова-
тельность их выполнения, продолжительность каждой работы. 
Пример 1. Построим упорядоченный сетевой график комплекса работ в терми-
нах событий.  
■ Пусть 0 – номер исходного события. Работы а1, а2, а3 и а4 не имеют предше-
ствующих работ, поэтому они выходят из исходного события. Работы а5 и а12 
опираются на работу а1. Следовательно, работа а1 заканчивается событием 
(№1), из которого выходят работы а5 и а12. Работы а6 и а7 опираются на работы 
а2 и а5. Следовательно, работы а2 и а5 заканчиваются событием (№2), из кото-
рого выходят работы а6 и а7. Работы а8 и а9 опираются на работу а3. Следова-
тельно, работа а3 заканчивается событием (№3), из которого выходят работы а8 
и а9. Работы а10 и а11 опираются на работы а4, а6 и а8. Следовательно, работы а4, 

1 4 а2 

а1 

а3 

2 

3 а3 

а1 

1 4 а2 

а1 

а3 

1 4 

а1 

а2 

2 

3 а4 

а3 

а2 
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а6 и а8 заканчиваются событием (№4), из которого выходят работы а10 и а11, и 
т.д. На работы а16 и а17 не опирается ни одна работа, поэтому их окончанием 
служит завершающее событие (№8). Сетевой график изображён на рис. 13.4. 
Он выражает логическую связь в последовательности событий и работ. Собы-
тия построенного сетевого графика имеют упорядоченную нумерацию.  

Таблица 13.1 
Структурная таблица комплекса работ 

Работа Опирается 
на работы 

Продолжит. 
работы 

 Работа Опирается на 
работы 

Продолжит. 
работы 

а1 – 4  а10 а4,а6,а8 1 
а2 – 5  а11 а4,а6,а8 2 
а3 – 2  а12 а1 2 
а4 – 2  а13 а10 3 
а5 а1 2  а14 а10 3 
а6 а2, а5 3  а15 а9,а11,а13 1 
а7 а2, а5 2  а16 а9,а11,а13 4 
а8 а3 5  а17 а7,а12,а14,а15 4 
а9 а3 2     

Однако иногда в исходном сетевом графике события имеют неупорядо- 

 

ченную нумерацию. Поэтому после 
построения графика в случае необ-
ходимости рекомендуется перену-
меровать его события (номер на-
чального события любой работы 
должен быть меньше номера её ко-
нечного события, правило 5 по-
строения сетевого графика).                                                   
● 
13.3. Расчёт временных парамет-
ров  

Рис. 13.4. Сетевой график примера 1 

сетевого графика. Для управления ходом выполнения комплекса работ, пред-
ставленного сетевым графиком, необходимо располагать количественными па-
раметрами элементов сети. К таким параметрам относятся: сроки выполнения 
отдельных работ, продолжительность выполнения всего комплекса работ и 
критический путь.  

Пусть весь комплекс работ изображён в виде пронумерованного сетевого 
графика и известна продолжительность tij каждой работы. Естественно, возни-
кает вопрос: какова минимальная продолжительность выполнения всего ком-
плекса работ. Рассмотрим любой полный путь сетевого графика, то есть путь от 
исходного события до завершающего.  
Определение 7. Продолжительностью пути называется время, необходимое 
для выполнения всех работ, лежащих на этом пути. 

Обычно на сети существует несколько полных путей различной продол-
жительности.  
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Определение 8. Критическим называется полный путь, имеющий наибольшую 
продолжительность во времени. Его продолжительность называется критиче-
ским временем tкр выполнения всего комплекса работ. Работы и события, при-
надлежащие критическому пути, называются соответственно критическими 
работами и критическими событиями. Остальные работы и события сети бу-
дут некритическими. 

В сети может быть несколько критических путей, имеющих одинаковую 
длину. Если выполнение какой-либо критической работы будет задержано на 
некоторый срок, то это вызовет запаздывание выполнения всего комплекса ра-
бот на тот же срок. Некритические работы допускают некоторое запаздывание с 
их выполнением, и это не вызывает задержки срока реализации всего комплек-
са работ.  
Определение 9. Под свершением события будем понимать момент, к которому 
заканчиваются все входящие в него работы и может быть начата любая выхо-
дящая работа. 

Событие может иметь некоторый интервал свободы свершения. В связи с 
этим различают ранний и поздний сроки свершения событий. 
Определение 10. Ранний срок tр(j) свершения события j равен минимальному 
сроку, необходимому для выполнения всех работ, предшествующих этому со-
бытию. Он определяется продолжительностью самого длительного из предше-
ствующих ему путей от исходного события до данного события j.  

Ранний срок свершения события j может быть подсчитан по формуле: 
tр(j)= i

max (tр(i)+tij),                                    (13.1) 
где максимум берётся по всем событиям i, непосредственно предшествующим 
событию j. При этом принимают, что ранний срок свершения исходного собы-
тия равен 0. Ранний срок свершения завершающего события определяет про-
должительность критического пути tкр. 

Любое событие должно наступить не позднее такого предельного момен-
та, чтобы осталось достаточно времени на выполнение всех работ, следующим 
за ним, иначе произойдёт задержка с реализацией всего комплекса работ. По-
этому вводится понятие позднего срока свершения события.   
Определение 11. Поздний срок tп(i) свершения события i равен разности между 
продолжительностью критического пути tкр и продолжительностью самого 
длинного из всех путей от данного события i до завершающего.  

Поздний срок свершения события i может быть подсчитан по формуле: 
tп(i)= j

min (tп(j)-tij),                                     (13.2) 

где минимум берётся по всем событиям j, непосредственно следующим за со-
бытием i. При этом принимают, что поздний срок свершения завершающего 
события равен раннему сроку его свершения, или критическому времени. 

Определение поздних сроков свершения событий следует вести последо-
вательно от завершающего события к исходному. При правильном расчёте для 
исходного события получим tр(0)=tп(0). 
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При работе с сетевым графиком вручную, если количество событий неве-
лико, вычисления удобно проводить прямо на графе. Для этого каждый кружок, 
обозначающий событие, делим на три сектора. Нижний сектор отводится для 
записи номера события, левый – для вычисляемого раннего срока свершения 
события tр, и, наконец, правый – для вычисляемого позднего срока свершения 
события tп. 
Пример 2. Вычислим временные параметры событий для сетевого графика из 
примера 1.  
■ Каждый кружок, обозначающий событие, делим на три сектора. Нижний сек-
тор отводится для записи номера события, левый – для вычисляемого раннего 
срока свершения события tр и, наконец, правый – для вычисляемого позднего 
срока свершения события tп. 

Вычислим временные параметры событий для полученного сетевого гра-
фика.  

Для определения ранних сроков свершения событий воспользуемся фор-
мулами (1). Событию 1 (j=1) непосредственно предшествует одно событие, ну-
левое (i=0), поэтому tр(1)=max(tр(0)+t01)=max(0+4)=4. 

Событию 2 (j=2) непосредственно предшествуют два события 0 и 1, нуле-
вое (i=0,1), поэтому tр(2)=max(tр(0)+t02, tр(1)+t12)=max(0+5, 4+2)=6. 

Аналогично получаем для остальных событий: 
tр(3)=max(tр(0)+t03)=max(0+2)=2,  
tр(4)=max(tр(0)+t04, tр(2)+t24, tр(3)+t34)=max(0+2, 6+3, 2+5)=9,…, 
tр(8)=max(tр(6)+t68, tр(7)+t78)=max(13+4, 14+4)=18. 

Критическое время выполнения всей программы tкр=tр(8)=18.  
Для определения поздних сроков свершения событий воспользуемся 

формулами (2). Считая tп(8)=tр(8)=18, имеем 
tп(7)=min(tп(8)-t78)=min(18-4)=14, 
tп(6)=min(tп(8)-t68,tп(7)-t67)=min(18-4,14-1)=13,…, 
tп(1)=min(tп(7)-t17,tп(2)-t12)=min(14-2,6-2)=4, 
tп(0)=min(tп(4)-t04,tп(3)-t03,tп(2)-t02,tп(1)-t01)=min(9-2,4-2,6-5,4-4)=0. 

Полученные значения временных параметров событий проставлены в со-
ответствующих секторах сетевого графика (рис. 13.5).  

 

Какие работы 
принадлежат критиче-
скому пути Работа (i,j) 
принадлежит критиче-
скому пути, если вы-
полнены условия: 

tр(i)=tп(i), tр(j)=tп(j), 
tр(j)-tр(i)=tп(j)-tп(i)=tij. 

Этим условиям 
удовлетворяют работы 
(0,1) (т. е. а1), (1,2) (а5),  Рис. 13.5. Сетевой график с временными параметрами собы-

тий 
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(2,4) (а6), (4,5) (а10), (5,6) (а13), (6,7) (а16), (7,8) (а17). Они выделены двойными 
стрелками.                                                                                                                    ● 
13.4. Моменты начала и окончания работ. Резервы времени. Основными 
временными параметрами работ сетевого графика являются моменты их начала 
и окончания. Для критической работы эти моменты равны срокам свершения 
начального и конечного событий данной работы. Любая задержка в сроках вы-
полнения критической работы недопустима, так как она приводит к задержке в 
выполнении всего комплекса работ. Для некритической работы (i, j) различают 
моменты ее наиболее раннего возможного начала tpн(i, j) и окончания tpо(i, j), а 
также моменты наиболее позднего допустимого (без увеличения длительности 
всего комплекса работ)-начала tпн(i, j) и окончания tpо(i, j). 

Ранний срок начала работы равен раннему сроку свершения ее началь-
ного события: 

tpн(i, j)=tp(i).                                                    (13.3) 
Ранний срок окончания работы равен раннему сроку начала работы, 

сложенному с продолжительностью: 
tpо(i, j)=tp(i)+tij.                                               (13.4) 

Поздний срок окончания работы равен позднему сроку свершения ее 
конечного события:                      

tпо(i, j)=tп(j).                                                     (13.5) 
Поздний срок начала работы равен позднему сроку ее окончания за вы-

четом продолжительности работы: 
tпн(i, j)=tп(j)-tij.                                                (13.6) 

Работа может обладать резервами времени. Рассмотрим два основных ви-
да резервов времени выполнения работ: полный резерв Rп(i, j) и свободный ре-
зерв Rс(i, j). 

Полный резерв времени работы – это максимальное количество време-
ни, на которое можно задержать начало работы или увеличить продолжитель-
ность ее выполнения, не изменяя срока завершения всего комплекса работ. 

Полный резерв времени равен разности между поздним и ранним срока-
ми начала (или окончания) работы, а с учетом соотношений (13.3) – (13.6) пол-
ный резерв равен разности между поздним сроком свершения конечного собы-
тия работы и ранним сроком окончания этой работы: 

Rп(i, j)=tп(j)-tpо(i, j)=tп(j)-tp(i)-tij.                        (13.7) 
Полный резерв времени ,у критических работ равен нулю. Некритические ра-
боты обладают ненулевым полным резервом. Увеличение продолжительности 
некритической работы за счет использования всего ее полного резерва обяза-
тельно влечет появление нового критического пути, в состав которого войдет 
эта работа. 

Свободный резерв времени работы – это максимальное количество 
времени, на которое можно задержать начало работы или увеличить продолжи-
тельность ее выполнения при условии, что она начинается в свой ранний срок, 
не изменяя при этом ранних сроков начала последующих работ. Свободный ре-
зерв времени равен разности между ранним сроком свершения конечного собы-
тия данной работы и ранним сроком окончания этой работы: 
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Rс(i, j)=tр(j)-tpо(i, j)=tр(j)-tp(i)-tij.                    (13.8) 
Из соотношений (13.7) и (13.8) следует, что для любой работы свободный 

резерв не превосходит полного резерва времени, и для работ, оканчивающихся 
критическими событиями, эти резервы совпадают. Свободный резерв времени 
можно использовать для каждой работы произвольно, им может распоряжаться 
непосредственный исполнитель данной работы, так как затягивание работы в 
пределах этого резерва не препятствует своевременному исполнению осталь-
ных работ. При использовании полных резервов следует согласовать друг с 
другом время выполнения последующих работ. Поэтому полным резервом вре-
мени должен распоряжаться руководитель всего комплекса работ. 
13.5. Табличный метод расчета временных параметров сетевой модели. 
Для расчета временных параметров сетевой модели предполагается, что собы-
тия сети упорядочены, каждая работа закодирована шифрами начального и ко-
нечного событий, известны продолжительности всех работ. 

Алгоритм табличного метода расчета состоит из семи операций при за-
полнении табл. 13.2. В этой таблице: 

– 1-й столбец – (i, j) – шифр работы; 
– 2-й столбец – tij – продолжительность работы; 
– 3-й и 4-й столбцы – сроки начала работы – ранний tpн(i, j) и поздний tпн(i, j); 
– 5-й и 6-й столбцы – сроки окончания работы – ранний tpо(i, j) и поздний 

tпо(i, j); 
– 7-й и 8-й столбцы – резервы времени работы – полный Rп(i, j) и свободный 

Rс(i, j).  
1. В графу 1 заносятся шифры работ в возрастающем порядке начального 

и конечного событий работ. 
2. В графу 2 записываются значения продолжительностей работ. 
3. Графы 3 и 5 заполняются совместно по следующим правилам: 
а) в графу 3 для всех работ (i, j), начинающихся в событии i, записывается 

срок его раннего начала tp(i); 
б) в графу 5 записывается сумма чисел, содержащихся в графах 2 и 3. 
4. Графы 4 и 6 заполняются совместно по следующим правилам: 
а) в графу 6 для работ (i, j), оканчивающихся событием j, записывается 

срок его позднего окончания tп(j); 
б) в графу 4 записывается разность чисел, содержащихся в графах 6 и 2. 

Таблица 13.2 
Табличный метод расчета 

Срок начала  
работы 

Срок окончания ра-
боты 

Резерв времени  
работы 

 
(i, j) 

 
tij 

tpн(i, j) tпн(i, j) tpо(i, j) tпо(i, j) Rп(i, j) Rс(i, j) 
1 2 3 4 5 6 7 8 
(0,1) 4 0 0 4 4 0 0 
(0,2) 5 0 1 5 6 1 1 
(0,3) 2 0 2 2 4 2 0 
(0,4) 2 0 7 2 9 7 7 
(1,2) 2 4 4 6 6 0 0 
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(1,7) 2 4 12 6 14 8 8 
(2,4) 3 6 6 9 9 0 0 
(2,7) 2 6 12 8 14 6 6 
(3,4) 5 2 4 7 9 2 2 
(3,6) 2 2 11 4 13 9 9 
(4,5) 1 9 9 10 10 0 0 
(4,6) 2 9 11 11 13 2 2 
(5,6) 3 10 10 13 13 0 0 
(5,7) 3 10 11 13 14 1 1 
(6,7) 1 13 13 14 14 0 0 
(6,8) 4 13 14 17 18 1 1 
(7,8) 4 14 14 18 18 0 0 

5. Полный резерв времени работы определяется как разность между сро-
ками ее позднего и раннего начала (или окончания). Поэтому в графу 7 записы-
вается разность чисел, содержащихся в графах 4 и 3 (или 6 и 5). 

6. Свободный резерв времени работы определяется как разность между 
ранним сроком свершения конечного события данной работы и ранним сроком 
свершения начального события минус продолжительность данной работы. Сво-
бодный резерв времени записывается в графу 8. 

7. Из графы 7 выписываются все работы, для которых полный резерв вре-
мени равен нулю. Последовательность этих работ есть критический путь. Из 
табл. 2 следует, что критический путь образуют работы (0,1), (1,2), (2,4), (4,5), 
(5,6), (6,7), (7,8). 
13.6. Построение линейной карты сети обычным способом и средствами 
EXCEL. Сетевой график, хотя и дает четкое представление о порядке следова-
ния работ, все же недостаточно нагляден для определения тех работ, которые 
должны выполняться в каждый данный момент времени. Поэтому в случае не-
большого числа работ полезно после составления пронумерованного сетевого 
графика составить так называемую линейную карту (диаграмму) сети. 

На горизонтальной оси наносится равномерная шкала времени t. Каждая 
работа изображается отрезком, параллельным оси времени, длина которого 
равна продолжительности этой работы. Фиктивная работа имеет нулевую про-
должительность, и она изображается точкой. События i и j, обозначающие на-
чало и конец работы (i,j), ставят соответственно в начале и конце отрезка. От-
резки – работы располагают один над другим снизу вверх в порядке возраста-
ния номеров начального и конечного событий, в последовательности, указан-
ной в табл. 13.2 (графа 1). 

Линейная карта может быть построена по ранним и поздним срокам 
свершения событий. При построении линейной карты по ранним срокам мо-
мент наступления исходного события считается равным нулю, т. е. все отрезки 
(0, j) откладываются от оси ординат. Отрезок (i,j) откладывается так, чтобы его 
начало лежало на одной вертикали с самым правым концом всех отрезков–
работ, заканчивающихся событием j. Тем самым, начало каждой работы (i,j) со-
ответствует раннему сроку tр(i) наступления события i. Линейная карта, постро-
енная для сетевого графика, показанного на рис. 13.5, приведена на рис. 13.6. 



 154 

На ней сплошными линиями показаны отрезки–работы, построенные по ранним 
срокам свершения событий. 
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Рис.13.6. Линейная карта для сетевого графика 
По линейной карте можно определить критическое время, критический 

путь, а также резервы времени всех работ. Критическое время равно координа-
те по оси времени самого правого конца всех отрезков линейной карты. В на-
шем случае критическое время tкр равно 18. Критический путь можно найти 
следующим образом. Находится отрезок, правый конец которого расположен 
на вертикали критического времени t=tкр, – это будет работа (7,8). Затем нахо-
дится отрезок, правый конец которого расположен на одной вертикали с левым 
концом работы (7,8), – это работа (6,7). После этого находятся работы (5,6), 
(4,5), (2,4), (1,2), и, наконец, работа (0,1), начинающаяся в момент времени t=0. 
Выделенные отрезки–работы образуют критический путь. Если критических 
путей несколько, то указанный способ позволяет найти все критические пути. 

Свободный резерв времени Rс(i, j) работы (i, j)  на линейной карте опре-
деляется как наибольшее расстояние, на которое можно сдвинуть вправо отре-
зок (i, j), не сдвигая ни одного отрезка с началом j, т. е. не изменяя начала tр(j) 
работ, выходящих из события j. На рис. 6 свободный резерв, например, работы 
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(3,6) равен 9, так как отрезок (3,6) можно сдвинуть вправо на 9, не сдвигая от-
резка (6,7). Работа же (5,6) не имеет свободного резерва, так как любой сдвиг 
вправо отрезка (5,6) возможен лишь при таком же сдвиге отрезка (6,7). 

Для отыскания полных резервов времени надо построить линейную карту 
по поздним срокам свершения событий. Момент наступления завершающего 
события считается равным критическому времени tкр, т. е. все отрезки (i,7) от-
кладываются влево от вертикали t=tкр. Отрезок (i,j) откладывается так, чтобы 
его конец лежал на одной вертикали с самым левым началом всех отрезков–
работ, начинающихся событием j. Тогда начало каждой работы (i,j) будет соот-
ветствовать позднему сроку tп(i) наступления события i. На рис.13.6 отрезки–
работы, построенные по поздним срокам свершения. событий, показаны пунк-
тирными линиями. Полный резерв времени Rп(i, j) работы (i, j) определяется как 
величина сдвига отрезка (i, j) от старого положения до нового положения. На-
пример, полный резерв работы (3,6) равен 9, а работы (4,6) равен 2. 

Линейная карта сети строится с целью анализа сетевой модели и опреде-
ления возможности оптимизации хода выполнения работ. По линейной карте 
можно узнать, например, как распределены материальные или трудовые ресур-
сы в каждый момент времени. Допустим, что каждую работу выполняет один 
человек, при этом он может выполнять любую работу. Из рис. 6 видно, что в 
промежутке времени 2t3 выполняется четыре работы (0, 1), (0, 2), (3, 4), (3, 
6), и, значит, в течение этого времени будет занято четыре человека, а в проме-
жутке 9t10 выполняется только две работы (4, 5) и (4, 6), и необходимо два 
человека. Однако, если сдвинуть работу (3, 6) вправо на 7 единиц (часть ее сво-
бодного резерва времени), то в промежутках 2t3 и 9t10 будет выполняться 
по три работы, и будет занято три человека. По сетевому графику такие взаи-
мосвязи обнаружить  значительно труднее. 

Линейную карту сети можно построить в среде Microsoft Excel. С этой 
целью в столбцы A, B, C и D заносится содержимое первой, третьей, второй и 
седьмой колонок табл. 13.2 соответственно. Затем выделяется блок данных 
столбцов B, C и D и производится обращение к мастеру диаграмм. Выбирается 
линейчатая диаграмма с накоплением. Щелкнув правой мышкой по диаграмме, 
выбрать в появившемся окне строку «Выбрать данные». В правой части от-
крывшегося теперь окна (называется «Подписи горизонтальной оси») заносится 
диапазон ячеек с данными столбца A. В правой части этого же окна (называется 
«Элементы легенды (ряды)») дать названия рядам, как показано на рис.13.7. 
После этого в пункте меню «Макет» нажимаем кнопку «Названия осей» и уста-
навливаем – для горизонтальной и вертикальной –, как показано на рис. 13.7. 
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Рис.13.7. Линейная карта для сетевого графика в EXCEL 

 
13.7. Расчет сетевой модели методами линейного программирования.  
13.7.1. Постановка пары двойственных задач для сетевой модели. К основ-
ным задачам сетевого планирования относятся задачи отыскания критического 
пути сетевого графика и нахождения моментов наступления событий ([1], [2]). 
Эти задачи могут быть описаны в терминах линейного программирования и об-
разуют пару двойственных задач. 

Пусть в структурной таблице работы пронумерованы от 1 до т, а события 
сетевого графика упорядочены и пронумерованы от 0 до п, где 0 – исходное, а п 
– завершающее событие. Для каждого события j (0≤j≤п) обозначим через и+(j) 
множество событий сетевого графика, непосредственно предшествующих со-
бытию j, а через u-(j) – множество событий, непосредственно следующих за со-
бытием j. Критический путь есть путь сетевого графика, ведущий из исходного 
события в завершающее (полный путь), имеющий максимальную длину. Для 
получения математической модели задачи выбора критического пути необхо-
димо составить систему ограничений, охватывающую множество всех полных 
путей сетевого графика. С каждой работой аk свяжем число хk, равное 1, если 
эта работа входит в критический путь (является критической), и равное 0 для 
некритической работы. В системе ограничений должны быть учтены следую-
щие условия: 

– из исходного события выходит только одна критическая работа аk, для 
которой хk=1, следовательно,  


 )0(uk

kx =1;                                                                    (13.9) 

– если в какое-либо событие j входит критическая работа аk, то должна 
быть и критическая работа аl, выходящая из этого события; если в какое-либо 
событие j не входит критическая работа, то должна отсутствовать критическая 
работа, выходящая из этого события. Отсюда следует, что имеет место «сохра-
нение потока»: 


 )( juk

kx = 
 )( jul

lx , 1≤j≤п-1;                                                (13.10) 
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– в завершающее событие входит только одна критическая работа аl, для ко-
торой хl=1, следовательно, 


 )(nul

lx =1.                                                                      (13.11) 

Длина полного пути выразится как сумма всех длин tk (продолжительно-
стей работ аk, для которых хk=1: 





m

k
ktz

1
хk.                                                                   (13.12) 

Итак, математическая модель задачи выбора критического пути форму-
лируется в следующем виде: требуется найти неотрицательные переменные хk 
(k=1÷ т), принимающие только два значения 0 или 1, удовлетворяющие огра-
ничениям (13.9), (13.10), (13.11) и обращающие целевую функцию (13.12) в 
максимум. Поставленная таким образом задача относится к линейному цело-
численному программированию с альтернативными переменными. Нетрудно 
показать, что эта задача разрешима, и симплекс-метод, примененный для реше-
ния задачи (13.9) – (13.12), дает оптимальное решение, компоненты которого 
принимают только два значения 0 или 1. Отсюда следует, что критический путь 
может быть получен путем решения симплексным методом задачи линейного 
программирования. 

Обозначим через уj момент свершения события j (0≤j≤п). Событие j может 
наступить лишь тогда, когда наступит каждое предшествующее событие i и бу-
дет выполнена работа аk, соединяющая события i и j, имеющая продолжитель-
ность tk. Это значит, что для любой работы аk должно выполняться неравенство 

уj≥yi+tk.                                                            (13.13) 
Длительность выполнения всего комплекса работ равна, очевидно, разно-

сти между моментами свершения завершающего и исходного событий: 
w=yп-y0.                                                          (13.14) 

Таким образом, математическая модель задачи о нахождении моментов 
свершения событий состоит в определении значений уj, удовлетворяющих не-
равенствам (13.13) и обращающих целевую функцию (13.14) в минимум. 

Рассмотренные задачи линейного программирования являются двойст-
венными и могут быть представлены по схеме (табл. 13.3) с указанием сопря-
женных пар условий. 

Таблица 13.3 
Двойственные задачи 

I. Задача нахождения критического 
пути 

II. Задача нахождения моментов свершения 
событий 

Найти числа хk, для которых Найти числа уj, для которых 





m

k
ktz

1
хkmax w=yп-y0min 

при ограничениях при ограничениях 
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хk≥0 -yi+уj≥tk 

- 
 )0(uk

kx =-1 y0 не огр. в знаке 


 )( juk

kx - 
 )( jul

lx =0 уj (1≤j≤п-1) не огр. в знаке 


 )(nul

lx =1 уп не огр. в знаке 

13.7.2. Решение прямой задачи для сетевой модели. Решим прямую задачу 
для сетевой модели. 
Пример 3. Сеть проекта представлена следующими данными. 

Структурная таблица комплекса работ 
Работа Опирается 

на работы 
Продолжит. 

работы 
а1 – 3 
а2 – 5 
а3 а1 8 
а4 а1 2 
а5 а1 7 
а6 а2, а3 2 
а7 а6 3 
а8 а5, а7 6 
а9 а4 3 

Найдём критический путь (максимальный по времени). Сколько времени 
потребуется для завершения проекта? 
■ В соответствии с условиями задачи строим ориентированную сеть (рис. 13.8). 

 
Рис. 13.8. Сетевой график из примера 3 

Вводим на листовое поле следующие команды (рис. 13.9). Открываем вы-
числительный блок и задаем ограничения.          

a4(2) 
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2 

а1(3) 
1 4 6 

5 3 
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х2 

х8 х5 

х7 
х6 
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х4 
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Рис.13.9. Решение прямой задачи ЛП для сетевого графика из примера 3 

С помощью функции Maximize находим критический путь. Вычисляем 
время завершения проекта z(Х)=23. Критический путь проходит через события 
0-1-2-3-5-6, tкр=23. При этом критические работы: а1, а3, а6, а7, а8.                 ● 
13.7.3. Решение двойственной задачи для сетевой модели. Решим двойст-
венную задачу для сетевой модели. Моменты свершения событий найдем пу-
тем решения двойственной задачи. Двойственная задача состоит в минимиза-
ции целевой функции 

w=y6-y0                                                                                                       (13.9) 
при ограничениях                
y1-y0≥3, y2-y0≥5, y2-y1≥8, y3-y2≥2, y5-y3≥4, y5-y1≥7, y4-y1≥2, , y6-y4≥3, y6-y5≥6. (13.10)  

В силу критерия оптимальности, неравенства, соответствующие критиче-
ским работам а1, а3, а6, а7, а8, должны выполняться как равенства, т. е.  

y1-y0=3, y2-y1=8, y3-y2=2, y5-y3=4, y6-y5=                                               (13.11)  
Полагая момент свершения исходного события равным нулю, у0=0, полу-

чим из системы уравнений (13.11) моменты свершения критических событий: 
y1=3, y2=11, y3=13, y5=17, y6=23. Неравенства (13.10), соответствующие некри-
тическим работам, показывают, что y4≥5, y4≤20. Отсюда находим двусторонние 
оценки для сроков свершения некритических событий: 

5≤y4≤20, 
предельные значения которых являются соответственно ранним и поздним сро-
ками свершения этих событий. Полученные значения сведем в табл. 13.4 (1-й 
столбец – номера событий, i; 2-й – ранний tp(i) и 3-й – поздний tп(i) сроки свер-
шения событий). Решение в MathCAD представлено на рис.13.10. 
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Рис.13. 10. Решение двойственной задачи ЛП для сетевого графика из примера 3  

Методами линейного и нелинейного программирования решаются 
также задачи сетевого планирования, в которых учитываются 
имеющиеся в наличии ресурсы (рабочая сила, оборудование и 
т. п.). В производственной практике руководителю комплекса 
работ часто приходится сталкиваться с недостатком трудовых и 
материальных ресурсов. И здесь знание резервов времени по-
зволяет установить, на выполнение каких работ следует выде-
лить дополнительные ресурсы, что бы эти работы были свое-
временно завершены и чтобы общий срок реализации комплек-
са не был нарушен. 
Оптимальные методы применяются в задачах минимизации 
стоимости выполнения комплекса работ при заданном времени 
его выполнения за счет увеличения продолжительности от-
дельных работ, или в задачах минимизации времени выполне-
ния комплекса работ при заданной его стоимости. Математиче-
ские модели подобных задач сводятся, как правило, к задачам  

Таблица 
13.4 

i tp(i) tп(i) 

0 0 0 
1 3 3 

2 11 11 

3 13 13 

4 5 20 

5 17 17 

6 23 23  
математического программирования. 
 
Упражнения 

Для задач 13.1–13.40: 
1) построить упорядоченный сетевой график комплекса работ в терми-
нах событий;  
2) вычислить ранние и поздние сроки свершения событий, найти крити-
ческий путь и критическое время; 
3) решить симплекс-методом;  
4) вычислить моменты раннего и позднего начала и окончания работ, 
полный и свободный резервы времени работ; 
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5) построить линейную карту сети по ранним и поздним срокам сверше-
ния событий; 
6) составить математическую модель задачи нахождения критического 
пути в виде задачи линейного программирования, найти её решение с по-
мощью MathCAD, определить критический путь и критическое время; 
7) составить математическую модель задачи нахождения моментов 
свершения событий как двойственную задачу и, используя критерий оп-
тимальности, определить ранние и поздние сроки свершения событий. 
 
Формулировка задачи. Построить сетевую модель и произвести расчёт её 
временных параметров. Исходные данные для расчёта содержатся в 
структурной таблице комплекса работ, включающей перечень (номера) 
всех работ, последовательность их выполнения, продолжительность каж-
дой работы. Первый столбец таблицы (№№) – номера работ. 
 
№
№ 

Номера работ, на которые опирается i-я работа (левый столбец каждой за-
дачи), продолжительность i-й работы (правый столбец). 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 - 1 - 4 - 8 - 4 - 7 - 5 - 2 - 1 - 7 - 9 

2 1 3 1 5 - 5 1 3 - 5 - 4 1 3 - 2 - 3 1 5 

3 - 2 1 3 - 4 1 5 1 7 1 6 1 5 - 3 1 4 1 6 

4 1 5 2 4 1 6 2 2 2 9 1 8 1 4 1 4 1 6 2 5 

5 1 4 3 6 2 7 2 6 2 6 3 7 2 6 2 5 3 6 2 9 

6 2,3 3 3 3 2 7 3,4 5 3 8 2,5 5 2 6 2 4 2 3 2 7 

7 4 2 3 7 3,4,5 8 3,4 3 3 5 2,5 4 3,5 2 3,5 1 2 7 3,4 8 

8 2,3 4 4,5 4 3,4,5 4 5 4 4,6 9 2,5 6 3,5 5 3,5 4 4 4 3,4 5 

9 7,8 3 4,5 5 6 6 5 2 4,6 8 4,6 8 4,7 3 4,6 2 4 6 5,7 5 

10 7,8 2 6 5 7 5 6,8 3 5,8 6 7 5 4,7 6 7,9 1 5,6,8 5 5,7 6 

11 5,6 1 6 3 7 7 6,8 5 5,8 6 7 4 6,8 4 7,9 3 5,6,8 3 6,8,9 8 

12 9,11 5 7,8,10 7 8,10 8 7,10 6 7,9,10 7 8,9,10 7 6,8 2 8,10 5 7,10 4 10 6 

13 10 4 7,8,10 6 8,10 4 7,10 4 7,9,10 5 8,9,10 8 9,11 5 8,10 1 7,10 7 10 7 

14 10 2 9,12 4 9,12 5 9,11 2 11,12 9 11,12 4 10 6 12 3 9,12 5 11,12 9 

15 12,14 3 9,12 5 9,12 6 9,11 3 11,12 8 14 7 10 3 11 2 9,12 5 13 7 
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№i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 - 7 - 3 - 9 - 3 - 6 - 3 - 5 - 2 - 3 - 3 

2 - 8 1 2 - 7 1 2 - 4 1 6 1 7 - 4 1 4 - 4 

3 1 5 1 1 - 8 2 6 1 7 1 4 1 9 1 6 1 3 1 2 

4 1 6 2 4 1 7 2 4 1 5 2 3 2 7 2 2 1 5 1 3 

5 2 7 2 2 1 6 3 2 2 8 2 6 2 8 2 5 2 1 3 5 

6 2 5 3 4 2,4 9 3 5 2 4 3 4 2 5 4 3 2 3 3 6 

7 3,5 6 3 5 3 7 4 3 3,5 6 3 5 4 9 3,5 5 3 2 3 4 

8 3,5 6 4,6 3 3 5 4 2 3,5 4 4,6 7 4 6 3,5 3 3 1 2,5 2 

9 4,7 8 4,6 1 5,7 8 5,7 4 4,6 8 4,6 3 4 5 3,5 6 3 4 2,5 5 

10 6,8 4 5,8 5 6,8 6 5,7 5 4,6 5 5,7 5 3,5,7 8 6,7 2 4,5,7 3 4,6,8 6 

11 6,8 5 5,8 3 9 9 6,8,9 3 7,9 7 5,7 7 6,8,10 7 6,7 5 6,8 2 7,10 3 

12 9,10 4 7,9,10 2 9 5 6,8,9 6 7,9 5 8 3 6,8,10 5 6,7 4 6,8 1 9 5 

13 9,10 5 7,9,10 3 9 7 6,8,9 4 8,10, 

11 6 9,10 4 9,11 9 8,10 2 9,11 3 9 2 

14 11,12 5 11,12 5 10,11 8 10,11 3 12 4 9,10 6 12,13 5 9,11 4 10,12 5 11,12 5 

15 11,12 4 13 4 12 5 12,14 4 13,14 5 11,12,
13 4 12,13 6 12,14 3 13 3 13,14 2 

 

№i 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

1 - 2 - 5 - 7 - 3 - 7 - 3 - 3 - 3 - 8 - 5 

2 - 4 - 3 1 4 - 5 - 5 - 5 - 5 - 1 - 6 1 4 

3 1 3 - 7 - 5 - 2 1 6 1 7 2 4 - 5 2 9 1 6 

4 1 5 1 6 1 8 1 4 1 8 1 4 2 3 1 4 2 6 3 7 

5 2 1 2 4 4 7 1 6 2 9 2,3 7 3 6 3,4 2 3 8 2 8 

6 2 2 2 3 2,3 4 3,4 3 2 5 2,3 6 3 2 1 5 4,5 7 2 5 

7 3,5 2 2 7 5,6 8 2,5 6 3,5 7 2,3 3 1 4 2,5 1 1 9 3 6 

8 3,5 4 3,4,5 5 2,3 6 2,5 3 3,5 9 4,5 7 1 5 3,4 2 4,5 5 3 7 
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9 4,6 6 3,4,5 3 7,8 8 6,7 2 4,7 5 4,5 6 4,6,7 6 2,5 4 6 9 4,6 4 

10 4,6 1 6 6 5,6 5 6,7 5 4,7 8 7,8 3 4,6,7 2 6,7 5 4,5 8 4,6 8 

11 7 3 7,8 4 7,8 6 9 4 6,8,9 5 6 5 5,9 4 10 2 7,10 9 4,6 7 

12 8,9,11 4 9 6 9 5 9 6 11 6 6 4 5,9 3 8,9 5 8,11 6 8,11 6 

13 8,9,11 1 9 4 10,11 4 8,11 2 6,8,9 7 9,10 6 12 5 11 3 8,11 9 5,7,9 4 

14 10,12 3 10,11,
12 7 9 7 10,12 4 10,12 5 9,10 3 8,10, 

11 2 10 1 7,10 7 10,12 8 

15 13 1 14 5 13,14 6 13,14 2 13 6 12,14 4 13 6 12,13,
14 4 9,12 5 13,14 5 

 

№i 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

1 - 8 - 3 - 2 - 6 - 9 - 6 - 4 - 6 - 4 - 7 

2 - 3 1 4 - 5 1 5 - 6 - 6 - 5 1 4 - 6 1 5 

3 1 4 1 6 - 3 1 6 2 5 - 7 1 7 2 3 1 4 2 6 

4 1 5 2 4 1 4 2 1 1,3 4 1 6 2 6 2 8 1 7 3 6 

5 2 6 2 4 2 4 2 3 2 1 2,4 5 3 5 2 5 2 3 3 5 

6 2 3 3,4 5 3 6 2 5 4 2 1 4 3 3 3 5 2 5 3 4 

7 4 8 5,6 8 4 5 3,4 6 4 4 1 4 4 2 4,6 9 3 7 6 6 

8 3,5,7 2 5,6 5 4 7 3,4 2 4 5 1 8 4 3 3 5 3 7 5,7 3 

9 3,5,7 4 5,6 1 5,7 3 6,8 8 5,8 3 2,4 9 5,7 4 3 7 4,5 3 6 4 

10 4,6 7 9 5 5,7 1 5,7,9 8 5,8 8 3,5 2 5,7 5 4,6 7 6 8 6 6 

11 4,6 7 8 7 6 2 6,8 3 9,10 7 6 6 6,9 3 5,7 5 3 5 8,10 5 

12 9,11 8 8 8 6 5 10,11 2 6,10, 

11 2 7 4 6,9 5 8 3 8,9,10 3 4,9,11 8 

13 8,10, 

12 6 7,10, 

11 6 8,9,11 5 10,11 4 7,9 4 8,9,10 5 8,11 5 9,10 7 8,9,10 9 8,10 1 

14 13 5 7,10, 

11 7 8,9,11 3 12 4 12 6 11 2 8,11 3 11 4 11,12 3 12,13 8 

15 14 7 12,14 7 10,12,
13 6 13,14 4 13 7 12,13 3 10,12,

13 4 12,13,
14 6 13,14 7 8,10 4 
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§14. Принятие решений в условиях неопределенности. Элементы теории 
игр 
14.1. Матричные игры с нулевой суммой. Нижняя и верхняя цены игры. 
Теория игр занимается разработкой различного рода рекомендаций по приня-
тию решений в условиях конфликтной ситуации. Конфликтной называется си-
туация, в которой одна или более сторон стремится решить свои интересы за 
счет других сторон. Примерами конфликтных ситуаций являются военные дей-
ствия, спортивные состязания, выборы в органы управления, ситуации «прода-
вец – покупатель», «клиент банка – работник банка», «студент – преподава-
тель» и т. д. Формализуя конфликтные ситуации математически, их можно 
представить как игру двух, трех и более игроков, каждый из которых преследу-
ет цель максимизации своего выигрыша за счет другого игрока. Иногда теорию 
игр определяют как раздел математики, занимающийся выработкой оптималь-
ных правил поведения для каждой стороны, участвующей в конфликтной си-
туации. Совокупность правил, однозначно определяющих последовательность 
действий стороны в конкретной конфликтной ситуации, есть стратегия. 

Под термином «игра» понимается совокупность предварительно огово-
ренных правил и условий, а термин «партия» связан с частичной возможной 
реализацией этих правил. Если п партнеров (игроков) Р1, Р2, ..., Рп участвуют в 
данной игре, то основное содержание теории игр состоит в изучении следую-
щей проблемы: как должен вести партию j-й партнер (j=1, …, п) для достиже-
ния наиболее благоприятного для себя исхода? 

В дальнейшем предполагается, что в конце партии каждый игрок Pj полу-
чает сумму vj, называемую выигрышем. При этом подразумевается, что каж-
дый игрок руководствуется лишь целью максимизации общей суммы выигры-
ша. Числа vj (j=1, …, п) могут быть положительными, отрицательными или рав-
ными нулю. Если vj>0, то это соответствует выигрышу j-гo игрока, если vj<0, – 
проигрышу, при vj=0 – ничейный исход. 

В большинстве случаев рассматривают игры с нулевой суммой, т. е. 
v1+v2+...+vn=0. В этих играх сумма выигрыша переходит от одного партнера к 
другому, не поступая из внешних источников. Игра с нулевой суммой преду-
сматривает, что сумма выигрышей всех игроков в каждой партии равна нулю. 
Примерами игры с нулевой суммой служат многие экономические задачи. В 
них общая сумма выигрыша перераспределяется между игроками, но не меня-
ется. В противном случае имеем игру с ненулевой суммой. 

Игры, в которых участвуют два игрока, называются парными, а игры с 
большим числом участников – множественными. Принятие игроком того или 
иного решения в процессе игры и его реализация называется ходом. Ходы мо-
гут быть личные и случайные. Если ход выбирается сознательно, – это лич-
ный ход, а если с помощью механизма случайного выбора, – случайный ход. 

Шахматы являются игрой двух партнеров с конечным числом личных хо-
дов. В дальнейшем мы будем рассматривать игры двух партнеров с нулевой 
суммой и конечным числом возможных ходов. Такие игры математически глу-
боко проработаны и вызывают наибольший интерес, поскольку чаще исполь-
зуются в практических приложениях. 
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В зависимости от количества стратегий игры делятся на конечные и бес-
конечные. Так, в конечной игре каждый из игроков имеет конечное число воз-
можных стратегий. Если же хотя бы один из игроков имеет бесконечное число 
возможных стратегий, то игра называется бесконечной. 

В зависимости от взаимоотношений игроков игры делятся на коопера-
тивные, коалиционные и бескоалиционные. Если игроки не имеют права 
вступать в соглашения, то такая игра относится к бескоалиционным, если же 
игроки могут вступать в соглашения, создавать коалиции, – к коалиционным. 
Кооперативная игра – это такая игра, в которой заранее определены коалиции. 

В зависимости от вида функции выигрышей игры подразделяются на 
матричные, биматричные, непрерывные, выпуклые, сепарабельные и т. д. 
Мы будем рассматривать матричные игры. Обратимся к примерам простейших 
матричных игр. 
Пример 1 («игра в три пальца»). Игроки А и В одновременно и независимо друг 
от друга показывают 1, 2 или 3 пальца. Размер выигрыша определяется общим 
количеством показанных пальцев. При этом, если число пальцев четное, выиг-
рывает игрок А, нечетное, – игрок В. 

Такую игру двух игроков можно представить в виде матрицы 
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где индекс i элементов аij (i,j=1,2,3) означает количество пальцев игрока А, а 
индекс j – количество пальцев игрока В. Например, а13 означает, что одновре-
менно и независимо друг от друга игрок А показал 1 палец, а игрок В – 3 паль-
ца. Количество пальцев для элемента а13=4 указывает на выигрыш 4 единиц иг-
роком А. Элемент а32=-5 указывает на проигрыш 5 единиц игроком А или выиг-
рыш 5 единиц игроком В. 

Мы рассмотрели пример матричной игры 3-го порядков. В общем случае 
матричная игра задается прямоугольной матрицей размерности mп. Номер i 
строки матрицы соответствует номеру стратегии Аi, применяемой игроком А. 
Номер j столбца соответствует стратегии Bj, применяемой игроком В. Описан-
ная игра однозначно определяется матрицей 
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Каждый элемент аij матрицы является действительным числом и пред-
ставляет собой сумму выигрыша, уплачиваемую игроком В игроку А, если А 
выбирает стратегию, соответствующую i-й строке, а В выбирает стратегию, со-
ответствующую j-му столбцу. 

Матричную игру часто записывают в развернутой форме (см. табл. 14.1), 
называемой платежной матрицей.  

Каждый игрок выбирает для себя наиболее выгодную стратегию. При 
этом первый игрок стремится выбрать такую стратегию, которая доставляет 
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Таблица 14.1 ему максимальный выигрыш, тогда второй игрок 
выбирает стратегию, приводящую его к 
минимальному проигрышу. В этой связи вводят 
понятия нижней и верхней чистой цены игры. 

Нижней чистой ценой игры (максими-
ном) называется число , определяемое по форму-
ле 

 B1 … Bj … Bп 
А1 
… 
Аi 
… 
Ат 

а11 
… 
аi1 
… 
ат1 

… 
… 
… 
… 
… 

а1j 
… 
аij 
… 
атj 

… 
… 
… 
… 
… 

а1п 
… 
аiп 
… 
атп  

=
i

max
j

min аij.                                                  (14.1) 

Верхней чистой ценой игры (минимаксом) называется число , опреде-
ляемое по формуле 

=
j

min
i

max аij.                                                 (14.2) 

Стратегии игроков, соответствующие максимину (минимаксу), называ-
ются максиминными (минимаксными). 
Пример 2. Найти максиминную и минимаксную стратегии игроков в матричной 

игре 
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■ Данную игру представим в виде платежной матрицы (табл. 14.2). В соотетст- 
вии с формулой (14.1) по каждой строке опреде-
ляем наименьшее число, которое записывается в 
столбец i. Это означает, что, какой бы выбор по 
столбцам ни сделал игрок В, выигрыш игрока А, 
который свои стратегии выбирает по строкам, в 
худшем случае составит соответственно: 3, 3, 1,2. 
Однако игроку А целесообразно выбрать такую  

Таблица 14.2 
 B1 B2 B3 B4 i 
А1 
А2 
А3 
А4 

2 
3 
5 
4 

-3 
7 
1 
6 

4 
8 
3 
2 

5 
4 
7 
9 

-3 
3 
1 
2 

j 5 7 8 9   
стратегию (строку), для которой достигается максимальный выигрыш незави-
симо от того, какой столбец выбрал игрок В, т. е. =

i
max

j
min аij=

i
max i=max(-3, 

3, 1, 2)=3. Максиминной стратегией игрока А является A2. 
Аналогично, пользуясь формулой (2), определяем минимаксную страте-

гию игрока В. Поскольку он выбирает стратегии по столбцам, то какие бы стра-
тегии ни выбирал игрок А, в худшем случае игрок В может проиграть соответ-
ственно стратегиям В1, B2, B3, В4: 5, 7, 8, 9. Однако игрок В стремится миними-
зировать свой проигрыш, а потому выбирает стратегию, соответствующую ми-
нимальному из чисел 5, 7, 8, 9, т. е. минимаксу: 

=
j

min
i

max аij=
j

min =min(5, 7, 8, 9)=5. 

Из платежной матрицы видно, что минимаксной стратегией игрока В яв-
ляется B1.                                                                                                           ● 
14.2. Чистые и смешанные стратегии и их свойства. Основные теоремы 
теории игр. Различают стратегии чистые и смешанные. Чистая стратегия Аi 
(i=1,…,т) первого игрока (чистая стратегия Вj (j=1, …, n) второго игрока) – это 
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возможный ход первого (второго) игрока, выбранный им с вероятностью, рав-
ной 1. 

Если первый игрок имеет т стратегий, а второй – n стратегий, то для лю-
бой пары стратегий первого и второго игроков чистые стратегии можно пред-
ставить в виде единичных векторов. Например, для пары стратегий A1, В2 чис-
тые стратегии первого и второго игроков запишутся в виде: p1=(1;0;...;0), 
q2=(0;1;0;...;0). Для пары стратегий Аi Вj чистые стратегии можно записать в ви-
де: 

рi=(0;...;0; 
место е-
1

i
;0;...;0), 

qj=(0;…;0; 
место е-
1

j
;0;...;0). 

Теорема 14.1. В матричной игре нижняя чистая цена игры не превосходит 
верхней чистой цены игры, т.е. .  
■ По определению i=

j
min аijаij. Аналогично j=

i
max аijаij. Объединив эти соот-

ношения, получим: i=
j

min аijаij
i

max аij=j. Отсюда iаijj или ij (i=l,…,m; 

=1,…,п). Это неравенство справедливо для любых i и j, следовательно, .    ● 
Если для чистых стратегий Аi, Bj игроков А и В соответственно имеет ме-

сто равенство =, то пару чистых стратегий (Ai,Bj) называют седловой точкой 
матричной игры, элемент аij матрицы, стоящий на пересечении i-й строки и j-
гo столбца, – седловым элементом платежной матрицы, а число v== – 
чистой ценой игры. 
Пример 3. Найдём нижнюю и верхнюю чистые цены, установим наличие сед-

ловых точек матричной игры 
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■ Определим нижние и верхние чистые цены игры (табл. 14.3): 
=

i
max i=max(5,1,-4)=5, =

j
min j=min(9,5,6,8)=5, v===5. 

В данном случае имеем одну седловую точку (A1,B2), а седловой элемент равен 
5. Этот элемент является наименьшим в 1-й строке и наибольшим во 2-м столб-
це. Отклонение игрока А от максиминной стратегии A1 ведет к уменьшению его 
выигрыша, а отклонение игрока В от минимаксной стратегии B2 ведет к увели-
чению его проигрыша. Иными словами, если в матричной игре имеется седло-
вой элемент, то наилучшими для игроков являются их минимаксные стратегии. 
И эти чистые стратегии, образующие седловую точку и выделяющие в матрице 
игры седловой элемент а12=5, есть оптимальные чистые стратегии A1 и B2 игро-
ков А и В.                                                                                                           ● 

Если же матричная игра не имеет седловой точки, то решение игры за-
трудняется. В этих играх <. Применение минимаксных стратегий в таких иг-
рах приводит к тому, что для каждого из игроков выигрыш не превышает , а 
проигрыш – не меньше . Для каждого игрока возникает вопрос увеличения 
выигрыша (уменьшения проигрыша). Решение находят, применяя смешанные 
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стратегии. Смешанной стратегией первого (второго) игрока называется вектор 
р=(p1;... ;рт), где  

рi0 (i=1,…,т) и 


m

i
ip

1
=1 

(q=(q1; … ;qn), где qj0 (j=l,…,n) и 


n

j
jq

1

=1). 

Вектор р (q) означает вероятность приме-
нения i-й чистой стратегии первым игроком (j-й 
чистой стратегии вторым игроком). 

Таблица 14.3 
 B1 B2 B3 B4 i 
А1 
А2 
А3 

9 
1 
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3 
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7 
8 
-4 

5 
1 
-4 

j 9 5 6 8   

Поскольку игроки выбирают свои чистые стратегии случайно и незави-
симо друг от друга, игра имеет случайный характер и случайной становится ве-
личина выигрыша (проигрыша). В таком случае средняя величина выигрыша 
(проигрыша) – математическое ожидание – является функцией смешанных 
стратегий p,q: 

f(p,q)=
 

m

i

n

j
jiij qpa

1 1

. 

Функция f(p,q) называется платежной функцией игры с матрицей (аij)mn. 
Стратегии р*=( 

1p ;… ; 
mp ), q*=( 

1q ;… ; 
nq ) называются оптимальными, 

если для произвольных стратегий р=(p1;... ;рт), q=(q1; … ;qn) выполняется усло-
вие 

f(p,q*)f(p*,q*)f(p*,q).                                   (14.3) 
Использование в игре оптимальных смешанных стратегий обеспечивает 

первому игроку выигрыш не меньший, чем при использовании им любой дру-
гой стратегии р, второму игроку – проигрыш, не больший, чем при использова-
нии им любой другой стратегии q. 

Совокупность оптимальных стратегий и цены игры составляет решение 
игры. 

Значение платежной функции при оптимальных стратегиях определяет 
цену игры v, т. е. f(p*,q*)=v. 
Теорема 14.2 (теорема Неймана). В смешанных стратегиях любая конечная 
матричная игра имеет седловую точку. 

Пусть имеем матричную игру (аij)mn и некоторые смешанные оптималь-
ные стратегии p*,q* игроков А и В, обеспечивающие сумму выигрыша v. Во-
прос поставим так: как проверить, что набор (p*,q*,v) является решением игры? 
Для этого нужно проверить справедливость неравенства (14.3) для любых сме-
шанных стратегий, среди которых и будут стратегии p*,q*. Однако различных 
смешанных стратегий, среди которых и оптимальные, имеем бесчисленное 
множество. И в таком случае проверить справедливость неравенства (14.3) не-
возможно. Поэтому рассмотрим следующую теорему, которая позволит отве-
тить на поставленный выше вопрос. 
Теорема 14.3. Для того чтобы смешанные стратегии р*=( 

1p ;… ; 
mp ) и q*=( 

1q ;… 
; 

nq ) были оптимальными для игроков А и В в игре с матрицей (аij)mn выигры-
шем v, необходимо и достаточно выполнения неравенств: 
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



m

i
iij pa

1
v (j=l,…,n),                                               (14.4) 





n

j
jijqa

1

v (i=l,…,m).                                              (14.5) 

■ Пусть р*, q* – оптимальные смешанные стратегии. Докажем, что для них вы-
полняются соотношения (14.4) и (14.5). Воспользуемся определением опти-
мальных смешанных стратегий, для которых выполняется соотношение (14.3). 
Неравенство (14.4) получается из соотношения (14.3), если записать его в раз-
вернутой форме, а именно: 


 


m

i

n

j
iij j
qpa

1 1

v
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j
jij qpa

i
1 1

                                      (14.6) 

В правую часть соотношения (14.6) подставим вектор  
qj=(q1;...;qj-1;qj;qj+1,...;qп)=(0;... ;0;1;0;... ;0). 

Получим 


 


n

j

m

i
jij qpa

i
1 1

= 
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
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i
ijj i

paq
1 1

=
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
m

i
ij i

pa
1

v, 

т. е. оптимальная стратегия р* удовлетворяет неравенству (14.4). 
Если вместо произвольного вектора р в левую часть соотношения (14.6) 

подставить вектор рi=(p1;... ,pi-1,pi, рi+1, …;рт)=(0;...;0;1;0;...;0), то можно пока-
зать, что и оптимальная стратегия q* удовлетворяет соотношению (14.5). 

Итак, доказано условие необходимости, а именно: если стратегии р* и q* 
оптимальные, то они должны удовлетворять соотношениям (14.4) и (14.5). 

Теперь докажем достаточность этого условия. Пусть выполняются нера-
венства (14.4), (14.5). Покажем, что p*,q* – оптимальные стратегии. Для этого 
нужно показать выполнимость соотношения (14.6). С учетом соотношения 
(14.4) преобразуем правую часть, а с учетом соотношения (14.5) – левую часть 
соотношения (14.6). 

Пусть qj=(q1;...;qп) – произвольный вектор, тогда 
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
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т.е. 
 


m

i

n

j
jij qpa

i
1 1

v. 

Преобразуя левую часть соотношения (14.6) для произвольного вектора 
рi=(p1; ... ;pт), получаем 
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т. е. 
 


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i

n

j
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1 1

v. 

Итак, доказано, что если выполняются соотношения (14.4), (14.5), то вы-
полняется и (14.6), т.е. смешанные стратегии р* и q* – оптимальные.               ● 
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Таким образом, для проверки того, что набор (р*,q*,v) является решением 
матричной игры, достаточно проверить, удовлетворяют ли р*,q* неравенствам 

(14.4) и (14.5) и уравнениям 


m

i
ip

1
=1 и 



n

j
jq

1

=1. 

На основании теоремы 3 можно сделать вывод: если игрок А применяет 
оптимальную смешанную стратегию р*, а игрок В – любую чистую страте-
гию Bj, то выигрыш игрока А будет не меньше цены игры v. Аналогично: 
если игрок В использует оптимальную смешанную стратегию q*, а игрок А 
– любую чистую стратегию Аi, то проигрыш игрока В не превысит цены 
игры v. 

Чистые стратегии игрока, входящие в его оптимальную смешанную стра-
тегию с вероятностями, отличными от нуля, называются активными страте-
гиями игрока. Рассмотрим теорему об активных стратегиях. 
Теорема 14.4. Если один из игроков придерживается своей оптимальной сме-
шанной стратегии, то его выигрыш остается неизменным и равным цене игры 
независимо от того, какую стратегию применяет другой игрок, если только тот 
не выходит за пределы своих активных стратегий. 
■ Пусть в матричной игре (аij)mn имеем оптимальные стратегии игроков А и В 
соответственно р* и q*. Цена игры равна v. При этом игрок А имеет r активных 
стратегий, а игрок В – k активных стратегий. Расположив активные стратегии 
для игроков первыми, будем иметь: р*=( 

1p ;… ; 
rp ;0;….;0) и 

q*=( 
1q ;…; 

kq ;0;...;0), для которых 


m

i
ip

1
=1 и 



n

j
jq

1

=1.  

Пусть игрок А придерживается своей оптимальной стратегии р*, а игрок 
В – чистой стратегии, тогда, согласно теореме 14.3, 


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
r

i
ij i

pa
1

v (j=1,…,k).                                            (14.7) 

Если игроки А и В используют свои оптимальные стратегии, то выигрыш 

игрока А равен цене игры v, т. е. v=
 


r

i

k

j
jij qpa

i
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.  

Учитывая соотношение (7), получаем 

v=
 


k

j

r

i
jij qpa

i
1 1

= 
 


k

j

r

i
ij ij

paq
1 1





k

j
vq

j
1

=v.                  (14.8) 

Соотношение (14.8) выполнимо лишь в случае, когда неравенства (14.7) 
превращаются в равенства. Отсюда можно сделать вывод, что для любой сме-

шанной стратегии q*=( 1q ;…; kq ;0;...;0) выполняется равенство 
 


k

j

r

i
jij qpa

i
1 1

=v, 

что и доказывает теорему.                                                                                 ● 
На основании данной теоремы решение матричной игры можно упро-

стить, выявив при этом доминирование одних стратегий над другими. Так, рас-
сматривая стратегии игрока А, сравниваем элементы строк s и t, а именно: asj с 
элементами atj для j=l,…,n. Если asjatj (j=1,…,п), то выигрыш игрока А при 
стратегии Аs будет больше, чем при стратегии Аt. В этом случае стратегия Аs 
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доминирует над стратегией Аt. Стратегию Аs называют доминирующей, а стра-
тегию Аt – доминируемой. 

Поскольку игрок В заинтересован в минимизации проигрыша, домини-
рующим будет столбец с наименьшими элементами. Например, сравниваем 
элементы r-го и l-го столбцов. Если все элементы airail (i=1,…,m), то игроку В 
свой выбор выгодно сделать по l-му столбцу. В этом случае стратегия Вl игрока 
В доминирует над стратегией Вr. Стратегия Вl называется доминирующей, а 
стратегия Вr – доминируемой. 

Если в матричной игре имеем строки (столбцы) с одними и теми же эле-
ментами, то строки (столбцы), а соответственно и стратегии игроков А и В на-
зываются дублирующими. 

В матричной игре доминируемые и дублирующие строки (столбцы) мож-
но опускать, что не влияет на решение игры. 
Теорема 14.5. Оптимальные смешанные стратегии р* и q* соответственно игро-
ков А и В в матричной игре (aij)mn с ценой v будут оптимальными и в матрич-
ной игре (baij+с)mn с ценой v'=bv+с, где b>0. 
■ На основании теоремы 3 для оптимальной смешанной стратегии р* игрока А 
и для любой чистой стратегии Вj игрока В имеем 
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v (j=l,…,n)                                              (14.9) 

Умножим обе части неравенства (14.9) на некоторое положительное чис-
ло b>0 и к обеим частям полученного неравенства прибавим произведение 
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 (j=l,…,n).                  (14.10) 

Так как 



m

i
i

p
1

=1, соотношение (14.10) примет вид 
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или 
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)( v' (j=l,…,n), 

где v'=bv+c. Теорема доказана для оптимальной смешанной стратегии р* игро-
ка А. 

Аналогично доказывается теорема и для оптимальной смешанной страте-
гии игрока В.                                                                                                       ● 

На основании теоремы 14.5 платежную матрицу, имеющую отрицатель-
ные числа, можно преобразовать в матрицу с положительными числами. 
Пример 4. Выполним все возможные упрощения матричной игры 
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



















 

456312
1003421
917653

1003421
721524

. 

■ Поскольку соответствующие элементы второй и четвертой строк матрицы 
игры равны, т. е. имеем две дублирующие строки, опустим, например, четвер-

тую строку: 
















 

456312
917653

1003421
721524

. Сравним соответствующие элементы столб-

цов. Элементы первого столбца доминируют над элементами третьего и шесто-
го столбцов, а элементы второго столбца доминируют над соответствующими 
элементами четвертого столбца. Игроку В невыгодно применять стратегии B3, 
B4 и B6. Опускаем третий, четвертый и шестой столбцы и получаем матрицу 
















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153
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224

. Элементы второй строки меньше соответствующих элементов 

третьей строки. Следовательно, игроку А невыгодна стратегия А2. Опуская вто-

рую строку, получаем упрощенную матрицу 














 

512
153
224

. 

Если требуется получить матрицу с положительными элементами, то дос-
таточно прибавить к ее элементам, например, число 3.                                        ● 
14.3. Решение матричных игр в смешанных стратегиях. 
14.3.1. Графическое решение игры 2п. Решение матричных игр в смешанных 
стратегиях может быть найдено либо графически, либо методами линейного 
программирования. Графический метод применим для решения игр, в кото-
рых хоть один игрок имеет две чистые стратегии. Этот метод интересен в том 
плане, что графически объясняет понятие седловой точки. Методами линейного 
программирования может быть решена любая игра двух лиц с нулевой суммой. 
Рассмотрим игру 2п, в которой игрок А имеет две стратегии. 

  В1 В2 … Вп 
  q1 q2 … qп 
А1 
А2 

p1=р 
p2=1-p 

а11 
а21 

а12 
а22 

… 
… 

а1п 
а2п  

Игра предполагает, что игрок А 
смешивает стратегии А1 и А2 с соответст-
вующими вероятностями p1=р и p2=1-p, 
0p1. Игрок В смешивает стратегии В1,  

B2, ..., Вп с вероятностями q1, q2, …, qп, где qj0,j=1,2,...,п, и 


n

j
jq

1

=1. В этом слу-

чае ожидаемый выигрыш игрока А, соответствующий j-й чистой стратегии иг-
рока В, вычисляется в виде  

w=(а1j-а2j)p+а2j, j=1,2,...,п.                                 (14.11) 
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На плоскости (p, w) эти уравнения описывают прямые. Тем самым каждой чис-
той стратегии игрока В на этой плоскости соответствует своя прямая. Поэтому  

 
Рис.14.1. Графическое решение игры 2п 

сначала на плоскости (р, w) последова-
тельно рисуются все прямые (14.11) 
(рис. 14.1). Затем для каждого значения 
р, 0р1, путем визуального сравнения 
соответствующих ему значений w на 
каждой из построенных прямых опреде-
ляется и отмечается наименьшее из них. 
В результате описанной процедуры по-
лучается ломаная, которая и является 
графиком функции (14.11) (жирная ли-
ния на рис. 14.1). Эта ломаная огибает  

снизу все семейство построенных прямых, и поэтому называется нижней оги-
бающей этого семейства. Абсциссой верхней точки полученной ломаной будет 
значение р*, определяющее оптимальную смешанную стратегию игрока А, а ор-
динатой  – цена игры (рис. 14.1). 
Пример 5. Рассмотрим следующую игру 23: 

 В1 В2 В3 
А1 
А2 

2 
4 

3 
2 

-1 
6  

■ Игра не имеет решения в чистых стратегиях (=2, =3), 
и, следовательно, стратегии должны быть смешанными. 
Ожидаемые выигрыши игрока А, wА, соответствующие  

чистым стратегиям игрока В, приведены в следующей таблице. 
Вj wА 
1 
2 
3 

4-2p 
2+p 
6-7p  

На рис. 14.2 изображены три прямые линии, соответ-
ствующие чистым стратегиям игрока В. Чтобы опреде-
лить наилучший результат из наихудших, построена 
нижняя огибающая трех указанных прямых (изображен- 

Ная на рисунке толстыми линейными сегментами), которая представляет ми-
нимальный (наихудший) выигрыш для игрока А независимо от того, что делает 
игрок В. Максимум (наилучшее) нижней огибающей соответствует максимин-
ному решению в точке p =0,5. Это значение p  определяется из уравнения 
2+p=6-7p, отвечающего пересечению прямых 2 и 3. Следовательно, оптималь-
ным решением для игрока является смешивание стратегий В2 и В3 с вероятно- 

 
Рис.14.2. Графическое решение игры из при-

мера 5 

стями 0,5 и 0,5 соответственно. Цена 
игры v определяется подстановкой p=0,5 
в уравнение либо прямой 2, либо 3, что  
приводит к следующему:  

v=












3. прямой уравнения из  
2
5

2
17-6

2, прямой уравнения из  
2
5

2
12

 

Оптимальная смешанная стратегия иг-
рока В определяется двумя стратегиями, 
которые определяют нижнюю  огибаю-
щую графика. Это значит, что игрок В  

w 

р O 
1 

р* 

 

p 

w 

O 

1 

(1) 

р*=1/2 
(3) 

1 

=5/2 

(2) 
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может смешивать стратегии B2 и В3, в этом случае q1=0 и q3=1-q2=1-q.  
Следовательно, ожидаемые платежи игрока В, соответствующие чистым 

стратегиям игрока А, имеют следующий вид. 
Аi wB 
1 
2 

-1+4q 
6-4q  

Наилучшее решение из наихудших для игрока В пред-
ставляет собой точку минимума верхней огибающей заданных 
двух прямых. Эта процедура эквивалентна решению уравне- 

ния -1+4q=6-4q. Его решением будет q=7/8, что определяет цену игры  
v=-1+4(7/8)=5/2. Таким образом, решением игры для игрока А является смеши-
вание стратегий A1 и А2 с равными вероятностями 0,5 и 0,5, а для игрока В – 
смешивание стратегий В2 и В3 с вероятностями 7/8 и 1/8: v=5/2, р*=(½; ½) и 
q*=(0; 7/8; 1/8).                                                                                                         ● 
14.3.2.Графическое решение игры m2. Пусть теперь в матричной игре две 
чистые стратегии имеет игрок В, а число чистых стратегий у игрока А произ-
вольно (равно m). Это означает, что платежная матрица такой игры имеет вид  



















21

2221

1211

......

mm aa

aa
aa

. 

Анализ такой игры во многом напоминает рассуждения, описанные для 
игры 2п. 

Пусть q=(q, 1-q) – произвольная смешанная стратегия игрока В. Если иг-
рок А выбирает i-ю чистую стратегию, i=1,2,..., т, то средний выигрыш игрока 
В в ситуации {i,q} будет равным 

wi=ai1q+ai2(l-q), i=1, 2,..., т.                               (14.2) 
Зависимость этого выигрыша от переменной q описывается прямой. Гра-

фиком функции 
mi1

max(ai1q+ai2(l-q)) является верхняя огибающая семейства пря-
мых (14.2), соответствующих чистым стратегиям игрока А (рис. 14.3). Абсцис- 

 
Рис.14.3. Графическое решение игры т2 

сой нижней точки полученной лома-
ной будет значение q*, определяющее 
оптимальную смешанную стратегию 
игрока В, а ординатой  – цена игры. 
Отыскание оптимальной смешанной 
стратегии игрока А проводится по той 
же схеме, которая позволяет находить 
оптимальную смешанную стратегию 
игрока В в игре 2п. Рассмотрим кон-
кретный пример.  

Пример 6. Игра 32 задана матрицей 



















01
31
13

. 

■ Нижняя цена игры равна 0, верхняя – равна 3. Седловой точки нет. Решение 
игры нужно искать в смешанных стратегиях. Ожидаемые выигрыши игрока В, 

w 

q O 
1 q* 

 
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соответствующие чистым стратегиям игрока A, приведены в следующей табли-
це. 
Аi wВ 
1 
2 
3 

-1+4q 
3-4q 
q  

Построим на координатной плоскости (q,w) все 
три прямые, а затем и их верхнюю огибающую (рис. 4). 
Нижняя точка верхней огибающей является точкой пе-
ресечения прямых (1) и (2). Решая уравнение 

-1+4q=3-4q, получаем q*=
2
1 , =1. 

 
Рис.14.4. Графическое решение игры из при-

мера 6 

Оптимальная смешанная стра-
тегия игрока А определяется двумя 
стратегиями, которые определяют 
нижнюю огибающую графика. Это 
значит, что игрок А может смеши-
вать стратегии А1 и А2, в этом случае 
р3=0 и р2=1-р1=1-р. Следовательно, 
ожидаемые платежи игрока А, соот-
ветствующие чистым стратегиям иг-
рока В, имеют следующий вид. 

Вj wА 
1 
2 

-1+4p 
3-4p  

Приравниваем средние выиг-
рыши игрока А, соответствующие 
чистым стратегиям игрока В:  

-1+4p=3-4p, 
и находим р*=1/2.  

Таким образом, цена игры и оптимальные смешанные стратегии игроков 
А и В соответственно равны: 

v=1, р*=(
2
1 , 

2
1 , 0), q*=(

2
1 , 

2
1 ).                                                                      ● 

14.3.3. Приведение матричной игры тп к задаче линейного программиро-
вания. Пусть имеем игру размерности тп с матрицей 
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Обозначим через р*=(p1;...;рт), q*=(q1;...;qn) оптимальные смешанные 
стратегии игроков А и В. Стратегия р* игрока А гарантирует ему выигрыш не 
меньше v, независимо от выбора стратегии Bj игроком В (теор. 14.3). Это можно 
записать так: 
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,                                (14.13) 

где p1+p2+...+рт=1; рi0 (i=1,…,m). 

w 

q O 
1 

(1) 

q*=1/
2 

(3) 
=1 

(2) 
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Аналогично стратегия q* игрока В гарантирует ему проигрыш не больше 
v, независимо от выбора стратегии Аi игроком А, т. е. 
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                                        (14.14) 

где q1+q2+…+qп=1; qj0 (j=1,…,п). 
Поскольку элементы платежной матрицы на основании теоремы 14.5 все-

гда можно сделать положительными, то и цена игры v>0. 
Преобразуем системы (14.13) и (14.14), разделив обе части каждого нера-

венства на положительное число v, и введем новые обозначения: pi/v=хi, qj/v=yj 
(i=1,…,m; j =1,…,п). Получим: 
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                           (14.15) 

где 
х1+х2+...+хт=1/v; хi0 (i=1,…,m),                      (14.16) 
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                                    (14.17) 

где  
у1+у2+…+уп=1/v; уj0 (j=1,…,п).                      (14.18) 

Так как игрок А стремится максимизировать цену игры v, то обратная ве-
личина 1/v будет минимизироваться, поэтому оптимальная стратегия игрока А 
определится из задачи линейного программирования следующего вида: найти 
минимальное значение функции z=х1+х2+...+хт при ограничениях (14.17), 
(14.18). 

Оптимальная смешанная стратегия игрока В определится решением зада-
чи следующего вида: найти максимальное значение функции w=у1+у2+…+уп 
при ограничениях (14.17), (14.18). Решив пару двойственных задач, далее оп-
ределим: 
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 (i=1,…,m; j=1,…,п). 

Проиллюстрируем решение матричной игры сведением ее к задаче ЛП. 
Пример 7. Два сельскохозяйственных предприятия А и В выделяют денежные 
средства на строительство трех объектов. С учетом особенностей вкладов и ме-
стных условий прибыль предприятия А в зависимости от объема финансирова-
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ния выражается элементами матрицы 
3 6 8
9 4 2
7 5 4

 
 
 
 
 

. Убыток предприятия В при 

этом равен прибыли предприятия А. Требуется найти оптимальные стратегии 
предприятий А и В. 
■ Обозначим чистые стратегии предприятий А и В через А1,А2,А3 и B1,B2,B3 со-
ответственно. Предположим, что предприятие А располагает общей суммой а 
тыс. ден. ед., отпускаемой на строительство трех объектов. Аналогично и пред-
приятие В имеет сумму в b тыс. ден. ед., отпускаемую на строительство тех же 
трех объектов. Тогда чистая стратегия А1 – это выделение a1 тыс. ден. ед. пред-
приятием А на строительство первого объекта; A2 – чистая стратегия предпри-
ятия А, которое выделяет сумму a2 тыс. ден. ед. на строительство второго объ-
екта; А3 – чистая стратегия предприятия А, которое выделяет сумму a3 тыс. ден. 
ед. на строительство третьего объекта. Общая сумма средств, выделяемых на 
строительство трех объектов, a=a1+a2+а3. Аналогично определяются чистые 
стратегии и для предприятия В. 

Проверим игру на наличие седловой точки: 
=

i
max

j
min aij=4, =

j
min

i
max aij=6, . 

Седловой точки нет, поэтому решение игры определяем в смешанных стратеги-
ях. Цена игры v заключена между нижней  и верхней  ценами, т.е. 4v6. Со-
ставим задачу ЛП для каждого игрока. 

Для игрока А:                                        Для игрока В: 
              z=х1+х2+х3min,                                 w=у1+у2+у3max, 

           
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 9 7 1,
6 4 5 1,
8 2 4 1,

x x x
x x x
x x x

  
   
   

                                   
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 6 8 1,
9 4 2 1,
7 5 4 1,

y y y
y y y
y y x

  
   
   

 

            хi 0 (i=1,2,3),                                         уj0 (j=1,2,3). 
Вводя балансовые переменные х40, х50, х60 для исходной задачи и 

у40, у50, у60 для двойственной задачи, модели задач преобразуем к канони-
ческой форме. При этом балансовые переменные двойственной задачи станут 
базисными.  

При «ручном» счёте проще решать двойственную задачу, т.к. она не  
Таблица 14.4 

Свободные Базисные  
х1 х2 х3 х4 х5 х6  
       
у4 у5 у6 у1 у2 у3  
Базисные Свободные   

требует введения искусственных переменных. 
Соответствие между переменными пары вза-
имно двойственных задач будет следующее 
(табл.14.4): 

Решим, например, двойственную задачу 
ЛП, построенную для определения выигрыша  

предприятия В. Каноническая форма задачи имеет вид: 
w=у1+у2+у3max; 
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1 2 3 4

1 2 3 5

1 2 3 6

3 6 8 1,
9 4 2 1,
7 5 4 1,

y y y y
y y y y
y y x y

   
    
    

 

уj0 (j=1,…,6). 
Решая ее симплекс-методом, имеем (итерации 0–2) оптимальный план  

Итерация 0                                                    Итерация1 
БП y1 y2 y3 y4 y5 y6 Р О  БП y1 y2 y3 y4 y5 y6 Р О 
w -1 -1 -1 0 0 0 0 –  w -1/2 0 1/3 1/6 0 0 1/6 – 
y4 3 6 8 1 0 0 1 1/6  y2 1/2 1 4/3 1/6 0 0 1/6 1/3 
y5 9 4 2 0 1 0 1 1/4  y5 7 0 -10/3 -2/3 1 0 1/3 1/21 
y6 7 5 4 0 0 1 1 1/5  y6 9/2 0 8/3 -5/6 0 1 1/6 1/27 

у*=( 
1y ;…; 

6y )=(1/27; 4/27; 0; 0; 2/27; 0). При этом w*=5/27. 
С учетом основной теоремы двойст-

венности и соответствия между перемен-
ными оптимальный план исходной задачи 
запишется в виде  

х*=( 
1x ;…; 

6x )=(2/27; 0; 1/9; 0; 0; 17/27), 
z*=5/27. 

Итерация 2 
БП y1 y2 y3 y4 y5 y6 Р 
w 0 0 17/27 2/27 0 1/9 5/27 
y2 0 1 28/27 7/27 0 -1/9 4/27 
y5 0 0 -202/27 17/27 1 -14/9 2/27 
y1 1 0 16/27 -5/27 0 2/9 1/27  

По формулам v=
z

1 =
w

1 , 
v
pi =хi, v

q j =уj (i=1,…,т, j=1,…,п) получим цену 

игры v=27/5 и вероятности 
ip  и 

jq  для оптимальных смешанных стратегий со-
ответственно предприятий А и В: 


1p =27/52/27=2/5, 

2p =27/50=0, 
3p =27/51/9=3/5, 


1q =27/51/27=1/5, 

2q =27/54/27=4/5, 
3q =27/50=0. 

Таким образом, оптимальными смешанными стратегиями сельскохозяй-
ственных предприятий А и В являются стратегии р*=(2/5;0; 3/5) и q*=(1/5; 
4/5;0) соответственно при гарантированном получении предприятием А незави-
симо от стратегий предприятия В прибыли не менее 27/5=5,4 тыс. ден. ед. Убы-
ток предприятия В при этом составит не более 5,4 тыс. ден. ед. 

Итак, из общей суммы средств а тыс. ден. ед., выделяемых предприятием 
А на строительство трех объектов, на долю первого объекта должно выделяться 
40%, второго – 0% и третьего – 60% этой суммы. Аналогично распределяются 
средства b тыс. ден. ед. предприятием В: на долю первого объекта приходится 
20%, второго – 80% и третьего – 0 % общей суммы.                                             ● 
14.4. Решение задач теории игр с помощью MathCAD 

 В1 В2 В3 В4 Пример 8. Рассмотрим следующую игру 24:  
■ Решение задачи с помощью MathCAD приведено на 
рис.1. Вначале определены верхняя и нижняя цены игры: 
=3, =2. Затем вычисляется ожидаемый выигрыш игрока  

А1 
А2 

2 
4 

2 
3 

3 

2 
0 
4 

А, соответствующий каждой чистой стратегии игрока В, в виде W1, W2,W3 и 
W4. На рис. 14.5 изображены четыре прямые линии, соответствующие чистым 
стратегиям игрока В. Чтобы определить наилучший результат из наихудших, 
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построена нижняя огибающая трех указанных прямых, которая представляет 
минимальный (наихудший) выигрыш для игрока А независимо от того, что де-
лает игрок В. Максимум нижней огибающей соответствует максиминному ре-
шению в точке p =2/5. Это значение p  определяется из уравнения 2+р=4-4р, 
отвечающего пересечению прямых 3 и 4. Следовательно, оптимальным реше-
нием для игрока A является смешивание стратегий A1 и A2 с вероятностями 2/5 
и 3/5 соответственно. Цена игры v определяется подстановкой p=2/5 в уравне-
ние либо прямой 3, либо 4, что приводит к следующему: 

v=

2 122 2,5  из уравнения прямой 3,
5 5
2 124-4 2,5  из уравнения прямой  4.
5 5

   

   


 

Оптимальная смешанная стратегия игрока В определяется двумя страте-
гиями, которые определяют нижнюю огибающую графика. Это значит, что иг-
рок В может смешивать стратегии B3 и В4, в этом случае q1=q2=0 и q3=q,  
q4=1-q3=1-q. 

Следовательно, ожидаемые платежи игрока В, соответствующие чистым 
стратегиям игрока А, имеют следующий вид. 

Аi wB 

1 
2 

3q 
4-2q  

Наилучшее решение из наихудших для игрока В пред-
ставляет собой точку минимума верхней огибающей заданных 
двух прямых. Эта процедура эквивалентна решению уравнения 
3q=4-2q. Его решением будет q=4/5, что определяет цену игры  

v=3(4/5)=12/5.Таким образом, решением игры для игрока А является смешива-
ние стратегий A1 и А2 с вероятностями 2/5 и 3/5, а для игрока В – смешивание 
стратегий В3 и В4 с вероятностями 4/5 и 1/5: v=12/5, р*=(2/5; 3/5) и q*=(0; 0;4/5; 
1/5).                                                                                                                               ● 

Пример 9. Игра 42 задана матрицей 

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■ Нижняя цена игры равна 2, верхняя – 3. Седловой точки нет. Решение игры 
нужно искать в смешанных стратегиях. Решение задачи с помощью MathCAD 
приведено на рис.14.6. 
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Рис.14.5. Решение игры 24 с помощью MathCAD 



 181 

 
Рис.14.6. Решение игры 42 с помощью MathCAD 

Пример 10. Сведём матричную игру, имеющую платёжную матрицу  
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, 

к задаче ЛП, и решим с помощьюMathCAD.  
■ Нижняя цена игры равна -2, верхняя равна -1. Седловой точки нет. Решение 
игры нужно искать в смешанных стратегиях. Решение задачи с помощью Math-
CAD приведено на рис.14.7. 
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Рис.14.7. Решение игры mn с помощью MathCAD 

14.5. Игры с природой  
14.5.1.Критерии для принятия решений. Для управления производственными 
процессами необходима информация о состоянии объекта управления в усло-
виях его работы. В случае отсутствия достаточной информации возникает не-



 183 

которая неопределенность в принятии решения. Причины этого различны: не-
возможность получения информации к моменту принятия решения; слишком 
высокие затраты на получение информации; невозможность устранения неоп-
ределенности по причинам объективного характера и т. д. 

По мере совершенствования средств сбора информации и ее обработки 
неопределенность в момент принятия управленческих решений будет умень-
шаться. Существование неустранимой неопределенности связано со случайным 
характером многих явлений. Например, случайность спроса на продукцию де-
лает невозможным точное прогнозирование объема ее выпуска. Принятие ре-
шения тогда связано с риском. Или, например, прием партии товара для кон-
троля на соответствие стандарту также связан с риском. Правда, неопределен-
ность при контроле может быть устранена в случае контроля всего товара, вы-
пускаемого для реализации. Однако это может оказаться слишком дорогостоя-
щим мероприятием. 

В целях уменьшения неблагоприятных последствий в каждом конкретном 
случае следует учитывать степень риска и имеющуюся информацию. И здесь 
лицо, принимающее решение (ЛПР), вступает в игровые отношения с некото-
рым абстрактным лицом, условно называемое «природой», а такие ситуации 
принято называть играми с природой. Таким образом, ЛПР должно уметь на-
ходить управленческое решение, когда природа не выбирает сознательно свои 
оптимальные стратегии. Вместе с тем, в некоторых случаях мы иногда распола-
гаем некоторыми вероятностными характеристиками состояния природы.  

Хозяйственную деятельность человека можно рассматривать как игру с 
природой. Под «природой» будем понимать совокупность неопределенных 
факторов, влияющих на эффективность принимаемых решений. 

Безразличие природы к результату игры (выигрышу) и возможность по-
лучения ЛПР дополнительной информации о ее состоянии отличают игру с 
природой от обычной игры с двумя сознательными игроками. 

Игры с природой представляют собой одну из основных моделей теории 
принятия решений в условиях частичной неопределенности. 

Множество стратегий природы обозначим через П, отдельное состояние 
– Пj, ПjП (j=1,…,п). Множество стратегий ЛПР обозначим через А, отдель-
ную стратегию – Аi, АiА (i=1,…,т). 

Для i-й стратегии Аi ЛПР и j-го состояния природы Пj имеем некоторое 
число, обозначающее функцию выигрышей аij(Аi,Пj), которая, как правило, яв-
ляется случайной величиной. 

Во взаимоотношениях с природой ЛПР может использовать любые из 
своих стратегий A1,... ,Ат в зависимости от состояний Пj природы. Имея эти 
стратегии, ЛПР должен руководствоваться некоторым правилом, с помощью 
которого он определяет выбираемую стратегию АiА. Другими словами, ЛПР 
отыскивает оптимальное поведение, которое и будет его оптимальной стратеги-
ей. При этом он может пользоваться как чистыми, так и смешанными страте-
гиями. При этом игры с природой могут решаться как в чистых, так и смешан-
ных стратегиях. Но игры с природой имеют особенности по сравнению играми 
двух сознательных игроков. В частности, игрок П (природа) применяет свои 
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чистые стратегии независимо от того, выгодно ли это игроку A (ЛПР) или нет, 
т.е. природа безразлична к своему выигрышу и не стремится воспользоваться 
промахами игрока A. Поэтому решение игры достаточно находить только для 
игрока A, так как игрок П не способен воспринимать какие-либо рекомендации 
интересоваться результатами решения. 

Предположим, что есть возможность численно оценить величиной аij эф-
фективность каждой комбинации (Аi,Пj). Тем самым определена так называемая 
платежная матрица игры с природой 



















mnmm

n

n
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............
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21

22221

11211

, 

на основе которой в дальнейшем и будут сформулированы «правила поведе-
ния» – критерии выбора оптимальной стратегии ЛПР. 

Элемент аij назовем выигрышем ЛПР, если он использует стратегию Аi 
при состоянии природы Пj. Его значение может быть как положительным, так и 
нулем, так и отрицательным числом. 

Решение игры с природой несколько отличается от решения обычной иг-
ры, где оба игрока ведут игру сознательно. Отличие состоит в упрощении игры. 
Выявление дублирующих и доминируемых стратегий производится только для 
стратегий ЛПР. Стратегии природы нельзя опускать, поскольку она не имеет 
«умысла» навредить ЛПР, более того, она может реализовать состояния, заве-
домо выгодные ЛПР.  

При решении игры с природой наряду с платежной матрицей использует-
ся матрица рисков. Элементы rij матрицы рисков равны разности между мак-
симально возможным выигрышем и тем выигрышем, который ЛПР получит в 
тех же условиях Пj, применяя стратегию Аi, т. е. rij=j-аij, где j=

i
max аij. 

Оптимальную стратегию ЛПР можно определяют, используя ряд крите-
риев. При известном распределении вероятностей различных состояний Пj при-
роды пользуются критерием Байеса. Показателем в этом критерии служит ли-
бо величина среднего выигрыша, либо величина среднего риска. 

Платежную матрицу (аij) представим в виде табл. 14.5. 
Таблица 14.5 По критерию Байеса за оп-

тимальную принимается та чис-
тая стратегия А, при которой 
максимизируется средний выиг-
рыш i  ЛПР, т.е. обеспечивается 
 =

i
max i , где 

i =


n

j
jijqa

1

 (i=1,…,m). 

Матрицу рисков представим 

Состояния приро-
ды Пj 

Стратегия 
ЛПР Аi 

П1 П2 … Пn 

Сред-
ний 
выиг-
рыш i  

А1 а11 а12 … а1п 1  
А2 а21 а22 … а2п 2  
… … … … … … 
Ат ат1 ат2 … атп m  
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в виде табл. 14.6. За оптимальную стратегию ЛПР принимается чистая страте-
гия Ai, при которой минимизируется средний риск, т.е. обеспечивается 
r =

i
min ir , где  

ir =


n

j
jijqr

1

 (i=1,…,m). 

Таблица 14.6 В случае, когда одно состояние 
природы нельзя предпочесть другому, 
для их оценки используют принцип 
недостаточного основания Лапласа, 
согласно которому все состояния при-
роды полагаются равновероятными, т. 
е. q1=q2=…=qп=1/n. Оптимальной счи-
тается стратегия, обеспечивающая 
максимум среднего выигрыша. 

Состояния 
природы Пj 

Стра-
тегия 

ЛПР 
Аi 

П1 П2 … Пn 

Сред-
ний риск 

ir  

А1 r11 r12 … r1п 1r  
А2 r21 r22 … r2п 2r  
… … … … … … 
Ат rт1 rт2 … rтп mr  
qj q1 q2 … qп   

В случае когда вероятности состояний природы неизвестны, для решения 
игр с природой – выбора оптимальной стратегии ЛПР – можно использовать 
несколько критериев. 

Максиминный критерий Вальда совпадает с критерием выбора макси-
минной стратегии, позволяющей получать нижнюю чистую цену  в парной 
игре с нулевой суммой. По критерию Вальда, за оптимальную принимается 
чистая стратегия, которая в наихудших условиях гарантирует максимальный 
выигрыш, т. е.  

=
i

max
j

min аij. 

Это критерий крайнего пессимизма, так как ЛПР исходит из предположения, 
что природа действует против него наилучшим для себя образом.  

Критерий минимального риска Сэвиджа рекомендует выбирать в каче-
стве оптимальной стратегии ту, при которой величина максимального риска 
минимизируется в наихудших условиях (достигается «минимальный риск из 
максимально возможных), т.е. обеспечивается 

i
min

j
max rij. Это – минимаксный 

критерий в отношении риска. 
Критерии Вальда и Сэвиджа ориентируют ЛПР на самые неблагоприят-

ные состояния природы, т. е. эти критерии выражают пессимистическую оцен-
ку ситуации. 

Критерий Гурвица (критерием пессимизма-оптимизма) рекомендует 
рассчитывать на нечто среднее. За оптимальную чистую стратегию принимает-
ся та, для которой выполняется соотношение  

i
max (

j
max аij+(1-)

j
min аij), 

где 01. При =0 имеем критерий пессимизма Вальда, а при =1 – критерий 
крайнего оптимизма (рекомендуется выбирать лучшее из лучшего). В случае, 
когда 0<<1, мы имеем нечто среднее. При желании подстраховаться в данной 
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ситуации  принимают, близким нулю. В общем случае число  выбирается из 
субъективных соображений (опыта, здравого смысла и т.д.). 
Пример 11. Потребление исходного сырья S на предприятии в зависимости от 
его качества составляет 5, 6 или 7 ед. Если для выпуска запланированного объ-
ема продукции сырья S окажется недостаточно, запас его можно пополнить, что 
потребует дополнительных затрат в размере 4 ед. в расчете на единицу сырья. 
Если же запас сырья превысит потребности, то дополнительные затраты на со-
держание и хранение остатка составят 3 ед. в расчете на единицу сырья. При 
изучении работы аналогичных предприятий планирующий орган располагает 
некоторой дополнительной информацией, снижающей неопределенность си-
туации: 1) известны вероятности потребности в сырье в количествах 5, 6 и 7 ед.: 
0,25; 0,35; 0,4; 2) потребность в сырье равновероятна; 3) о вероятностях по-
требности в сырье ничего определенного сказать нельзя.                  Таблица 14.7 
■ Планирующий орган предприятия может принять одно из 
следующих решений: создать запас сырья в 5 ед. (стратегия 
A1); в 6 ед. (стратегия А2); в 7 ед. (стратегия А3).  

Второй играющей стороной – природой – будем счи- 

 Π1 Π2 Π3 
А1 
А2 
А3 

0 
-3 
-6 

-4 
0 
-3 

-8 
-4 
0  

тать совокупность объективных внешних условий, определяющую потребность 
в сырье. Если для выпуска запланированного объема продукции сырья S ока-
жется достаточно в размере 5 ед. это будет означать состояние природы П1; ес-
ли в размере 6 ед. – состояние П2; в размере 7 ед. – состояние П3. Итак, описан-
ная ситуация представляет собой игру с природой. Рассчитаем элементы пла-
тежной матрицы (табл. 14.7). Так, в ситуации (A1,П1) элемент a11 вычисляется 
следующим образом. Плановый орган принимает решение создать запас сырья 
в 5 ед., что и соответствует их расходованию в 5 ед., a11=0. Элемент a12 рассчи-
тываем так. Запас сырья создан в 5 ед., а для выпуска запланированного объема 
продукции требуется 6 ед. Мы его пополняем, что потребует затрат в размере 
4·(6-5)=4 ден. ед., т.е. a12=-4. Аналогично определяются и другие элементы 
табл. 14.7, например элемент a21 для ситуации (A2,П1). Запас сырья создан в 6 
ед., а для выпуска запланированного объема продукции требуется 5 ед. Запас  
сырья превышает по-
требности, тогда до-
полнительные затраты 
на содержание и хра-
нение остатка соста-
вят 3·(6-5)=3 ден. ед., 
т.е. a21=-3. В общем 
случае элементы пла- 

          Таблица 14.8 
Критерии   

Π1 
 
Π2 

 
Π3 Лапласа Вальда  Гурвица 

( =0,6) 
А1 
А2 
А3 

0 
-3 
-6 

-4 
0 
-3 

-8 
-4 
0 

-4,00 
-2,33 
-3,00 

-8 
-4 
-6 

-3,8 
-1,6 
-2,4 

qj 0,25 0,35 0,4     
тежной матрицы рассчитываются по формуле  

aij=
4( ), если ;
3( ), если .

i j i j
i j i j
 

  
 

Вычисляем средние выигрыши (критерий Байеса): 

1 =00,25+(-4)0,35+(-8)0,4=-4,6, 2 =-2,35, 3 =-2,55. 



 187 

Оптимальной стратегией по Байесу является A2: 
 =mах(-4,6, -2,35, -2,55)=-2,35 (ден. ед.). 

Результаты расчетов по критериям Лапласа, Валь-
да и Гурвица приведены справа от табл. 14.8 (оптималь-
ные значения выделены жирным шрифтом), по крите-
рию Сэвиджа – в табл. 14.9. 

Все они рекомендуют иметь запасы исходного сы-
рья в 6 ед.                                                                            

Таблиа 14.9 

Матрица 
рисков 

 

Π1 Π2 Π3 

ri 

А1 
А2 
А3 

0 
3 
6 

4 
0 
3 

8 
4 
0 

8 
4 
6 

 
14.5.2. Решение задач теории игр с природой с помощью MathCAD. Рас-
смотрим решение следующей задачи с помощью MathCAD. 
Пример 12. Объем продаж некоторого товара V за рассматриваемый период 
времени в универмаге колеблется, в зависимости от уровня покупательского 
спроса, в пределах от 5 до 8 ед. Прибыль универмага от единицы реализованно-
го товара V  равна 3 ден. ед. Если запаса товара окажется недостаточно для 
удовлетворения спроса, можно заказать дополнительно некоторое количество 
товара, что потребует новых затрат на доставку в размере 4 ден. ед. за единицу 
товара. Если же запасенный товар полностью реализовать не удастся, то расхо-
ды на хранение остатка составят 2 ден. ед. за единицу товара. Предполагается, 
что дополнительно заказанный товар полностью реализуется за тот же рассмат-
риваемый период времени. Используя игровой подход, высказать рекоменда-
ции об оптимальном уровне запаса товара V в универмаге, обеспечивающем 
ему наивысшую эффективность работы с учетом прибыли и возможных допол-
нительных затрат на заказ и доставку товара, а также хранение остатка. 

Решение найти в чистых стратегиях:  
1) на основе критериев Байеса (q1=0,10, q2=0,25, q3=0,40, q4=0,30);  
2) Лапласа; 
3) Вальда, Сэвиджа, Гурвица (параметр λ Гурвица принять равным 

0,65). 
■Планирующий орган универмага может принять одно из решений: соз-

дать запас товара в 5 ед. (стратегия A1); в 6 ед. (стратегия А2); в 7 ед. (стратегия 
А3), 8 ед. (стратегия А4). 

Второй играющей стороной – природой – считаем совокупность объек-
тивных внешних условий, определяющую потребительский в спрос. Если для 
удовлетворения спроса запаса объема продукции товара окажется достаточно в 
размере 5 ед. это будет означать состояние природы П1; в размере 6 ед. – со-
стояние П2; в размере 7 ед. – состояние П3, в размере 8 ед. – состояние П4. Рас-
считаем элементы платежной матрицы (табл. 3). Элементы платежной матрицы 
рассчитываются по формуле  

aij=5(4+j)+ 3( ), если ;
2( ), если .

i j i j
i j i j
 

  
 

Платежная матрица выглядит следующим образом: 
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А=

25 22 19 16
23 30 27 24
21 28 35 33
19 26 33 40

 
 
 
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 

 

Решение в MathCAD приведено на рис.14.8 по всем критериям. 

 
Рис.14.8. Решение задачи игры с природой в MathCAD 

Вводим начальные данные задачи – параметр Гурвица λ, платежную мат-
рицу А и вектор вероятностей стратегий природы q. В результате получаем по 
всем стратегиям игрока А (ЛПР) его выигрыши по критериям: Байеса аВ, Лапла-
са aL, Вальда aV, Гурвица aG и Сэвиджа aS. Выбираем те стратегии ЛПР, ко-
торым соответствуют наибольшие выигрыши (прибыли)  и наименьшие риски. 
По критерию Байеса это стратегия А4 с прибылью 33,6 ден.ед., Лапласа – тоже 
А4 с прибылью 29,5 ден.ед., Вальда – А2 с прибылью 23 ден.ед., Гурвица – А4 с 
прибылью 32,65 ден.ед. и Сэвиджа – тоже А4 с наименьшим риском в 6 ден.ед. 
По различным критериям чаще других рекомендовалась стратегия А4. Следова-
тельно, нужно создать запас товара в 8 ед. 
Упражнения 

В задачах 14.1–14.36 решить графически игру, заданную платёжной 
матрицей (2n). 
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45431 11 






 
12233
21334 12 











22423
05312  

13 










43523
51315 14 








40332
32121 15 











34205
13234 16 











35738

43225  
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17 







21189
99876 18 











84216
42215 19 











86142
65323 20 







 
63432
53143  

21 







35255
73724 22 








34365
52453 23 








 47633

27723 24 







 75541

86142  

25 










38161010
13529 26 











11610
31307 27








 
41556
24351 28












23545
64433  

29 










32043

31132 30 






 
44333
21341314 31









24321
45512 32












00011
02711  

33 










11122

03610 34 










43323
23312 35












31321
25315 36












301315
201310  

В задачах 14.37–14.78 решить графически игру, заданную платёжной 
матрицей (m2). 
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
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41
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

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
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
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
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32
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
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72




























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23
30
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
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



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



















12
23

51
33
13

 75





























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24
21

23
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


















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
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33
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40
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



























01
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














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






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

41
44
14

32
62

 

В задачах 14.79 –14.114 решить матричную игру тп с помощью 
линейного программирования 
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
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
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







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33333
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























21143
17173
52212
41556
24351

 102 






























11610
211418
31307
12502
53256

 

103
























53333
25255
44333
21331314

72724

 104 























34365
12253
40044
24320
45510

 105 





























25614
37623

10211
12711

27721

 106 






























32143
31132
51012
63555
64533
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107






























32032
21131

611110
11150
21160

 108




























24443
42423
35332

37151
67261

 109 



























52234
45434
10005
62665
21106

 110 





























21223
21114
01122
01110
21010

 

111































04610
11122

12500
01123
03610

 112






























23323
31021
04105
23312
02321

 113 































31321
12034
25315

11024
31022

 114 




























01234
301315
201310
01124
21214

 

В задачах 14.115 –14.114 решить игры с природой  
115. За некоторый период времени на предприятии потребление исходного сы-
рья S в зависимости от его качества составляет 10 – 12 ед. Если для выпуска за-
планированного объема основной продукции сырья S окажется недостаточно, 
запас его можно пополнить, что потребует дополнительных затрат в размере 5 
ед. в расчете на единицу сырья. Если же запас сырья превысит потребности, то 
дополнительные затраты на содержание и хранение остатка составят 2 ед. в 
расчете на единицу сырья. Придать описанной производственной ситуации иг-
ровую схему и составить платежную матрицу. Дать рекомендации по созданию 
оптимального запаса сырья на предприятии. 
116. В новом жилом массиве создается ателье для ремонта в стационарных ус-
ловиях не более 8 тыс. компьютеров в год. Пусть поток заявок на ремонт в ус-
ловиях стационара выражается числами 2, 4, 6 и 8 тыс. в год. Накопленный 
опыт аналогичных предприятий показывает, что прибыль от ремонта компью-
тера составляет 9 ден. ед., потери, вызванные отказом в ремонте из-за недостат-
ка мощностей, оцениваются в 5 ден. ед., а убытки от простоя специалистов и 
оборудования при отсутствии заявок обходятся в 6 ден. ед. в расчете на каждый 
телевизор. Придав рассматриваемой ситуации игровую схему, составить пла-
тежную матрицу. Дать рекомендации о мощности создаваемого ателье. 
117. Сельскохозяйственное предприятие имеет возможность выращивать кар-
тофель на трех участках: на участке А – повышенной влажности, Б – средней 
влажности, В – сухом. Урожайность картофеля зависит от погодных условий, в 
частности, от количества осадков, выпадающих в течение сезона. Если осадков 
выпадает меньше нормы, то средняя урожайность на участке А составляет 270 ц 
с 1 га; при количестве осадков, близком к норме, – 220 ц; если же осадков вы-
падет больше нормы, – 110 ц; на участке Б – соответственно 210, 250 и 140 ц; 
на участке В – 120, 260 и 280 ц. Используя игровой подход, составить платеж-
ную матрицу. Установить, на каком участке следует выращивать картофель в 
предстоящем году, если, по данным службы долгосрочного прогнозирования 
погоды, вероятность выпадения осадков меньше нормы ожидается равной 0,3, 
близко к норме – 0,6, больше нормы – 0,1. 
118. Объем реализации товара Т за рассматриваемый период времени колеблет-
ся, в зависимости от уровня покупательского спроса, в пределах от 4 до 7 ед. 
Прибыль торгового предприятия от единицы реализованного товара Т равна 2 
ден. ед. Если запасенного товара окажется недостаточно для полного удовле-
творения спроса, можно заказать дополнительное количество товара, что по-
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требует новых затрат на доставку в размере 4 ден. ед. в расчете на единицу то-
вара. Если же запасенный товар полностью реализовать не удастся, то расходы 
на содержание и хранение остатка составят 3 ден. ед. в расчете на единицу то-
вара. Предполагается, что дополнительно заказанный товар полностью реали-
зуется за тот же рассматриваемый период времени. Используя игровой подход, 
высказать рекомендации об оптимальном уровне запаса товара Т на торговом 
предприятии, обеспечивающем ему наивысшую эффективность работы с уче-
том торговой прибыли и возможных дополнительных затрат на заказ и достав-
ку товара, содержание и хранение остатка. 

Решение найти в чистых стратегиях на основе критериев Байеса (q1=0,15, 
q2=0,20, q3=0,40, q4=0,25), Лапласа, Вальда, Сэвиджа, Гурвица (параметр λ Гур-
вица принять равным 0,55). 
119 Руководство универмага заказывает товар вида А. Известно, что спрос на 
данный вид товара лежит в пределах от 6 до 9 ед. Если заказанного товара ока-
жется недостаточно для удовлетворения спроса, то руководство может срочно 
заказать и завезти недостающее количество. Если же спрос будет меньше на-
личного количества товара, то нереализованный товар хранится на складе уни-
вермага. 

Требуется определить такой объем заказа на товар, при котором дополни-
тельные затраты, связанные с хранением и срочным завозом, были бы мини-
мальными, если расходы на хранение 1 ед. товара составляют 1000 руб., а по 
срочному заказу и завозу − 2000 руб. 
120. За зиму потребление мазута на ТЭЦ в зависимости от погоды составляет 
b1, b2 или b3 весовых ед. Если для обеспечения заданной температуры теплоно-
сителя объема запасенного мазута окажется недостаточно, то можно закупить 
недостающее количество мазута в отопительный сезон, что потребует дополни-
тельных затрат в размере с ед. на ед. мазута. Если же запас мазута превысит по-
требности, то дополнительные затраты на содержание и хранение остатка со-
ставят d ед. на ед. мазута. Требуется:  

а) придать описанной ситуации игровую схему; 
б) составить платежную матрицу;  
в) дать обоснованные рекомендации об оптимальном уровне запаса мазута, 

при котором дополнительные затраты на его приобретение, содержание и хра-
нение будут минимальными при следующих предположениях: 1) вероятности 
q1, q2, потребления мазута в количествах соответственно b1, b2, b3 ед. известны; 
2) потребление мазута в количествах b1, b2, b3 ед. представляется равновероят-
ным; в) о вероятностях потребления мазута ничего определенного сказать 
нельзя. Числовые данные для 10 вариантов приведены в следующей таблице. 

Номер варианта  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

b1 20 7 11 14 17 10 13 19 30 12 
b2 22 8 12 16 19 12 15 20 32 14 
b3 24 9 13 18 21 14 17 21 34 16 
с 3 4 5 7 8 9 11 4 5 4 
d 2 2 3 3 4 5 5 2 3 1 



 193 

λ 0,6 0,8 0,7 0,8 0,75 0,6 0,7 0,6 0,55 0,7 
q1 0,35 0,30 0.35 0,25 0,45 0,30 0,30 0,25 0,40 0,45 
q2 0,30 0,30 0,25 0.35 0,30 0,40 0,35 0,35 0.25 0,25 
q3 0,35 0,40 0,40 0,40 0,25 0,30 0,35 0,40 0,35 0,30 

121. После нескольких лет эксплуатации промышленное оборудование оказы-
вается в одном из следующих состояний: 1) оборудование может использовать-
ся в очередном году после профилактического ремонта; 2) для безаварийной 
работы оборудования в дальнейшем следует заменить отдельные его детали и 
узлы; 3) оборудование требует капитального ремонта или замены. В зависимо-
сти от сложившейся ситуации руководство предприятия в состоянии принять 
такие решения: 1) отремонтировать оборудование силами заводских специали-
стов, что потребует, в зависимости от обстановки, затрат, равных а1, а2 или а3 
ден. ед.; 2) вызвать специальную бригаду ремонтников, расходы в этом случае 
составят b1, b2 или b3 ден. ед.; 3) заменить оборудование новым, реализовав ус-
таревшее оборудование по его остаточной стоимости; совокупные затраты в ре-
зультате этого мероприятия будут равны соответственно с1, с2 или с3 ден. ед. 
Указанные выше расходы предприятия включают кроме стоимости ремонта и 
заменяемых деталей и узлов убытки, вызванные ухудшением качества выпус-
каемой продукции, простоем неисправного оборудования, а также затраты на 
установку и отладку нового оборудования. Требуется: 

1) придать описанной ситуации игровую схему, установить характер игры 
и выявить ее участников, указать возможные чистые стратегии сторон; 

2) составить платежную матрицу; 
3) выяснить, какое решение о работе оборудования в предстоящем году 

целесообразно рекомендовать руководству предприятия, чтобы минимизиро-
вать потери при следующих предположениях: а) накопленный на предприятии 
опыт эксплуатации аналогичного оборудования показывает, что вероятности 
указанных выше состояний оборудования равны соответственно q1, q2, q3; б) 
имеющийся опыт свидетельствует о том, что все три возможных состояния 
оборудования равновероятны; в) о вероятностях состояний оборудования ниче-
го определенного сказать нельзя. 

В п. 3 следует найти оптимальные чистые стратегии, пользуясь: в п. 3а – крите-
рием Байеса, в п. 3б – критерием Лапласа, в п. 3в – критериями Вальда, Сэвиджа, 
Гурвица (значение параметра λ в критерии Гурвица задается). 

Необходимые числовые данные для 10 вариантов приведены в табл. 1. 
Таблица 1 

 Номер варианта 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
а1 5 4 7 6 9 10 8 7 10 13 
а2 11 6 11 10 12 8 11 12 17 9 
а3 9 9 9 15 10 13 7 20 13 15 
b1 7 5 6 15 7 18 15 15 12 20 
b2 12 3 8 9 14 14 10 11 15 12 
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b3 6 7 16 18 9 10 16 17 9 11 
с1 15 20 21 13 15 25 12 23 21 18 
с2 10 16 10 24 11 12 9 9 8 10 
с3 16 6 12 12 18 9 18 13 14 14 
q1 0,3 0,4 0,1 0,1 0,2 0,3 0,3 0.15 0,4 0,3
q2 0,5 0,4 0,6 0,5 0,6 0,5 0,5 0,65 0,4 0,4
q3 0,2 0,2 0,3 0.4 0,2 0,2 0,2 0,20 0,2 0,3
λ 0,7 0,6 0,5 0,8 0,6 0,8 0.7 0.75 0,6 0,7

122. За некоторый период времени на предприятии потребление исходного сы-
рья S в зависимости от его качества составляет b1, b2, b3 или b4 ед. Если для вы-
пуска запланированного объема основной продукции сырья S окажется недос-
таточно, то запас его можно пополнить, что потребует дополнительных затрат в 
сумме с1 ед. в расчете на единицу сырья. Если же запас сырья превысит по-
требности, то дополнительные затраты на содержание и хранение остатка со-
ставят с2 ед. в расчете на единицу сырья. Требуется: 

1)  придать описанной ситуации игровую схему, выявить участников игры 
и установить ее характер, указать допустимые стратегии сторон; 

2)  вычислить элементы платежной матрицы и составить ее; 
3)  дать обоснованные рекомендации об оптимальном уровне запаса сырья, 

при котором дополнительные затраты на приобретение, содержание и 
хранение сырья будут минимальными при следующих предположениях: 
а) вероятности q1, q2, q3, q4 потребности в сырье в количествах соответст-
венно b1, b2, b3, b4 ед. известны; б) потребление сырья в количествах b1, 
b2, b3, b4 ед. представляется равновероятным; в) о вероятностях потреб-
ления сырья ничего определенного сказать нельзя. 

В п. 3 следует найти оптимальные чистые стратегии, пользуясь: в п. 3а – 
критерием Байеса, в п. 3б – критерием Лапласа, в п. 3в – критериями Вальда, 
Сэвиджа, Гурвица (значение параметра λ в критерии Гурвица задается). 

Необходимые числовые данные для 10 вариантов приведены в табл. 2. 
Таблица 2 

 Номер варианта  
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  
b1 12 10 8 15 9 6 20 13 10 8  
b2 14 11 9 17 10 8 21 15 12 10  
b3 16 12 10 19 11 10 22 17 14 12  
b4 18 13 11 21 12 12 23 19 . 16 14  
с1 5 8 7 4 6 5 2 9 3 5  
с2 7 4 3 9 2 8 4 7 6 8  
q1 0,24 0,14 0.20 0,25 0,10 0,15 0,20 0,10 0,20 0,15  
q2 0,30 0,30 0,25 0.45 0,30 0,30 0,30 0,35 0.25 0,25  
q3 0,26 0,40 0,40 0,20 0,40 0,40 0,35 0,35 0,40 0,20  
q4 0,20 0,16 0,15 0,10 0,20 0,15 0,15 0,20 0,15 0,40  
λ 0,60 0,80 0,70 0,40 0,80 0,65 0,40 0,70 0,80 0,60  
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