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სახელმძღვანელოში გადმოცემულია კლასიკური მექანიკის ძი- 
რითადი დებულებები. განხილულია მექანიკის აღწერის სხეადასზეა 

მეთოდი ჯეტალურადაა შესწავლილი ნაწილაკთა გაფანტვის თე- 

ორია, მოძრაობის განტოლებების ინვარიანტობისა და კოვარიან- 

ტობის საკითხები, ვარიაციული პრინციპები, ჰამილტონის კანონი- 

კური დღა ჰამილტონ-იაკობის განტოლებები. განხილულია მთელი 

რიგი საინტერესო მაგალითები. 

წიგნი წარმოადგენს მეორე გამოცემას. იგი განკუთვნილია სა- 

ხელმძღვანელოდ ფიზიკის ფაკულტეტის სტუდენტებისათვის. სარ- 

გებლობას მოუტანს სხვა სპეციალობის სტუდენტებსაც. 

  

რედაქტორი პროფ. გ. ხუციშვილი 

  

რეცენზენტი დოც. ი. მაჩაბელი 

“X თბილისის უნივერსიტეტის გამომცემლობა, 1982



მეორე გამოცემის წინასიტჭვაობა 

წიგნი წარმოადგენს მეორე შევსებულ და გადა– 

მუშავებულ გამოცემას. მეორე გამოცემიდან მთლია- 

ნად ამოღებულია ტენზორული ალგებრის ელემენტე- 

ბი, რამდენ ·დაც ახალი სასწავლო გეგმის მიხედვით 

მექანიკის პარალელურად სტუდენტებს ეკითხებათ 

ვექტორული და ტენზორული ანალიზის დამოუკიდე- 

ბელი კურსი და, ამავე დროს, ცალკე წიგნად გამო–- 

იცა ავტორის ლექციების კურსი ტენზორული აღრი- 

ცხვის ელემენტებში (თსუ გამომცემლობა, 1978 წ.). 

სამაგიეროდ, ახალ გამოცემაში შეტანილია მთე- 

ლი რიგი დამატებითი საკითხებისა, ხოლო ზოგი პა–- 

რაგრაფი დაწერილია თავიდან. ამავე დროს წიგნი 

გამდიდრებულია მაგალითებით. 

დიდ მადლობას მოვახსენებთ. პროფესორებს 

ი. ვაშაკიძეს თ. კოპალეიშვილს, დოც. მ. კობია- 

შვილს, დოც. ი. მაჩაბელს, დოც. ფ. ტყებუჩავას 

და ასისტენტს (ი. ლომიძეს საყურადღებო შენიშვნე- 

ბისათვის მადლობას ვუძღვნი აგრეთვე მ. ჩიჩუას 

წიგნის ტექნიკური გაფორმების საქმეში დახმარები” 

სათვის. 

მკითხველის შენიშენებს სიამოვნებით გავითვა– 

ლისწინებთ შემდგომი მუშაობის დროს. 

სამწუხაროდ, ჩემი თანაავტორი და მასწავლე- 

ბელი პროფ, ვ. მამასახლისოვი ვერ მოესწრო ამ 

წიგნის ხელახალ გამოცემას. 

გ. ჭილაშვილი





შესავალი 

თეორიული ფიზიკის ძირითადი ამოცანაა სამყაროს მოვლენების აღწერის 
ერთიანი სურათის შექმნა, ან სხვანაირად, სივრცის, დროისა და მატერიის ძირი– 

თადი თვისებების შესახებ ზოგადი დებულებების ჩამოყალიბების საფუძველზე ბუ- 
ნებაში მიმდინარე ყველა ფიზიკური მოელენის ახსნა. 

თეორიული ფიზიკის თანამედროვე მდგომარეობა შორსაა ამ მთავარი მიზ- 
ნისაგან, დღეისათვის არ არსებობს ბუნების ყველა მოვლენის ახსნის ერთიანი მე- 
თოდი. თეორიული ფიზიკა შედგება სხვადასხვა დარგისაგან, ყოველი მათგანი ემყა– 
რება გარკვეულ დებულებებს, რომლებზე დაყრდნობითაც შესაძლებელია ამ დარ- 
გებში გაერთიანებულ მოვლენათა ახსნა. მეცნიერების მომავალი ამოცანაა ცალ- 
კეულ დარგთა დასაყრდენ დებულებებს შორის კავშირის, მათი საერთო საფუძვ- 
ლის მოძებნა, რომელიც გამოსავალს უნდა წარმოადგენდეს სამყაროს ფიზიკური 
მოვლენების ერთიანი ახსნისათვის. 

თეორიული ფიზიკის ძირითადი დებულების სამართლიანობა მოწმდება მის- 
გან გამომდინარე შედეგების ცდების მონაცემებთან ყოველმხრივი შედარების გზით. 
თავის მხრივ, ცხადია, ეს დებულებები შედეგია ექსპერიმენტული მონაცემების ანა– 
ლიზისა და მათი შემდგომი განზოგადებისა. 

მათემატიკური თვალსაზრისით თეორეული ფიზიკის გამოსავალი დებულებები 
გაერთიანებულია განტოლებებში, რომელთაც მოძრაობის განტოლებები ეწოდებათ. 
ამ განტოლებათა ამოხსნა ექსპერიმენტით განსაზღვრულ საწყის და სასაზღვრო 

პირობებში შეესაბამება ფიზიკური მოვლენის მათემატიკურ აღწერას. მოძრაობის 
განტოლებათა გამოყვანა თეორიული გზით, მხოლოდ სივრცისა და დროის თვისე- 
ბების შესახებ ზოგად წარმოდგენებზე დაყრდნობით, შეუძლებელია. იგი შეიცავს 
აგრეთვე გარკვეულ დაშვებებს, რომელთა სამართლიანობა ზოგიერთ კერძო შემ- 

თხვევაში ცნობილია, რის შემდეგ მათ ჩვენ ვაზოგადებთ სხვა ფიზიკური მოვლე- 

ნისათვისაც. ამ თვალსაზრისით თეორიული ფიზიკა მუდმივ განვითარებას და 
ცვლილებებს განიცდის. მთელ რიგ შემთხვევებში მოძრაობის განტოლებები ისე 
კარგად ასახავენ ბუნებაში არსებულ სინამდვილეს, რომ მათი საშუალებით შესაძ- 

ლებელია არათუ ცნობილი მოვლენების რაოდენობრივი და თვისობრივი ახსნა, 

არამედ მთელი რიგი ახალი მოელენების წინასწარმეტყველებაც კი. მაშასადამე, 

თანამედროვე თეორიული ფიზიკა ხშირად მიუთითებს, თუ სად რა ახალი მოვლე- 
ნის არსებობაა შესაძლებელი ბუნებაში. მთელი რიგი ფაქტების ექსპერიმენტულად 

აღმოჩენა ნაკარნახევი იყო სწორედ თეორიული ფიზიკის წინასწარმეტყველებათა 

საფუძველზე. 
თეორიული ფიზიკის დარგებს შორის მექანიკას განსაკუთრებული ადგილი 

უკავია, რამდენადაც იგი შეისწავლის ბუნების ყველაზე უფრო მარტივი ტიპის 

მოძრაობას –– სხეულთა გადაადგილებას სივრცესა და დროში, 

ზ



მექანიკა, როგორც მეცნიერება, ჩამოყალიბდა ნიუტონის შრომებში, ნიუტონ- 
მა შეძლო მექანიკის“ მოძრაობის განტოლების დაწერ., რომელიც საშუალებას 
იძლეოდა ყველა მექანიკური მოვლენის ერთიანი, როგორც თვისობრივი, ისე რაო- 
დენობრივი ახსნისა. ამიტომ ამ მექანიკას ხშირად ნიუტონის ან კლასიკურ მექა- 

ნიკასაც უწოდებენ. 

ახალმა ექსპერიმენტულმა ფაქტებმა, რომლებიც XX საუკუნის დასაწყისისა- 
თვის დაგროვდა, ამასთან ცხადყვეს, რომ კლასიკური მექანიკა სამართლიანია მხო- 

ლოდ გარკვეულ საზღვრებში. სახელდობრ აღმოჩნდა, რომ იგი არ გამოიყენება, 

ერთის მხრივ, დიდი სიჩქარეებით (სინათლის სიჩქარის რიგის) მოძრავი სხეულე- 

ბისათვის, ხოლო, მეორე მხრიე, ატომური ზომის სხეულებისათვის. 

1905 წელს ჩამოყალიბდა რელატივისტური მექანიკ., რომელიც ნიუტონის 

მექანიკის განზოგადებას წარმოადგენს იმ მხრიე, რომ გამოდგება დიდი სიჩქარეე- 

ბით მოძრავი სხეულებისათვისაც. რაც შეეხება ატომური მოვლენების შემსწავ- 

ლელ მეცნიერებას, იგი კვანტური მექანიკის სახელწოდებით ჩამოყალიბდა 1925--27 
წლებში. 

თეორიული ფიზიკის წინამდებარე ტომი შეიცავს მხოლოდ კლასიკური (ნიუ- 

ტონისეული) მექანიკის გადმოცემას რელატივისტურ და კვანტურ მექანიკას მი- 

ეძღვნება შემდეგი ტომები, 
მექანიკა წარმოადგენს თეორიული ფიზიკის პირველ ნაწილს. მექანიკა შეის- 

წავლის სხეულთა მოძრაობის კანონებს. ამასთან იგი მოძრაობას განიხილავს რო- 
გორც დროის რაიმე მონაკვეთში ერთი სხეულის გადაადგილებას მეორის მიმართ. 

როგორც ფიზიკის ყოველი დარგი, მექანიკაც ეყრდნობა ექსპერიმენტს და 

მისი განვითარება მიმდინარეობს შედეგების (დასთან ყოველმხრივი შეთანხმე– 

ბის გზით. 

მექანიკის საწყისები გვევლინება არქიმედის დროიდან, მაგრამ როგორც მეც- 

ნიერება, შექანიკა იწყება გალილეის ცნობილი ცდებით, რომლებმაც იგი მიიყვანეს 

ინერციის პრინციპის ჩამოყალიბებამდე, დასრულებული სახე კი მექანიკამ მიიღო 

ნიუტონის შრომების შემდეგ. მექანიკის განვითარებაში დადი წვლილი შეიტანეს 

აგრეთვე ლაგრანჟმა ჰამილტონმა, იაკობიმ, დალამბერმა, ეილერმა, პუასონმა 

და სხვ. 

 ხიუტონმა ჩამოაყალიბა სხეულის მოძრაობის პრინციპები და შემოიღო ძა- 

ლის, როგორც სხეულთა ურთიერთქმედების ცნება. ამ პრინციპებზე დაყრდნო- 

ბით დაიწერა მოძრაობის განტოლებათა სისტემა, რომელიც სავსებით ახასიათებს 

მატერიალერ წერტილთა მოძრაობას და წონასწორობის პირობებს. 

მექანიკის ძირითადი ამოცანა მდგომარეობს წერტილთა სისტემის მოძრაო–- 

ბის განსაზღვრაში. ამბობენ, რომ მოძრაობა განსაზღვრულია, თუ ცნობილია სის- 

ტემის ყოველი წერტილის მდებარეობა დროის ნებისმიერ მომენტში. 

როგორც ქვევით დავინახავთ, ამ ამოცანის გადასაწყვეტად უნდა წინასწარ 

ვიცოდეთ წერტილთა მდებარეობა და სიჩქარე ერთ რაიმე მომენტში. მაშინ მოძ- 
რაობის განტოლებების ამოხსნის საშუალებით მოიძებნება ყველა წერტილის მდე– 

ბარეობა დროის ნებისმიერ შემდგომ მომენტში.



თავი! 

მატერიალური წერტილის კინემატიკა 

§ 1. ზოგადი ცნებები 

მატერიალური წერტილი. მატერიალური წერტილი ისეთი სხეულია, რომლის 

სივრცითი განზომილება არაა მიღებული მხედველობაში. სხეულის ასეთი განხილვა 
დასაშვებია მხოლოდ მაშინ, როცა მისი ზომა იმ მანძილებთან შედარებით, რომ- 

ლებიც არსებით როლს ასრულებენ აღებულ ამოცანაში, ძალიან მცირეა. მაშასა– 

დამე, მატერიალური წერტილის ცნება შედარებითია. ერთ ამოცანაში აღებული 
სხეული შეიძლება განიხილოს როგორც მატერიალური წერტილი, მეორეში კი – არა. 
ასე, მაგალითად, როცა ვსწავლობთ დედამიწის მოძრაობას მზის გარშემო, იგი 

დიღი სიზუსტით მატერიალურ წერტილად შეგვიძლია ჩავთვალოთ, რადგან მანძი- 
ლი მზესა და დედამიწას შორის გაცილებით მეტია დედამიწის ხაზოვან ზომასთან 
შედარებით. მაგრამ თუ ჩვენ გვაინტერესებს დედამიწის ბრუნვითი მოძრაობის 
შესწავლა საკუთარი ღერძის ირგვლივ, მისი წარმოდგენა მატერიალური წერტი- 
ლის სახით, ცხადია, აღარ შეიძლება. მატერიალური წერტილის ცნების შემოტა- 
ნით სხეულის მოძრაობის სურათი საკმაოდ მარტივდება, რადგან გამორიცხულია 
სხეულის ისეთი დამახასიათებელი სიდიდე. როგორიცაა მისი მოცულობა, ფორმა, 
შემადგენლობა და სხვ. წერტილს შენარჩუნებული აქვს სხეულის მხოლოდ მასა. 
ამიტომაცაა, რომ მას მატერიალურ წერტილს უწოდებენ. ამგვარად, მატერიალუ- 

რი წერტილი არის მასის მქონე გეომეტრიული წერტილი. 
მექანიკაში დასაწყისში განიხილავენ მატერიალური წერტილის მოძრაობას. 

უს იმით არის გამართლებული, რომ, ჯერ ერთი, წერტილის მოძრაობის წინასწარი 
განხილვა ბევრად აადვილებს სასრული ზომის სხეულების მოძრაობის ”'შესწავლას(- 
-და, მეორე, ხშირად მოძრავი სხეული მართლაც შეიძლება განხილული იქნეს რო- 

გორც მატერიალური წერტილი. 

ათვლის სისტემა. სხეულის მოძრაობას სხვა სხეულების გარეშე თავისთავად 

არავითარი აზრი არა აქვს. სხეული, რომელიც უძრავია ერთი რომელიმე სხეულის 

მიმართ, შეიძლება რთულ მოძრაობას აწარმოებდეს მეორის მიმართ. ამიტომ მოძ- 
რაობის დასახასიათებლად აუცილებელია იმ სხეულის მითითება, რომლის მიმარ- 

თაც განიხილება მოძრაობა, ამ სხეულს ათვლის სისტემას უწოდებენ. ცხადია, 
ათელის სისტემად შეგვიძლია ავიღოთ ნებისმიერი მყარი სხეული ან ერთმანეთთან 
უძრავად დაკავშირებულ მყარ სხეულთა სისტემა. მაგრამ, ნაცელად იმისა, რომ 
ვილაპარაკოთ მოძრაობაზე რაიმე სხეულის მიმართ, უკეთესია ამ სხეულში წარ- 
მოვიდგინოთ მასთან უძრავად დაკავშირებული კოორდინატთა სისტემა და მოძ- 

რაობა განვსაზღვროთ ამ სისტემის მიმართ. 
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ათვლის სისტემად, როგორც წესი, იხილავენ დეკარტის მართკუთხა კოორ- 

დინატთა სისტემას, თუმცა ზოგ შემთხვევაში ხელსაყრელია სხვა კოორდინატთა 

სისტემების არჩევაც. 

თავისთავად ცხადია, რომ მოძრაობის ხასიათი დიდადაა დამოკიდებული 

ათვლის სისტემის ”შმერჩევაზე. ერთი და იგივე მოძრაობა ერთი ათვლის სისტემის 
მიმართ შეიძლება საკმარისად მარტივად გამოიყურებოდეს, მაშინ როცა მეორის 

მიმართ ამ მოძრაობას ძალზე რთული სახე ჰქონდეს. ამიტომ მნიშვნელოვანია 
ისეთი ათვლის სისტემების შემოღება, რომლებშიაც მოძრაობა რაც შეიძლება მარ– 

ტივად აიწერება. ამ მოთხოვნას აკმაყოფილებს ე. წ. (ინერციული სისტემა, რომე– 
ლიც შემდეგნაირადაა განმარტებული: ინერციული ეწოდება იხეთ ათვლის სისტე– 

მას, რომლის მიმართ იზოლირებული მატერიალური წერტილი მოძრაობს სწორ- 

ზაზოვნად და თანაზრად კინერციულად შეგვიძლია ჩავთვალოთ სისტემა, რომელიც 
დაკავშირებულია სამყა: ოს ნებისმიერ უძრავ სხეულთან. მაგრამ, მკაცრად რომ 

ვიმსჯელოთ, ასეთი უძრავი სხეულები სამყაროში არ არსებობენ, ამიტომ ინერ– 

ციული სისტემა ფაქტიურად აბსტრაქტული სისტემაა. ინერციულ სისტემად, კარგი 

მიახლოებით, შეგვიძლია განვიხილოთ სისტემა, რომლის სათავე მზეშია მოთავსე- 

ბული, ღერძები კი მიმართულია უშორესი, ე. წ. უძრავი ვარსკვლავებისაკენ. იმი– 

სათვის, რომ უშორესი ვარსკვლავების ურთიერთმოძრაობა შევამჩნიოთ, ხშირად 

ერთი საუკუნეც კი არ კმარა. ასე რომ, უშორეს ვარსკვლავებთან დაკავშირებული 

ათვლის სისტემა, პრაქტიკულად უძრავ სისტემას წარმოადგენს და ამიტომ იგი 

ინერციულად შეგვიძლია ჩავთვალოთ. 

ნათელია, რომ, თუ ბუნებაში არსებობს ერთი მაინც ინერციული სისტემა, 

მაშინ იარსებებს უამრავი, რამდენადაც ყოველი ათვლის სისტემა, რომელიც ინერ– 

ციულის მიმართ მოძრაობს თანაბრად და სწორხაზოვნად, აგრეთვე ინერციული 

სისტემა იქნება. 

ათვლის სისტემა, რომელიც ინერციულის მიმართ მოძრაობს აჩქარებულად, 

არაინერციულ სისტემას წარმოადგენს. როგორც ვიცით, დედამიწა არ მოძრაობს 

სწორხაზოვნად და თანაბრად უქრავი ვარსკვლავების მიმართ, ამიტომ დედამიწას– 

თან უძრავად დაკავშირებული ათვლის სისტემა არაა ინერციული. მიუხედავად 
ამისა, ხშირად, პრაქტიკულად უფრო ხელსაყრელია დედამიწაზე მიმდინარე პრო- 

ცესების შესწავლა დედამიწასთან დაკავშირებულ ათვლის სისტემაში განვიხილოთ. 

ამასთან შესაძლებელია, კონკრეტული მოვლენების შესწავლისას, დროის მცირე 

მონაკვეთში, დედამიწის ტრაექტორიის სიმრუდე მხედველობაში არ მივიღოთ და 

დედამიწასთან დაკავშირებული ათვლის სისტემა, კარგი მიახლოებით, ინერციუ- 

ლად ჩავთვალოთ. 

დრო და სივრცე. მატერიალური წერტილის მოძრაობა ხდება დროსა და 

სივრცეში, ამიტომ საჭიროა მექანიკაში სივრცისა და დროის შესახებ გარკვეული 
წარმოდგენის შემუშავება. ნიუტონის თანახმად, სივრცე არის აბსოლუტური, ხოლო 

დრო –– უნივერსალური. ეს იმას ნიშნავს, რომ მანძილი სივრცის ორ წერტილს 
შორის, Cსევე როგორც შუალედი დროის ორ მომენტს შორის, არ არის დამოკი- 

დებული ათვლის სისტემაზე. 

აღვნიშნოთ, რომ კლასიკურ მექანიკაში გეომეტრიული თვალსაზრისით, 

სივრცე ძალიან კარგი მიახლოებით შეგვიძლია ჩავთვალოთ ევკლიდურად, ხოლო 

დროის ცვლილება ევკლიდურად სწორხაზოვნად, 

ცდა გვიჩვენებს, რომ ფიზიკური თვისებების მიხედვით დრო არის ერთგვა– 

როვანი, სივრცეს კი ახასიათებს ერთგვაროვნება და იზოტროპიულობა, ' 
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სივრცის იზოტროპიულობა იმას ნიშნავს, რომ სივრცეში არ არსებობს გა- 

მოყოფილი მიმართულებები, სადაც მას განსაკუთრებული, სხვა მიმართულებები- 

საგან განსხვავებული თვისებები ექნებოდა. თუ სივრცეს გარკვეული თვისებები 
აქვს ერთი გამოყოფილი მიმართულებით, მაშინ მას იგივე თვისებები ექნება ნების- 

მიერი სხვა მიმართულებით, რომელიც გამოყოფილისაგან მიიღება გარკვეულ კუთ- 

ხეზე მობრუნებით, 
სივრცის ერთგვაროვნება კი გამორიცხავს სივრცეში განსაკუთრებული, სხვა 

წერტილებისაგან განსხვავებული თვისებების მქონე, წერტილების არსებობას. თუ 
სივრცეს აღებულ წერტილში გარკვეული თვისებები აქვს, მაშინ მას იგივე თვისე- 

ბები ექნება წერტილებში, რომლებიც აღებულისაგან მიიღება გარკვეულ მანძილ- 

ზე წანაცვლებით. 
დაბოლოს, დროის ერთგვაროვნება გულისხმობს, რომ არ არსებობს დროის 

რაიმე მომენტი, რომელსაც განსხვავებული თვისებები ექნებოდა დროის სხვა მო- 
მენტებთან შედარებით, ამიტომ მნიშენელობა არა აქვს იმას, თუ რა მომენტიდან 

ვიწყებთ დროის ათვლას. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ სივრცეს ერთგვაროვნებისა და იზოტროპიუ- 

ლობის, ხოლო დროს ერთგვაროვნების თვისება ექნება სწორედ ათვლის ინერცი- 

ული სისტემების მიმართ. 

§ 95, მატერიალური წერტილის მოძრაობის 

დამახასიათებელი ძირითადი სილდილეები 

სივრცეში მატერიალური წერტილის მდებარეობა შეიძლება განვსახღლვროთ 
სამი სიდიღით, მაგალითად, ღეკარტის სამი კოორდინატით X, ყ, 2 ან, რაც იგი- 

ვეა, რადიუსვექტორით 

C=1VX+IV+M», (2,)) 

რომლის მდგენელები იქნება დეკარტის X, ყ, 2 კოორდინატები და, მაშასადამე, 

მისი სიგრძე განისაზღვრება ფორმულით 

„275 > 2,2 
როდესაც ნაწილაკი მოძრავია, მაშინ ყოველ მომენტში მოცემული უნდა 

იყოს მისი მდებარეობის განმსაზღვრელი კოორდინატები, ე, ი. ცნობილი უნდა 

იყოს L, როგორც დროის ფუნქცია L =L+(). 

მრუდს, რომელსაც მოძრავი ნაწილაკი აღწერს სივრცეში, უწოდებენ ტრა- 

ექტორიას. ამიტომ ტრაექტორია მოცემულია, როცა ცნობილია კოორდინატები, 

როგორც დროის ფუნქციები: 

X=XC), ყ=Vყ(ს), 2=<2(0) (2,3) 

ან, რადიუსვექტორის საშუალებით, 

L=LC/). (2,4) 

თუ გვაინტერესებს ტრაექტორიის განტოლება ცხადი (გეომეტრიული) სახით, მა–- 

შინ ამ ფორმულებიდან უნდა გამოვრიცხოთ დროის პარამეტრი L. 

სანამ ტრაექტორიის ძირითად ელემენტებს შევეხებოდეთ, შემოვიღოთ კინე- 

მატიკის ძირითადი ცნებები –– სიჩქარისა და აჩქარების ცნებები. სიჩქარე და აჩქა- 

რება განსაზღვრულია რადიუსვექტორის დროითი წარმოებულებით. შევნიშნოთ, 

რომ მექანიკაში დროითი წარმოებულებისათვის ხშირად გამოიყენება ნიუტონის 

§



ნიშვნები„ სახელდობრ, 9X ს ნიშნავთ ჯ-ით, მეორე წარმოებულს X-ით აღხი ძვხე ელდ 7 აღე ეუ 

და ა. შ. 

ვექტორს, რომელიც მიიღება რადიუსვექტორის გაწარმოებით დროთი, უწო- 
დებენ ნაწილაკის სიჩქარეს 

V=.M-ჯ (2,5) 
ძL 

წარმოებულის გეომეტრიული შინაარსიდან ნათელია, რომ სიჩქარე წარმოადგენს 

ვექტორს, რომელიც ტრაექტორიისადმი მხებია (ნახ. 1), ამიტომ ტრაექტორია 

შეგვიძლია სხვანაირადაც განემარ–- 

ტოთ. ტრაექტორია წარმოადგენს 
ისეთ მრუდს, რომელსაც ყოველ 

წერტილში მხებად აქვს ნაწილაკის 
სიჩქარის ვექტორი, ცხადია, რომ 

სიჩქარის გეგმილები კოთრდინატთა 

ღერძებზე იქნება: 

92=X, 9ყ=ყ, ულ (2,6) 

სიჩქარის სიდიდე კი განისაზღერე- 

ბა ფორმულით 

  

9=V +ებ+მ2.. (2,7) 
ნახ. 1. ნაწილაკის I(/) რადიუსვექტორი თ-დან ახლა შემოვიღოთ ნაწილაკის 

ხ წერტილში გადასვლისას შეიძენს 4C ნაზბრდს. აჩქარება. აჩქარებას უწოდებენ ვექ- 
ცხადია, რომ | 4( |= 49. სადაც 495 ტრაექტორიის ტორს 
რკალის ელემენტია. სიჩქარე ტოლი იქნება მ» , 

V= დ რ 9 V=-–-=V (2,ზ) 
ძი-0ძ 4 თ; 

ან, რაც იგივეა, 

2, –. 

V-21 = L. (2,9) 

ძ/! 

აჩქარების გეგმილებისათვის დეკარტის კოორდინატთა ღერძებზე გვექნება: 

(0=X, ?0ც=V, 10. =82. (2,10) 

რადგან სიჩქარე და აჩქარება ვექტორებია, ამიტომ მათ ახასიათებთ, როგორც 

სიდიდე, ისე მიმართულება. რ;დიუსვექტორი პოლარული ვექტორია, ამიტომ სიჩ- 

ქარეცა და აჩქარებაც პოლარულ ეექტორებს წარმოადგენენ. 

ახლა განვიხილოთ ტრაექტორიის დამახასიათებელი ელემენტები. მხების მარ– 

თობს 0 წერტილში უწოდებენ ნორმალს (ნახ. 2). აშკარაა, რომ ამ წერტილში 
გვექნება ნორმალების უსასრულო სიმრავლე. მართლაც, ყველა წრფე, რომელიც 

გადის 0 წერტილზე და ძევს სიბრტყეში, რომელიც მართობია მხებისა, წარმოად- 

გენს ნორმალს. აღნიშნულ სიბრტყეს ნორმალური სიბრტყე ეწოდება. (2,5) ფორ- 

მულით განმარტებული სიჩქარე შეიძლება ასეც წარმოვიდგინოთ: 

V-% 03 _ სძ. (2,11) 
ძა: თ ძვ 
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სადაც ძავ=ძ7/ არის მრუდის ელემენტი, ამიტომ ი- იქნება სიჩქარის სიდიდე. 
თ 

გამოსახულება 

„=9 (2,12) 
თვ 

არის ერთეულოვანი ვექტორი მხების (სიჩქარის) გასწვრივ. ერთეულოვანი + ვექ- 

ტორის წარმოებულს ჯ-ით უწოდებენ ტრაექტორიის სიმრუდის ვექტორს 

2. _ძი «ი (2,13) 

რადგან 8-./, ამიტომ 8 25 )=0 და, მაშასადამე, M ვექტორი მართობი იქნე– 
§ 

ბა მხების, 

M ვექტორის სიდიდეს უწოდებენ ტრაექტორიის სიმრუდეს აღებულ წერ- 
1 

ტილში და აღნიშნავენ –– -თი, ე. ი. დ 

ჩ ჩი. 414 ს-4 · 

  

  

1 ძი! |ძ+, –.=|)9%:= (2,14) 
ს C 0 ძვ ძე | (>)! C5 
აიდახაც 1. (– 1 + თ, (ლ) „ლა“ 29 

ი” ძვ? ძვ” , ძე?) ” ' 

0-ს ეწოდება სიმრუდის რადიუსი. რადგან M ვექტორი მართობია მხების (ე. ი. 

+«-სი), ამიტომ იგი ემთხვევა ერთ-ერთ ნორმალს. ამ „წორმალს უწოდებენ მთავარ 

ნორმალს. როგორც (2.13) განმარტები- (4) 

დან გამომდინარეობს, M ვექტორი ყო- ზ > 

ეელთვის მიმართულია ტრაექტორიის ჩა- 

ზნექილ მხარეს. ი ერთეულოვან ვექტორ- 

ზე (რომლის მიმართულება ემთხვევა M-ის! 

მიმართულებას) და «+ ვექტორზე გამავალ 

სიბრტყეს უწოდებენ მიმხებ სიბრტყეს 

ცხადია, რომ სიმრუდის ვექტორსა და 

ერთეულოვან ი ვექტორს შორის გვაქვს 

კავშირი 

L VI, 

  

XV MX M#=-25%. (2,16) 
ჩ 

შემოჰყავთ აგრეთვე ბინორმალიც, რომე- ნახ, 9. სახაზზე ფ „ოის ერთეულოვანი 

ლიც ემთხვევა ვექტორი სიჩქარის გასწვრივ V=MV>= 
%=(9, “) (2.17) M არის მთავარი ნორმალი. LI და წაი 

) აჩქარების მხები დ» ნორმალური მდგე. 

ვექტორის მიმართულებას. ნელებია. 0 არის კუთზე აჩქარების V 
ცხადია, რომ %# მართობია მიმხები ვექტორსა და მთავარ ნორმალს "მორის, 

სიბრტყისა. +, %X და 8 ორტების საშუა- %=წი, დ) – ბინორმალია, 

ლებით შეიძლება განვსაზღვროთ მართ- 

კუთხა კოორდინატთა სისტემა. წერტილს, რომელიც ძევს მთავარ ნორმალზე 

ტრაექტორიის ჩაზნექილ მხარეს და დამორებულია მრუდიდან 0 მანძილით, უწო- 
დებენ ტრაექტორიის სიმრუდის ცენტრს. მაშასადამე, შეიძლება ითქვას, რომ სე- 

მრუდის M მექტორი მიმართულია ტრაექტორიის სიმრუდის ცენტრისაკენ. 

(§!



§ ვ. აჩქარების მხები და ნორმალური მდგენელები 

ვიპოვოთ აჩქარების მდგენელები +, იწ და X მიმართულებებზე. რადგან სიჩ- 
ქარეს აქვს «-ს მიმართულება, ამიტომ 

V=უX, (3,1) 

მისი მდგენელები კი X ბინორმალზე და ი მთავარ ნორმალზე ნულის ტოლი იქნება, 

(3,1) ფორმულის თანახმად აჩქარება 

V=9% = XL5; «). ც,2) 
ი ძ'Vძი! 

გაწარმოებით მივიღებთ 

2 
V-9%-. კ 95 90 ძე. ძ§ა ძა ძა _ (3,3) 

ძი, ძ ძ, ძ!” ძ ძვ ძI! 

თუ გავიხსენებთ (2,13) ფოლელს, „გვექნება 

-9 2+(% -)M (3,4) 
ან, თანახმად (2,16) ფორმულისა, 

2 
=25.-, 1. 91. (8,5) 
“ ძე ი LV 

ეს უკანასკნელი კი ასე შეგვიძლია გადავწეროთ: 

V= ძ”ვ ხ 6 
==-72? –I”, (3, ) 

ძI! + ი 

საიდანაც ჩანს, რომ აჩქარების მხები მდგენელი 

ძი რთ! 
ნორმალური კი 

8 
M#M.=5%.. (3,8) 

8 

ცხადია, რომ აჩქარების მხები მდგენელი ასეც შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

_90 ძა _ ძი _ ძ აზ. (3,9) ლო 
ძა ი ძია იძე 2 

მაშასადამე, აჩქარების სიდიდე 1)” = V IV:+1V7% გამოხატული იქნება ფორმელით 

“მშგესი”?! #”/უV. 

#-I/ (#)+(“ I (3,10) 
თ” , ი 

ხოლო კუთხე აჩქარების V/V ვექტორსა და მთავარ ნორმალს შორის განიმარტება 

ფორმულით (ნახ. 2) 

VI 
LVს=– (3,11) 

რაც შეეხება აჩქარების ბინორმალურ მდგენელს, იგი ნულის ტოლია. აღსანიშნა- 
ვია. რომ ნორმალური აჩქარება IM”, ყოველთვის დადებითია. მაშასადამე, VV, 
რომელიც იმყოფება მიმხებ სიბრტყეში, ყოველთვის მიმართულია ტრაექტორიის 
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ჩაზნექილ მხარეს. ცხადია, რომ როცა მოძრაობა თანაბარია, ე. ი. სიჩქარე სიდი- 

დით მუდმივია C = რ = იხი#L), მაშინ მხები აჩქარება I” =0. 
“' 

მაშასადამე, მხები აჩქარება ახასიათებს სიჩქარის სიდიდის ცვლილებას. ადვი– 
ლად დავრწმუნდებით, რომ ნორმალური აჩქარება ახასიათებს სიჩქარის მიმართუ– 
ლების „ცვლილებას, რადგან თუ მოძრაობა 
სწორხაზოვანია, მაშინ ი=C და, მაშასადამე, ძა 
MI” ც=0. გ –” V=ყL 

მოძრაობა წრეზე. განვიხილლოთ კერძო ძვ. 
შემთხვევ,ი როცა მატერიალური წერტილი 
მოძრაობს # რადიუსიან წრეზე. ნახ, 3-დან ძი 
ცხადია რომ რკალის ელემენტი ძვ = ჯძდ, L2 
სადაც ძდ არის ე. წ. მობრუნების კუთხე. მა- 

შინ სიჩქარის სიდიდე ტოლი იქნება 

ძვ იძდ 
ყხლ–-=#-–-, (3,12) 

ძ ძ! 
სადაც ძთ 

ი=- (3,13) ნახ. 3. რკალის ელემენტი ძი5=/ბ?ძდ, 

ამიტომ თ წერტილის წრეზე მოძ. 

იწოდება ბრუნვის კუთხურ სიჩქარედ. ამგვ- ... ს. –ი9თ _ 
რად, წრიული მოძრაობის დროს ნაწილაკის რაობის სიჩქარე 9=# გ ირ 
სიჩქარე 1 

9ხ=#70თ. (3,14) 

აჩქარების მხები მდგენელისათვის გვექნება 

იც 
2<=--= MX, 3,15 2 » (3,15) 

სადაც – 
თ დ ”=95- 47 3,16 

#” თ კა თო 

არის ბრუნვის კუთხური აჩქარება. IM წარ- 
მოადგენს წრეწირის მხებს და პერპენდიკულა- 
რულია წრის რადიუსისა. 

რაც შეეხება აჩქარების ნორმალურ პრო- 

ექციას, თუ გავითვალისწინებთ, რომ ნაწილაკის 
ნახ. 4. ი-ნაწილაკის /2 რადიუსიან წრე- წრეზე მოძრაობის შემთხვევაში სიმრუდის რა- 

ზე მოძრაობის შემთხვევაში, V. ==, დიუსი 0=71, მაშინ (3,8) ფორმულიდან მივი- 

სV7ი=M0თ?, 7=7 |/ 77+თ4ბ, ღებთ 

  

7,= 5 = ჯიმ. (3,17) » # , 

ამასთან, წრეზე მოძრაობის შემთხვევაში, აჩქარების ნორმალურ მდგენელს 

უწოდებენ ცენტრმიმსწრაფ აჩქარებას. იგი მიმართულია წრის ცენტრისაკენ, რა- 

დიუსის გასწერიე. 

1 ბრუნვის კუთხური სიჩქარის შესახებ უფრო დაწერილებ»თ ახილეთ § 59-ში. 
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ამგვარად, წრეზე მოძრავი ნაწილაკის აჩქარების სიდიდე ტოლი იქნება გამო- 

სახულების 

II/ = # I/ X25+ CV), (3,18) 

ხოლო კუთხე 0 შედგენილი VV აჩქარებასა და წრის რადიუსს შორის ტოლი იქნება 

II _ X : 
ხფთმ=--= –“, 3,19 7, "ი? (3,19) 

როცა მატერიალური წერტილი წრეზე მოძრაობს მუდმივი ც=ლ0ი5ს სიჩქა- 

რეთ, მაშინ აჩქარების მხები ”დგენელი I +C=0 და აჩქარებას ექნება მხოლოდ 

ნორმალური კომ 'ონენტი I” ·=5) რომელიც მიმართული იქნება წრის რადიუ- 

სის გასწვრივ. 

§ 4. მრუდღწირულ კოორდინატთა სისტემები 

მექანიკაში ხშირად გვიხდება დეკარტის მართკუთხა სისტემიდან სხვადასხვა 
მრუდწირულ კოორდინატებზე გადასვლა. გვაქვს შემთხვევები, როცა მოძრაობის 
აღწერა დეკარტის კოორდინატთა სისტემაში მეტად გაძნელებულია, იმ «დროს, 
როცა სხვა უფრო ბუნებრივად შერჩეულ სისტემაში მოძრაობის აღწერა გაცილე- 

ბით ადვილია. განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ისეთ სისტემებზე გადასვლა, რომ- 

ლებიც ამოცანის გეომეტრიული სიმეტრიის თვისებებს შეესაბამებიან. მაგალითად, 

თუ პოტენციალურ ენერგიას აქვს სფერული სიმეტრიის ხასიათი, ამოცანის ამო- 

ხსნა ხელსაყრელია სფერულ კოორდინატებში და ა. შ. 
დეკარტის X, ყ, # (ან X, X,, X)) კოორდინატების ნაცვლად შემოვიღოთ 

ახალი ცვლადები (C,, #«,, ვ და ვთქვათ ამ კოორდინატებს შორის არსებობს კავ- 

შირი! 

X,; = XI (ს 10) %ე) (1=1, 2, 3) (4,1) 
და პირიქით შა 

%)=4%(| (X,, X,, Xვ) (#=1, 2; 3) ას (4,2) 
ზედაპირებს · 

#«, (X,, Xი, X))=00ი5ს (L=1, 2, 3) (4,3) 

უწოდებენ საკოორდინატო ზედაპირებს, ხოლო ყოველი ორი საკოორდინატო ზე- 

დაპირის გადაკვეთის მრუდებს –- საკოორდინატო წირებს. საკოორდინატო წირე- 

ბის გადაკვეთის წერტილებში გავლებული მხებები განსაზღვრავს საკოორდინატო 

ღერძებს. დეკარტის სისტემისაგან განსხვავებით, ამ ღერძებს სხვადასხვა წერტილში 

სხვადასხვა მიმართულება ექნება თუ წერტილის რადიუსეექტორს განვიხილავთ 

როგორც ახალი “, ცვლადების ფუნქციას #=VL (%«,, %კ, %ვ), მაშინ კერძო წარმოე- 

ბულის განმარტებით, 

ნა=- («=IL, 2, 3) (4,4) 
მV> 

ვექტორი მიმართული იქნება თ-ური საკოორდინატო წირის მხებად არგუმენტის 

ზრდის მიმართულებით. ცხადია, რომ ამ ვექტორის სიდიდე ტოლი იქნება 

9 I _ ძX ძX, V. მXა V. (6) +(21) +(-”): (4,5) 
მი“ 1. მVთ ' 0Mთ 0ძ%> 

1 შემდგომში დამატებითი მითითების გარეშე X, /, 2-ის ნაცვლად ხშირად ვისარგებლებთ 

X,, X,, Xგ აღნიშვნებით; ასევე, ნაცვლად ვექტორის 4», 4ყ, 4» კომპონენტებისა, გამოეიყენებთ 
#4), 4ე, #ვ აღნიშვნებს. 
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ვიპოვოთ ფორმულები, რომლებიც აკავშირებენ წერტილის დეკარტის კო- 
ორდინატებს მრუდწირულ კოორდინატებთან. ამ მიზნით განვსაზღვროთ ძვ მან– 

ძილი ორ, ერთმანეთთან უსასრულოდ ახლო მდებარე, / (X,, X,, Xა) და 

(X,+ძX,, Xვ+ძXა. Xე-+ ძXე) წერტილს შორის, ცხადია, რომ 

ვ 
ძვ1= 2, ძX1. (4,6) 

(4,1)-ის თანახმად 

ა ძX, : , 
ძX,= V _ ძი, 1=1, 2, 3 :4,7) 

ლ 0") 

ამიტომ საძიებელი მანძილის 
კეადრატისათვის მივიღებთ 

იჯ? = 29 ძის მ (4,8) 
თ, 

სადაც 

_ ძX, ძX, _ 

ძ«=2) (5, 94) ლ მძ. 

=(IMე, IM). (4,9) 

შემოვიღოთ ლამეს პარამეტრები 

  

Mბ-= 2601) = =7:, (410) ნახ. 5 

მჯ ძX, ) 
ჩა = _–, ==! « ) 4,11 ჩ 2, მია” ში (#8 (4,11) 

მაშინ . 
ძე1= 3,929 ი + 2, ზთგ ძMც 0Mგ- (4,12) 

თ"1 თ=Mჩ 

აღვნიშნოო მრუდწირული ღერძების ორტები C6,, 6,, Cკ-ით დ: დავაკავში- 

როთ ისინი დეკარტის მართკუთხა სისტემის ღერძების 1 ორტებთან. ამასთან გა– 
ვითვალისწინოთ, რომ 

(IV, 1ე)=0აცგ. (4,13) 
ცხადია, რომ მრუდწირული ღერძების ორტებისათვის გვექნება განმარტება 

, 
=> ბ == )- _ “აცე, (4,137 

მI"თ/ ით: მი 

ამ ფორმულით გამოხატულია კავშირი 6, მრუდწირულ და I დეკარტის ორტებს 
შორის. 

ვიპოვოთ კუთხე მრუდწირული ღერძების ორტებს შორის. ცხადია. რომ 

სკალარული ნამრავლი «-ური და §-ური ორტებისა ტოლია 

(რა, თ)=---9-ჩ (IV. (ჩი, 8), 

1 9ი= =I/ იგ Mით M8გ 

როცა თ=8, მაშინ მით 65თ და მივიღებთ 8%2=1. 

(4,14) 
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განვიხილოთ შემთხვევა, როცა 

3 - 

0,,= % 9M 9% (ს, ჩ,)=0; (#8) რ,15) 
21 ძის მM 

ასეთ კოორდინატებს ორთოგონალური მრუდწირული კოორდინატები ეწოდებათ 
და (4,14)-ის თანახმად გვექნება 

(8, 8გ)==0ცცგ- (4,16) 

მრუდწირულ ორთოგონალურ კოორდინატებში (4,12) ასეთნაირად ჩაიწერება: 

თვ1= VI ძი. (4,17) 
თა1 

სიგრძის ელემენტებს საკოორდინატო წირების გასწვრივ ექნებათ სახე: 

ძ§5,=7!,)0V,, რძ085ე= ე, (15ე==/ევრ%ვ (4,18) 

ან, მოკლედ, 
(§8,=7,)0%ჯ. (4,19) 

ცხადია, რომ ჯ, / საკოორდინატო სიბრტყის ზედაპირის ელემენტი ტოლი იქნება 

თ5)L = ));LI.თM1(II/ს. (4,209) 

ხოლო მოცულობის ელემენტისათვის შეგვიძლია დავწეროთ 

(IV =7,1 /Iეე 7'ვვ (%, (მI(ე (1M(ვ. (4,21) 

არაორთოგონალურ მრუდწირულ სისტემაში ვექტორს აქვს ორი ტიპის კომ- 

პონენტები –– კოვარიანტული „4; და კონტრავარიანტული 4!, რომლებიც ერთმა- 

ნეთისაგან განსხვავდება გარდაქმნის კანონით. კერძოდ, კონტრავარიანტული ვექ- 

ტორი ერთი მრუდწირული სისტემიდან (I, 92 %ვ) მეორეში (MI %2, ვ) გადა- 

სვლის დროს გარდაიქმნება კანონით 

3 

4"= %9 4" (4,22) 
#=1 

ხოლო კოვარიანტული – შემდეგი კანონით: 

ვ 
4:=9V 4» (4,283) 

#51 

სადაც გარდაქმნის კოეფიციენტები თ/, 8 განისაზღვრება ფორმულებით: 

მს” მ.“ თ=-- (==; (4,24) 
· ე რი ეყრ 

ამასთან, ეს სიდიდეები აკმაყოფილებენ პირობას 

29 8წ= 2, თ” 8=2ჯ. (4,25) 
/ ; 

28 კრონეკერის სიმბოლოა. როგორც ცნობილია კავშირს კო და კონტრა 
„ვექტორებს შორის ამყარებს მეტრიკული ტენზორი. 
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ვექტორის კოვარიანტული და კონტრავარიანტული მდგენელები შეგვიძლია 

განვიხილოთ დეკარტის ირიბკუთხა სისტემაშიც. # ვექტორის კონტრავარიანტუ- 

ლი კომპონენტები განსაზღვრული იქნება ტოლობით 

ე 
#= XI 4!/C,, 1=1, 2, 3 (4,26) 

("1 

სადაც 6, ირიბკუთხა სისტემის ღერძების ორტებია. რაც შეებება ვექტორის კო- 
ვარიანტულ მდგენელებს, ისინი განსაზღვრული იქნებიან "შემდეგი სკალარული 

ნამრავლით; 

4,=(#M, 6) 1=1,2,3 (4,27) 

მაშასადამე, # ვექტორის კონ- 

ტრავარიანტული მდგენელები ყო- 
ფილა ვექტორის ირიბკუთხა მდგე- 
ნელები, ხოლო კოვარიანტული --- 

ორთოგონალური (იზ ნახ. 6). 
როცა მრუდწირული კოორ- 

დინატები ორთოგონალურია, მაშინ 
კოვარიანტული და კონტრავარიან– 

ტული მდგენელები ერთმანეთს ემ- 
თხვევა. 

ფიზიკაში, როგორც) წესი, გა- 

მოიყენება ორთოგონალური მრუდ- 

წირული კოორდინატები, რამდენა- 

დაც ზოგად არაორთოგონალურკო- 

ორდინატებში ამოცანის ამოხსნა 

  

  

პრ ი შგუძლებ ა. ნახ. 6. ნახაზი შეესაბამება ორგანზომილებიან 

აქტიკულად შეუძლებელი. შემთხვევას. -41, 42 ვექტორის კონტრავარი- 
სფერ.' რდინ ბი. 

ს ი თორ ხატები 6 ი. ანტული (ირიბკუთხა) მდგენელებია, „4, 4ვ-- 
ფერული კოორდინატე თს, L)) კოვარიანტული (ორთოგონალური) 

განისაზღვრება ფორმულებით: 

X=#5)0 0005«, 

ყ =759Iი 0 §9)I დ, (4,28) 

C 4 2 =#006808, 

ახ, თაც იგივებ, X»ჯ 1(ყ=#ჯ51ს 06 “!? 

2=700§ მ. 

0 კუთხე აითვლება ჟ ღერძიდან, დ კი –– X-დან, ამ ფორმულების მიღება ადვილია 

ნახ. 4-დან. ჟ„, მ, დ კოორდინატები იცვლებიან საზღვრებში 

0<;<Cდ, 0Cლმ<7ჯ, 0--დ<2X»X. (4,29) 

ლამეს პარამეტრები, ამ შემთხვევაში, თანახმად (4,10) და (4,28) ფორმულებისა, 

“ეეე 
ი-6)+6)+(0- «ა 
ი) (9) (ა) 

2 ვ. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშვილი ა# : 

(4,28”)



2 პასადამე, სფერულ კოორდინატებში სიგრძის ჯლემენტის კვადრატისათვის გვექ– 
ა 

ე ძა? = 0;9+I"001-L ;9 810" მჯ. (4,31) 

სიგრძის ელემენტები კი ტოლია: 
ძა=ძ”, რძ5ე=+ძს, ძვა=/5)ს 0იდ, 

ხოლო მოცულობის ელემენტი განისაზღვრება ფორმულით 

ი7 =ძაე, ძვ, (§კ3= +" 51ი მი; ძ0ძდ. (4,32) 

სიდიდეს 
ი0=3)იმძმძდ (4,33) 

ეწოდება სხეულოვანი კუთხე. მო- 

ცულობის ელემენტი ასეც გადაიწე- 
რება: 

იX7 =1230;ცი. (4,34) 

ცილინდრული კოორდინატე- 

ბი. ცილინდრული კოორდინატები 

(0, დ, 20) განისაზღვრება ფორმუ- 
ლებით: 

  

    M(X.V 2) 

1 X=0 005დღ, 

წას. 7 ყ=08§51ი9 დ. (4,35) 

#=7. 

ამასთან, 
0<06<C0C 0<§5დ<2 – C<#წ<4+C. (4,36) 

ზემოთ განხილულის ანალოგიურად მივიღებთ, რომ 

სკ=1, Mვა=0, /ვვ=!1. 

მაშასადამე, სიგრძისა და მოცულობის ელემენტებს ცილინდრულ კოორდინატებში 
შემდეგი სახე აქვთ: 

(4,37) 

თძეზ=ძი"-+ი0"იდ"+ძე (4,38) 
და 

VI =000 ძდ ძ.. (4.39) 

ამ კოორდინატებიდან ადვილად გადავალთ პოლარულ კოორდინატებზე. ამისათვის 
საკმარისია (4,35)-ში » ნულის ტოლად ავიღოთ. (4,38) მოგვცემს 

ძე? = ძი? + ი?ძდბ?. (4,40) 

პარაბოლური კოორდინატები. პარაბოლური კოორCდინატები V, », დ განი- 
საზღვრებიან ტოლობებით: 

X= M წული3დ, ყ= I/ წუვIიდ, =--6-». (4,41) 

აქედან 
„=ხ/ 231 17+- 2= _-დ+», (4,4) 

ან შებრუნებით 

Cხ=»-+#ი, უ7=” –-/, დ=ვ3X6 I -”-, (4,43) 

ამასთან X 
(4,44) 0<ლნ<Cთ, 0ლუ<თ, 0<%=<2», 
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წ=ლ005ს და უი=0005 წარმოადგენს ბრუნვით ბპარაბოლოიდებს ღერძით ჯ და 
ფოკუსით კოორდინატთა სათავეში, 

ადვილად შევამოწმებთ, რომ 
§+ო ნ+ჩუ 

M1.= სლ , I 5“ ' Mვე= 67, (4,45) 

ამიტომ 

== კლე §+7 ცემ ფეჟდ? (4,46) 
45 4უ 

და 

1 
ძ7 = --- (6+»)ძნძოძდ. (4,47) 

აღნიშნულ კოორდინატთა სისტემებთან საქმე გვექნება არა მხოლოდ მექანი– 
კაში, არამედ თეორიული ფიზიკის სხვადასხვა ნაწილების განხილვის დროსაც. 

§ 5. სიჩქარისა და აჩქარების მდგენელები მრუდწირულ 

ღერძებზე 

როგორც ვიცით, ნაწილაკის სიჩქარე დეკარტის კოორდინატებში განისაზღევ= 

რება გამოსახულებით 

„CC 24% == 9,197 ე 02, C,1) 
ი! წ/) თ! თ 

რადიუსეე1ტორი განვიხილოთ როგორც ფუნქცია V,, «-, ყე მრუდწირული კოორ- 

დინატებისა და ჩავთვალოთ,: რომ მრუდწირული კოორდინატები დროის ფენქ- 

ციებია %,=ჯ|((), მაშინ რ#რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად, 

L=LCV,, %:, Vე)-ის დროითი წარმოებული მოგვცემს 

3 · 
V= VI % V/. (5,2) 

ვიპოვოთ სიჩქარის კვადრატი; რადგან V.=(V, V), ამიტომ 1 

5 2 ვ = #Vს= 9 IM (5.3) 
<1 2 2 > მ" 2 ი. 

თანახმად (4,10) და (4,11) ფორმულებისა, რადგან ორმაგი ჯამი § და #-თი შეგ–- 
ვიძლია გავყოთ ორად: ერთი, სადაც #ჯ=# და, მეორე, სადაც § % 7, გვექნება 

· 3 .. 

ცბ= 5172, “+ ?, 0/M «IM»- (5,4) 
(39-#=1 

როცა მრუდწირული სისტემა ორთოგონალურია 0,),ჯ=0, და 

ვ 
'= 2.) II, I. (5,5) 

ა) 

1 ჯამის კვადრატში აყვანისას ინდექსი მეორე ჯამში უნდა შეეცვალოთ, მაგალითად, თუ 

4= 219, მაშინ 41 = 3570, ი, 
" ("4



ახლა ვიპოვოთ სიჩქარის გეგმილები მრუდწირული სისტემის საკოორდინატო წი- 
რებზე. ამასთან, ცხადია, სიჩქარეს ექნება როგორც ორთოგონალური, ისე ირიბ- 
კუთხოვანი გეგმილები. ჯერ ვიპოვოთ ირიბკუთხა მდგენელები. 

თანაზმად (4,13') ფორმულისა 

ა ულ (5,6) 
09 

თუ ამ მნიშვნელობას შევიტანთ (5,2) ფორმულაში, მივიღებთ 

ვ 
V=2,Mი 6” (5,7) 

(=)1 

სიდიდეებს (იხ. 4,26 ფორმულა) 

9'=MVV (§=1, 2, 3) (5,8) 
უწოდებენ სიჩქარის ირიბკუთხა გეგმილებს საკოორდინატო წირებზე, ანდა სიჩქა- 
რის კონტრავარიანტულ გეგმილებს. ამგვარად, 

ე 

V=3, 9IC,, (5,9) 
#51 

ახლა კი ვიპოვოთ სიჩქარის ორთოგონალური მდგენელები მრუდწირულ ღერძებ– 

ზე. ამისათვის საკმარისია V სკალარულად გავამრავლოთ მრუდწირული ღერძების 
ორტებზე 

1 ძL 
=(V, 6,))=-––- | V,–– I. 5,10 ს, =(V, 6) –-( 2» ( ) 

თანახმად (5,2) ფორმულისა, 

0 XV. (5,11) 
მს 0V, 

ასე რომ, სიჩქარის კოვარიანტული გეგმილები გამოისახება ფორმულით 

1 ძV = 11. 
=-–-|!V, -- I, (5,11') 

თ –( ძის 

რომელიც ასეც შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

1 მ ყ?). (5,12) 
ი ჩა მ% 

როცა მრუდწირული სისტემა. ორთოგონალურია, მაშინ ე? გამოითვლება (5,5) 

ფორმულით და სიჩქარის კოვარიანტული (5,12) და კონტრავარიანტული (5,8) 

მდგენელები ერთმანეთს დაემთხვევა. 

განვიხილოთ მაგალითები. გამოვთვალოთ სიჩქარის მდგენელები სფერულ 
და ცილინდრულ ორთოგონალურ სისტემებში. სფერული კოორდინატებისათვის, 

(I(0=», #:=8, Vე=დ) გვაქვს: 
Mლ=1, #M=5=/, /1(ვვ= 4 810“ 0. (5,13) 

(5,5) ფორმულა მოგვცემს: 

ფზ=;2-L;20? 1 2? 1ე? 0დ?, (5,14) 
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(5,12) ფორმულის თანახმად კი სიჩქარის მდგენელებისათვის მივიღებთ: 

9,=7, 0ფ=790, ყ.ა= #8100დ. (5,15) 

როცა გვაქვს ცილინდრული აამვერიიი მაშინ 
რა=1, #:,=0?, Mვე=1, (5,16) 

და (5,5) ფთრმულის თანახმად მფილბთ 

ცბ=(?-L ი? დშ-L „მ, (5,17) 
თანახმად (5,12) ფორმულისა კი მდგენელებისათვის გვექნება: 

ყი=0, ხე=იდ, 0,=ჯ#. (5,18) 
თუ განვიხილავთ (0, დ) პოლარკოორდინატებს სიბრტყეზე (2=0) მივიღებთ: 

ყ'=0წ+6%? (5,19) 
და · · 

ხა=0, 9-=0იჯ. (5,20) 
სიჩქარის ამ მდგენელებთან ხშირად გვექნება საქმე ცენტრალურ ველში მოძრაო- 

ბის განხილვისას. 
პარაბოლურ კოორდინატებში (§, წუ, დ), თუ (5,5) ფორმულაში გავითვა” 

ლისწინებთ ლამეს პარამეტრების (4,45) მნიშვნელობებს, სიჩქარის კვადრატისათ- 

ვის მივიღებთ 
ა+შ თე 3 15 

პე 
ახლა ვიპოვოთ აჩქარების ს რთოგონალური გეგმილები საკოორდინატო წი- 

რებზე, განმარტებით, აჩქარება წარმოადგენს ვექტორს 

V=4%V 7, (5,21) 
თ 

ცხადია, რომ აჩქარების ორთოგონალური მდგენელები ტოლი იქნება 

8'= 2-9 უშ წუჯ 

1 · V“ I)”,=(V,C,)=- თ · (5,22 
' ' //7 2) 

ეს გამოსახულება ასეც ბეილიბა ი 2)-( 

ს (არლ-რაე| თი “I “' 2) რ“ მ", 

გავამარტივოთ ამ გამოსახულების თითოეული წევრი. (5,11) გამოსახულების თა- 
ნახმად მივიღებთ 

(» X)- -9. (+): (§,24) 
მძ", მძ“) L 2 

ახლა დავამტკიცოთ, რომ მეორე წევრში დროითი და > წარმოებულების გადა- 

სმა შეიძლება. ამის დამტკიცება ადვილია; მართლაც, რი მხრივ, თუ % გან- 
' 

ეიზალავთ როგორც რთულ ფუნქციას, გვექნება 

ვ ვ · (> )= დ თ” თ (5,25) 
მს/ 1 ძიძ"ი 
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ხოლო, მეორე მხრიე, (5,2)-ის გაწარმოება #(ჯ-ით იძლევა 

ვ 2 · 
2 ბ ი ო (5,26) 
ძის 2914 მM,მM 

უკანასკნელი ორი ფორმულის შედარება კი გვაძლევს ტოლობას 

ძი %«_ ძ. ძი ძV. (5,27) 
ი ძ(; მს, მს ძL| 

ამგვარად, (5,23)-ის მეორე წევრს ექნება სახე 

2 

(» 9. =)= (» ლ). =(>). (5,28) 
ძI ძმ, მ") მძ; L 2 

ამ უკანასკნელი ფორმულისა და (5,24)-ის გათვალისწინებით (5,23) ასე დაიწე- 

რება: 
1 ? 2 #,= 4 %. =9) (5,29 

2, |ძს ძი ძი 

ამ ფორმულით გამოითელება აჩქარების” ორთოგონალური (კოვარიანტული) გეგ- 

მილები მრუდწირული სისტემის ღერძებზე. 
როგორც კერძო შემთხვევა, კვლავ განვიხხილოთ სფერული და ცილინდრუ- 

ლი კოორდინატები. 

(5,13) და (5,14) ფორმულების გამოყენებით მარტივად მივიღებთ: 

  

M,=) –- 0? –- ჯ-81უ?0დ?, 

1 . · 
M”აე=– 4 (-20) –– ; §100 60§ 0 «?, (5,30) » 

1 ძ · 
ლი – (23107 0ღ). 

#»5100ნ წ 

აჩქარები“ მდგენელებისათვი“ „ცილინდრულ კოორდინატებში (5,16) და (5,17) 

ფორმულები ანალოგიურად მოგვცემენ: 

V”„= 0 -– 0C?, 

1 რძ, 
I/ალ-- –- (იდ). (5,31) თ. 169 

I/,=7. 

პოლარკოორდინატებში აჩქარებას იგივე მდგენელები ექნება, გარდა V/”/ ,-ისა, რო- 

მელიც ამ შემთხვევაში ნულის ტოლია.



თავი II 

მატერიალური წერტილის დინამიკა 

თუ გვინდა ვიპოვოთ მატერიალური წერტილის მოძრაობა, საჭიროა ამო– 

იხსნას განტოლება, რომელიც შეიცაეს LLC) ფუნქციას. აშკარაა, რომ ამ განტო- 

ლების გამოყვანა თეორიულად შეუძლებელია. იგი უნდა შემოვიღოთ დებულების 

სახით და შემდეგ მისგან გამომდინარე შედეგები შევადაროთ ექსპერიმენტს. ნიუ- 

ტონმა თავი მოუყარა ყველა იმ ექსპერიმენტულ მასალას, რაც იმ დროისათვის 
არსებობდა და მივიდა იმ დასკვნამდე, რომ მექანიკას საფუძვლად უზდა დაედოს 

სამი ძირითადი კანთნი, რომლებსაც ნიუტონის კანონები უწოდეს. ამ კანონები- 

დან მეორე კანონი წარმოადგენს, სწორედ, მოძრაობის დიფერენციალური განტო– 

ლების პოსტულირებას. განვიხილოთ ეს კანონები ცალ-ცალკე. 

§ 0. ნიუჭონის კანონები 

პირველი კანონი. ყოველი მატერიალური წერტილი ცდილობს შეინარჩუნოს 

უძრაობის ან თანაბარსწორხაზოვანი მოძრაობის მდგომარეობა, სანამ მოქმედი 

ძალები არ გამოიყვანენ მას ამ მდგომარეობიდან. მატერიალური წერტილის მისწ- 

რაფებას, შეინარჩუნოს უძრაობის ან თანაბარსწორხაზოვანი მოძრაობის მდგომა- 

რეობა, უწოდებენ ინერციას. ნიუტონის პირველ კანონს ხშირად გალილეის ინერ- 

ციის კანონსაც უწოდებენ. ეს კანონი ფაქტიურად ეკვივალენტურია ინერციული 

სისტემის შემოღებისა, რომელზედაც პირველ პარაგრათში გვქონდა საუბარი. ნიუ- 
ტონის პირველ კან-,ნს შეგვიძლია მივცეთ შემდეგი მათემატიკური სახე. დავუშ- 

ვათ, მატერიალური წერტილის სიჩქარეა V, ხოლო მასა „1, მაშინ სიდიდეს 

0=თ»1:V =2?# ძC. (6,1) 
თ 

ეწოდება ნაწილაკის იმპულსი, ანდა მოძრაობის რაოდენობა (მომავალში გამოვიყე- „ 

ნებთ იმპულსის ცნებას), ნიუტონის პირველი კანონი ასე ჩამოყალიბდება: თუ 

მატერიალურ წერტილზე არავითარი გარეშე სხეული არ მოქმედებს, ე. ი. იგი 
იზოლირებულია, მაშინ 

0ს=თ1V =00ს§5წ. (6,2) 

ე. ი. სიჩქარე არ იცვლება არც სიდიდით და არც მიმართულებით, მაშასადამე, 
ნაწილაკი მოძრაობს თანაბარსწორხაზოვნად. აშკარაა, რომ ნიუტონის პირველი 

კანონი, ჩაწერილი (6,2) სახით, შეგვიძლია განკიხილოთ როგორც იზოლირებული 
მატერიალური წერტილის იმპულსის მუდმივობის (შენახვის) კანონი. 

აღვნიშნოთ, რომ იმპულსი პოლარული ვექტორია. 

მეორე კანონი. მეორე კანონი ეხება მოძრაობის განტოლების, პთსტულირე- 
ბას. ამასთან, მოძრაობის განტოლება წარმოადგენს დიფერენციალურ, განტოლე- 
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ბას, რომელიც წერტილის აჩქარებას აკავშირებს კოორდინატებთან და სიჩქარეებ- 
თან. ამ კანონს აქ3ვს შემდეგი სახე 

ძი =LC, C #) (6,3) 
ი 

რადგან ხ=ც წ , ამიტომ მუდმივი მასის შემთხვევაში გვექნება 

LI 

” 420- L. (6,4) 

ს-ს ეწოდება ნაწილაკზე მოქმედი ძალა. იგი განსაზღვრავს სხვა სხეულების 

ურთიერთქმედების სახესა ღა სიდიდეს მოცემულ მატერიალურ წერტილზე და, 
მაშასადამე, წარმოადგენს ნაწილაკის ამა თუ იმ სახის მოძრაობის ან წონასწო- 
რობის მიზეზს. ძალა ზ”,გად შემთხვევაში შეიძლება იყოს დამოკიდებული კოორ- 

დინატებზე, სიჩქარეებზე, დროზე და სხვა. 

მექანიკის ძირითად აჰოცანას წარმოადგენს მოცემული ძალის შემთხვევაში 

(6,4) მოძრაობის განტოლების ინტეგრაცია და რადიუსვექტორის როგორც დროის 

ფუნქციის განსაზღვრა, ე ი, L=V(I)) ფუნქციის განსაზღვრა. ამასთან, L:=L (/)-ს 
მოძრაობის სასრულ განტოლებას ან ტრაექტორიას უწოდებენ. 

თუ მატერიალურ წერტილზე ძალა არ მოქმედებს, მაშინ L=0 და (6,3) 
განტოლება მოგვცემს ი =00M5ს, ე. ი. ნიუტონის პირველ კანონს. ამ შემთხვევა- 

' ში საქმე გვაქვს თავისუფალ (ან იზოლი- 

რებულ) ნაწილაკთან და მოძრაობის სას–- 

რულ განტოლებას ექნება სახე 

LC)= Lხ+VLM (6,5) 

სადაც #.:=I(0) ნაწილაკის საწყისი მდე– 

ბარეობი რადიუსვექტორია ხოლო V 

მისი სიჩქარე თავისუფალი ნაწილაკის 

მოძრაობა იქნება თანაბარსწორხაზოვანი 
(V =00M5ხ). ამ შემთხვევაში აჩქარება ნუ- 
ლის ტოლია, ამიტომ ძალას ხშირად აჩქა- 

რების მიზეზსაც უწოდებენ. 
ფიზიკაში მეტად დიდი მნიშვნელო- 

ბა აქვს .ე. წ. ცენტრალური ძალების გან- 

ნაზ. 8 ხილვას, რამდენადაც ბუნებაში არსებული 

ძალების დიდი უმრავლესობა ცენტრალურ 

ხასიათს ატარებს. ძალას ეწოდება ცენტრალური, როცა მისი მიმართულება ემთხ- 

ვევა წრფეს, რომელიც ყოველთვის გადის მოცემულ უძრავ ცენტრზე, ან, სხვა- 
ნაირად. როცა ნაწილაკზე მოქმედი ძ.ლა მიმართულია რადიუსეექტორის გასწვრივ 
(ნახ, 8) და დამოკიდებულია მხოლოდ ცენტრიდან #=ILI მანძილზე 

  

ნი=#7C60)+“-, (6,6) - 

სადაც X() არის ძალის პროექცია ი=- მიმართულებაზე. (ცხადია, ()ენტრა- 
” 

ლური ძალა ზოგად შემთხვევაში დროზეც შეიძლება იყოს დამოკიდებული, > გ :



რადგან რადიუსეექტორი LLC) და მისი ნებისმიერი რიგის დროითი წარმოე- 

ბული პოლარული ვექტორებია, ამიტომ აჩქარებაცა და ძალაც პოლარული ვექ- 

ტორები იქნება. 

ძალის ერთეულს CC 8 სისტემაში ეწოდება დინი. დინი არის ისეთი ძალა, 

რომელიც ერთ გრამ მასას ანიჭებს 1 =. აჩქარებას. 5 სისტემაში კი ძალის 

ეკ 

ერთეული არის ნიუტონი, რომელიც 1 კგ მასას ანიჭებს 1 = აჩქარებას; ცხა– 
ეკ 

დია, რომ 1 ნიუტონი = 105 დინს. 

(6,4) წარმოადგენს მეორე რიგის დიფერენციალურ განტოლებას დროითი 

წარმოებულის მიმართ. იგი აკავშირებს აჩქარებას კოორდინატებთან და სიჩქარე- 

ებთან, ამიტომ შეგვიძლია იგი განვხხილოთ, როგორც მექანიკის მოძრაობის დი- 

ფერენციაღური განტოლება. მეორე კანონის ზოგად დახასიათებას ქვემოთ მოვიყ- 

ვა”თ, ახლა კი გავიხსენოთ ნიუტონის მესამე კანონი, 

მესამე კანონი. ყოველი ორი მატერიალური წერტილი ერთმანეთზე შოქმე- 

დებს ძალებათ,, რომლებიც სიდიდით ერთმ.ნეთის ტოლია და საწინააღმდეგოდ 

არიან მიმართ: ლნი. თუ ძალას, რომლითაც პირველი წერტილი მეორეზე მოქმე- 

დებს, აღვნიშნავთ ნ „-ით, ხოლო ძალას, რომლითაც მეორე წერტილი პირველზე 

მოქმედებს L,,-ით, მაშინ ნიუ2,ონის მესამე კანონს მათემატიკურად შემდეგი სახე 

ექნება: 
L,.= ჩ... (6,7) 

აღვნიშნოთ ამასთან, რომ წ,, ძალა მოდებულია: მეორე სხეულზე, L.,, კი –- პირ- 

ველზე. 
თუ პირველი და მეორე კანონი საკმარისია ერთი მატერიალური წერტილის 

მოძრაობის დასახასიათებლად, მესამე კანონი საშუალებას გვაძლევს ერთი წერ- 
ტილის მექანიკიდან გადავიდეთ მრავალი წერტილის მექანიკაზე. 

ახლა ნიუტონის მესამე კანონი დავაკავშიროთ სივრცისა და დროის თვისე- 

“ბებთან. კერჰოდ, გამოვარკვიოთ როგორი ფუნქცია უნდა იყოს ორ იზოლირე- 

ბულ მატერიალურ წერტილს მორეს მოქმედი ნ, ძალა L, და წ, რადზიუსვექტო- 

რებისა, რომ დაცული აღმოჩნდეს (6,7) კანონი. 

დროის ერთგვაროვნების თვისებით დროის ყველა მომენტი ფიზიკური თვალ- 

საზრისით ერთმანეთის ეკვივალენტური უნდა იყოს, რაც იმას ნიშნავს, რომ წ,, 

ძალა დროზე ცხადად დამოკიდებული არ იქნება. 

სივრცის ერთგვაროვნების გამო, განხხლული სისტემის გადატანით რაიმე 2 

ეექტორზე ძალის მნიშვნელობა არ უნდა ჯეიცვალოს. 2 ვექტორზე წანაცვლები- 

სას წერტილების რადიუსვექტორები შემდეგნაირად გარდაიქმნებიან: #;=V,+მ, 

1=ს+8. მაშასადამე, ერთადერთი კომბინაცია, რომელიც მ ვექტორზე წანაცვ- 

ლებ“სას ინვარიანტული დარჩება, იქნება შემდეგი: IL –– I7:=(,) 42) –– (”ა+ 8) = 

=1 –- ს. ამგვარად, სივრცის ერთგვაროვნების თვისება მოითხოვს, რომ სკ: ძალა 

დამოკიდებული იყოს არა ცალკეული ნაწილაკი“ რადიუსვექტორზე, არამედ 

წ= 1 –- უო სხვაობაზე. ე. ი. წ,ე=წ , (I, –– წ). 
დაბოლოს, გამოვარკვიოთ რა შეზღუდვას ადებს ძალის კოორდინატებზე 

დამოკიდებულებას სივრცის იზოტრო '·იულობის თვისება. სივრცის იზოტროპიუ- 

ლობის ძალით იზოლირებული სისტემის თვისებები ფიზიკურად ეკვივალენტურია 
ნებისმიერი მიმართულებით, რაც იმას გვიჩვენებს, რომ ძალა ფუნქცია უნდა იყოს 

არა L=L, – I ვექტორის, არამედ #=IL, -–– II სიდიდის, ე ი. გვექნება 

წაე=LIგ (10 – რ«ნI).



ორი ურთიერთქმედი მატერიალური წერტილის შემთხვევაში ფიზიკურ ად 
ერთადერთი გამოყოფილი მიმართულება იქნება ი,,=(V, -– Iე)/ | ს –– I) | მიმარ– 
თულება, ამიტომ ძალისათვის საბოლოოდ შეგვიძლია დავწეროთ 

L,.= რ” #7ა(1ხ –- ა). (6,8) 
–ჟ–ი 

ძალის ამ გამოხატულებიდან ნათლად ჩანს, რომ სწ,,=-- ს.ე, ე. ი. ნიუტონის 
მესამე კანონი მართლაც უშუალოდ ყოფილა დაკავშირებული სივრცის ერთგვა- 

როვნებისა და იზოტროპიულობის და დროის ერთგვაროვნების თვისებებთან. 
რადგან ძალა ვექტორული სიდიდეა, ამიტომ იგი ხასიათდება სიდიდით, მი- 

მართულებით და მოდების წერტილით. მოძრაობის აღწერის სურათი რომ უფრო 
სრული იყოს, საჭიროა ძალთა შეკრების კანონის შემოღებაც. ამ კანონის თანახ- 

მად ორი ერთი და იგივე წერტილში მოდებული ძალა იკრიბება პარალელოგრა- 

მის წესით, ე. ი. მათი ტოლქმედი უდრის ამ პარალელოგრამის დიაგონალს, რო- 

მელიც აგებულია ამ ძალებზე. 
= ზემოთ განხილული კანოჩები საფუძვლად უძევს კლასიკურ, ანუ ნიუტონის 

ექანიკას. 

§ 7. გალილეის ფარდობითობის პრინციპი 

როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, ათვლის ინერციული სისტემები ხასიათდება 
იმით, რომ ამ სისტემებში ფიზიკური მოვლენები, ყველა სხვა სისტემებთან შედა- 
რებით მარტივად აიწერება. ამიტომ მექანიკაში, როგორც წესი, ინერციულ სის- 

ტემებს იყენებენ. ამასთან, რამდენადაც ინერციული სისტემები უამრავია, იმდენად 

აუცილებელია ვიპოვოთ ის ფორმულები, რომლებიც სხვადასხვა ინერციულ სის- 

ტემაში განხილულ ერთი და იგივე ფიზიკურ სიდიდეებს ერთმანეთთან აკავშირებს. 

გარდა ამისა, საინტერესოა გამოვარკვიოთ, რა მოსდის თვით მოძრაობის განტო- 

ლებას ერთიდან მეორე ინერციულ 
სისტემაზე გადასვლის დროს. კერ- 

ძოდ, უნდა გამოვარკვიოთ ასეთი 
გადასვლების დროს იცვლის თუ 

არა თავის სახეს მოძრაობის გან- 

ტოლება. 

' ამისათვის განვიხილოთ ერთი 

ინერციული სისტემა X, ყ, #, რო- 
მელიც პირობითად უძრავად ჩავ- 

თვალოთ, და მეორე – X”, Vყ”, 2, 

(შტრიხინი სისტემა, რომელიც 

პირველის მიმართ მოძრაობს მუდ- 
მივი V სიჩქარით. 

მატერიალური წერტილის რა- 
დიუსვექტორები უძრ:ვი და მოძრა- 

ახ, 9. ვი სისტემების სათავეების მიმართ 

შესაბამისად აღვნიშნოთ L და L”-ით. 

რადგან მოძრავი სისტემის სათავის რადიუსვექტორი უძრავის მიმართ L=VI/, ამი- 

ტომ ამ ორ სისტემაში განსაზღვრულ რადიუსეექტორებს შორის გვექნება მარტი- 

ვი კავშირი, 
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L=L +VI, 

L=+“. 

აქ ჩვენ დავამატეთ ნიუტონის მექანიკისათვის დამახასიათებელი დროის აბსოლუ- 

ტურობის პირობაც, ე. ი., რომ დრო როგორც მოძრავ, ისე უძრავ სისტემაში 
ერთნაირად მიმდინარეობს. (7,1) ფორმულებს გალილეის გარდაქმნის ფორმულებს 
უწოდებენ. გალილეის გარდაქმნის ფორმულები ხშირად განიხილება იმ კერძო 
შემთხვევაში, როცა შტრიხიანი სისტემა უძრავი სისტემის ჯ ღერძის გასწვრივ 

მოძრაობს V= 095 სიჩქარით. ამ შემთხვევაში, (7,1) ფორმულები მიიღებენ სახეს: 

X»ჯ=X" +VI, 

(7,1) 

#/V' ძი 
2=7”, 

L=I" 

ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ შებრუნებული გარდაქმნის ფორმულებიც, როცა 
შტრიხიანი სისტემის კოორდინატები გამოხატულია წერტილის კოორდინატებით 
უძრავ სისტემაში. (7,1)-დან ცხადია, რომ 

L=L – VI, 

L=4. 
როგორც მოსალოდნელი იყო, წებრუნებული გარდაქმნის ფორმულების მისაღე- 

ბად საკმარისია მოვახდინოთ V -> –– V შეცელა. 
გავაწარმოოთ (7,1) ფორმულები დროის მიხედვით. მივიღებთ კავშირს სიჩ- 

ქარეებს შორის ამ ორ ათვლის სისტემაში 

(7,2) 

CC « V (7.3) 
: რი “ – 

ა V=V +V, (7,4) 

სადაც V წერტილის სიჩქარეა უძრავ სისტემაში, V” კი –– მოძრავში,. უკანასკნელი 

ფორმულა წარმოადგენს კლასიკური მექანიკის (გალილეის) სიჩქარეთა შეკრების 

კანონს. 

განვიხილოთ ორი მატერიალური წერტილი მასებით #1, და ე. ვთქვათ ეს 

სისტემა იზოლირებულია. მაშინ ამ ნაწილაკების ურთიერთქმედების ძალა ფუნქცია 

იქნება მხოლოდ ნაწილაკთა ურთიერთფარდობითი რადიუსვექტორისა წ=L (I), 

სადაც #=L, – რ. ს და I რადიუსვექტორები ათვლილია უძრავი ინერციული 
სისტემის სათავის მიმართ. მოძრაობის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას 

უძრავ ინერციულ სისტემაში ექნება შემდეგი სახე: 

თ» =L (ი, (0,5) 

აი::=L (ი. (7,6) 

ახლა ჩავწეროთ ეს განტოლებათა სისტემა მოძრავ ინერციულ სისტემაში. 
რამდენადაც მოძრავ ინერციულ სისტემაში L;=L, –- Vჯ და L:=წ –- VI, იმდენად 
გვექნება სხ–სა=LI ხს, ე. ი. ”=ჯ” და, მამასადამე, 

თ), =L C- ), (7,7) 

თენ, = L (CL). (7,8) 

?



ე. ი. მოძრაობის განტოლებათა სისტემა ინვარიანტული (უცვლელი) დარჩა მოძ- 
რავ ინერცეულ სისტემაზე გადასვლის დროს. ახალ სისტემაში ძველი რადიუსვექ- 

ტორები L, და წ უბრალოდ ახალი L; და (ე აღნიშვნები> შეიცვალა. 
მაშასადამე, ჩვენ შეგვიძლია გავაკეთოთ შემდეგი დასკვნა: მოძრაობის გან–- 

ტოლება ნაწილაკთა იზოლირებული სისტემის შემთხვევაში, ინვარიანტული (უცვ– 
ლელი) რჩება ერთიდან მეორე ინერციულ სისტემაზე გადასვლის დროს. ან, სხვა– 

ნაირად, მოძრაობის განტოლება ინვარიანტულია გალილეის გარდაქმნების მიმართ. 
ეს იმას ნიშნავს, რომ დამკვირვებლები. რომლებიც სხვადასხვა ინერციულ სისტე- 
მაში იმყოფებიან, ერთი და იგივე მექანიკური მოვლენის აღწერის დროს ერთსა 

და იმავე შედეგებს მიიღებენ. 

ინერციული სისტემის ფიზიკური თვისებების ეკვივალენტობას დროის აბსო- 
ლუტურობასთან ერთად უწოდებენ გალილეის ანდა კლასიკური მექანიკის ფარ- 
დობითობის პრინციპს, 

როცა ნაწილაკთა სისტემა იხოლირებული აღარ არის, მაშინ ახალ ინერ- 

ციულ სისტემაზე გადასვლისას მოძრაობის განტოლების სტრუქტურა შეიძლება 
შეიცვალოს. მაგრამ, ხშირად, არაიზოლირებულ ნაწილაკთა სისტემის მოძრაობის 

განტოლება კვლავ ინარჩუნებს ფორმას, ოღონდ ისე, რომ იცვლება განტოლებაში 

შემავალი კოორდინატების, სიჩქარეებისა და აჩქარებების ფუნქციების სახე. ამ 

შემთხვევაში ამბობენ, რომ მოძრაობის განტოლება ერთიდან მეორე ინერციულ 

სისტემაზე გადასვლისას ინარჩუნებს კოვარიანტულ ფორმას. 
მაგალითისათვის განვიხილოთ ჯ მასის მატერიალური წერტილის მოძრაობა 

ძალთა ველში. უძრავი ინერციული სისტემის სათავე მოვათავსოთ ძალთა ცენტრ- 

ში, მაშინ წერტილის რადიუსვექტორი იქნება L. მოძრაობის განტოლებას ექნება 
სახე 

თ =წ (ი, (. V6/) 
გადავიდეთ ახალ ინყრციულ Lისტემაზე, ე. ი. გამოვიყენოთ გარდაქმნა L=L -L VI, 
მაშინ მივიღებთ 

ჯაC” =L” (L”, #), (7,10) 
სადაც 

' CC“, 0ხ=ნC-–VM. თ.) 
როგორც ვხედავთ, (7,9) და (7,10) განტოლებებს ერთნაირი (კოვარიანტული) 

სახე აქვთ; ფუნქცია წ (-, /) ახალ სისტემაში შეცვლილია ახალი L” (L, () ფუნქ- 

ციით. მაშასადამე, მოძრაობის (7,9) განტოლება მართლაც კოვარაანტული ყო- 

ფილა. 
აღვნიშნოთ, რომ სინამდვილეში დრო და სივრცე ფარდობითია, ე. ი. მათი 

თვისებები დამოკიდებულია ათვლის სისტემის მოძრაობაზე, ამიტომ გალილეის 

გარდაქმნის კანონები ზოგად ძემთხვევაში არ გამოდგება: იგი სამართლიანია მხო- 

ლოდ მცირე სიჩქარეებისათვის. ნებისძიერი სიჩქვარეებისათვის (რომლებიც ნაკლე 
ბია სინათლის სიჩქარეზე 6=3 · 10” სმ/სეკს) სამართლიანია ლორენცის გარდაქმნის 

კანონები, თუ X”, ყ”, 2 სისტემა მ.აძრაობს უძრავი სისტემის X ღერძის გასწვრივ 

მუდმივი 7 სიჩქარით, მაშინ ლორენცის გარდაქმნებს შემდეგი სახე აქეს: 

(+8# 
” (7,12) ჯ= წვ 37> ო... „ეი-X. 

1” 1- + 

    
   



სადაც C სინათლის სიჩქარეა. ამ შემთხვევაში, როგორც ვხედავთ, დროც გარდა- 

იქმნება. ცხადია, რომ მცირე სიჩქარეებისათვის, ე. ი. როცა მატერიალური წერ- 

ტილის სიჩქარე ”. გაცილებით ნაკლებია სინათლის სიჩქარეზე (17/6–>0), ვღებუ- 
ლობთ გალილეის გარდაქმნის კანონებს, საიდანაც ის დასკვნა შეგვიძლია გამოვი- 

ტანოთ, რომ ნიუტონის მექანიკა სამართლიანია მხოლოდ მცირე სიჩქარეებისათვის. 

§ 8. ნიუტონის მეორე კანონის ზოგადი დახასიათება. 

მდგომარეობის აღწერა 

როგორც დავინახეთ, კლასიკურ მექანიკაში მოძრაობის განტოლებას აქვს სახე 

ძ”“. 
2? შ/ = L, (8,1) 

რომელიც წარმოადგენს სამი სკალარული განტოლების ერთობლიობას: 

MIX= IX", 

თაყ=1”, (8,2) 

#2= XL. 

ამასთან, ძალა შეიძლება დამოკიდებული იყოს კოორდინატებზე, სიჩქარეებზე, 

დროზე და სხვა. რადგან ძალის მდგენელები ერთდროულად დამოკიდებული შეიძ- 

ლება იყვნენ #X, ყ და 2-ზე, ამიტომ (8,2) წარმოადგენს მეორე რიგის დიფერენ- 

ციალურ განტოლებათა სისტემას, 

ამ სისტემის ამოხსნა საშუალებას მოგვცემს ვიპოვოთ მატერიალური წერ- 

ტილის X, ყ, 2 კოორდინატები, როგორც დროის ფუნქციები, ე. ი. 

X=XC), ყ“-ყი), 2=272(0, (8,3) 
ან ვექტორულად 

L=L (ჯ). (8,3) 

ამა თუ იმ ამოცანისათვის, ძალის მოცემული მნიშვნელობისათვის საჭირო იქნება 

(8,2) დიფერენციალურ განტოლებათა სისტენის ამოხსნა. 

რადგან ნიუტონის (8,2) განტოლებები მეორე რიგის დიფერენციალური გან- 

ტოლებებია, ამიტომ მათი ამოხსნისას შემოვა ექვსი განუზღვრელი მუდმივი; სა- 

ხელდობო, მოძრაობის განტოლებათა სისტემის ამოხსნა მოგვცემს: 

X=X LI; C. Cთ:, Cვ,..· C9), 

ყ=ყ(CL; Cა Cა, Cე,.. თი), (8,4) 

2=#%LC, თა Cა, Cე,. .. C), 

სადაც 0» 0, Cგ ნებისმიერი მუდმივებია. ამ მუდმივების განსაზღვრა შეიძლე- 

ბა საწყისი პირობებიდან, ე. ი. (=0 მომენტში კოორდინატებისა და სიჩქარეების 
მოცემული მნიშვნელობებიდან: 

X(0)=Xი, ყ(0)=ყი, 3(0)-=2ა, (8,5) 

9. (0)=V9,,, ზე (0)=Vყე, 9. (0)=V9-ჯ, 

ან ვექტორულად 
L(0)=I. V(0)=Vე- (8,6) 

29



ამ პირობების გამოყენებით, თანახმად (8,4)-ისა, გვექნება: 

X0=X(0, C,, Cა.··· C%), 

ყი=V(0, C,, C),-- CM), 

#ე=#8(0, CV C,.·-, Cე), ტ.7) 

ას. =X(0, 0, 0;,..-, CV), 

(4 =ყV(0, CI, C:,-··, CM), 

შ,, =#6(0, 0, 0C,--- CV), 

ამ ექვსი ალგებრული განტოლებიდან განისაზღვრება C,, 0,,..··, Cვც მუდმივები, 

ამგვარად, ნიუტონის კანონები და საწყისი პირობები სავსებით განსაზღვრა– 
ვენ მატერიალური წერტილის მოძრაობას. 

აღვნიშნოთ, რომ კლასიკურ მექანიკაში მდგომარეობას უწოდებენ მატერია–- 
ლური წერტილის კოორდინატებისა და სიჩქარეების (იმპულსების) ერთდროულად 

მოცემას. 

ჩვენს მიერ ზემოთ მიღებული შედეგები ასე შეგვიძლია გამოვთქვათ: როცა 

ვიცით ნაწილაკის საწყისი მდგომა“ეობა, მიშინ ნიუტონის მოძრაობის განტოლება 

საშუალებას გვაძლევს ვიპოვოთ ნაწილაკის ნებისმიერი შემდგომი მდგომარეობები 

ნებისმიერი სიზუსტით. ან, სხვანაირად, თუ კლასიკურ მექანიკაში ნაწილაკის 

აწმყო ზუსტად არის გან-ახზღვრული, მაშინ მოძრაობის განტოლება. ცალსახად 

განსაზღვრავს მის მომავალს. 

მოძრაობის განტოლება მრუდწირულ კოორდინატებში, დავწეროთ მოძრაო- 

ბის განტოლება მრუდწირულ კოორდინატებში. ამისათვის საკმარისი იქნება მრუდ– 

წირულ კოორდინატებში გამოხატული აჩქარების მასახე გამრავლება. თანახმად 

(5,29) ფორმულისა, გვექნება 

_ს ს წი ) _იი (8,8) 
27)! 1 0L V 0 მ"! 

თუ გამოვიყენებთ (5,10) ფორმულებს, სფერულ კოორდინატებში მოძრაობის გან– 

ტოლებებისათვის მივიღებთ: 

»” C _ #01 –ჯვIს? 0დ?) = I, 

1 ძ 
თ - 3 თხ – „მიმ+§ 09 =XV, (8,9) 

» 

  

1 შე. ეც 
– 10? 0 = XV 

=|-> აა 90 თ| ი 
ხოლო ცილინდრულ კოორდინატებში (5,31) ფორმულები მოგვცემს: 

თL(0 –– იდ?) = ი, 

»” ძ · 
– –- (ი'დ)= XV, (8,10) ი თ 8 დ 

ო» 2= I. 

აქ X,, #9, 17%, ასევე I, XI და X, წარმოადგენს მოქმედი ძალის გეგმილებს 

სათანადო მიმართულებებზე. 
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მოძრაობის განტოლების ინვარიანტობა დროიხ ინვერსიის მიმართ. ახლა 

გამოვარკვიოთ როგორი თვისებები ახასიათებს მოძრაობის განტოლებას მომავლის 

წარსულით შეცვლის მიმართ ან, როგორც ამბობენ, დროის ინვერსიის მიმართ, 

რომელიც მათემატიკურად (–>–ჯ გარდაქმნის სახით გამოიხატება. 

ფიზიკური თვალსაზრისით დროის ინვერსიისას სიჩქარის მიმართულება იცვ- 

ლება საწინააღმდეგოთი C, თ იმ დროს, როცა რადიუსვექტორი უცვლელი 
# L 

რჩება რადგან აჩქარება წარმოადგენს რადიუსვექტორის მეორე წარმოებულს 
დროთი, ამიტომ (-> –– ჯ გარდაქმნისას ისიც უცვლელი იქნება 

ძლი ძი” 
–-->-–-., 
ი" მძ 

ზემოთ ჩვენ აღვნიშნეთ, რომ მოცემული საწყისი მდგომარეობის შემთხვე- 

ვაში მოძრაობის განტოლება ცალსახად განსაზღვრავს მდგომარეობებს დროის 

შემდგომ მომენტებში. ახლა დავსვათ ასეთი კითხვა. შეიძლება თუ არა გამოვარ- 
კვიოთ საწყისი მდგომარეობის მიხედვით როგორი იყო სისტემის მდგომარეობა 

წარსულში? ცხადია ეს შესაძლებელი იქნება მაშინ, როცა 1-> -– ( შეცვლისას 

სისტემა გაიმეორებს ყველა იმ მდგომარეობას, რომლებიც გვქონდა წარსულში, 

ე. ი. როცა მოძრათბის განტოლება ინვარიანტული იქნება (L>-–IL გარდაქმნის 

მიმართ. ცხადია, ზოგად შემთხვევაში ასეთ ინვარიანტობას ადგილი არ ექნება, 

მაგრამ იმ შემთხვევაში, როცა მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ძალა მხოლოდ 

რადიუსვექტორის ფუნქციაა, მოძრაობის განტოლება 

თ? 
–=სწC 8,11 V-2 ) (8,11) 

ინვარიანტული იქნება L>-–L გარდაქმნისა, ე. ი. მომავლის წარსულით შეცვლის 

მიმართ. როცა ძალა კოორდინატების გარდა დამოკიდებულია, მაგალითად, სიჩქა– 

რეზეც, მაშინ მოძრაობის განტოლება ინვარიანტული აღარ იქნება მომავლის წარ– 

სულით შეცვლის მიმართ. ამ შემთხვევაში მოძრაობის განტოლების ინვარიანტო- 

ბისათვის საჭიროა დამატებითი პირობები დაედოს ფიზიკური სიდიდეების ყოფა- 

ქცევას §–> ––ჯ გარდაქმნის დროს. 

§ 9. მატერიალური წერტილის სწორსაზოვანი მოძრაობა 

განვიხლოთ მატერიალური წერტილის სწორზაზოვანი მოძრაობა, ვთქვათ, 
მოძრაობა ხდება X ღერძის გასწვრიე. ძალა, რომელიც მოქმედებს მატერიალურ 

წერტილზე, აღვნიშნოთ #-ით. მოძრაობის განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

აLX= X (X, X, წ). (9,1) 

განვიხილოთ ის კერძო შემთხვევები როცა ძალა დამოკიდებულია ერთ-ერთზე 

X, X, L სამი ცვლადიდან. 

ასეთ პირობებში განტოლების ამოხსნა მარტივია და დაიყვანება ინტეგრალე- 

ბის მოძებნაზე. ზემოთ აღნიშნული შემთხვევები განვიხხილოთ ცალ-ცალკე. 

ძალა დროის ფუნქციაა. როცა ძალა მხოლოდ დროის ფუნქციაა, (9,1) გან– 

ტოლებას ექნება სახე 

»IX= X CI). (9,2) 
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ავიღოთ ინტეგრალი (ჯ-თი, მივიღებთ 

თიX 1 
I 

აეებსელ ლ წე ჯ /(- , 9,3 

ი“ | (იძიLძ დ 

სადაც (6, ნებისმიერი მუდმივია და განისაზღვრება საწყისი პირობიდან. მოვითხო- 
ვოთ შემდეგი საწყისი პირობები: როცა ჯL=0, სიჩქარე V=წყე. მაშინ (9,3) მო– 

გვცემს 

ძ» 1.“ 
“–-=თ+-- | I#X0ძV (9,4) 
თ ” გ 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

1 

თ()= | XV) თს. (9,5) 
მ 

მაშინ 
ძX 1 
–=სე+-- Cთ(I). 9,6 7 % > (1) (9,6) 

მოვახდინოთ ინტეგრაცია კიდევ ერთხელ საწყისი პირობით: როცა #=0, X=Xეა. 

მივიღებთ 
1 

1 
X-=X+ყენ+-– | %0 4L. (9,7) 

”? გ 

ეს არის მოძრაობის განტოლება სასრული სახით, (9,6) კი იძლევა სიჩქარეს“ ამ- 

გვარად, როცა ძალა მხოლოდ დროის ფუნქციაა, ამოცანა სავსებით გადაწყვე- 
ტილია. 

ძალა სიჩქარის ფუნქციაა, ამ დროს გვაქვს მოძრაობის განტოლება 

„%= XV) (=X დ.ზ) 
ძი! 

აქედან განესახღვროთ ძჯ და ავიღოთ ინტეგრალი. მივიღებთ 

ხ 

  ძი , (9,9) 
» IC) 

9 

(= 

სადაც თეა საწყისი სიჩქარეა. 

ეს ინტეგრალი ფუნქციაა 0-Lი, აღვნიშნოთ იგი /(დ) თი, 

L“ 

  

ძი 
/თ–»| ”) (9,10) 

ამის მიხედვით (9,9) ასე გადაიწერება: 

ჯ= /(V), (9,11) 

ამ ტოლობიდან კი ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ ც როგორც ფუნქცია (1-სი, ე. ი. 

ას=X=8%X0), (9,12) 

რომლის ამოხსნას მივიღებთ უბრალო ინტეფვრაციით. თუ მოვითხოვთ, რომ ჯ=0- 

თვის X=Xი, გვექნება 
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( 

X=X-+ I «XI) 0, (9,13) 
0 

და ამოცანა ამ შემთხვევაშიც ამოხსნილია. განვიხილოთ ახლა 'კანასკნელი შემ- 

თხვევა. 

ძალა კოორდინატის ფუნქციაა, დავწეროთ მოძრაობის განტოლება 

»1X= X (X). (9,14) 

ამ განტოლების ორივე მხარე გავამრავლოთ CX-ზე. მივიღებთ 

(> -9X. 0X%== 4X .3,=X ძX -- #00 ძ». (9,15) 
ძ' ი“ 

ავიღოთ ინტეგრალი 
ყ? 

22-= | Iიიძი+7#, (6,160) 

სადაც 12 წარმოადგენს ენერგიის განხომილების ნებისმიერ მუდმივს. შემოვიღოთ 

აღნიშენა 

8(X) = | ხი ძ». (9,17) 
მაშინ 

იX 2... · 
-“= – (# LI · 9,18 მ I/. “ი I მCი1 (9,18) 

რომლის ინტეგრაცია მოგვცემს 

XჯX 

(| > რ,19) 

ჯ I// - 6+ათ) 
ე 2 

ინტეგრალი ფუნქციაა X-ის, ამიტომ ჩვენ მივიღეთ ჯ=%C(X), საიდანაც, თუ ამო- 

ვხსნით X-ს, ვიპოვით ჯ= /(I), ე. ი. გვეცოდინება მოძრაობის სასრული გან- 

ტოლება. 

ამგვარად, ამოცანა სამივე შემთხვევაში ამოხსნილია. საკმარისია ზემოთ მი- 
ღებულ ზოგად ფორმულებში ძალის კონკრეტული მნიშვნელობის ჩასმა, რომ ვი- 

პოვოთ ნებისმიერი ერთგანზომილებიანი მოძჯაობის ამოხსნა. 

    

§ 10. ენერბია 

განსაკუთრებით მნიშვნელოვან სიდიდეს მექანიკაში და, საზოგადოდ, მთელს 

ფიზიკაში, წარმოადგენს ენერგია. ენერგიის ცნება მჭიდროდაა დაკავშირებული 

მუშაობასთან, ამიტომ ჯერ განვმარტოთ მუშაობა. 

მუშაობა. ვთქვათ მატერიალური წერტილი L ძალის გავლენით გადაადგილ- 

და თC მანძილზე, მაშინ 

ყ 
(დ, ძო=ზ%) 56 იX-» (10,1) 

თ51 

სკალარულ ნამრავლს უწოდებენ L ძალის ელემენტარულ მუშაობას ძ» გზახე. 
აშკარაა, რომ მუშაობა სკალარული სიდიდეა. თუ გვაინტერესებს მუშაობა იხ 
გზაზე, იგი მიიღება (10,1) გამოსახულების ინტეგრაციით თხ წირის გასწერიევ, ე. ი. 

3. ე, მამასახლისოვი, გ. ჭილაშეილი ვვ



4= IC ძო= თ 17% ძXც. (10,2) 
იხ იხთ 

CC8 სისტემაში მუშაობის ერთეულს წარმოადგენს ერგი. იგი უდრის ერთი დინის 
ტოლი ძალის მიერ შესრულებულ მუშაობას ერთ სანტიმეტრ გზაზე. 107 ერგი= 

= 1 ჯოულს, რომელიც წარმოადგენს მუშაობის ერთეულს 51 სისტემაში. ჯოუ- 

ლი გამოხატავს ერთი ნიუტონი ძალის მიერ შესრულებულ მუშაობას ერთ მეტრ 

გზაზე. ატომურ ფიზიკაში მუშაობის გასაზომად სარგებლობენ ელექტრონვოლტით 

(I), რომელიც შემდეგნაირადაა განმარტებული: 

1 277> =1,60 10“? ერგი. 00,3) 

109 0” უწოდებენ კილოელექტრონვოლტს (#67), 10" ი” ს მეგავოლტს (#7) 
და ა. შ. 

ცოცხალი ძალის კანონი. კინეტიკური და პოტენციალური ენერგია. დავწე– 

როთ ნიუტონის მოძრაობის განტოლება 

VII0) 
”  --“=L. 10,4 

თ? ( ) 

ეს განტოლება სკალარულად გადავამრავლოთ ძL ვექტორზე; გვექნება 
2 

” წვ თ)=C, თ). (10,5) 
თ, 

მარჯვენა მხარე წარმოადგენს ძალის მიერ წესრულებულ მუშაობას ელემენტარულ 

ი”; გზაზე. გარდავქმნათ მარცხენა მხარე. იგი შემდეგნაირად წარმოვიდგინოთ: 

(თი, ძი=თ (>, «)-» (V, იე) = 90V9შ) , (10,6) 
ძ 2 

ამგვარად, (10,5) მიიღებს გამოხატულებას 

«(-)-C ძო. ძ0,7) 

სიდიდეს 
ელა (0,8) 

უწოდებენ ნაწილაკის კინეტიკურ ენერგიას ან ცოცხალ ძალას, ხოლო (10,7)-ს 

ცოცხალი ძალის კანონს. ეს კანონი გვიჩვენებს, რომ ძალის მიერ შესრულებული 

მუშაობა ტოლია კინეტიკური ენერგიის ცვლილებისა. თუ (10,7)-დან ავიღებთ 

ინტეგრალს თხ წირის გასწვრივ, მივიღებთ 

თს _ თხი _ 5 > = I (დ, ძო. (10,9) 
იხ 

ხშირია შემთხვევა, როცა L ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა დამოკი- 
დებულია ტრაექტორიის მხოლოდ საწყის თ და საბოლოო ს წერტილებზე და 

არაა დამოკიდებული იმ გზაზე, რომლითაც ნაწილაკი თ-დან ს-ში გადადის; ასეთ 

ძალებს კონსერვატულს უწოდებენ. წირითი ინტეგრალის თეორიიდან ცნობილია, 

რომ ამ შემთხვევაში ინტეგრალქვეშა ფუნქცია შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 
რაიმე V (I) ფუნქციის სრული .დიფერენციალი 

#.ძX+IM,ძყ+I,ძ2=–-იხ C, ყ, თ) (10,10) 
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მინუს ნიშანი შემოვიღეთ ხელსაყრელობის მიზნით. წ ()-ს პოტენციალურ ენერ- 
გიას უწოდებენ. მაშასადამე, შესრულებული მუშაობა პოტენციალური ენერგიის 

დანახარჯის ტოლი ყოფილა. 

(10,10)-დან ჩანს, რომ რამდენადაც პოტენციალური ენერგია შედის დიფე- 

რენციალის ნიშნის ქვეშ, იმდენად იგი განმარტებულია ნებისმიერი მუდმივი შესა- 

კრების სიზუსტით, ე. ი. CV („) და V” C)=V (+ სის§ს ერთსა და იმავე ფიზი- 

კურ მდგომარეობას შეესაბამება. ეს იმას ნიშნავს, რომ პოტენციალური ენერგიის 

ნულოვანი მნიშვნელობა ნებისმიერად შეგვიძლია ავირჩიოთ. ჩვეულებრივად წერ- 

ტილის პოტენციალურ ენერგიას ისე ანორმირებენ, რომ მისი მნიშვნელობა უსას– 
რულობაში ნულის ტოლი იყოს, მაშინ, თუ (10,10)-ს გავაინტეგრალებთ C2-დან 

ძალთა ველის რაიმე თ წერტილამდე, გვექნება 

თ (0=– | (წაძ«+Iიყ+1) ძი. (10,11) 
თ,.ი 

პოტენციალური ენერგიის ასეთი ნორმირების დროს დადებითი პოტენციალური 

ენერგია შეესაბამება განზიდვას, უარყოფითი –- მიზიდვას. (10,11) ის მარჯვენა მხა– 

რე გამოხატავს წერტილზე მოქმედი ძალის მუშაობას, აღებულს მინუს ნიშნით. 

ამ უკანასკცნელს უწოდებენ დახარჯულ მუშაობას. ამრიგად, ჩვენ ვხედავთ, რომ 

მატერიალური წერტილის პოტენციალური ენერგია სივრცის რაიმე წერტილში 

უდრის იმ მუშაობას, რომელიც უნდა დაიხარჯოს ძალთა ველის საწინააღმდეგოდ, 

რათა მატერიალური წერტილი უსასრულობიდან გადმოტანილ იქნეს სიერცის აღე– 

ბულ წერტილში. 
(10,9) და (10,10) ფორმულებიდან ვღებულობთ, რომ 

ა – 4 ცწდა- ხ წ (თ). (10,12) 

სიდიდეს 
_ ხი “ კყ(ი, 00,13) 

ე. ი. წერტილის კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამს უწოდებენ წერ- 

ტილის სრულ მექანიკურ ენერგიას. (10,12)-დან გვაქვს 

Xა=71%ხ- (10,14) 

რაც სრული მექანიკური ენერგიის შენახვის კანონს წარმოადგენს. 

დავუბრუნდეთ (10,10) ფორმულას. ცხადია, რომ ამ ფორმულის საშუალე- 

ბით შეგვიძლია ძალა დავაკავშიროთ პოტენციალურ ენერგიასთან. მართლაც, 

გვექნება: 
მ” ძი მთ. 

#--  -–, MსI- –-, .=- 10,15 
|I–“ 9 ' ტმაშ 

რომელიც ვექტორულად ასე ჩაიწერება; 
ნ=-–ყთეიძ ს. (10,16) 

ამ გამოსახულებას ფორმალურად ასეც და:წერთ ხოლმე: 

ნ” 9, 00,17) 
ძ; 
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მაშასადამე, მოძრაობის დიფერენციალური განტოლება მიიღებს სახეს: 

-. 0 = . მყ 
ღყღდყხლელ,იღ. 10,18 ი! 2 Mყ ში ” მ ( ) 

ან, ვექტორულ აღნიშვნებში, 

თ=- VV. (10,19) 

პოტენციალური ძალის მაგალითად გამოდგება სიმძიმის ძალის ერთგვარო- 

ვანი ველი. თუ დედამიწის მიზიდულობას ვიხილავთ დედამიწის მახლობელ არეში, 

რომლის ზომები ნაკლებია დედამიწის რადიუსთან შედარებით, მაშინ ამ არის ყო- 
ველ წერტილაი სიმძიმის ძალა ნ =-,ყ. სადაც წ სიმძიმის ძალის აჩქარებაა, შეგ- 
ვიძლია მუდმივად ჩავთვალოთ. სისტემის „ ღერძი მივმართოთ ვერტიკალის გას- 

წვრივ დედამიწიდან ზევით, მაშინ ;,; მასის ნაწილაკზე მოქმედ სიმძიმის ძალას 

ექნება პროექციები: 

ჩ.=0, #ა=0, MM:=-ყ (10,20) 

მაშასადამე, (10,11) ფორმულის თანახმად 
9072 = CV, (10,21) 

რომლის ინტეგრაციით მივიღებთ: 
V(2)=»!ფ2-+ 6008L. (10,22) 

ჩავთვალოთ, რომ როცა #=0 (დედამიწის ზედაპირზე) V(0)=0, მაშინ 

CV(C2)=#!წ2· (10,23) 

ცოცხალი ძალი ფორმულის გამოყენების საილუსტრაციოდ განვიხილოთ 
ნაწილაკის თავისუფალი ვარდნა „ სიმაღლიდან. ცხადია, რომ ცოცხალი ძალის 

კანონი, ამ 'მემთხვევაში, მიიღებს შემჯეგ სახეს: 

3 
==, (10,24) 

საიდანაც მივიღებთ გალილეის ცნობილ ფორმულას 

ს=I/ 2CL, (10,25) 

ე. ი. თავისუფლად ვარდნილი სხეულის სიჩქარე დამოკიდებულია მის დაშორებაზე 
დედამიწიდან. 

ცოცხალი ძალის კანონი ცეწტრალური ძალის შემთხვევაში, ახლა გამოვიჟ- 

ვანოთ ცოცხალი ძალის კანონი იმ მეტად მნიშვნელოვან შემთხვევაში, როცა ნაწი- 
ლაკზე მოქმედ ძალას აქეს ცენტრალური ხასიათი, ე. ი. როცა 

ნ= 76) –., (10,26) 
LM 

მაშინ (10,7) ფორმულის მარჯვენა მხარე ასე გადაიწერება: 

(ი, ყძე=>V0) (,, ძI). (10,27) 
» 

რამდენადაც L? =77, იმღენად გადიფერენციალებით მივიღებთ 

(ს, თL) =70”-; (10,28) 

მაშასადამე, ცენტრალური ძალის შემთხვევაში მუშაობა ტოლი იქნება 

(L, ძ–)= XIV.) ძ;. (10,29) 
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აქედან გამომდინარე, ცენტრალური ძალისათვის ცოცხალი ძალის კანონი მიიღებს 

შემდეგ გამოხატულებას: 

კ C ) =ჯ#ძი, (10,3თ) 

ხოლო (10,10) ფორმულა მიიღებს სახეს 

#0) ძი=–ძყი). (10,31) 

ამასთან, ცენტრალურ ძალას შეესაბამება პოტენციალური ენერგია, რომელიც რა–- 

დიუსვექტორის მხოლოდ ჯ+=|LI| სიდიდეზეა დამოკიდებული. ეს «მას ნიშნავს, რომ 
# რადიუსის სფეროზე პოტენციალურ ენერგიას აქვს ერთი და იგივე მნიშენელო- 

ბა. (10,31) ფორმულის თანახმად 

ჯთ=– ძმ (10,32) 
ძ» 

ცხადია, რომ ცენტრალური ძალის შესაბამისი პოტენციალური ეწერგია შე–- 
იძლება განვსაზღვროთ შემდეგი ფორმულით: 

ხო=– I XV) თ». (10,33) 

ამასთან, ჩეენ კვლავ ვგულისხმობთ, რომ ძალის ცენტრიდან უსასრულოდ შორს 

პოტენციალური ენერგია ნულის ტოლია V(«)=0. 

ცენტრალური ძალების მაგალითებია კულონური და გრავიტაციული ძალე- 
ბი. ორივე ეს ძალა მანძილზე ერთნაირადაა დამოკიდებული და 

ჯ#V)=-– 5 .· («=0ლ0 08%). (10,34) 

გრავიტაციული ურთიერთქმედების შემთხეევაში თ =+II,თIკ. სდაც) »I, და », მა- 

ტერიალური წერტილების მასებია, « –– ე. წ. გრავიტაCიული მუდმივა. კ--ლონუ- 
რი ურთიერთქმედების დროს კი თ=IXე,0,, სადაც დ, და ყკ წერტილოვანი მეხ- 
ტებია, ხოლო L კოიფიციენტი. 

(10,33) ფორმულის თანაზმად (10,34) ძალის შესაბამის პოტენციალურ ენერ- 

გიას ექნება გამოხატულება 

ყწო=- >. (10.35) 
» 

აღსანიშნავია, რომ (10,10) ტოლობას ადგილი ყოველთვის არა აქვს. რად- 

გან ყოველ ძალას პოტენციალი არ გააჩნია ძალები, რომლებსაც აქვთ პოტენ- 
ციალი, პოტენციალურ ძალებს უწოდებენ როგორც (10,15)-დან ჩანს, ძალას 

მაშინ აქვს პოტენციალი, ე. ი. მაშინ არ არის დამოკიდებული მისი მუშაობა 
გზის ფორმაზე, როცა არსებობს ისეთი V(„) ფუნქცია, რომლის კერძო წარმოე- 

ბულები სათანადო ცვლადით უღრის ძალის შესაბამის მდგენელებს. თუ ავიღებთ 
(10,16) გამოსახულების როტორს და გავითვალისწინებთ, რომ IისწIL8ძ LI =0, 

მივიღებთ 
»0Lწ =0. (10,36) 

მაშასადამე, ძალას პოტენციალი მაშინ ექნება, როცა მისი როტორი ნულის 

ტოლია. : 
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როცა პოტენციალური ენერგია კოორდინატების გარდა დროზეც ცხადად 
არის დამოკიდებული, მაშინ მდგომარეობას არასტაციონარულს უწოდებენ. ხოლო, 

როცა პოტენციალური ენერგია დროზე ცხადად არ არის დამოკიდებული, მაშინ 

მდგომარეობას სტაციონარული ჰქვია. სტაციონარული მდჯომარეობა იმითაა მნი- 
შვნელოვანი, რომ, ამ შემთხვევაში, როგორც ზემოთ ვაჩვენეთ, ადგილი აქვს სრუ– 

ლი მექანიკური ენერგიის შენახვას. სტაციონარული მდგომარეობა გვაქვს მაშინ, 

როცა სისტემა იხოლირებულია ან, როცა სისტემა იმყოფება დროის მიხედვით 

უცვლელ გარეშე ველში. 
ბუნებაში რომ მხოლოდ ერთი მატერიალური წერტილი არსებობდეს, მასზე 

არავითარი ძალა არ იმოქმედებდა, რადგან ძალა წარმოადგენს აღებულ მატერია- 

ლურ წერტილზე სხვ) სხეულების ურთიერთქმედების შედეგს. ამ პირობებში პო- 
ტენციალური ენერგიაც ნულის ტოლი იკნებოდა. პოტენციალური ენერგია შედე- 

გია გარეშე სხეულების ურთიერთქმე დებისა აღებულ მატერიალურ წერტილზე. 

ამასთან ეს ურთიერთქმედება შეიძლება გამოწვეული იყოს სხვადასხვა ხასიათის 
ძალებით. მაგალითად, გრავიტაციული ძალებით, ელექტრული, ატომგულური და 
სხვ. წმინდა მექანიკურე მოძრაობა შეგვიძლია დავახასსხათოთ პოტენციალური ძა- 

ლებით, მაგრამ ასეთი მოძრაობა ხშირად გარკვეულ იდეალიზაციას წარმოადგენს. 
პრაქტიკულად ძალიან ხშირად მოძრაობა ხდება გარემოში, სადაც მოძრავი სხეუ- 

ლები ერთმანეთს ეხახუნებიან, აწვებიან, აფერხებენ მოძრაობას და სხვ. ამ დროს 
მექანიკური მოძრაობის პირობები დარღვეულია, რადგან ხახუნის შედეგად ადგილი 

აქვს სითბოს გამოყოფას. ხახუნი კი შედეგია რთული შინაგანი ატომური მოძ- 

რაობებისა. სითბოს გამოყოფის შემთხვევაში მოძრაობას მხოლოდ კოორდინატე- 

ბით ვეღარ დავახასიათებთ. ასეთ შემთხვევამი იძულებულნი ვართ განვიხილოთ 
სიჩქარეზე დამოკიდებული პოტენციალური ენერგიებიც, ამასთან პოტენციალური 
ენერგია სიჩქარეების ძალზე რთული ფუნქცია შეიძლება აღმოჩნდეს. აღსანი ნავია, 

რო? ამ დროს მექანიკური ენერგი: აღარ ინახება, რადგან ენერგიის ნაწილი სხეუ- 

ლია გათბობაზე იხარჯება. ასეთი მოძრაობის დროს, მამასადამე, ადგილი აქვს 
ენერგიის დისეპაციას –- გაბნევასს და სათანადო პოტენციალური ენერკჯიის ზუსტი 

სახის დადგენა არ ხერხდება. 
ურთიერთქმედების ველი. ვთქვათ, გვაქვს ძალთა ცენტრი, რომელიც ურთი- 

ერთქმედებს სივრცის ნებისმიერ წერტილში მოთავსებულ მატერიალურ წერტილ- 

ზე. ამ ურთიერთქმედების დასახასიათებლად შემოჰყავთ ველის ცნება. ვიგულისხ- 
მოთ, რომ სივრცის ყოველ წერტილში განსაზღვრული გვაქვს ვექტორი, რომლის 

მნიშვნელობა შეესაბამება აღებულ წერტილში ძალთა ცენტრის მატერიალურ წერ- 

ტილთან ურთიერთქმედების ძალას. ამგვარად, დავუშვათ, რომ სივრცის ყოველ 

წერტილში განსაზღვრული გვაქვს გარკვეული ვექტორი. ვექტორების ამ სიმრავ- 
ლეს უწოდებენ ძალთა ველს. ცხადია, რომ ძალთა ველი იქნება ვექტორული ველი. 

ასევე ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიის ნაცვლად შეგვიძლია ვილაპა- 
რაკოთ: ურთიერთქმედების ველზე. ამას»ან, ურთიერთქმედების პოტენციალური 

ველი სკალარული ველი იქნება. საინტერესოა აღვნიშნოთ, რომ თანამედროვე წარ- 
მოდგეით ველი კი არ არის ურთიერთქმედების აღწერის ფორმალური მეთოდი, 

არამედ იგი რეალურაჯ არსებობს და მისი სამუალებით ხდება სხეულთა ურთი- 

ერთქმედება. მაგალითად, გრავიტაციულ ურთიეოთქმედებას ანხორციელებს გრა- 

ვიტაციული ველი, ელექტრულს –– ელექტრული ველი, ატომგულურს -- ატომგუ- 
ლური ველი და ა. შ 

მაშასადაშე, პოტენციალური ენერგია ახასიათებს იმ ველს, რომლითაც სხეუ- 

ლები აღებულ მატერიალურ წერტილზე მოქმედებენ. 
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§ 11. ფუნდამენტური ურთიერთქმედებანი 

ბუნებაში არსებული მრავალფეროვანი მოვლენის გამომწვევი ურთიერთქმე- 
დებანი ყველა დამოუკიდებელი არ არის, თანამედროვე ფიზიკის თვალსაზრისით 

ურთიერთქმედებანი შეიძლება გავაერთიანოთ ოთხი ტიპის ურთიერთქმედებაში, 

რომელთაც ფუნდამენტური ურთიერთქმედებანი ეწოდება. ეს ურთიერთქმედება- 

ნია: გრავიტაციული, ელექტრომაგნიტური, ძლიერი, ანუ ატომგულური და სუსტი. 

ნაწილი ამ ურთიერთქმედებისა კარგად არის შესწავლილი, ნაწილის ბუნება კი 

ჯერაც ბოლომდე გარკვეული არ არის, თეორიული თვალსაზრისით ყველაზე კარ- 

გად დამუშავებულია ელექტრომაგნიტური ურთიერთქმედება, შემდეგ კი გრავტა- 
ციული. ამის მიზეზი ის არის, რომ ეს ურთიერთქმედებანი ვლინდება მაკროსხეუ- 

ლების ურთიერთქმედებებშიაც, წინააღმდეგ ძლიერი დღა სუსტი ურთიერთქმედ,- 

ბებისა, რომლებიც აპირობებენ ნაწილაკთა შორის ურთიერთქმედებას მხოლოდ 

მიკროსამყაროში. მიკროსამყაროში კი ურთიერთქმედების ხასიათის დადგენა შე- 

დარებით უფრო ძნელია. 
აღსანიშნავია, რომ ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ ორი ისეთი ნაწილაკი, რო- 

მელთა შორის ადგილი ჰქონდეს ყველა ზემოთ დასახელებულ ურთიერთქმედებას. 

ასეთია მაგალითად, ორი პროტონი. მაგრამ იმის მიხედვით, თუ რა მანძილებზე 

ხდება ეს ურთიერთქმედება, როგორია ნაწილაკთა მასები ან სხვა დამახასიათებე– 

ლი სიდიდეები, მნიშენელოვანი აღმოჩნდეს მხოლოდ ერთი რომელიმე ურთიერთ- 

ქმედება. ქვემოთ მოცემულია ყეელა ფუნდამენტური ურთიერთქმედების ასე თუ 

ისე დეტალური დახასიათება. 

გრავიტაციული ურთიერთქმედება. გრავიტაციული ურთიერთქმედება შეს- 

წავლილი იყო ნიუტონის მიერ. კერძოდ, მან დაამტკიცა, რომ სამყაროს ნების–- 

მიერი ორი მატერიალური წერტილი მასებით წ, ღა I ერთმანეთს მიიზიდავს 

ე. წ. მსოფლიო მიზიდულობის ძალით, რომლის შესაბამისი პოტენციალური ენერ- 

გია განისაზღვრება შემდეგი ფორმულით: 

1)ეMი (1,1) 
LL გრავიტ. (წ9) =Vწ--, 

ჯ 

სადაც 7» არის გრავიტაციული მუჯმივა; რიცხობრივად იგი ტოლია 

  

სმ4 _ მჭ »=6,673 · 10-98 =6,0673.1040- “ .., (11,2) 
გ · სეკ” კგ · სეკ” 

” კი არის მატერიალურ წერტილებს შორის არსებული მანძილი, როგორც ვხედავთ, 

გრავიტაციული ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია ცენტრალური სიმეტ- 

რიის ხასიათისა:. აღსანიშნავი, რომ სხეულებს შორის ადგილი აქვს მხოლოდ 

მიზიდვას, სამყაროს ნეიტრალური სხეულები არასოდეს არ განიზიდავენ ერთმა– 

ნეთს, ამიტომაც უწოდებენ ამ ურთიერთქმედებაL გრავიტაციულს (8L2XILVL100 –– 

მიზიდვა). 

იმის გამო, რომ გრავიტაციული მუდჭივის სიდიდე ძალიან მცირეა, გრავი- 

ტაციული ურთიერთქმედება არსებით როლს ასრულებს მხოლოდ მაკროსხეულე- 

ბის (დიდი მასების) ურთიერთქმე ჯების შემთხვევაში. კერძოდ, იგი პასუხისმგე?ბე- 

ია, მაგალითად, პლანეტების მოჰრაობაზე მზის გარშემო, სხეულების მოძრაობაზე 
დეჯამიწის მახადულობის ველში და სხვა მრავალი. 

გრავიტაციული პოტენციალური, ენერგია განსაზღვრავს გრავიტაციულ. ველს, 
რომელიც მოქმედებს სამყაროს კველა სხეულზე, ამიტომაც ამ ველს მეტად დიდი



მნიშვნელობა აქვს ფიზიკური მოვლენების შესწავლისათვის. აღსანიშნავია, რომ, 
როგორც ამას (11,1) პოტენციალური ენერგიის მანძილზე დამოკიდებულება გეიჩ- 
ვენებს, გრავიტაციული ურთიერთქმედება ხასიათდება შორსმოქმედებით. ამიტომ 
ხშირად ამბობენ, რომ გრავიტაციული ურთიერთქმედების რადიუსი უსასრულო- 

ბის ტოლიაო. გრავიტაციული ურთიერთქმედებისათვის დამახასიათებელია მდგრა- 
დი მდგომარეობის წარმოქმნა ასეთ მდგრად მდგომარეობას ქმნეს მაგალითად, 

დედამიწა და მთვარე, დედამიწა და მზე და ა. შ, 

ელექტრომაგნიტური ურთიერთქმედება. ელექტრომაგნიტური ურთიერთქმე- 
დება ხდება მხოლოდ ელექტრულად დამუხტულ ნაწილაკებს შორის, ცნობილია, 
რომ ორი დამუხტული წერტილოვანი უძრავი ნაწილაკი ერთმანეთზე მოქმედებს 
კულონური ძალით, რომლის შესაბამისი პოტენციალური ენერგია განისაზღვრება 
შემდეგი კანონით: : 

ხალნ) - + ჯ-214-, (0,8) 
LM 

პროპორციულობის ჯ კოეფიციენტი შეგვიძლია ერთის ტოლი გავხადოთ, თუ 
(11,3)-ში შემავალ ყველა სიდიდეს გავზომავთ CC8 სისტემაში. # არის ელემენ- 

ტარული მუხტის სიდიდე (2=4,8-10-.! 0C05X), 7 მიუთითებს, თუ რამდენ 

ელემენტარულ მუხტს შეიცავს ესა თუ ის სისტემა. ასე მაგალითად, პროტონისა 
და ელექტრონისათვის 2=1, ხოლო ჰელიუმის ატომგულისათვი 2 =2 და ა. შ. 
# არის მანძილი მუხტებს შორის. (11,3)-ში დადებითი ნიშანი აიღება მიზიდვის 
შემთხვევაში (საწინააღმდეგო ნიშნის მუხტები), უარყოფითი კი განზიდვის (ერთ- 
ნაირი ნიშნის მუხტები) დროს. 

როგორც ვხედავთ, კულონური ურთიერთქმედებაც ცენტრალურ ხასიათს 
ატარებს და მანძილზე ისეთივე კანონით არის დამოკიდებული, როგორც გრავი- 

ტაციული ურთიერთქმედება. მაშასადამე კულონური ურთიერთქმედებაც შორს- 
მოქმედების ხასიათისაა, მისი ქმედებს რადიუსი უსასრულობის ტოლია. 

როცა მუხტები მოძრაობენ, მაშინ ელექტროსტატიკური ძალის გარდა და- 

მუხტულ ნაწილაკებს შორის მოქმედება მაგნიტური ძალებიც, ხოლო ველს. რო- 

მელსაც ქმნიან მოპრავი დაძუხტული ნაწილაკები, ელექტრომაგნიტურ ველს უწო- 

დებენ. 
ელექტრომაგნიტური ძალები მნიშვნელოვანია, როგორც მაკროსამყაროში 

მიმდინარე მოვლენების შესწავლის დროს, ისე ატომური მოვლენების გარკვევისას. 

კერძოდ, ატომში ელექტრული ძალები ფუნდამენტურ როლს ასრულებენ, რამდე- 
ნადაც ატომს გულსა და მის გარშემო გარსში მყოფ ელექტრონებს შორის კუ- 
ლონური ძალები მოქმედებს. კულონურ ველს არსებითი მნიშვნელობა აქვს ატომ- 

გულური პროცესების შესწავლაშიაც, აღსანიშნავია რომ კულონური მიზიდვის 

შემთხვევში შესაძლებელია ნაწილაკთა მდგრადი მდგომარეობის შექმნა, ასეთ 
მდგრად მდგომარეობას ქმნის, მაგალითად, პროტონი და ელექტრონი (წყალბადის 

ატომი) და სხვა. 

აღვნიშნოთ, რომ ელექტრომაგნიტური ურთიერთქმედება შეუდარებლად 
ძლიერია გრავიტაციულ ურთიერთქმედებაზე. მართლაც, ვთქვათ ერთმანეთს ვადა– 
რებთ ორი ერთი და იგივე დამუხტული ნაწილაკის. როგორც გრავიტაციულ, ისე 
კულონურ ურთიერთქმედებას. ცხადია, რომ მათი ურთიერთქმედების პოტენცია-· 

ლური ენერგიების ფარდობა ტოლი იქნება 
ხული) _ _ 2. 014 

LM გრავიტ.0) 17!" ' 
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სადაც », ნაწილაკის მასაა, ელექტრონისათვის (ჯ.=– 10“2? გრ) ეს ფარდობა მო- 
გვცემს 1017, ხოლო პროტონებისათვის (»,,=– 2002 1.) ამ ფარდობას ექნება მნი- 

შენელობა 103% ამასთან, ეს თანაფარდობა სამართლიანია ნაწილაკთა ნებისმიერი 
ურთიერთდაშორების შემთხვევაში, რამდენადაც ორივე პოტენციალური ენერგია 

მანძილის მიხედვით ერთნაირად იცვლება როგორც ვხედავთ, გრავიტაციული 

ურთიერთქმედება ელექტრომაგნიტურთან შედარებით მართლაც უმნიშვნელოა. 

აღვნიშნოთ, რომ თანამედროვე კვანტური ელექტროდინამიკის მიხედვით ყო- 

ველი მუხტი გარსშემორტყმულია ელექტრომა-გნიტური ველით. მუხტებს შორის 

ურთიერთქმედება ხორციელდება სწორედ ამ ეელით. კულონური პოტენციალური 
ენერგია კი შედეგია ამ ველებს შორის ელექტრომაგნიტური კვანტების –– ფოტო- 

ნების უწყვეტი გაცვლისა (ერთი მუხტი წარმოქმნის ფოტონს, მეორე კი შთან- 

თქავს). 

ძლიერი (ატომგულური) ურთიერთქმედება. ძლიერი ურთიერთქმედება ხდება 

ატომგულის შემადგენელ ნაწილაკებს –– ნეიტრონებსა (,) დღა პროტონებს („) 

(ნუკლონებს) შორის. ეს ურთიერთქმკდება დამოკიდებული არ არის ელექტრულ 
მუხტზე. ამიტომ CI, /), (#. ი) და (ი, ი) ძალები ერთმანეთის ტოლია. ატომგუ- 

ლური ძალები დაახლოებით 100 -- 1002-ჯერ ინტენსიურია ელექტრომაგნიტურ 
ძალებზე, ამიტომაც უწოდეს ამ ურთიერთქმედებას ძლიერი. აღსანიშნავია, რომ 

დღეისათვის ცნობილ ურთიერთქმედებებს შორის ატომგულური ძალები ჟველაზე 
უფრო ძლიერია. სამუუხაროდ, ძლიერი ურთიერთქმეჯების შესახებ ჩვენ ჯერ კი- 

დევ საკმარისაა ცოტა რამ ვიცით. ყოველ შემთხვევაში, ჩვენ დღეს არ ვიცით 
ატომგულური ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიის მათემატიკური სახით 

ჩაწერა. თუ მკაცრად ვიმსჯელებთ, იმის მტკიცებაც კი არ შეგვიძლია, საზოგა- 

დოდ შესაძლებელია თუ არა -მ ურთიერთქმედების გ მოხატვა ცნობილი ფუნქ- 

ციებით. 

ექსპერიმენტული და თეორიული გამოკვლევების საფუძველზე დღეისათვის 

ატომგულური ძალების შესახებ ცნობილია შემდეგი: 

1. ატომგულური ურთიერთქმედება, განსხვავებით ზევით განხილული გრა- 
ვიტაციული და ელექტრომაგნიტური ურთიერთქმედებებისაგან, არის ახლოსქმე- 

დების ხასია „ისა. ნუკლონები ძალიან ძლიერად მოქმედებენ ატომგულური მანძი- 

ლების არეში 1 -> 2თ, სადაც ფერმი თ =10“13 სმ, ამ მანძილის გარეთ კი სწრა- 

ფად ისპობიან. 

2. ატომგულურ ძალებს ახასიათებთ ნაჯერობა, რაც იმას ნიშნავს, რომ ისინი 

ეფექტურად მოქმედებენ მხოლოდ რამდენიმე ახლოს მყოფ ნუკლონს შორის, 

3. როგორც ირკვევა, ატომგულური ძალები ძირითადად ცენტრალურ ხა- 

სიათს ატარებენ, მაგრამ ამ ურთიერთკმედებაში გარკვეული წვლილი შეაქვს არა–- 

ცენტრალურ ურთიერთქმედებასაც. გამორიცხული არ არის ამ ურთიერთქმედების 

დამოკიდებულება ნაწილაკთა სიჩქარეზეც, რაც ძალიან მცირე მანძილებზე (დაახ– 

ლოებით 0,5%) იწვევს განზიდვას, 

4. ატომგულურ ძალებს ახასიათებთ გაცვლითი ურთიერთქმედება. კერძოდ, 

დამუხტული ნაწილაკები ურთიერთქმედების თეორიის ანალოგიურად იუკავას 

მიერ ნაწინასწარმეტყველევი იყო, როშ ნ--კლონები ურთიერთქმედებენ ნაწილაკე · 

ბის გაცვლით. იუკავას გაანგარიშებით ამ ნაწილაკის მასა ტოლი უნდა ყოფილიყო 

200 –– 300 ელექტრონის I მასისა. რადგან ასეთი ნაწილაკის მასა საშუალედოა 

ელექტრონისა და პროტონის მასებს შორის, ამიტომ ამ ჰიპოთეზურ ნაწილაკს 

მეზონი უწოდეს, რაც საშუალედოს ნიშნავს. იმ დროისათვის ასეთი ნაწილაკის 

ბუნებაში არსებობა ცნობილი არ იყო, მაგრამ შემდგომში ასეთი ნაწილაკები 
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აღმოაზინეს კოსმოსურ სხივებში. მას > მეზონი უწოჯეს. არსებობს, როგორც დადე- 

ბითი X+, ისე უარყოფითი >“ და ნეიტრალური 9 მეზონები. ისინი არამდგრადი ნაწი. 
ლაკებია და სეკუნდის მემილიარდედი დროის შემდეგ სხვა ნაწილაკებად გარდაიქმნე– 
ბიან. დღეს #-მეზონებს ადვილად იღებენ ხელოვნურადაც, ამაჩქარებლების საშუა– 
ლებით. ამასთან, შემდგომში ხელოვნურად წარმოქმნილ იქნა ახალი ნაწილაკები, 
რომელთა მასათა სპექტრი ფართო ინტერვალში იცვლება. ბევრი მათგანი მძიმეა 

ნუკლონებზედაც კი და ასევე ძლიერი ურთი- 
1 » LX+ ერთქმედება ახასიათებთ, 

68 ––C) იუკავას თანახშად პროტონისა და ნეიტ- 

ყ რონის ურთიერთქმედება ხდება შემდეგი სქე- 
მით. პროტონი გამოასხივებს დადებითად და–- 

C) მუხტულ »' მეზონს და, მუხტის შენახვის კა- 

2 ნონის თანახმად, გადაიქცევა ნეიტრონად, ხოლო 

ნეიტრონი შთანთქავს პროტონის მიერ გამოსხი- 

ნახ. 10. ნა'აზზე სქემატურად მოცე. ვებულ მეზონს და პროტონად გადაიქცეეა, და ა. შ. 
მულია მეზონების გამოსხივება-შთანთ- შედეგად ნეიტრონი აღმოჩნდება პროტონის 

ქმის შედეგად წშადონების ადგილების ადგილზე და პირიქით, ე. ი. ურთიერთქმედება 

MI ხდება ნუკლონების ადგილების გაცვლით. ასე- 
ვე, ნეიტრონმა შეიძლება გამოასხივოს »“.მეზონი, ხოლო პროტონმა შთანთქას 

იგი (ნახ. 10). 

ამ თეორიაზე დაყრდნობით იუკავა პოტენციალური ენერგიისათვის მიიღო 

შემდეგი გამოსახულება: 
დ /ი 

(11,5)   VC) = – ყე? 

სადაც თი და 75 მუდმივებია. ამასთან, 75 სიდიდით ატომგულური ძალების ქმე- 

დების რადიუსის რიგისაა (ჯე –– 2თ). (11,5) პოტენციალური ენერგია ახლოსქმე- 

დებისაა. მაგრამ როგორც გამოარკვა, იგი ძლიერი ურთიერი ქმედების ყველა 

ასპექტს ვერ ასახავს, ასე რომ, მართალია იუკავას იღეა ნუკლონთა გაცვლით 

ურთიერთქმედების შესახებ, როგორც ჩანს, სწორია, მაგრამ ამ დაშვებით მიღე- 

ბული პოტენციალური ენერგია, გაურკვეველი მიზეზების გამო, არ არის ის, რო- 

მელიც სავსებით აღწერს ატომგულურ ურთიერთქმედებას. 

სწორედ იმის გამო, რომ ატომგულური ურთიერთქმედების პოტენციალური 

ენერგიის სახე დღეს ზუსტად დადგენილი არ არის, ურთიერთქმედებას იღებენ 

სხვადასხვა ტიპის ფუნქციების სახით. ერთ-ერთი ასეთი პოტენციალური ენერგიის 

გრაფიკი მოცემულია ნახ. 11-ზე. ამ გრაჯიკის მიხედვით ძალიან მცირე მანძი- 

ლებზე #ე2>20,5თV ადგილი აქვს მძლავრ განზიდვას, ?ე <-2ლ/)-გ ადგილი აქვს მძლავრ 

მიზიდვას, რომელიც სიდიდით გაც: ლებით მეტია დღეს ცნობილ ყველა ურთი- 
ერთქმედებაზე. პოტენციალური ენერგიის მაქსიმალურ მნიშვნელობას –– წე უწო- 

დებენ ურთიერთქმედები პოტენციალური ენერგიის სი-ომეს, სიდიდის რიგით 

იგი 100 M#6M/-ის ტო ლია. დაწყებული გ =2%-დან პოტენციალური ენერგია სწრა- 

ფად ისპობა. ცხადია. რომ ეს მრუდი მხოლოდ თვისობრივად გამოხატავს ნუკ- 

ლონებს შორის არსებულ ნამდვილ ურთიერთქმედებას. იმავე ნახაზზე პუნქტირით 

მოტანილია პოტენციალური ენერგიის გრაფიკი, რომელიც კიდევ უფრო გამარტი- 
ვებულად გადმოსცემს ძლიერი ურთიერთქმედების თვისობრივ ხასიათს. ამ მრა უდს 

უწოდებენ სწორკუთხა პოტენციალურ ორმოს, შედარების მიზნით ნახაზზე მოცე- 

მულია ორი პროტონის კულონური პოტენციალური ენერგიის გრაფიკიც. 
42



ატომგულური ძალების ელექტრომაგნიტურთან შედარების მიზნით გამოვ- 

თვალოთ რას უღრის ორი პროტონის კულონური ურთიერთქმედების ენერგია 

ატომგულურ (–-2თ) მანძილზე. მარტივი შეფასება მოგვცემს 
2 

V= –+“-=0,6/9», 
7გ 

იმ დროს, როცა ძლიერი ურთიერთქმედება რიგით 100 X/6V-ის ტოლია. 

აღსანიCნავია, რომ ძლიერი ურთიერთქმედებაც ახორ კიელებს მდგრად მდგო–- 

მარეობას, ასეთი უმარტივესი სისტემაა, მაგალითად, დეიტრონი, რომელიც ფშედ– 

გება ერთი ნეიტრონისა და ერთი პროტონისაგან, ჰელიუმის ატომგული, რომე» 

ლიც შედგება ორი ნეიტრონისა და ორი პროტონისაგან და ა. შ. 

(I) 

  

    

  

  
ნახ. 11. ნახაზზე უწყვეტი ზაზით მოცემელია პოტენციალური ენერგიის 

მრუდი, რომელიც თეისობრივად გადმოსცემს ნუკლონებს შორის ურთი- 

ერთქმედებას. მთელ რიგ ამოცანებში სიმარტივის მიზნით იხილავენ ე. წ. 

პოტენციალურ ორმოსაც, რომელიც მოცემულია პუნქტირით. #ე გამზი- 

დავი ბირთვის რადიუსია, 7, – ატომგულის რადიუსი, ხოლო Lე პოტენ- 

ციალური ორმოს სიღრმე. ნახაზზე გამოხატულია ოი პროტონის კუ- 

ლონური ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიაც. 

სუსტი ურთიერთქმედება. ზევით განხილულ ურთიერთქმედებებისაგან გან- 
სხვავებით, როგორც ჩანს, სუსტი ურთიერთქმედება ნაწილაკების მდგრად მდგო- 

მარეობას არ ქმნის, იგი იწვევს მხოლოდ დაშლით პროცესებს. პირველად ასეთი 

ურთიერთქმედება შესწავლილი იყო ნეიტრონის, და პროტონის 8- დამლისას, 

შემდეგი სქემით; _ 
აა ს->090+6 +V, (11,6) 

ნ->Mს+01-V, (11,7) 
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სადაც C არის ელექტრონი, + დადებითი ელექტრონი (ანტიელექტრონი), ანუ 

პოზიტრონი, V ე. წ. ნეიტრინოა, ხოლო V –– ანტინეიტრინო. აღსანიშნავია, რომ 
მსგავსი სქემით ხდება გარდაქმნა იმ ელემენტარული ნაწილაკებისაც, რომლებიც 
მიიღებიან მძლავრი ამაჩქარებლებით და რომელთა შესახებაც ზემოთ გვქონდა 

სუსტი ურთიერთქმედება ძლიერ ურთიერთქმედებაზე კარგად არის შესწავ– 
ლილი, მაგრამ მისი თეორია ჯერ კიდევ შორსაა დასრულებისაგან. მაგალი- 

თად, ჩვენ არც კი ვიცით ამ ძალების ქმედების რადიუსი სასრულია თუ არა. 

როგორც ჩანს, იგი გაცილებით ნაკლებია ძლიერი ურთიერთქმედების რადიუსზე. 

არის მოსაზრება, რომ სუსტი ურთიერთქმედების რადიუსი შეიძლება ნულის ტო- 

ლიც იყოს. ასევე უცნობია, სუსტი ურთიერთქმედება, მსგავსად ძლიერისა, ხორ- 

ციელდება გარკვეული –– „სუსტად მოქმედი“ ნაწილაკების გაცვლის საშუალებით 
თუ არა. 

აღვნიშნოთ, რომ სუსტი ურთიერთქმედება დაახლოებით 10)2+-ჯერ სუსტია 

ძლიერ ურთიერთქმედებაზე. 

ამგვარად, ფუნდამენტორი ურთიერთქმედებების პოტენციალური ენერგიები 

სიძლიერის მიხედვით შემდეგნაირად შეგვიძლია დავალაგოთ: 

(ძლიერი > ხელ. მაგნ. > “სუსტი > CV გრავიტ. (1 1 8) 

ქმედების რადიუსების მიხედვით კი გვექნება შემდეგი სურათი: 

”გრაეიტ.”- #ელ. მაგნ. >> 7 ძლიერი > #სუსტი- (11,9) 

თუ ძლიერ ურთიერთქმედებას ავიღებთ ერთეულად, მაშინ ელექტრომაგნი- 

ტური ურთიერთქმედება დახასიათდება 10“-2-––10“9 სიდიდით, სუსტი 10“19--10”14ით, 

ხოლო გრავიტაციული 10“7- ით. 
დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ძლიერ ურთიერთქმედებას კვანტური მეჯანიკის 

მეთოდებით შეისწავლიან ატომგულის ფიზიკაში, სუსტ ურთიერთქმედებას კვან- 
ტური ელექტროდინამიკის მეთოდებით – · ელემენტარული ნაწილაკების ან მაღალი 
ენერგიების ფიზიკამი, ელექტრომაგნიტურ ურთიერთქმედებას, როგორც კლასი- 
კური ელექტროდინამიკით, მაკროსხეულების შემთხვევაში, ისე კვანტური ელექ- 

ტროდინამიკით –– ატომის ფიზიკაში. გრავიტაციულ ურთიერთქმედებას კი, რო- 

გორც წესი, შეისწავლიან კლასიკურ მექანიკაში, რამდენადაც. როგორც ზევით 
აღვნიშეეთ, იგი არსებითია მხოლოდ დიდი მასის მქონე სხეულების ურთიერთქმე- 
დების შემთხვევაში. 

§ 19. მატერიალური წერტილის დამახასიათებელი სიდიდეები 
და ძენახვის კანონები 

სამყარო ისეა აგებული, რომ იხოლირებელი მატერიალური წერტილის და- 

მახასიათებელი რიგი ფიზიკური სიდიდეებისა, მოძრაობის მთელი დროის განმავ- 

ლობაჯი, ერთსა და იმავე მაიშვნელობას ინარჩუნებენ. ეს სიდიდეები, როგორც 

წესი, დამოკიდებული არიან მატერიალური წერტილის კოორდინატებზე და კოორ- 
დინატების დროით პირველი რიგის წარმოებულებზე (სიჩქარეებზე), აგრეთვე, 

ზოგად “მემთხვევ:ში„ დროზეც, ამიტო) მათ მოძრაობის პირველ ინტეგრალებს 

უწოდებენ. ამგვარად, მატერიალური წერტილის მოძრაობის ინტეგრალს ექნება 

შემდეგი სახე: 
რ (დ, CL, ()=0005ს. (012,1) 
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მოძრაობის ინტეგრალებს შორის განსაკუთრებით მნიშვნელოვან როლს ასრულე- 

ბენ ე. წ. მუდმივობის ან შენახვის კანონები, რომლებიც გამოხატავენ მექანიკის 
ფუნდამენტური სიდიდეების: ენერგიის, იმპულსის და იმპულსის მომენტის მუდმი- 
ვობის კანონებს. 

ცხადია, რომ მოძრაობის (12,1) ინტეგრალი წარმოადგენს პირველი რიგის 

დიფერენციალურ განტოლებას, ამიტომ ზოგიერთ კერძო შემთხვევაში მექანიკის 

ამოცანის გადაწყვეტა შესაძლებელია ამ განტოლების ამოხსნით. 

მტკიცდება, რომ ყველა დამოუკიდებელი პირველი ინტეგრალის ცოდნა ეკვი- 
ვალენტურია მოძრაობის დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნისა. 

ხოლო, როცა (C6ნობილია მოძრაობის პირველ ინტეგრალთა მხოლოდ ნაწილი, მა–- 

შინ საშუალება არსებობს მოძრაობის განტოლებათა რიგის დაწევისა. ამიტომ მოძ- 

რაობის ინტეგრალებს დიდი მნიშვნელობა ენიჭებათ მექანიკური სისტემის ზოგადი 

თვისებების შესწავლის საქმეში. 

იმპულსი, იმპულსის მუდმივობის კანონი. მოძრაობის განტოლება დავწეროთ 

შემდეგი სახით: 

ი(იIV)=ს9ძ! (12,2) 

და ავიღოთ ინტეგრალი (ე-დან 1-მდე. მივიღებთ 

თV XIV-= | LM”, (12,3) 
# 

სადაც Vე საწყისი სიჩქარეა. წძიI-ს ეწოდება ძალის ელემენტარული იმპულსი, 

/ 

ხოლო I Lძ( ინტეგრალს ძალის იმპულსი (ჯ –– ჯე) დროის განმავლობაში. 

% 
როცა ძალა მოქმედებს მცირე + დროის შუალედში, მაშინ ინტეგრალის სა- 

შუალო მნიშვნელობის თეორემით გვექნება »IV –– XIVე => წ+. დავუშვათ, უსასრუ- 
ლოდ მცირე დროის განმავლობაში იმპულსი იცვლება სასრული სიდიდით, მაშინ 

L ძალა იქნება უსასრულოდ დიდი. ასეთ ძალას ეწოდება იმპულსურე ან დარტყ- 

მითი. როცა მატერიალურ წერტილზე ძალა არ მოქმედებს, მაშინ »1V = XIV = 

=200§5ს, რაც იმპულსის შენახვის კანონს გამოხატავს, ამგვარად, იზოლირებული 

ნაწილაკის მი,ძრაობა ინერციულია და მისი იმპულსი წ =ლ00-%3ს, ე. ი. იმპულსის 
მუდმივობის კანონი ნიუტონის პირველი კანონის ეკვივალენტურია. 

იმპულსის მომენტი, მისი მუდმივობის კანონი. განვიხილოთ რაიმე # ვექ- 
ტორი და შემოვიღოთ შემდეგი მეორე რანგის ანტისიმეტრიული ტენზორი: 

MI» =X,4, –X 4. (12,4) 

რომელსაც ვუწოდოთ მომენტის ტენზორი, ამ ტენხორის დუალურ ვექტორს”უწო- 

დებენ # ეექტორის მომენტს სათავის მიმართ 

მე ყMI/IM.. 0 =1, 2, 3) (2,5) 
LI 

1I= 

სადაც 6, ლევი-ჩივიტას სიმბოლოა. (12,5)-%ი (12,4)-ის შეტანით მივიღებთ 

MI,= 2, ნ/M% 4. (12,6) 
MI 

ა|
– 
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რომელიც წარმოადგენს (IL, #) ვექტორული ნამრავლის კ-ურ კომპონენტს. თვით 
ვექტორს ექნება სახე 

M=LV, #)=%, 6)" IX, 4. (12,7) 

I” 

1(1/, I. 1) დეკარტის კოორდინატთა სისტემის ღერძების ორტებია, ხოლო L არის 

# ვექტორის საწყისი წერტილის რადიუსვექტორი. მომენტის ვექტორი პერპენდი– 

კულარულია L და # ვექტორებზე გამავალი სიბრტყისა, მიმართულების განსასა- 
ზღვრავად კი გვჭირდება დამატებითი შეთანხმება. (12,7) განმარტება მექანიკაში 

მნიშვნელოვანია ორ შემთხეევაში: როცა # წარმოადგენს იმპულსს და იმპულსის 

დროით წარმოებულს. ამიტომ M მომენტი იქნება აქსიალური ვექტორი, რამდე–- 

ნადაც L და მისი ნებისმიერი რიგის დროითი წარმოებული პოლარული ვექტორე– 
ბია. შევთანხმდეთ და M მომენტის მიმართულება მარჯვენა სისტემაში განვსაზღვ- 

როთ მარჯვენა ბურღის წესით, ე. ი., თუ L ვექტორს უმცირესი კუთხით დავა- 

ტრიალებთ # ვექტორისაკენ, მაშინ მარჯვენა ბურღის გადაადგილების მიმართუ- 

ლება დაემთხვევა მომენტის მიმართულებას. 
რამდენადაც აქსიალური ვექტორი ღერძების ინვერსიისსს მიმართულებას 

იცვლის, ხოლო ინვერსიის დროს მარცხენა სისტემა მარჯვენაში გადადის და პირი- 

ქით, ამიტომ ასეთი ოპერაციის დროს მარჯვენა ბურღის წესი მარცხენა ბურღის 

წესით უნდა შეიცვალოს და პირიქით. 

როცა #=0, სადაც ი -=#V იმპულსია, მაშინ 

L=IVC, დ (12,8) 
ეწოდება იმპულსის მომენტი სათავის მიმართ. ხოლო ვექტორს 

L=IV, ი1=(ი, წ) (12,9) 
უწოდებენ ძალის მომენტს სათავის მიმართ. მომენტები, როგორც ვხედავთ, დამო– 

კიდებულია რადიუსვექტორზე, ე. ი. სისტემის სათავის არჩევაზე. 

როცა მატერიალურ წერტილზე მოქმედი ძალა L=0, მაშინ ძალის მომენ- 

ტიც ნულია #=0, იმპულსის მომენტი კი შეიძლება ნულისაგან განსხვავდებოდეს. 
იმპულსის მომენტის მდგენელებისათვის 6,,, ტენზორის გამოყენებით შეგვი- 

ძლია დავწეროთ 

ს=1%) 6M)% 909, (12,9” 
I 

ან გაშლილი სახით 

.:“ძ”:.:.”/ძ//7/წი00)L”-")––ოჰ.უ (12,10) 

ვიპოვოთ იმპულსის მომენტის წარმოებული დროთი 

1=(ი, ნ)+IV, წ), წ (12,11) 
რადგან L-ს აქვს ი-ს მიმართულება, ამიტომ პირველი წევრი ნულის ტოლია, მეო– 
რე კი გამოხატავს ძალის მომენტს, ამგვარად, 

ძI 49 ი, ნ=V. 19,12 7 ( ) 

მივიღეთ მნიშვნელოვანი შედეგი –– წერტილის იმპულსის მომენტის წარმოე- 
ბული დროთი უდრის მოქმედი ძალის მომენტს; როცა მატერიალურ წერტილზე 

გარეშე ძალა არ მოქმედებს, მაშინ ჩწ=0, და სათანადოდ L=0, რაც (12,12) 
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ფორმულის თანახმად მოგვცემს 1= ი0ი%ს, ე. ი. ადგილი ექნება იმპულსის მომენ– 

ტის შენახვას. მაშასადამე, თუ ნაწილაკი იზოლირებულია, მაშინ მისი იმპულსის 

მომენტი ნებისმიერი წერტილის მიმართ მუდმიე სიდიდეს წარმოადგენს. მაგრამ 

იმპულსის მომენტი შეიძლება შეინახოს არაიზოლირებული ნაწილაკისათვისაც იმ 

შემთხვევაში, როცა L= 0. სახელდობრ, იმპულსის მომენტი ინახება ცენტრალური 

ძალებისათ,ვის. ცენტრალური ძალის შემთხვევაში ნ= X ცა --., ამიტომ #=0 და 
» 

მივიღებთ 

2! _ ი, (12,13) 
თ 

საიდანაც 

1=I, ი1==601)5L, (12,14) 

რაც წარმოადგენს იმპულსის მომენტის შენახვის კანონს. I ვექტორია. ამიტომ 

(12.14) ფაქტიურად გვაძლევს სამი სკალარული სიდიდის შენახვის კანონს: 

1.= 4, '!ე)=71, I,=C, (12,15) 

სადაც 4 ცდი მუდმივებია. 

შესაძლებელია, რომ L ეექტორის მხოლოდ ერთი ან ორი მდგენელი უდრი- 

დეს ნულს. მაშინ, ცხადია, შეინახება იმპულსის მომენტის მხოლოდ "შესაბამისი 

მდგენელები. 
იმპულსის მომენტის შენახვის კანო- 

ნიდან გამომდინარეობს მნიშვნელოვანი 

ფაქტი, რომ ცენტრალური ძალების გავ- 

ლენით მატერიალური წერტილი ყოველ- 

თვის ერთ სიბრტყეში მოძრაობს. ამის 

დასამტკიცებლად საკმარისია | ვექტორი 

სკალარულად გავამრპვლოთ წერტილის 

რადიუსვექტორზე. გვექნება 

I, I)=(ILV, ი), ა» =#%(IV, II, ო. (12.16) 

შერეულ ნამრავლში შეგვიძლია ვექტო- 

რები ციკლურად გადავაადგილოთ, რის 
გამოც მივიღებთ 

  

# (LL, MI, უ=XV(ი, „),-)=0. (12,17) ნახ. 12 

მაშასადამე, 

(I, I0)=1.X+Iყ+:,4=9, (12,18) 

რადგან 1 მოძრაობის ინტეგრალია, თანახმად (12,12) ფორმულებისა, გვექნება 

4X--13ყ+ 02=0, (12,18') 

ეს კი სათავეზე გამავალი სიბრტყის განტოლებაა. ამგვარად, მივიღეთ მნიშვნელო– 

ვანი შედეგი, რომ ცენტრალური ძალების შემთხვევაში მოძრაობა ბრტყელია, ე. ი. 

ნაწილაკის ტრაექტორია ყოველთვის ერთ სიბრტყეში ძევს. 

დავაკავშიროთ იმპულსის მომენტის შენახვის კანონი ფართით სიჩქარესთან. 

ვექტორული ნამრავლის თვისებით რადიუსვექტორის მიერ შემოწერილი უსასრუ- 

ლოდ მცირე ძეა ფართის ვექტორი, რომლის მიმართულება განსაზღვრულია მარ- 
ჯვენა ბურღის წესით, ტოლი იქნება გამოსახულების (იხ. ნახ. 12) 
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ძ-=-- (I, ძI. (12,19) 

სიდიდეს 2 უწოდებენ ფართით სიჩქარეს. იგი ტოლია 
ჯ 

ია 1 
–=-–-(ხ 9). 12,20 7 2) ჩ) ( ) 

თუ გავიხსენებთ იმპულსის მომენტის განმარტებას, მივიღებთ 

ძი9 1 
დ 12,21 
ძე 97! ( ) 

ცენტრალური სიმეტრიის ველში მომენტი ინახება, ამიტომ 

ვ=-- #+00M3L- (12,22) 
2/ 

როცა ჯL=0, თუ §=0 მივიღებთ 

ვ=-L ჯ. (12,22”) 
ა7//! 

ამგვარად, ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობისა, წერტილის რადიუსვექ- 

ტორის მიერ შემოწერილი ფართი დროის პროპორციულია, ეს კანონი, რომელ- 
საც ადგილი აქვს ნებისმიერ ცენტრალური სიმეტრიის ველში, კერძო შემთხვევა- 

ში, პლანეტების მოძრაო„ისათვის აღმოჩენილი იყო კეპლერის მიერ. 

ენერგიის შენა"ვის კანონი. ენერგიის შენახვის კანონი ზემოთ გამოვიყვანეთ, 

მაგრამ ჩვენ მას განვიხილავთ ზოგად შემთხვევაში, როცა პოტენციალური ენერ- 

გია დროის ცხადი ფუნქციაა. სრული მექანიკური ენერგია, პოტენციალური ძალე– 

ბის შემთხვევაში, ტოლია 

8-"ვკწიდ ი. (12,23) 

ვიპოვოთ სრული წარმოებული დროთი 

ძ#L მის, /ი” · 
2“. ==, I) + LI. (12,24) ი ებ წვ 2”) 

ეს ტოლობა დავწეროთ შემდეგნაირად: 

25 991ე (დ, „.+97). (12,25) 
ძი იძ! მძ. 

ნიუტონის მეორე კანონის თანახმად ფრჩხილებში მოთავსებული ჯამი ნულის ტო– 

ლია და, მივიღებთ 
ი _ ძი. (12,26) 
"”" I 

თუ პოტენციალური ენერგია დროს ცხადად არ შეიცავს, ე. ი. 1-9, მაშინ, 

(12,26)-ის თანახმად, გვექნება 

- 

8=“-+მყCრ=თიისს, (12,27) 

ე. ი. ენერგიის შენახვის კანონი. 
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ამგვარად, მატერიალური წერტილისათვის საერთოდ გვაქვს შებდეგი შვიდი 

მოძრაობის ინტეგრალი: 

X#=060938ს, /#>+=-00ი5ს, #კ,ც=0008, /,=ლ003ხ, 

1:=06003,, (,=0009,, 7,=C0003სL. (12,28) 

განეიხილოთ თავისუფალი მატერიალური წერტილი. ადვილია ჩვენება, რომ 

მისთვის ყველა მოძრაობის ინტეგრალი დამოუკიდებელი არ იქნება. მართლაც, 

(12,27) შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ შემდეგნაირად: 

#8=9++ჩV+V#: 
C7//! 

აქედან ჩანს, რომ ოთხი მოძრაობის ინტეგრალი შებმულია ერთი პირობით. გარდა 
ამისა (12,16)-დან აშკარაა შემდეგი დამოკიდებულება (ვინაიდან IL 6): 

(I, 0ი)=1„ჩ.+1,ჩ,+L0,=0, (12,30) 

რაც საშუალებას გვაძლევს კიდევ ერთი ინტეგრალის სხვა ინტეგრალებით გამო- 
ხატვისა. ამგვარად, თავისუფალ ნაწილაკს ექნება მხოლოდ ხუთი დამოუკიდებელი 

მოძრაობის ინტეგრალი. 

მოჰრაობის ინტეგრალების მნიშვნელობაზე მოძრაობის ამოცანის ამოზსნისა- 

თვის არაერთხელ გვექნება საუბარი. ახლა კი აღვნიშნოთ, რომ მოძრაობის ინტეგ- 

რალების მოცემა ერთი ან რამდენიმე საწყისი პირობის მოცემის ტოლფასია. მაგა– 
ლითად, თუ გვაქვს ენერგიის ინტეგრალი, ეს იმას ნიშნავს, რომ მას დროის ყო- 

ეელ შემდგომ მომენტში იგივე მნიშვნელობა ექნება, რაც ჯ(=0 საწყის მომენტში. 

თუ (=0 მომენტში #=Lკ და წ= ჩე, მაშინ შეგვიძლია დავწეროთ 

(12,29) 

8-5 +0C), (12,31) 

საიდანაც შეგვიძლია ამოვხსნათ რომელიმე საწყისი კოორდინატი ანდა რომელიმე 

საწყისი სიჩქარე. 

§ 13, მატერიალური წერტილის ერთგანზომილებიანი 
მოძრაობა და ენერგიის ინტეგრალი 

განვიხილოთ მატერიალური წერტილის ერთგანზომილებიანი მოძრაობა ჯ ღერ- 

ძის გასწვრივ. ჩვენ ვაჩვენებთ, რომ ერთგანზომილებიანი მოძრაობა მნიშვნელ-ოვა– 

ნია იმ მხრივაც, რომ ენერგიის ინტეგრალის გამოყენებით, მოძრაობის განტოლე- 

ბის ამოხსნის გარეშე, შევძლებთ მოძრაობის განსაზღვრას, დავწეროთ ენერგიის 

ინტეგრალი ერთგანზომილებიანი მოძრაობისათვის 

ჯჯ? 
#=-2-+00ი =ლიი8L. (13,1) 

აქედან შეგვიძლია ამოვსსხათ ჯ. გვექნება 

:=V –(8- წთ). (13,2) 

საიდახაც ძი» 
(იL= .ჰ7”7-2 66 · (13,3) 

V “(8–-წთ) 
” 

4 ვ მამასახლისოეი, გ. ჭილაშვილი 49



ინტეგრაცია მოგვცემს , 

ი I. იX 
(= –. „აეასაეაეუეუღეღ|აეა„|ა».. 13,4) 

V 2 | I/ ხ– წთ ' 
VX· 

მოცემული LC) პოტენციალური ენერგიის დროს ამოვხსნით ინტეგრალს, რომე- 

ლიც Xჯ-ის ფუნქცია იქნება 
ჯ=დ(X). (13,5) 

ამ უკანასკნელიდან კი განვსაზღვრავთ ჯ, როგორც დროის ფუნქციას და ამით 

ამოცანა ამოხსნილია. აღვნიშნოთ, რომ განხილული შემთხვევა სავსებით ემთხვევა 

§ 9შმში განხლულ მოძრაობის მესამე 
შემთხვევას, როცა ძალა კოთრდინატის 

ფუნქცია იყო. 
ახლა გავაკეთოთ ზოგადი შენიშე- 

ნები ერთგანზომილებიანი მოძრაობის ამო– 

ცანის ირგვლივ. რადგან კინეტიკური ენერ- 
გია არსებითად დადებითი სიდიდეა, ამი- 

ტომ ნაწილაკის მოძრაობა დასაშვებია იმ 

არეში: #«ომლისთვისაც შესრულებულია 

პირობა 

IIIL4) 

     L>C005! 

  

–
 

  თ 
ეს 1 ა .. ჯ “2 =86-ყწCთ>90, (13,6) 

ნახ. 13 ე. ი. იმ არეში, რომელშიაც სრული 
ენერგიას პოტენციალურზე მეტია. ნახ. 

13-ზე მოცემული პოტენციალური ენერგიის შემთხვევაში მოძრაობისათვის დასა- 
შვები არეა X<X,; X>X, ხოლო ნაზ. 14-სათვის »X,ლX=X,. ამ ნახაზებზე პოტენ- 

ციალური ენერგიის გრაფიკების გარდა მო»ცემულია სრული ენერგიის შესაბამისი 

სწორებიც. ნათელია, რომ ნახ, 13–- 

ზე გამოხატული პოტენციალური სი 

ენერგიის შემთხვევში ნაწილაკი 

რომ X»=X=X, არეში მოხვდეს. I 

მისი სრული ენერგია ნაკლები უნდა 

იყოს პოტენციალურზე, ეს კი გვაძ- 
ლევს უარყოფით კინეტიკურ ენერ- 
გიას, რასაც აზრი არა აქვს. ამი- 

ტომ ნაწილაკისათვის აღნიშნულ 

არეში მოძრაობა აკრძალულია, X, 

და X, წერტილებში 8=VC) და ' 
ამიტომ კინეტიკური ენერგია და, 

მაშასადამე, სიჩქარეები ნულის ტო- 9 

ლია. ამ წერტილებს მობრუნების – ნახ, 14 

წერტილებს უწოდებენ. აშკარაა, 

რომ ეს წერტილები განისაზოვრება განტოლებით 

ჩ#=ხთ. ძ03,7) 
ნახ. 13-ზე გამოხატულ პოტენციალური ენერგიის მრუდს პოტენციალურ ჯებირს 

უწოდებენ, მის მაქსიმალურ Vკ მნიშვნელობას კი –– პოტენციალური ჯებირის სი- 
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მაღლეს. ნაწილაკს ჯებირის ერთი მხრიდან მეორეზე გადასვლა მხოლოდ და მხო- 
ლოდ მაშინ შეუძლია, როცა მისი სრული ენერგია მეტია ჯებირის სიმაღლეზე. 
ნახ. 14-ზე მოყვანილია პოტენციალური ჯებირის შებრუნებული შემთხვევა. მას 

ბპოტენციალურ ორმოს უწოდებენ. ამ შემთხვევაში ნაწილაკს შეუძლია უსასრუ- 
ლოდ დიდხანს იმოძრაოს X,X, არეში ისე, რომ მის გარეთ არ გამოვიდეს. აღსა- 
ნიშნავია, რომ მიზიდვის ყოველი პოტენციალური ენერგია შეგვიძლია წარმოვიდ- 

გინოთ გარკვეული პოტენციალური ორმოს სახით. 

როცა პოტენციალური ენერგია ისეთია, რომ მობრუნების წერტილები ან 

სულ არა გვაქვს, ან გვაქვს მხოლოდ ერთი, მაშინ ნაწილაკს შეუძლია უსასრუ- 

ლობაში წასვლა და მოძრაობა იქნება შემოუსაზღვრავი –– ინფინიტური. თუ გვაქვს 
ორი ისეთი მობრუნების წერტილი, რომელთა შორის დაცულია პირობა #>V, 

მაშინ მოძრაობა ხდება სასრულ არეში, ასეთ მოძრაობას ფინიტურს უწოდებენ. 

ვთქვათ, პოტენციალური ენერგია ნორმირებულია ისე, რომ ადგილი აქვს 

პირობას 

1100 V(X) =0, (13,3) 
I -თ 

მაშინ ადვილია დამტკიცება, რომ ფინიტური მოძრაობა დასაშვებია მხოლოდ #X<0 

შემთხვევაში. მართლაც, დავუშვათ, სრული ენერგია უარყოფითია და (13,1) გა- 

მოსახულებაში გადავიდეთ ზღვარზე, როცა ჯ– CC. მივიღებთ 

2 
0>8=%>. (13,9) 

ეს ფორმულა გვაჩვენებს, რომ კინეტიკური ენერგია უარყოფითია, რასაც აზრი 

არა აქვს. ამ წინააღმდეგობამდჯე მაგვიჟვანა X-ის მისწრაფებამ უსასრულობისაკენ. 

ამგვარად, #<0 დროს მოძრაობა მართლაც ფინიტურია,, 

განვიხილოთ პოტენციალურ ორმოში ნაწილაკის მოძრაობა, ცხადია, რომ 

ერთგანზომილებიანი ფინიტური მოქრაობა იქნება პერიოდული მოძრაობა. იმ 

დროს, რომელიც საჭიროა, რომ ნაწილაკი X, წერტილიდან ჯაში მივიდეს და შემ- 

დეგ ისევ X-ში დაბრუნდეს, ეუწოდოთ რხევის პერიოდი და აღვნიზნოთ 2”-თი. 
აშკარაა, რომ თანახმად (13,4) ფორმულისა, რხევის პერიოდისათვის გვექნება 

  + , (13,1თ 

ასლ / -»- წთ) 

ჩX” ღა ჯ. მობრუნების წერტილები; განისაზღვრება (13,7) განტოლებიდან, ე. ი. 

ფესვქვეშა გამოსახულების ნულთან. ტოლობიდან. 

განვიხილოთ მარტივი მაგალითი. ვიპოვოთ რხევის პერიოდი ნაწილაკისათ- 

ვის, რომელიც მოძრაობს პოტენციალურ ველზი 

„2 

ყი)=%., # =0008%, (13,11) 

მობრუნების წერტილები განისაზღვრება პირობიდან 

M 2, (13,129) 
2 
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ასე რომ, რხევის პერიოდისათვის გვექნება 

ს 2M/L 

7=2 | _ -. .. (13,13) 
_ ე 2 / 2 ( ჯ- M | 1 26/M | > 2 

ამ მარტივი ინტეგრალის ამოხსნის შემდეგ მივიღებთ 

?7=2» / +. (13,14) 

«-I/ - (13,15) 

უწოდებენ რხევის სიხშირეს. მაშასადამე, რხევის პერიოდი 

სიდიდეს 

ჯ=2%, 
ა 

საიდანაც მივიღებთ რხევის სიხშირის 

2X% 
ფ=–-– 13,16 » ( ) 

ცნობილ ფორმულას. 

ახლა ვიპოვოთ რხევადი ნაწილაკის კოორდინატის დროზე დამოკიდებულება. ამისათვის 

საკმარისია გამოვიყენოთ (13,4) ფორმულა (13,11) პოტენციალური ენერგიის შემთხვევაში. მარ- 

ტივი ინტეგრაციის ჩატარების შემდეგ წრე, 

XC) = => # ა ( / + (++, (13,17) 

სადაც თ მუდმივი განისაზღვრება V პირობით, კერძოდ, (13,4) ფორმულის თანახმად, როცა 
/=0, მაშინ X=Xე, ამიტომ 

( 
თ=ედლტ 8(ი / + %I. 13,186 

(I 26 ") იშიზ 
თუ გავითვალისწინებთ (13,15) ფორმულას, (13,17)-დან საბოლოოდ მივიღებთ 

XLC/)=ძ 5190 (თ/+თ), (13,19) 

ით= I + =#ოი> (13,20) 

ეწოდება რხევის ამპლიტუდა. რხევადი ნაწილაკის ეწერგიისათვის (13,20) ფორმულის დახმარე- 

ბით მივიღებთ ”C 

სადაც 

L7Xს 

6= 295 ა. (13,2))   

ე. ი. რხევის ენერგია დამოკიდებულია რხევის სიხშირესა და ამპლიტუდაზე, 

ძი



თავი III 

მატერიალურ წერტილთა სისტემის მექანიპა 

§ 14, ნაწილაკთა სისტემა და მისი დამახასიათებელი 

სიდიდეები 

გადავიდეთ ნაწილაკთა სისტემის შესწავლაზე, მოვიტანოთ რამდენიმე გან– 

მარტება. 

ურთიერთმოქმედ მატერიალურ წერტილთა ერთობლიობას ეწოდება მექანი- 
კური სისტემა, თუ თითოეული ნაწილაკის მოძრაობა დამოკიდებულია დანარჩენი 

ნაწილაკების მოძრაობაზე. 

როცა მექანიკური სისტემის ნაწილაკთა კოორდინატები და სიჩქარეები, 

დროის ნებისმიერ მომენტში, შეზღუდული არ არის, მაშინ ასეთ სისტემას თავი- 

სუფალს უწოდებენ. 
მექანიკურ სისტემას ეწოდება არათავისუფალი, როცა დროის ნებისმიერ 

მომენტში სისტემის ნაწილაკებს არ შეუძლიათ დაიკავონ ნებისმიერი მდებარეობა 
და მიიღონ სიჩქარეების ნებისმიერი მნიშვნელობანი. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ 

სისტემაზე დადებულია ბმები (შეზღუდვები) დ. სისტემის მატერიალურ წერტი- 

ლებს მოძრაობა შეუძლიათ მხოლოდ და მხოლოდ წინასწარ მოცემულ “ზედაჰპი- 

რებზე და მრუდებზე. მაგალითად, სამი მატერიალური ნაწილაკის სისტემა იქნება 

თავისუფალი, როცა ამ ნაწილაკების მოძრაობა სივრ, ე?ი ხდება მხოლოდ და მხო- 

ლოდ ურთიერთქმედების ძალების, ვთქვათ გრავიტაციული ძალების, გავლენით. 

თუ ამ სამ ნაწილაკზე დამატებით დადებულია შეზღუდვა, რომლის მიხედვით ისინი 

ყოველთვის წინასწარ განსაზღვრულ სიბრტყეზი უნდა მოძრაობდნენ, მაშინ ასეთი 

სისტემა არათავისუფალი იქნება. 

იმ დამოუკიდებელ პარამეტრთა რიცხვს, რომელიც განსაზღვრავს სისტემის 

მდებარეობას სივრცეში, უწოდებენ სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვს. 

თუ გვაქვს ერთი თავისუფალი ნაწილაკი, მაშინ აშკარაა, რომ მისი მდებარეობა 
სივრცეში განისაზღვრება სამი პარამეტრით, მაგალითად, მისი დეკარტის კოორ- 

დინატებით. საზოგადოდ V რაოდენობის მატერიალურ წერტილთა თავისუფალი 
სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი იქნება 3V. როცა ნაწილაკთა სისტემა 

ემორჩილება გარკვეულ ბმებს, მაშინ სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი 

ნაკლებია 3#-ზე. 

ის შედეგები, რაც ჩვენ მივიღეთ ერთი მ „ტერიალური წერტილისათვის. შე- 

გჭიძლია განვაზოგადოთ ნაწილაკთა სისტემისათვის ოღონდ საჭიროა შემოვიღოთ 
შიგა და გარე ძალების ცნება, შიგა ძალები ეწოდება იმ ძალებს, რომლებიც გა– 

მოწვეული არიან სისტემის მატერიალურ წერტილთა ურთიერთქმედებით. მაგალი - 
თად, სისტემის ჯ-ურ ნაწილაკზე იმოქმედებს ძალები, რომლებიც გაჩოწვეეული 
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იქნებიან დანარჩენი X –-1 ნაწილაკის მიერ. ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედი ძალა, რო- 

მელიც გამოწვეულია ჯ-ური ნაწილაკით, აღვნი+ნოთ წ,,-თი. აშკარაა, რომ ნიუ- 

ტონის მესამე კანონით 

L,,+ წ,, =0. (14,1) 

თუ მოვახდენთ ამ გამოსახულების აჯამვას ჯ და #-თი, გვექნება 

V M 
2, ა (I ,.+L,) =0- (14,2) – 
ჭ51 #51 

ამ ჯამში შედის წევრებიც #+=IL, რადგან ნაწილაკი თავის თავზე არ მოქმედებს 

LV +VM=0 და სათანადო წევრები სულ ერთია ნულის ტოლი იქნება. თუ მეორე 
წეერში X-ს შევცვლით §-თი და პირიქით, ამით ორმაგი ჯამის მნიშვნელობა არ 

შეიცვლება, შედეგად კი მივიღებთ. ლ 
2, წ.=9. (14,3) 
( 

(14,2) ან (14,3) გვიჩვენებს, რომ ყველა შიგა ძალის გეომეტრიული ჯამი ნულის 

სისტემის ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედი გარე ძალა ეწოდება ყველა იმ ძალას, 

რომელიც გამოწვეულია სხეულებით, რომლებიც სისტემას არ ეკუთვნიან. შიგა 
ძალებისაგან განსხვავების მიზნით ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედი გარე ძალა ს-ით 
აღვნიშნოთ. ცხადია, რომ სისტემის ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედი ძალა ტოლი იქნება 

შიგა და გარე ძალების ჯამისა. ამიტომ მოძრაობის განტოლებას სისტემის ჯ-ური 
ნაწილაკისათვის ექნება სახე 

თ-2ი L6; ც=I, 2,..., M), (014,4) 

სადაც L; არის ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედი ყველა გარე ძალის ჯამი. სულ გვექ- 

ნება XV ვექტორული განტოლება ან, თუ ყოველ მათგანს კოორდინატთა ღერძებ- 

ზე დავაგეგმილებთ, 3V# სკალარული განტო- 
ლება. ამოცანა დაიყვანება ამ განტოლებათა 

სისტემის ამოხსნაზე. ვინაიდან „(ყალკეული გან- 

„. ტოლება მეორე რიგისაა, ამიტომ სისტემის ამო- 
L. ხსნები შეიცავენ 6V განუსაზღვრელ მუდმივს, 

ე. ი. 

X,)=X, CI; თ რე... თ», 

ყ,=ყ, ((; C). Cა.· , Cა»), (14,5) 

2,=7, (I; თ. Cა..- , Cა»). 

სადაც 1=1, 2,... #. ამ მუდმივების განსაზღვ- 

რა შეიძლება საწყისი პირობების გამოყენებით. 

თუ საწყის მომენტში ჯ(=0 ცნობილია ყველა 

წერტილის მდებარეობის და სიჩქარის მნიშე- 
წაზხ. 15 ნელობები, მაშინ (14,5) ფორმულის გამოყენე- 

ბით მივიღებთ 6V პირობას, საიდანაც მო- 

იძებნება ყველა 0,, C,.-·-, C.» მუდმივი. 
სისტემის ინერციის ცენტრი, თუ გვაქვს M მატერიალურ ნაწილაკთა სის- 

ტემა, რომლის ჯ-ური ნაწილაკის რადიუსვექტორი სათავის მიმართ L,-ს ტოლია, 
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ხოლო მასა #,-ს, მაშინ სისტემის მასების ან ინერციის ცენტრი ეწოდება იმ C 
წერტილს, რომლის რადიუსვექტორი იმავე სათავის მიმართ განიმარტება ფორ- 
მულით 

ი,=>-IV, (14,6) 
“V!! 

აღვნიშნოთ IL. ვექტორის გეგმილები კოორდინატთა ღერძებზე X., X., 27--თი, 
მაშინ მასების ცენტრის კოორდინატები განისაზღვრება ფორმულებით: 

  

2თ.XI “VI 2M/2 
X-= „, წ-ლ=–-–- =>, რ-.=-“.. 14,7 

9 ათს ” ბათ, ” ჟუ”; ( ) 

გამოვიყვანოთ მასების ცენტრის მოძრაობის განტოლება. ამისათვის დ-ვწეროთ 

ჯური წერტილისათვის მოძრაობის განტოლება 

ძი ზი, +L, (14,8) 
ძი “ 

და ავჯამოთ ყველა ნაწილაკის მიმართ. ვინაიდან ყველა შიგა ძალის გეომეტრიუ- 

ლი ჯამი უდრის ნულს, ე. ი. 2)L+=0, გვექნება 
:"' 

ძი, 

ჯ 
ნ; (14,9) 

LL
4>
 

:L
44
> 

ძი რადგან ი, =M=7) ამიტომ მიღებული განტოლება ასე გადაიწერება: 

“პი L,=L" (14,9) კტლიბ! ' | 

სადაც L”=5%L;. თუ ამ ტოლობის მარცხენა მხარეს გავამრავლებთ და გავყოფთ 
სისტემის სრულ მასაზე MI ==» და გავიხსენებთ მასეCს ცენტრის განმა–-ტებას, 

მივიღებთ 
ი, , =L (14.12) 
ძე, 

მივიღეთ მასების ცენტრის მოძრაობის განტოლება, იგი გვიჩვენებს, რომ სისტემის 

მასების ცენტრი მოძრაობს ისე, როგორც იმოძრავებდა # მასის მქონე წერტილი 

ისეთი ძალის მო4მედების შედეგად, რომელიც უდრის სისტემაზე მოქმედი ყველა 

გარე ძალის გეომეტრიულ ჯამს. 

როცა სისტემა იზოლირებულია, ე. ი. როცა გარე ძალების ჯამი წ”=0, 

ნიუტონის (14,10) განტოლება მოგვცემს 

წ/ქ   

/ 15% ი, V.=ლ005ს (14,11) 
«I 

სადაც V,= 9 ინერციის ცენტრის სიჩქარეა. 

მივიღეთ მეტად მნიშვნელოვანი შედეგი. ჯერ ერთი, (14,10) განტოლება გვი- 

ჩვენებს, რომ ინერციის ცენტრის მოძრაობაში არავითთარ როლს არ ასრულებს 

სისტემის შიგა ძალები, მისი მოძრაობა განპირობებულია მხოლოდ და მხოლოდ 
გარე ძალებით. მეორე, როცა გარეშე ძალები არ მოქმედებენ, ინერციის ცენტრი 

ნა



მოძრაობს სწორხაზოვნად და თანაბრად. აქედან წარმოდგება სწორედ მისი სახელ– 

წოდებაც. 
ინერციის ცენტრის ის თვისება, რომ იზოლირებული სისტემის შემთხვევაში 

იგი უძრავია ანდა მოძრაობს თანაბარსწორხაზოვნად, შეგვიძლია გამოვიყენოთ 

ათვლის სისტემის ასარჩევად. მართლაც, ჩვენ შეგვიძლია განვიხილოთ ისეთი ათვ- 

ლის სისტემა, რომლის სათავე სისტემის ინერციის ცენტრს ემთხვევა. ასეთ ათვ- 

ლით სისტემას ინერციის ცენტრის სისტემას უწოდებენ. 

ჯ-ური ნაწილაკის რადიუსვექტორი სისტემის ინერციის ცენტრის მიმართ 

აღვნიშნოთ L;7-ით, ხოლო რაიმე უძრავი წერტილის მიმართ L,-თ. ამ უძრავ ათვ- 

ლის სისტემას ხშირად ლაბორატორიულ სისტემასაც უწოდებენ, მაშინ გვექნება 

L= ს-ს. (14,11” 

ეს ტოლობა გავამრავლოთ 1ჯ-ზე და ავჯამოთ ყველა ნაწილაკის მიმართ. მივიღებთ 

26 = 290 %- (2) Mა. (14,12) 

(14,6) განმარტების გათვალისწინებით გვექნება 

2 L1=0. (14.13) 

მიღებული ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ ჩვენ გვქონია მხოლოდ M – 1 

დამოუკიდებელი რადიუსვექტორი, ამიტომ ინერციის ცენტრის სისტემაზე გადა– 

სვლით სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი სამით მცირდება. აშკარაა, 
რომ ამ სისტემაში ნულია LM. ვექტორიც, ე. ი. 

გეი =9. (14,14) 

(ეს კი იგივე (14,13) ტოლობაა, რადგან ინერციის ცენტრზე გადასვლით L,= LI). 
ჩვენ აღვნიშნეთ, რომ იზოლირებული სისტემის ინერციის ცენტრი მოძრაობს ინერ– 

ციით, ამიტომ ეს მოძრაობა არავითარ ინტერესს არ იწვევს; ჩვენთვის უფრო 

საინტერესოა სისტემის ნაწილაკების ფარდობითი მოძრაობა ინერციის ცენტრის 

მიმართ. ამიტომ ხშირად საჭიროა ინერციის ცენტრის მოძრაობის გამოყოფა. ეს 

შეგვიძლია მოვახერხოთ ე- წ. იაკობის კოორდინატების შემოღებით. ამ კოორდი- 

ნატებს აქვთ სახე: 

მ, 
0ი=-.,– წ 

ე 

__ 90ბ1I, +913 
ხვ, 

»1) + 13 

M1, 1) + 12 1ე + 13 1ე 
=-+-0::.2ბე!'”, ი 

გ 21) + 71ე-L #M/ვ (14,15) 

_ ისე +7ასა+. +Mჩწ 
____-_-+ვ6ა6მმმ 6 

თბ, L 919 +. .·-+- 2 

_ ოს 1-ს L...+ „წ ს 
=წააბე :!პშ.ი. 

ს + Mბგ+...1- თბ,



ეს გარდაქმნა ორთოგონალურია, მისი დეტერმინანტი ერთის ტოლია. ამ კოორ- 
დინატების აგების ფიზიკური შინაარსი გასაგებია. ჩვენ შემოგვაქვს X ნაწილაკის 
მასების ცენტრის რადიუსვექტორი და V – 1 ნაწილაკის მასების ცენტრისა და 
მე-M ნაწილაკის ფარდობითი რადიუსვექტორი, XV – 2 ნაწილაკის მასების („ცენ- 
ტრისა და მე-(# –- 1) ნაწილაკის ფარდობითი რადიუსეექტორი და ა. შ. 

მაგალითად, ორი ნაწილაკისათვის გვექნება: 

%=% – M, (14,16) 
ი,=2) 3995; 

#7 
სამისათვის კი- 0,=”–რ. 10% 

,= 90+XM_ „. (14,1ი 
თ1,+ #3 

ი.=M,= მმ, წე + MM + ხე წე 

VI, + MI + ვ 

ჩვენ შეგვიძლია ვი'ოვოთ შებრუნებული გარდაქმნის ფორმულებიც, ე. ი. როცა 

0 ვექტორებით განსაზღვრული იქნება L ვექტორები, მაგალითად, სამი ნაწილაკი- 

საგან შედგენილი სისტემისათვის მთდებთ: 

  

  

1 = 0,+ +ი0ი0კ. 
, ი რ უა · 

„ შ' 0, + 3 თ+0» (14,18) 
7) + 13 

MI, -L 
წონ=--1.- 5 . ე ლ 0ვ-+0ე 

ს. 
დოც II =M, + 8 + ვ 

წარმოადგენს სისტემის სრულ მასას. ორი ნაწილაკის შემთხვევაში სიმძიმის ცენ- 

ტრის მოძრაობის გამოყოფის საკითხს მომავალში ჩვენ კიდევ შევეხებით, ამასთან 

უფრო დაწვრილებით. 

§ 16. მექანიაური სისტემის იმპულსი, მომენტი და ენერგია 

შემოვიღოთ ნაწილაკთა სისტემის დამახასიათებელი დინამიკური სიდიდეები: 

იმპულსი, იმპულსისა და ძალის მომენტები და ენერგია. 

სისტემის იმპულსი. სისტემის სრული იმპულსი ეწოდება (ცალკეულ ნაწი- 

ლაკთა იმპულსის ვექტორების ჯამს, ე. ი. 

M 

ხნ= ბ, (15,1) 

(51 

თუ გადავალთ ინერციის ცენტრის რადიუსვექტორზე, მივიღებთ 

_ ი _ ს -%_ 
წ-ა #,= 7/ V =VV,ა, (15,?)   

სადაც V,.- 2 ინერციის ცენტრის სიჩქარეა. 

ხ?



აშკარაა, რომ 

  ს 9 (15,3) 
ი! იჯ? 

როცა სისტემა იხოლირებულია, ყველა გარე ძალის ჯამი L7=0, და 

ნ =ლიიივს, (15,4) 

ე. ი. სისტემის სრული იმპულსი მოძრაობის ინტეგრალია. მივიღეთ, რომ იზოლი– 

რებული სისტემის ყველა წერტილის იმპულსთა გეომეტრიული ჯამი მუდმივი სი- 
დიდეა. ამაში მდგომარეობს იმპულსის შენახვის კანონი. 

სისტემის იმპულსის მომენტი. სისტემის იმპულსის მომენტი ეწოდება გამო- 
სახულებას 

» 
L=% I, ნ), (15,5) 

51 

რომელიც წარმოადგენს ცალკეულ ნაწილაკთა იმპულსის მომენტთა გეომეტრიულ 

ჯამს. ავიღოთ L-ის სრული წარმოებული დროით 

იL · · 
აწი +2 ნი ნი. (15,6) 

პირველი წევრი ნულია, რადგან L, და წ, პარალელური ვექტორებია, მეორე წევრ- 

ში დნ,-ის მნიშვნელობა შევიტანოთ (14,4) მოძრაობის განტოლებიდან, მაშინ მი- 
ვიღებთ 

იL LI ” 

== 3 მა წა)+ ბ, Iს, I). 15,7 2 2 ი! 2 ს !', (15,7) 

აქ 
M;=IL, LI) (15,8) 

წარმოადგენს ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედი გარე ძალის მომენტს, ხოლო 

M”=V%V I; (15,9) > 
იქნება სისტემის ყველა გარე ძალის მომენტთა ჯამი. 

განვიხილოთ (15,7)-ის პირველი წევრი. იგი რომ მოისპოს, საჭიროა, გარდა 

ნიუტონის მესამე კანონის მოქმედებისა, შიგა ძალები მიმართული იყოს ნაწილაკ– 

თა შემაერთებელი ხაზის გასწვრივ. რადგან ჯ და ღებულობენ ერთსა და იმავე 

მნიშვნელობას #. #=1, 2, 3 ...#, ფორმულაში შემავალ ორმაგ ჯამში წყვილ- 

წყვილად შეგვზვდება შემდეგი წევრები: 

II, წ) +IL LV, (15,10) 

რომლებიც ნიუტონის მესამე კანონის თანახმად (წ, = -–- წ,,) ასე გადაიწერება: 

I-ს წ.) (15,11) 

რადგან IL, –– I, ვექტორის მიმართულება ემთხვევა წ,,-ს მიმართულებას, ამიტომ 
(15,11) გამოსახულება ნულის ტოლია და მასთან ერთად ნული იქნება (15,7)-ის 

პირველი წევრიც მარჯვენა მხარეში. ამგვარად დაგვრჩება 

ძL _ „, 05,12) 
ძი



სადაც MX”, როგორც აღვნიშნეთ, წარმოადგენს გარეშე ძალების სრულ მომენტს 

რაიმე წერტილის მიმართ. როცა სისტემა იზოლირებულია ანდა, როცა სხვა რაიმე 

მიზეზით M”=0, მივიღებთ 

L = 00M5წ, (15,13) 

რაც გამოხატავს სისტემის იმპულსის მომენტის მუდმივობის კანონს. ამრიგად, 

მივიღეთ, რომ როცა სისტემა იზოლირებულია, ყველა წერტილის იმპულსთა მო- 

მენტის გეომეტრიული ჯამი მუდმივი სიდიდეა. 

ჩვენს მიერ განხილული იმპულსის მომენტი საზოგადოდ დამოკიდებულია 

წერტილის არჩევაზე. ხშირად კი მიზანშეწონილია ამ ნებისმიერობის გამორიცხვა. 

ჩეენ ვაჩვენებთ, რომ ამის მიღწევა შეიძლება ინერციის ცენტრის სისტემაზე გადა- 

სვლით. გამოვიყენოთ (14,117) დამოკიდებულება 

, ”=%M+ჩ,, 05,14) 
სადაც დ, და :; 1-ური წერტილის რადიუსვექტორებია, სათანადოდ, ლაბორატო- 

რიული და ინერციის ცენტრის სისტემების მიმ.რთ. ამ ტოლობიდან აშკარაა, რომ 

სათანადო სიჩქარეებს შორის გვაქვს კავშირი 

V,=V;+V-. (15,15) 

აჭ V, არის ინერციის ცენტრის სიჩქარე ლაბორატორიულ სისტემაში. სისტემის 

იმპულსის მომენტისათვის უძრავი წერტილის მიმართ გეექნება 

L=3C,+ჩ. ი (V/+Vა1)= 2)I-, VI VI+ 
I ( 

+ 3 IV IV + 2)1წ>თ VI + 2 (ჩა ჯა VაI. (15,16) 

ეს გამოსახულება შემდეგნაირად გადავწეროთ: 

L-> Iს თ VI+ 2 ჩი MVI+. ბეთი V I+ 

+ წი 32 Mი 1. (15,17) 
ძ| “ 

თანახმად (14,131) ფორმულისა. ამ გამოსახულების ბოლო ორი წევრი ნულის ტო- 

ლია; მაშასადამე, 

L=(L,, ჩ)+%Lი. იე. (15.18) 

აქ =1I1IV,, ხოლო ?; წერტილის იმპჰულსია მასების ცენტრის სისტემაში. წარ- 

მოვიდგინოთ, თითქოს შეწყდა წერტილების მოძრაობა მასების ცენტრის მიმართ, 

ე. ი. ნ;=0, მაშინ ყველა წერტილი იმოძრავებს სიმძიმი“ ცენტრთან ერთად V, 

სიჩქარით. ამ შემთხვევაში მთელი სისტემის იმპულსი, ცხადია, იქნება ჰX 7; V-= 

= MV.. ვუწოდოთ ასეთ მოძრაობას სისტემის როგორც მთლიანის მოძრაობა. 

(15,18) ფორმულა გვიჩვენებს, რომ სისტემის იმპულსის მომენტი შედგება ორი 

წევრისაგან. პირველი წევრი წარმოადგენს სისტემის როგორც მთლიანის იმპულ- 

სის მომენტს რაიმე უძრავი ცენტრის მიმართ. მეორე წევრი კი გამოხატავს სის- 

ტემის ნაწილაკების ფარდობითი მოძრაობის იმპულსის მომენტს ინერციის ცენტ- 

რის მიმართ. მას სისტემის საკუთარი მომენტი ეწოდება. აშკარაა, რომ პირველი 

წევრის გამო L დამოკიდებულია ცენტრის არჩევაზე. როცა ს.=0, ე. ი. როცა 

ნყ



გადავალთ ინერციის ცენტრის სისტემაზე, სისტემის იმპულსის მომენტი მხოლოდ 

ფარდობითი მოძრაობის იმპულსის მომენტის ტოლია. 

ენერგია. კენიგის დებულება, სისტემის კინეტიკური ენერგია ლაბორატო- 
რიულ სისტემაში ტოლია სიდიდის 

1 · 
= 2. 7-- ბ 241 I; (15,19) 

ისევე როგორც მომენტი, კინეტიკური ენერგიაც შეგვიძლია გამოვხატოთ თორი წევ– 

რით, რომელთაგან ერთი იქნება სისტემის როგორც მთლიანის კინეტიკური ენერ- 

გია, მეორე კი –– ფარდობითი მოძრაობის კინეტიკური ენერგია, შემოვიღოთ ინერ- 

ციის ცენტრი, მაშინ V„=V;,+V, და კინეტიკური ენერგიისათვის გვაქვს 

7= +1% ს, (+Vაბ=-- 13ეთIVI+ – 3, თ: VI+ (V-, 3) VII , (15,20) 

ბოლო წევრი ნულის ტოლია. მართლაც, 

, ძ , (V> 1”: VI) = (V> > თ,M)=9, (15,21) 

რამდენადაც თანახმად (14,13) ფორმულისა 2,969. ამგვარად, 

_ MV: 1 # ჯX=“-5+ > პა თV (15,22) 

ეს ფორმულა გამოხატავს კენიგის დებულების შინაარსს. თუ გადავალთ ინერციის 
ცენტრის სისტემაზე, მაშინ V.==0, და დაგვრჩება მხოლოდ ფარდობითი მოძრაო–- 

ბის კინეტიკური ენერგია 
1ლძ „გ 2=--2, XV; (15,23) 

ახლა განვიხილოთ სისტემის პოტენციალური ენერგია. განსაკუთრებით მნი- 
“ძვნელოვანია შემთხვევა, როცა როგორც შიგა ისე გარე ძალებს გააჩნიათ პოტენ– 

ციალი. # და #7; ნაწილაკების ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგია აღენიშ- 

ნოთ VIIM(CI, L,). ურთიერთქმედების ეს პოტენციალური ენერგია დამოკიდებული 

იქნება ჯდა; ნაწილაკების რადიუსვექტორებზე. ცხადია, რომ XL ტოლი იქნება 

სთM-სი გარდა ამისა, რადგან ნაწილაკი თავისთავზე არ მოქმედებს, უნდა მივი- 

ღოთ, რომ ყV,,=0. როგორც ვიცით, ს,, ძალა V,, პოტენციალურ ენერგიასთან 

დაკავშირებული იქნება შემდეგი. ფორმულით: 

L,ა=--V,V, (15,24) 

სადაც დ,=-2?. არის გრადიენტი ჯ-ური ნაწილაკის კოორდინატების მიხედვით, 
ძ;, 

ე. ი. V,= (> , 90. 9. .· ისევე როგორც ნიუტონის მესამე კანონის განხილ–- 
ძXI მყ, 02, 

ვის დროს ვაჩვენეთ, სივრცის ერთგვაროვნებისა და იზოტროპიულობის და დროის 

ერთგვაროვნების გამო, იზოლირებული სისტემის ნაწილაკთა ურთიერთქმედების 

პოტენციალური ენერგია ფუნქცია იქნება არა ცალკეული L, და IL რადიუსვექ– 
ტორებისა, არამედ მათი სხვაობის აბსოლუტური მნიშვნელობისა #,=| I, –– IL ს 

ე. 9. 

V,LI=VILCI I – IV I). (15,25) 
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პოტენციალური ენერგიის კოორდინატებზე ასეთი დამოკიდებულება უზრუნველ- 
ყოფს ნიუტონის მესამე კანონის სამართლიანობას 

I,ალ=--V V,,=VIVIL=- წ. (15,26) 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ უზრუნველყოფილი იქნება იზოლირებული სისტემის 

შენახვის კანონები, რამდენადაც შიგა ძალების საჯამო ურთიერთქმედება ნულზე 

დაიყვანება. 

რადგან § და X ნაწილაკების ურთიერთქმედების როგორც ძალა, ისე პოტენ- 
ციალური ენერგია ფუნქციაა მხოლოდ IL,ჯ-სი, ამიტომ სნ,»(,,,) ძალა შეიძლება 

გამოვხატოთ ფორმულითაც 

ნ,.C,))=-- VI )IMVCII), (15,27) 

სადაც V,,= 2 არის გრადიენტი IL, ფარდობითი რადიუსვექტორის კოორდი- 
#L 

ნატების მიხედვით. 

ამგვარად, სისტემის ნაწილაკების ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერ- 

გია შეგვიძლია განვიხილოთ შემდეგი ჯამის სახით: 

1 V“V 

2 უმი(((- რი (15,28) 
«I 

ჯამის წინ ნახევარი შემოღებულია იმისათვის რომ ურთიერთქმედებაში (C;, X) 

წყვილი მხოლოდ ერთხელ ჩაითვალოს (V,= VIII). ეს ჯამი ასეც შეგვიძლია წარ- 

მოვადგინოთ: 
M 

2 VI). (15,29) 
(>M=1 

ორივე ეს ჩაწერა ერთმანეთის ეკვივალენტურია. თუ ახლა ცალკეული ნაწილაკის 

პოტენციალურ ენერგიას გარეშე ველში აღვნიშნავთ VI, (,, 1)-თი, მაშინ სისტემის 

სრული პოტენციალური ენერგია ტოლი იქნება გამოხატულების 

V= XV, რი 0++ 12 > X მიი). (15,30) 
რ ლ 

სისტემის სრული მექანიკური ენერგია კი განისაზღვრება ფორმულით 

1 - C 1 
ს=- ბი, + 2თC0 0+--– 2, მითი. (15,31) 

25 151 2,5 

ადვილია ჩეენება, რომ იზოლირებული სისტემისათვის ადგილი ექნება ენერგიის 

იX 
« გვექნება 

თი 
  შენახვის კანონს. ამისათვის ვიპოვოთ 

> მთ, = 2 თ. ხი იჯალ თ +2) (V, თს, +0+ 
” + რ1წძL 

+ – 1 წინის MI). (95,32) 
(ლ. 
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გარდაექმნათ ბოლო წევრი, რადგან ორმაგი ჯამის მნიშვნელობა არ შეიცვლება 

§=X შეცვლის დროს და V,ჯ= VI, ამიტომ მილით 

1 · 
–_ 72. II სი ს.) = 22 (ი ხს ს) 22. (V,, 0, „I)= 

=ს წას 5)=- 3?) (წი წ): (25,33) 
”L (” 

მაშასადამე, (25,32) გამოსახულება მიიღებს სახეს 

ძV მს. 
(-, (XI, ხ-ს 2I))+ => (სც უა“ 3 

სადაც წ;= -–-V,;V, სისტემის ჯ-ურ ი ნწილარე მოქმედი გარე ძალაა. თუ გავი- 
თვალისწინებთ (14,4) მოძრაობის განტოლებას, საბოლოოდ გვექნება 

(25,34) 

7, » : ის. დ (იიი , (25,35) 
ი ძმ! (51 

ენერგიის შენახვისათვის საჭიროა ამ გამოსახულების მარჯეენა მხარე ნულის ტოლი 

იყოს. ამისათვის კი აუცილებელია ნაწილაკთა სისტემა იყოს იზოლირებული ან 

გარე ძალებით გამოწვეული ურთიერთქმედება დროზე ცხადად არ იყოს დამოკი- 

დებული, ე. ი. VI=VII I). 
აღსანიშნავია, რომ სისტემისათვის იგივე შენახვის, კანონები გვაქვს, რაც 

ერთი ნაწილაკის შემთხვევაში, სახელდობრ, ენერგიის იმპულსისა და იმპულსის 

მომენტის. მაგრამ სისტემის შემთხვევაში მოძრაობის ინტეგრალთა რიცხვი საზო- 

გადოდ “შვიდზე მეტია. კერძოდ, ჩეენ შემდგომში დავ:მტკიცებთ, რომ თუ სის- 
ტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი „-ის ტოლია, მაშინ მას ექნება (2# -– 1) 

დამოუკიდებელი მოძრაობის ინტეგრალი. მაგრამ ამ მოძრაობის ინტეგრალებიდან 

ყველას ერთი და იგივე პრაქტიკული მნიშვნელობა როდი აქვს. განსაკუთრებული 

მნიშვნელობა აქვს ჩვენ მიერ განხილულ შვიდი მოძრაობის ინტეგრალს, რომელ- 
თა ძირითად თვისებას ადიტიურობის თვისება წარმოადგენს, ადიტიურობა ნიშნავს 

შემდეგს: მოძრაობის ინტეგრალთა მნიშვნელობა სისტემისათვის, რომელიც შედ- 
გება არაურთიერთმოქმედი ქვესისტემებისაგან, წარმოადგენს ცალკეული ქვესისტე- 
მის შესაბამისი მოძრაობის ინტეგრალთა ჯამს. 

§ 10. ბმები და რეაქციის ძალები 

წინა პარაგრაფში აღვნიშნეთ, რომ სისტემის მოძრაობის შესასწავლად საჭი- 

როა ამოვხსნათ მოძრაობის განტოლებათა სისტემა 

თ,((= 9, ს,+წ/. (16,1) 
#” 

ამ სისტემის ამოხსნით ვიპოვით ყველა რადიუსვექტორს, როგორც დროის ფუნქ- 

ციებს 
L=V() (2=1, 2,... V) (16,2) 

მაგრამ ასე მარტივად საქმე მხოლოდ თავისუფალ ნაწილაკთა სისტემისათვისა 

გვაქვს. 
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იმ პირობებს, რომლებიც ზღუდავენ ნაწილაკის მოძრაობას, უწოდებენ ბმებს, 
ამასთან შეზღუდვა შეიძლება დაედოს როგორც კოორდინატებს, ისე სიჩქარეებს. 

ბმები ანალიზურად გამოიხატებიან გარკვეული ალგებრული ან დიფერენციალური 

განტოლების სახით. ჰერცის ტერმინოლოგიით არჩევენ ორი ტიპის ბმას: ჰოლო- 

ნომურსა და არაჰოლონომურს. ჰოლონომური ბმები ზღუდავენ კოორდინატებს, 

ამიტომ მათ გეომეტრიულ ბმებსაც უწოდებენ. გეომეტრიული ბმების განტოლე- 

ბას აქვს სახე 
#Cც ლ... L,)=–0, (16,3) 

ამ ბმას, რადგან იგი დროზე ცხადად არაა დამოკიდებული, უწოდებენ სტაციონა- 

რულ გზეომეტრიულ ბმას. არასტაციონარული ბმის განტოლება კი შეგვიძლია ჩა- 

ვწეროთ შემდეგნაირად: 

#(რი ლა,-- წ; (1=0. (16,4) 

არაჰოლონომური ბმების დროს ბმების განტოლებას, ზოგად შემთხვევაში, აქვს 

დიფერენციალურა განტოლების სახე, რადგან ამ დროს შეზღუდვა ედება სიჩქა– 

რეებსაც. არსებობს ისეთი არაპჰოლონომური ბმებიც, რომელთა ჩაწერა მათემატი- 
კურად შეუძლებელია. ბმების მაგალითები პრაქტიკამი უამრავი გვხვდება. სტა- 

ციონარული გეომეტრიული ბმა გვექნება, მაგალითად, როცა ნაწილაკი მოძრაობს 

უცვლელრადიუსიანი სფეროს ზედაპირზე (მაგალითად, დედამიწის ზედაპირზე მოძ- 
რავი სხეულისათვის). არასტაციონარული იქნება ბმა იმ შემთხვევაში, თუ სფეროს 
რადიუსი თანდათან იცვლება, მაგალითად, საპნის ბუშტის ზედაპირზე მოძრავი 

ნაწილაკი და სხვა. 

ნათელია, რომ ბმების შემთხვევაში სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რი- 

ცხვი ნაკლებია 3X-ზე. განვიხილოთ ბმების შემთხვევაში თავისუფლების ხარისხთა 

რიცხვის განსაზღვრის მაგალითები. ეთქვათ, გვაქვს ორი ნაწილაკი, რომლებიც 
ერთმანეთთან დაკავშირებული არიან ისე, რომ მანძილი მათ შორის უცვლელი 
რჩება. მაშინ ამ სისტემის ექვს კოორდინატს დაედება ერთი პირობა 

(წ, –– L)?=0'. (16,5) 

ამ შემთხვევაში გეომეტრიული ბმა განისაზღვრება განტოლებით 

#C ა +ა3=(6 – ს)?-– ი1=0, (16,6) 

თ მანძილია ნაწილაკთა შორის. მაშასადამე, დეკარტის ყველა კოორდინატი დამო- 

უკიდებელი არაა, მათზე დადებულია ერთი ბმა, ამიტომ დამოუკიდებელი იქნება 

მხოლოდ ხუთი კოორდინატი (რამდენადაც (16,6)-დან ყოველთვის განისაზღვრება 
ერთი რომელიმე კოორდინატი დანარჩენი ხუთის საშუალებით). ამგვარად, ორი 
ერთმანეთთან უცვლელი მანძილით დაკავშირებული ნაწილაკთა სისტემის თავი– 

სუფლების ხარისხთა რიცხვი ხუთის ტოლია. 

ახლა, ვთქვათ, გვაქვს სისტემა, შემდგარი ისეთი სამი ნაწილაკისაგან, რომ- 

ლებიც მოთავსებულია უცვლელი სიდიდის გვერდების მქონე სამკუთხედის წვე- 
როებში (ნახ. 16). ცხადია, რომ ასეთ სისტემაზე დადებული იქნება სამი ბმა: 

(ს – ნ) –- %=0, 

(წ, –– (ე)? –– ჩე =0, (16,7) 

(წ –– ნე) –– წვა=0. 

მაშასადამე, ამ შემთხვევაში დამოუკიდებელი იქნება მხოლოდ ექვსი კოორდი- 
ნატი. 

ყე



რადგან არადეფორმირებადი მყარი სხეულის მდებარეობა სივრცეში ხასიათ- 
დება სამი ისეთი წერტილით, რომლებიც ერთ სწორზე არ მდებარეობენ, ამიტომ 
სსა ფალი მყარი სხეულის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი ექვსის ტოლი 
იქნება. 

არჩევენ აგრეთვე ორმხრივ და ცალმხრივ ბმებს. თუ ბმა გამოიხატება ტო- 
ლობით, მაშინ მას ორმხრივს უწოდებენ, ხოლო თუ იგი გამოიხატება უტოლო- 
ბით, მაშინ –– ცალმხრივს. ნაწილაკთა სისტემის შემთხვევაში, თუ მასზე რაღაცა 
ბმებია დადებული, თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი ყოველთვის ნაკლებია 3X-ზე, 
სიმარტივისათვის განვიხილოთ ორმხრივი, ჰოლონომური და სტაციონარული ბმე– 
ბი. ვთქვათ, მათი რიცხვი არის ქ. ბმების განტოლებები დაიწერება ასე: 

#(რს Iვ,--» წ„)=0, 

#/. ლი I.·., წ,)=0, (16,8) 

#0 ს-.--, წ,)=–0. 

ამ შემთხვევაში სისტემის წერტილთა კოორდინატები როდია დამოუკიდებელი. 

ახლა უკვე სისტემის მდებარეობის განსაზღვრისათვის საკმარისია ვიცოდეთ 3M–-ჯ 
კოორდინატი, რადგან დანარჩენი კ კო- 

ორდინატი მოიძებნება ბმათა (16,8) გან- 
ტოლებებიდან მაშასადამე, სისტემის თა- 

ვისუფლების ხარისხთა რიცხვი == 37 –- ). 
ცხადია, რომ როცა 1=3XV, მაშინ სის- 

ტემის წერტილები უძრავია, რადგან ყო- 

ველ კოორდინატს შეესაბამება მხოლოდ 
ერთადერთი მნიშვნელობა, რომელიც) გა- 

ნისაზღვრება ბმათა განტოლებებიდან. 
არათავისუფალი სისტემის მოძრაო- 

ბის განსაზღვრა რთულ ამოცანას წარ- 

მოადგენს, რადგან (16,1) განტოლებათა 
სისტემა უნდა ამოიხსნას (16,8) ბმის განტოლებებთან ერთად. 

რეაქციის ძალები, იბადება კითხვა როგორ გამოვიყენოთ არათავისუფალი 
სისტემის სემთხვევაში ის კანონები, რომელიც ჩვენ გამოვიყვანეთ თავისუფალი 
სისტემისათვის ან, სხვანაირად რომ ვთქვათ, რა პირობებში შეიძლება არ გავი- 
თვალისწინოთ ბმების განტოლებები. ვინაიდან გვაქვს როგორც მოძრაობის, 
ისე ბმების განტოლებები, ამიტომ თუ გვინდა უკანასკნელნი გამოვრიცხოთ, 
საჭიროა მოძრაობის განტოლებები რაღაცნაირად შევცვალოთ. ეგრეთ წოდებული 
რეაქციის პრინციპის ძალით ყოველი ბმა შეიძლება შეიცვალოს სათანადო ძალით, 
რომელსაც რეაქციის ძალას უწოდებენ. მოყვანილი პრინციპი გულისხმობს, რომ 

ყოველი ბმის როლი იმაში გამოიხატება, რომ ის გარკვეული ძალით, მოქმედებს 
სისტემის წერტილზე. მაშასადამე, ჩვენ შეგვიძლია ბმა აღარ გავითვალისწინოთ, 

სამაგიეროდ მოძრაობის განტოლებებში დამატებით შემოვიღოთ ბმის რეაქციის 
ძალები. თანახმად ზემონათქვამისა, მოძრაობის განტოლებები ახლა მიიღებენ შემ- 
დეგ სახეს: 

  

ნახ. 16 

თ, CI -ნ,+0, (§=1, 2,..., X). (16,9) 
ძ/



აქ LL, წერტილზე უშუალოდ მოქმედი ყველა ძალის ტოლქმედია (როგორც შიგა, 
ისე გარე), ხოლო IL, –– რეაქციის ძალა. აღსანიშნავია, რომ IL, რეაქციის ძალები 

უცნობია, ხშირად ისინი დამოკიდებელია თვით წერტილების მოძრაობაზე. ამი- 

ტომ რეაქციის ძალების შემოტანა თავისთავად ამოცანას არ ამარტივებს, მაგრამ, 

როგორც ქვემოთ დავინახავთ, მექანიკა ისე შეიძლება ჩამოვაყალიბოთ, რომ მოძ- 

რაობის განტოლებები არ შეიცავდეს რეაქციის ძალებს. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ნიუტონის ძალას, რომელიც დაკავშირებულია 

ნაწილაკთა ურთიერთქმედებასთან, უწოდებენ აქტიურ ძალას, ყველა სხვა ძალას 
კი, ბმის რეაქციის ძალებთან ერთად, -–– პასიურ ძალებს. 

ნ. ვ. მამასახლისოეი, გ. ჭილაშვილი



თავის 

შესაძლო გადაადგილების პრინციპი და 
ლაგბგრანქის განტოლებები 

მექანიკური სისტემის შესაბამისი ნი-ტონის მოძრაობის განტოლებათა სის- 

ტემის ამოხსნა რთულდება განსაკუთრებით იმ შემთხვევაში: როცა სისტემაზე 

დადებულია ბმები. 

ბმების შემთხვევაში ყველა რადიუსვექტორი აღარ არის დამოუკიდებელი, 

ამიტომ მოძრაობის საპოვნელად საქიროა ნიუტონის განტოლებათა სისტემა ამო- 

იხსნას ბმების განტოლებებთან ერთად, რაც ხშირად პრაქტიკულად გადაუჭრელ 

სიძნელეებს აწყდება. 

ლაგრანუჟმა მოახერხა ნაწილაკთა სისტემის ისეთნაირად დახასიათება, როდე- 

საც მოძრაობის განტოლებებიდან გამორიცხულია ბმის რეაქციის ძალები და გან- 

ტოლება შეიცავს იმდენ დამოუკიდებელ კოორდინატს, რამდენიცაა სისტემის თა- 

ვისუფლების ხარისხთა რიცხვი. 

§ 17. განზობადებული კოორდინაბებგი 

როგორც ზემოთ დავინახეთ, როცა სისტემაზე დადებულია ბმები, მაშინ 

დეკარტის კოორდინატებს დამატებითი პირობები ედებათ ბმების განტოლების სა– 

ხით, ამიტომ მექანიკური სისტემის აღწერა ღეკარტის კოორდინატებში ყოველ- 

თვის არაა ხელსაყრელი. გარდა ამისა, მთელი რიგი ამოცანების ამოხსნის დროს 
დეკარტის მართკუთხა სისტემის არჩევა ჯამრავ არახელსაყრელობასთანაა დაკავ- 

შირებული. როცა სისტემაზე დადებულია ჟ ბმა, მაშინ დამოუკიდებელი იქნება 

მხოლოდ 3» –- 2 კოორდინატი, ამიტომ ბუნებრივია შემოვიღოთ იმდენი ახალი 

კოორდინატი, რამდენიცაა სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი და, რომ- 

ლებიც ცალსახად დაახასიათებენ სისტემის მდებარეობას სივრცეში, ასე მაგალითად, 

ზემოთ განხლული ორი უცვლელი მანძილით დაკავშირებული წერტილის შემთხ- 

ვევაში, რადგან თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი ხუთის ტოლია, დამოუკიდებელი 

პარამეტრები შეგვიძლია ასე შევარჩიოთ: ერთი წერტილი გახვსაზღვროთ დეკარ- 
ტის სამი კოორდინატით, მეორე წერტილი კი 0 და დ კუთხეებით; «მასთან 
0=8<», ხოლო 0--თ=<2». ამგვარად, გვექნება კოორდინატები: X, ყ, #, 0, დ, 

რომლებიც სავსებით განსაზღვრავენ ასეთი სისტემის მდებარეობას სივრცეში. 

იმ პარამეტრებს, რომელთა რიცხვი თავისუფლების ხარისხთა რიცხვის ტო- 

ლია და, რომლებიც განსაზღვრავენ მექანიკური სისტემის მდებარეობას სივრცეში, 

უწოდებენ განზოგადებულ კოორდინატებს. 

განზოგადებულ კოორდინატებს აღვნიშნავთ 0,-თი, ისინი შეგვიძლია შევარ- 

ჩიოთ ნებისმიერი წესით. მაგრამ, ბუნებრივია, ისინი ისე შევარჩიოთ, რომ მოძ- 
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რაობა რაც შეიძლება მარტივად დახასიათდეს. ნათელია, რომ დეკარტის კოორ- 

დინატებიდან განზოგადებულ კოორდინატებზე გადასვლა ხდება შემდეგი წესით: 

II=VI (9), 0;,--· მე: I), (17,1) 

სადაც #=3XV სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვია. ამ გარდაქმნაში, სა- 

ზოგადოდ, დროც მონაწილეობს. 

ზოგად შემთხვევა–ი სავალდებულო არაა განხოგადებული კოორდინატები 
გეომეტრიულ კოორდინატებს წარმოადგენდეს; მათი სახათ ჩვენ შეგვიძლია ავი- 
ღოთ ნებისმიერი ფიზიკური სიდიდე: სიგრძის, ფართის, ენერგიის და სხვა გან- 
ზომილების. 

განზოგადებული კოორდინატების წარმოებულს დროთი 9, უწოდებენ გან- 
ზოგადებულ სიჩქარეს. თუ სისტემის ღერძებად ავირჩევთ ძე, 0.,..-. მგ განზოგა- 
დებულ ღერძებს, მაშინ ეს სისტემა, ზოგად შემთხვევაში, «ქნება მრუდწირული, 

ამიტომ შეგვიძლია ვისარგებლოთ ფორმულებით, რომლებიც გამოვიყვანეთ პირ- 

ეელ თავში, მატერიალური წერტილის კინემატიკის განხილვის დროს. 

ცხადია, ერთი მატერიალური წერტილისათვის სფერული, ცილინდრული და 

სხვ ორთოგონალური კოორდინატები შეგვიძლია ჩავთვალოთ განზოგადებულ 

კოორდინატებად. 

კონფიგურაციული სივრცე. როცა გვაქვს ერთი ნაწილაკი, მაშინ მისი მდე– 
ბარეობა სივრცემი შეგვიძლია დავახასიათოთ სამი კოორდინატით. თუ გვაქვს ორი 

მატერიალური წერტილი, მაშინ თითოეული იგივე სივრცეში შეგვიძლია დავახა- 

სიათოთ სამ-სამი კოორდინატით. მაგრამ შეგვიძლია ნაცვლად ორი წერტილისა, 

სამგანზომილებიან სივრცეში განვ-ხილოთ ერთი წერტილი ექვსი კოორდინატით, 
ე. ი. განვიხილოთ ერთი ნაწილაკი ექვსგანზომილებიან ფიქტიურ სიერცეში. ასეთ 
სივრცეს კონფიგურაციული სივრცე ეწოდება. მაშასადამე, ნაცვლად X ნაწილაკისა 
სამ სივრცეში, შეგვიძლია განვიხილოთ 3XV განზომილებიან კონფიგურაციულ 

სივრცეში ერთი ნაწილაკის მოძრაობა. ამგვარად, ზოგად შემთხვევაში »# ნაწილა- 

კის სისტემის ნაცვლად, კონფიგურავიულ სივრცეში შეგვიძლია განვიხილოთ 

ერთი ნაწილაკის მოძრაობა, რომელიც აღწერს გარკვეულ ტრაექტორიას 3XV გან- 
ზომილებიან სივრცეში. 

ის გარემოება, რომ სისტემახე დადებულია კ ბმა, გამოიხატება იმაში, რომ 

ნაცვლად 3» განზომილებიანი კონფიგურაცაული სივრცისა, გვექნება #=3#–ვ 

განზომილების კონფიგურაციული ქვესივრცე. განზოგადებული კოორდინატები 

განსაზღვრული იქნება სწორედ ამ ქვესივრცეში, კონფიგურაციულ სივრცეში კო- 

ორდინატთა სისტემის ღერძები იქნება ი,, ძი,--. ძე. 

უნდა გვახსოვდეს, რომ კონფიგურაციული სივრცის ცნება გეომეტრიული 

აბსტრაქცია, და მას არავითარი რეალური სივრცე არ შეესაბამება რეალური 
სივრცე სამგანზომილებიანია და იგი არაა დამოკიდებული იმაზე, თუ რამდენი ნა- 
წილაკი მოძრაობს მასში. კონფიგურაციული სივრცის ცნება შემოღებულია მხო- 

ლოდ და მხოლოდ გეომეტრიული ინტერპრეტაციის გასაადვილებლად. 
გადავიდეთ ახლა სისტემის მექანიკის ძირითად საკითხებზე. ჯერ ერთი, სის- 

ტემის მექანიკა ისე უნდა ავაგოთ, რომ მოძრაობის დამახასიათებელ გამოსა ულე- 
ბებში ბმის რეაქციის ძალები არ შევიდეს და მეორე, მოძრაობის განტოლებები 

უნდა დავწეროთ განზოგადებული კოორდინატებისათვის. ამ განტოლებებს ის უპი- 
რატესობა აქეთ, რომ მათი მათემატიკური სახე არ იცვლება სხვადასხვა კოორდი- 
ნატებზე გადასვლის დროს -–- ისინი კოვარიანტული არიან. 
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§ 13. შესაძლო გადაადბგილების და დალამბერის პრინციპები 

სისტემის წერტილების ყოველ გადაადგილებას, რომელიც თავსებადია აღე- 

ბულ მომენტში არსებულ ბმებთან, უწოდებენ შესაძლო ან ვირტუალურ გადაად- 

გილებას. 
როცა სისტემაზე დადებულია სტაციონარული ბმები, მაშინ ნამდვილი გადა- 

ადგილება დაემთხვევა ერთ-ერთ შესაძლო გადა:ადგილებას. მაგრამ როცა ბმები 

არასტაციონარულია, მაგალითად, როცა ნაწილაკი მოძრაობს ისეთი სფეროს ზე- 

დაპირზე, რომლის რადიუსი თანდათან იზ“დება (ან მცირდება), იმისათვის, რომ 

მივიღოთ შესაძლო გადაადგილებები დროის აღებული მომენტისათვის, საჭიროა 

ბმა ვაიძულოთ გამყარდეს, მაშინ ყოველი გადაადგილება, რომელიც შეესაბამება 

ასეთ გამყარებულ ბმას, ვირტუალური გადაადგილება იქნება. 

ნამდვილი და ვირტუალური გადაადგილებების განსხვავების მიზნით უსასრუ- 

ლოდ მცირე ნამდვილი გადაადგილების გეგმილებისათვის, ისევე როგორც აქამდის, 

ვიხმართ დიფერენციალებს: თX, იყ, ძ2, ვირტუალური გადაადგილებებისათვის კი–– 

ვარ“აციებს 6X, 6ყ, 6:. ამ უკანასკნელ სიდიდეებს არავითარი კავშირი არა აქვთ 

მოძრაობის პროცესთან, რამდენადაც ისინი გამყარებულ დროს შეესაბამებიან. 

ვირტუალური გადაადგილებები შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ერთგვარი მათე- 
მატიკური ხერხი, რომელიც გეჭირდება სისტემაში მიმდინარე ნამდვილი გადაადგი– 

ლებებისა და მოქმედი ძალების ხასიათის დასადგენად. 

ზემოთქმულის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ არასტაციონარული გეომეტ- 

რიული ბმა 

” CC, წ... ქი ()==0. (18,1) 

მივანიჭოთ სისტემას უსასრულოდ მცირე ვირტუალური გადაადგილება, მაშინ მისი 

წერტილების რადიუსვექტორები იქნება: 

+565, I1+6,-.., წ,+6-ყ. (18,2) 

რადგან, განმარტებით, ვირტუალური გადაადგილებები ბმებთან თავსებადია, ამი–- 

ტომ კვლავ ადგილი ექნება ბმების განტოლებას 

/ჩMI(ხ+460ს, სწ 0ც.., +060 1)=0. (18,3) 

ამასთან, პირობის თანახმად, დრო გამყარებულია, ამიტომ მისი ვარიაცია არ ხდე- 
ბა, 8(=0. (18,3) გავშალოთ ტეილორის მწკრივად, შევინარჩუნოთ პირველი რი- 
გის უსასრულოდ მცირე წევრები და გავითვალისწინოთ (18,1). მივიღებთ 

- ი /მ/, . 
6/,=1) (21 ბი | =0. (#=1, 2,... ქ) (18.4) 

თ»1 

მაშასადამე, ბმების არსებობის შემთხვევაში, კოორდინატთა ვარიაციები უნდა 
აკმაყოფილებდნენ (16,4) განტოლებას და მათგან დამოუკიდებელი იქნება მხო– 

ლოდ  – კ რადიუსვექტორის ვარიაცია, სადაც ჯ არის ბმების რიცხვი. 

ნამდვილი მოძრაობის დროს, ვირტუალურისაგან განსხვავებით, ადგილი აქეს 
დროის ცვლილებასაც, ამიტომ ნაცვლად (18,4)-ისა გვექნება 

2/,= 2(0ი .)+2 + ძL. 08,5) 
თ«=1 

ახლა, თუ (18,1) არასტაციონარული ბმის მაგიერ განვიხილავთ სტაციონარულ 

ბმას, მაშინ 2 /,-სათვის ზუსტად იგივე (18,4) ფორმულას მივიღებთ. 
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დალამბერის პრინციპი. შევეცადოთ ახლა სისტემის მოძრაობის განტოლე– 
ბები ისე გადავწეროთ, რომ მასში გაერთიანდეს ბმის პირობებიც. ამისათვის 

ური ნაწილაკის ნიუტონის განტოლება წ§,=წ,. გავამრავლოთ სკალარულად 

ბI,(6X,, 6ყ, 62,)) შესაქლო გადაადგილების ვექტორზე და მიღებული შედეგი 
ავჯამოთ ყველა ნაწილაკის მიხედვით 

M · 

2,((%-– იჯ), ბ.) 9. (18,6) 
(+1 

როცა სისტემაზე ბმები არ არის დადებული, მაშინ ყველა CL, ვარიაცია დამოუ- 

კიდებელია, ამიტომ მათი კოეფიციენტები ნულს შეგვიძლია გავუტოლოთ. შედე- 
გად მივიღებთ ნიუტონის განტოლებათა სისტემას. ხოლო, როცა სისტემაზე დადე–- 
ბულია ბმები, მაშინ I, ვარიაციები ერთმანეთზე დამოუკიდებელი აღარ არის და 
(18,6)-დან ნიუტონის V-განტოლებათა სისტემა აღარ მიიღება. 

გავაერთიანოთ ახლა (18,4) და (18,6) განტოლებები. ამ მიზნით შემოვიღოთ 
ლაგრანჟის განუზღვრელი 7», მამრავლები. (18,4)-ის თითოეული განტოლება გავა- 
მრავლოთ X»-ზე, შევკრიბოთ და მიღებული ჯამი დავუმატოთ (18,6) განტოლებას. 
საერთო 6L,; მამრავლის გამოტანის შემდეგ მივიღებთ 

ა((ჩ–ო50+ 5 MI, ბი |=0, ტ8,7) 
თ=1 

რადგან მექანიკურ სისტემაზე დადებულია ჟჯ ბმა, ამიტომ (18,7) განტოლებაში 

რადიუსვექტორთა დამოუკიდებელ ვარიაციათა რიცხვი იქნება მხოლოდ (MV – 1) 
და შეგვიძლია მხოლოდ (X» –- 1) ვარიაციის წინ მდგომი კოეფიციენტის ნულთან 
გატოლება. მაგრამ დამატებით გვაქვს #7). X,... ჯ, განუზღვრელი მუდმივი, რო- 

მელთა შერჩევით შეგვიძლი: მივაღწიოთ იმას, რომ დანარჩენი კ კოეფიციენტიც 

ნულს გავუტოლო». ე. ი. ჩვენ შეგვიძლია ნებესმიერ »X» მუდმივები ისე ავარ- 

ჩიოთ, რომ გექონ ჯეს 

ს (9I% ღ. მ/“ . ნ =0. (#:=1, 2,... ქ) (18,8) 
# "ვ. +2% ძმ.ო 7 

ამრიგად, თუ 2, მუღმივებს ისე ავირჩევთ, რომ დაცული იყოს (18,8) ტოლობე- 

ბი, მაშინ (18,7)-ში (M –– 1) რადიუსვექტორების ვარიაციების დამოუკიდებლობის 
გამო ჩვენ შეგვიძლია ნულს გავუტოლოთ დანარჩენი (V --გ) კოეფიციენტიც. 
მაშასადამე, საბოლოოდ გვექნება 

ი, თ იე შს, მ/« %-0 ((1=1, 2,... I) (18,9) 
ი! მI, რ 

ცხადია, რომ უკანასკნელი წევრი 

1. მ/ ჩ,=%0.)%- (=1, 2,... # 18,10 ! 2%9 C ) ( ) 

შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედი ყველა რეაქციის. ჯამი. 

ამიტომ (18,9) განტოლება ასეც შეიძლება გადაიწეროს: 
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თ ხმლჩ+ წ. C=1, 2,... ჯე) (18,11) 

რომელიც ემთხვევა (16,9) განტოლებას. (18,10) აღნიშენებში (18,7) მიაღებს 

შემდეგ სახეს: 

ლ ი, 1 > 2((ჩ–თ ი +8 , ბი )=0. 08,12) 

(18,11) მივიღეთ ჰოლონომური ბმების შემთხვევაში, ნებისმიერი ტიპის ბმების 

პირობებში ბმის რეაქციის ძალებს, საზოგადოდ, (18,10) სახე აღარ ექნებათ, მაგ“ 

რამ რეაქციის პრინციპის თანახმად ვიგულისხმებთ, რომ განტოლებათა სისტემას 

ყოველთვის (18,11) ფორმა აქვს1. 

აღვნიშნოთ, რომ რეაქციის ძალები საზოგადოდ უცნობია, ამიტომ მათი 
არსებობა საგრძნობლად ა”-თულებს მექანიკის ამოცანის ამოხსნას. მაგრამ ჩვენ 

შეგვიძლია შემოვისაზღვროთ ბმს რეაქციის ძალები ისეთი კლასით, რომელთა- 

თვისაც შესაძლებელია მექანიკის ისეთნაირად ჩამოყალიბება, როცა მოძრაობის 
განტოლებაში რეაქციის ძალები ცხადი სახით არ შევლენ. ამასთან დაკავშირებით 
აღვნიშნოთ, რომ Lწირია ისეთი შემთხვევები, როცა რეაქციის ძალების მიერ შე- 

სრულებული მუშაობა ვირტუალურ გადაადგილებაზე ნულის ტოლია. სამწუხა- 

როდ, ზოგად შემთხვევაში ამის დამტკიცება შეუძლებელია. ამიტომ ჩვენ იგი პოს- 
ტულატად მივიღოთ. მაშასადამე, შემოვისაზღვროთ ისეთი ბმებით, როცა შესაბა- 
მისი რეაქციის ძალების მიერ ვირტუალურ გადაადგილებაზე შესრულებული მუ- 
შაობა ნულის ტოლია, ე. ი. ვიგულისხმოთ, რომ ადგილი აქვს ე. წ. ვირტუალუ- 
რი მუშაობის პრ:ნციპს, რომლის თანახმად 

XVI 6L,)=0; (18,13) 
151 

მაშასადამე, გირტუალური მუშაობის პრინციპის თანახმად, ყველა რეაქციის ძალის 

ელემენტარულ მუშაობათა ჯამი ჟოველგვარი შესაძლო გადაადგილების დროს ნუ- 

ლის ტოლია. ხოლო ბმებს, რომლისთვისაც ადგილი აქვს ვირტუალური მუშაო- 

ბის პრინციპს, იდეალურ ბმებს უწოდებენ. ამგვარად, მექანიკის წინამდებარე კურს- 

ში ჩვენ შემოვისაზღვ–ებით მხოლოდ იდჯეალური ბმების განხილვით. 

(18,13) ვირტუალური მუშაობის პრინციპის გათვალისწინებით (18,12) გან- 

ტოლება ასე გადაიწერება: 

1 /(/ 2. 
2 ჩ-»9 I. ბი, |=0. (18,14) 
რს ძ/ 

ეს განტოლება შეიძლება საფუძვლად დაედოს მექანიკას იდეალური ბმების შემ. 

თხვევაში. იგი გამოხატავს დალამბერის პრინციპის შინაარსს. ერთი შეხედვით 

შეიძლება მოგვეჩვენოს, რომ (18,14) განტოლება არაფერს ახალს არ იძლევა ნიუ- 

ტონის მოძრაობის განტოლებებთან შედარებით, მაგრამ სინამდვილეში (18,14) 

წარმოადგენს ნიუტონის განტოლებების მნიშვნელოვან განზოგადებას. მართლად, 

(18,14) განტოლებიდან ნიუტონის განტოლებები მხოლოდ მაშინ მიიღება, როცა 

1 არაპოლონომური ბმების შეგთხეევაში ამოცანის ამოხსნის ზოგადი მეთოდი არ არსებობს, 
ყოველ ამოცანას ინდივიდუალური მეთოდით უნდა მივუდგეთ. 
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სისტემაზე დადებული არ არის ბმები და, მაშასადამე, ყველა ვარიაცია CI, ერთ- 

მანეთისაგან დამოუკიდებელია. დამოუკიდებელი ვარიაციების შემთხვევაში 6L,-ს- 
კოეფიციენტების ნულთან განტოლებით, მართლაც მივიღებთ ნიუტონის მოძრაო- 

ბის განტოლებათა სისტემას. ბმების შემთხვევაში კი ყველა CI, დამოუკიდებელ 
ვარიაციას აღარ წარმოადგენს, ამიტომ (18,14) განტოლება ნიუტონის განტოლე- 
ბათა სისტემის ეკვივალენტური აღარ არის. თუ (18,14)-ს გამოსავალ პრინციპად 

ჩავთვლით, მაშინ მისგან შეგვიძლია მივიღოთ მექანიკის მოძრაობის განტოლება 

უფრო ზოგად შემთხვევაში იდეალური ბმებისათვის. (18,14) განტოლებას უწთდე– 

ბენ დალამბერის განტოლებას იდეალური ბმებისათვის, (18,12)-ს კი შეგვიძლია 
ვუწოდოთ დალამბერის განტოლება არაიდეალური ბმების შემთხვევაში. 

დალამბერის განტოლებების საშუალებით შეგვიძლია მივიღოთ წონასწორო- 

ბის პირობებიც. ვთქვათ, სისტემა იმყოფება წონასწორობაში, ე. ი. ყეელა მისი 

წერტილი უძრავია. ცხადია ამ შემთხვევაში (-=0) დალამბერის (18,14) განტო- 

ლება მოგვცემს 

9 C6. 6;,)=0, (18,15) 

=1 

რომელიც წარმოადგენს მექანიკური სისტემის წონასწორობის“ არა მხოლოდ აუცი- 
ლებელ, არამედ საკმარის პირობასაც იდეალური ბმების შემთხვევაში. მართლაც, 
მივიღოთ, რომ ძალაშია (18,15) პირობა და დავამტკიცოთ, რომ სისტემა წონას- 
წორობაში დარჩება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, რომ სისტემის წერტილები ამო- 

ძრავდნენ. ცხადია, ამ შემთხვევაში შესაძლო გადაადგილებებად შეგვიძლია ავირ- 
ჩიოთ ის გადაადგილებანი, რომლებსაც წერტილები სინამდვილეში შეასრულებენ, 
ვინაიდან წონასწორობის მდგომარეობიდან გამოსული წერტილი იმოძრავებს მოქ- 

მედი ძალის გასწვრივ, ამიტომ შესრულებული მუშაობა ამ უსასრულოდ მცირე 

გზაზე დადებითი იქნება; მაშასადამე, 

%I(წ, %)>0. (18,16) 
(51 

ეს ტოლობა კი წინააღმდეგობაშია გამოსავალ (18.15) დებულებასთან. აქედან 
გამომდინარე, ჩვენი დაშვება იმის შესახებ, რომ წონასწორობა დაირღვა, სამარ- 
თლიანი არ არის. მაშასადამე, (18,15) წარმოადგენს სისტემის წონასწორობის 
აუცილებელ და საკმარის პირობას იდეალური ბმების შემთხვევაში. 

როცა ბმები იდეალური არ არის, მაშინ (18,12) განტოლების თანახმად, 

მექანიკური სისტემის წონასწორობის აუცილებელ და საკმარის პირობას ექნება 

სახე 

» 
29 ((,+ Iს 5)=0, (18,17) 

(51 

რომელიც იდეალური ბმების შემთხვევაში დაიყვანება (18,15) პირობაზე. 

დალამბერის პრინციპის სხვა სახე. ხშირად ხელსაყრელია დალამბერის პრინ- 

ციპს მივცეთ ისეთი სახე, რომლის გამოყენებით დინამიკური ამოცანები შეიძლება 

გადავწყვიტოთ სტატიკის მეთოდებით. განვიხილოთ სისტემის ჯ-ური ნაწილაკის 

მოძრაობა. როცა ნაწილაკზე დადებულია ბმა, მაშინ მასზე მოქმედი აქტიური წ, 

ძალა იწვევს ნაწილაკის აჩქარებას, მაგრამ თავისუფალი მოძრაობისაგან განსხვა- 
ვებით, აჩქარება ს, ძალის გასწვრივ არ არის მიმართული, აქტიური L, ძალა 
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დავშალოთ ორ ძალად: ერთი იყოს ძალა, რომელიც ტოლია მასისა და აჩქარე- 

ბის ნამრავლის, ე. ი. წ,-ს და, მეორე, რაღაც დ,= 6, –,, რომელსაც დაკარ- 

გულ ძალას უწოდებენ. დალამბერის პრინციპით დაკარგული ძალა გაწონასწორე- 
ბულია ბმის რეაქციის ძალით, ე. ი. –წ,+<,=0; რამდენადაც დაკარგული ძალა 

«,= ნ, – ნ,, ამიტომ დალამბერის პრინციპი საბოლოოდ მიიღებს გამოხატულებას 

ნ,+ს,+(–წე=0. (18,18) 

იგი სიტყვიერად ასე გამოითქმის: მოძრავი 1 ური მატერიალური წერტილი მყისი- 

ერად რომ შევაჩეროთ და მასზე მოვდოთ აქტიური, პასიური და (– ნ;) ძალები, 

იგი წონასწორობაში აღმოჩნდება. (–- ჩე ძალას ინერციის ძალას. უწოდებენ. მა- 

შასადამე, დალამბერის პრინციპის თანახ–- 

ჩ მ-დ ნაწილაკზე მოქმედი ძალები (აქტიუ- 
რი და პასიური) დროის ყოველ მომენტ- 

ში შეიძლება გავაწონასწოროთ ინერციის 

ძალების საშუალებით. (18,18) დან ერთის 

შეზედვით შეიძლება მოგვეჩვენოს, რომ 

დალამბერის პრინციპის მიხედვით ნაწი- 

.- ლაკი ყოველთვის წონასწორობაში უნდა 

ნახ. 17 იყოს, მაგრამ სინამდვილეზი ეს ასე არ 

არის, რამდენადაც ინერციის (–- იი ძალა 

მოძრავ წერტილზე კი არ არის მოდებული, არამედ გარეშე სხეულზე; ამიტომ 

ინერციის ძალას ხშირად ფიქტიურ ძალასაც უწოდებენ საილუსტრაციოდ მოვი– 

ყვანოთ ასეთი მაგალითი. ვთქვათ ნაწილაკი მოძრაობს თანაბრად და სწორხაზოვ- 

ნად (ინერციით). შევეცადოთ ნაწილაკის ხელით დამუხრუჭება და მისი ინერციუ- 

ლი მოძრაობის დარღეევა. ამისათვის საჭიროა ხელმა ნაწილაკს მიანიჭოს მოძრაო- 

ბის საწინააღმდეგოდ მიმართული გარკვეული ძალა. ნიუტონის მესამე კანონის 

თანახმად, ნაწილაკი თავის მხრივ ხელზე იმოქმედებს” ტოლი და საპირისპიროდ 

მიმართული ძალით, რომელიც ცხადია ხელზე იქნება მოდებული. სწორედ ამ ძა- 

ლას, რომელიც ხელზე იქნება მოდებული, უწოდებენ ინერციის ძალას. იგი ფიქ- 

ტიურია იმდენად, რამდენადაც მოდებულია ხელზე და არა მოძრავ ნაწილაკზე. 

ა
"
 

  

მაგალითი. (18,9) განტოლების გამოყენების საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მარტიეი მაგა- 

ლითი. ვიპოვოთ სუმჭქიჰის ძალით» ეელმი მოთავსებული // მასის მატერიალური წერტილის წონას- 

წორობის კოო5დანატები ძ რადიუსის მქონე სფეროზე (ნახ. 18). ვიგულისხმოთ, რომ სტაციონა- 

ბული გეომეტრიული ბმის გამო ნაწილაკი სფეროს ზედაპირს არასოდეს შორდება, კოორდინატთა 

სისტემის სათავე მოვათავსოთ სფეროს ცენტრში, 2 ღერძი კი ძივმართოთ ვერტიკალის გასწვრივ 

ზევით. მაშინ ბმის გ,ნტოლებას ექნება სახე 

1==X?-L ყზ-- 28 –- ე?=0. (18,19) 

(18,19) განტოლება კი წონასწორობისათვის (+=0) მოგეცემს 

L+7 ე1I20/=0. (18,209) 

რამდენადაც წ7/=2L, იმდენად ეს განტოლება ასე გადაიწერება: 

L--2/-7=90. (18,21) 

(18,21) დავაგეგმილოთ საკოორღი?ატო ღერქებზე და გსვითეალისწინოთ, რომ? #; = ”ჩყე=0 და 

L; = – MI, გვექჩება: ) 

22X=0. 2/ყ=0, – ”IV+2#2=0. (18,22 
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(18,19) ბმის განტოლებასთან ერთად მივიღეთ ოთხი განტოლება X, ყ, 2 კოორდინატებისა და 

ლაგრანჟის #7, მამრავლის გან სასაზღვრაგად. მათი ამოზსნით მიეიღებთ; 

Xჯ=Vყ=0, 2=+ძ, #=+ 2=წ (18,23) 
20 

მაშასადამე, წონასწორობის წერტილები იქნება ვერტიკალური დიამეტრის ბოლო წერტილების 

##(9, 0, ძ) და M(0, 0, –– თ). 

(18,20) განტოლებიდან აშკარაა, რომ რეაქციის ძალა 

M#=#V/. (18,24) 7 

      

  

რადგან გრადიენტის განმარტებით 

მ M(0,0.გ) =+, 16,25 C(=53-ი (18,25) 
სადაც ი სფეროს გარე ნორმალია, ამიტომ 

-V 
–„„_„>... (18,26) 

მ» 

მაშასადამე, M-ის მიმართულება ემთხვევა სფე– 

როს გარე ნორმალის მიმართულებას, როცა #>0 

(. ი. /=+ 5) და-შიგა ნორმალის მიმარ– 
ძ 

    = M(0,0-მ) 
თულებას, როცა 2 <0 6 ი, 1=-–%) , ხო- 

ლო სიდიდით #=/!წ/-ს. ცხადია, რომ ამ კერძო იზ 

შემთხვეეაში, რადგან წ მართობია სფეროს ზე- 

დაპირის, რეაქციის ძალის ვირტუალური მუშაო- 

ბა ნულის ტოლი იქნება. 

ენერგიის მუდმივობის კანონის გამოჟვანა დალამბერის :ანტოლებიდან. დაბოლოს ეაჩ- 

ეენოთ, რომ დალამბერის (18,14) განტოლებიდან, კერძო შემთხვევაში, მიიღება ენერგიის მუღ- 

მივობის კანონიც. ვთქეათ, შესაძლო გადაადგილება ემთხვევა ნამდვილ გადაადგილებას ძ/ დროში. 

მაშინ ბ-=#ძ/ და დალამბერის განტოლება მოგეცემს ცოცხალი ძალის კანონს 

ნახ. 18 

ღლ ლ/ · % ლ თ, 0 
2ე(წი ძი) = >(, > >)4=4(2) რ“), (18,27) 

(-1 /(5L 7 

X 

როცა ძალებს აქეთ პოტენციალი, მაშინ ჯი, ძL,) = – 4«V და (18,27) განტოლება მოგვცემს 

(=1 

ენერგიის შენახეის კანონს. 

§ 19. ლაგრანჟის განტოლებები 

წინა პარაგრაფში მივიღეთ მოძრაობის განტოლება 

„V 

2 ((L, – ნ,), 0L,1=90, (19,1) 

რომელიც წარმოადგენს დალამბერის პრინციპის ანალიზურ გამოხატულებას. (19,1) 

განტოლებიდან გამორიცხულია ბმის რეაქციის ძალები და, მაშასადამე ჩვენ გადა- 

ვწყვიტეთ ამ თავის დასაწყისში დასმული ამოცანის ერთი ნახევარი. დალამბერის 
განტოლებაში ყველა 8, ვარეაცაა დამოუკიდებელია რომ იყოს, მაშინ განვახორ– 

ციელებდით ჩვენი მიზნის მეორე ნახევარსაც. კერძოდ, (19,1) განტოლება მოგვ- 
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ცემდა საძიებელი მოძრაობის განტოლებას, რამდენადაც დამოუკიდებელი ნL,-სთვის 
ნულთან ტოლობას ადგილი ექნებოდა მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ, როცა ფრჩხილებში 
მოთავსებული გამოსახულება ნულის ტოლი იქნებოდა. მაგრამ სანამ რადიუსვექ- 
ტორები დამოუკიდებლები არ არიან, ამის გაკეთება არ შეგვიძლია, 

ცხადია, მაშასადამე, წინასწარ საჭიროა განზოგადებულ კოორდინატებზე 
გადასვლა. 

ვთქვათ, სისტემაზე დადებულია გეომეტრიული ბმები. გადავიდეთ დეკარტის 

I, (X,. #ც 2,) კოორდინატებიდან განზოგადებულ 0, კოორდინატებზე. თუ სისტე- 
მის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი ჯ-ის ტოლია, ეს გადასვლა შეგვიძლია გან- 

ვახორციელოთ ფორმულებით 

წ=ს (ი (ლი. ჩი. (19.2) 

ჩვენი მიზანია (19,1) განტოლება გამოვსახოთ ახალი ე, კოორდინატებით. ამისა- 

თვის საჭირო იქნება ამ განტოლებაში შემავალი სიდიდეების §X,, M და L,-ს გა- 
მოხატვა განზოგადებულ კოორდინატებში. დავიწყოთ 6-,-ით. რადგან იგი გამო- 
ხატავს შესაძლო გადაადგილებას, ამიტომ დროის ვარიაცია არ მოხდება და გვექ- 

ნება 

ბ, =9) 2 ბე,. (19,3) 
ჯა1 99» 

განვიხილოთ XC, %). იგი წარმოადგენს აქტიური ძალების ვირტუალურ მუ- 
2 

შმაობას, ცხადია, რომ (19,3)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ 

XC, ბი) = (2; > აას )თ=> (25 2 ) ბი ი (19.4) 
ჯ რ (51 ჯემ ძი, 

თ =ა( 8, 24% 9CL (19,5) 
I ძი, 

ამ აღნიშვნით (19,4) ჯამი მიიღებს სახეს 

V 

M (წ, #)=%X 0ჯმი,. (19,6) 
- ლ 

0-ს განზოგადებული ძალა ეწოდება. სავალლდებულო არაა, რომ განზოგადებულ 
ძალას ძალის განზომილება ჰქონდეს. იგი შეიძლება აღმოჩნდეს ნებისმიერი განზო- 
მილების სიდიდე, ოღონდ CI · ზე, ნამრავლს ყოველთვის მუშაობის განზომილება 

ექნება (ეს გასაგებია, რადგან (19,6)-ის მარცხენა მხარეში მუშაობა გვაქვს). ახალ 

კრორდინატებში გამოსახატავი დაგვრჩა მეორე წევრი. 

')
<«
 

ა (ჩ,. 2L,) = V >, (#,, CV). (19,7) 

(=1 "1 – 
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თუ შევიტანთ 6C,-ის მნიშვნელობას (19,1) ფორმულიდან, მივიღებთ 

15002 ლ ჯა » 0, %- 2,(0,. %) = 2> თ (5 5 )ბდ. (19,8) 
ჯა რიდ ი9, 

ეს უკანასკნელი კი შეგვიძლია გადავწეროთ ასე: 

ლ X + ძია. 
2, აუ C ებ – 

9 

აე... 2ბ | 2: <, (თ. 2» I IL, MX მ, , (19,9) 

ჩვენ დაგვრჩა I, სიჩქარის გამოზატეა ახალი კოორდინატებით. გვაქვს 

ძL, · მ. „, = აა ი,+ -.!. (19,10) 
ბა. ი 

ამ ფორმულის დახმარებით ჩვენ შეგვიძლია დავამტ კიცოთ, რომ 

ძ., )=+X (19,11) 
2 (2. 9” 

ე. ი. დროითი და კოორდინატებით წარმოებულების გადასმა შეიძლება. მართლაც, 
ერთი მხრივ, (19,10) ის გაწარმოება #,-თი მოგვცემს 

- 2. ვ 
მძს ფ მხ ევ მი, (19,12) 
მის ““ მიამ”, ძიგიმ! 

ხოლო, მეორე მხრიე, რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის თანახმად, 

· · 2 
4 მხი ჯი ძი _ „+ -90CL. (19,13) 

იმი “” ძე,ძთ ძი, 

უკანასკნელი ორი ტოლობის შედარება მოგვცემს დასამტკიცებელ (19,11) ტოლო- 

ბას. ჩვენ დაგვჭირდება კიდევ ერთე ტოლობა, რომელსაც მივიღებთ (19,10)-ის 

გაწარმოებით ძ,-თი 

მს _ ძი 09,14) 
მს ძი“ 

მაშასადამე, თანახმად (19,11) და (19,14) ფორმულებისა, (19,9) ჯამს მიეცემა სახე 

ი ” · " . იძ; 

(| ა (ონ) –» (5. 2) I2 · 19,15 ღქეI=I“ /“! ძი, |”. ძყ, 9, ( ) 

ეს კი შეგვიძლია გადავწეროთ იგივურად 

21212 _0_ (49) - 2 0 /თ, ყე > (19,16) 

თ! ძი, 2 XL 51 ს/ი: 
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რადგან კინეტიკური ენერგია განისაზღვრება ფორმულით 

ჯ=%I2X, (19,17) 

ამიტომ ჯამი საბოლოოდ შემდეგნაირად გადაიწერება: 

V ჯ)(ნ, 80 = 2 2 4 (1) 1-1 % · (19,186) 
2 ' ' ი! ს ში, ძი | 

ამ ფორმულასთან ერთად, თუ გავითვალისწინებთ (19,6) გამოსახულებას, დალამ- 
ბერის (19,1) განტოლება მიიღებს სახეს 

ძ იძ» – > თ )ბი.-ი, (19,19) 
= ძმ მთ. 

განხოგადებული კოორდინატების განმარტებიდან აშკარაა, რომ ყველა 8ე, სიდი–- 

დე ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელია. მაშასადამე, (19,19) ტოლობა მხოლოდ და 
მხოლოდ მაშინ გვექნება, როცა ფრჩხილებშა მოთავსებული გამოსახულება ნულის 

ტოლია. ამგვარად, 

2 სე გს 0. 0თ:=1, 2,..., 7) (19,20) 

სულ მივიღებთ ჯ ასეთ განტოლებას. ამ განტოლებებს უწოდებენ ლაგრანჟის გან– 

ტოლებებს. მიღებული განტოლებები გამოდგება როგორც კონსერვატული, ისე 

არაკონსერვატული ამოცანებისათვის. ჩვენთვის განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია 

კონსერვატული ველების შემთხე:,ვა. ამ შემთხვევაში ძალებს აქვთ პოტენციალი 

ნ,=-.2%, (19,2)) 
თ,” 

სადაც I სისტემის პოტენციალური ენერგიაა. განზოგადებული ძალა ასე შეგვიძ- 

ლია წარმოვადგინოთ: 

=>, C % )-– 9(>. 9)= _ “7 (19,22) 
მი ი. ძი“, ძი, 

ამჯვ,რად, კონსერვატული სისტემებისათვის განზოგადებული ძალაც “შეგვიძლია 

დავუკავშიროთ პოტენციალური ენერგიის წარმოებულს განზოგადებული კოორდი- 

ნატებით 

0, 2C , (19,23) 
მი, 

იგი შეგვიძლია განვეხილოთ როგორიც » განზომილებიანი გრადიენტის #-ური მდგე– 

ნელი. კონსერვატული სისტემისათვის ლაგრანჟის განტოლება, ამგვარად, მიიღებს 

სახეს 

(0) 49-07) ი (19,24) 
ძ ძი, 09, 

შევნიშნოთ, რომ კონსერვატული სესტემებისათვის პოტენციალური ენერგია მხო- 

ლოდ ა იგილმდებარეობის ფუნქციაა და იგი სიჩქარეებზე დამოკიდებული არ არის, 
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ამიტომ 9X _ + (ჯ –-– ი), რის ძალითაც ლაგრანჟის განტოლებები მიიღებს 
ძი ი 

სახეს # “ 

99) _ 9%-0, (:=1, 2...) (19,25) 
ძ! ს ძი, ძი, 

სადაც 
L=LL- MM” (19,26) 

ეწოდება ლაგრანჟის ფუნქცია, ანდა მოკლედ, ლაგრანჟიანი. აღსანიშნავია, რომ 

ლაგრანჟის იმდენი განტოლება გვაქვს რამდენიც არის სისტემის თავისუფლების 
ხარისხთა რიცხვი. 

ლაგრანჟის განტოლებები არის მეორე რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალუ- 

რი განტოლებები განზოგადებული კოორდინატების მიმართ. ასეთ სისტემას, რო– 

გორც ცნობილია, აქვს ზოგადი ამოხსნა, რომელიც დამოკიდებულია 2ჯ ნების- 

მიერ მუდმივზე, ე. ი. 
9;=0; CL; 0, 0ეს··- 6ვი) (19,27) 

მათი განსაზღვრის მიზნით საჭიროა ვიცოდეთ წერტილის Lაწყისი მდგომარეობა 

კონფიგურაციულ სივრცეში, ე. ი. მოცემული უნდა იყოს წერტილის მდებარეობა 

და განზოგადებული სიჩქარე საწყის ჯL=0 მომენტში, ე. ი. სიდიდეები: 

(ის 0თ--· ძი) ღა (მს ძ=-.·· ძი). 
შევნიშნოთ, რომ იზოლირებული სისტემის ლაგრანჟიანი არ ი/ჯლება L-> –ჯ 

შეცვლისას, რამდენადაც იგი შეიცავს დროითი წარმოებულების მხოლოდ ლუწ 

კომბინაციებს. მაშასადამე, ლაგრანჟის განტოლებები დროში შებრუნებადია, ე. ი. 

თუ მექანიკურ სისტემას შეუძლია რაიმე მოძრაობა, მაშინ მას შეუძლია დროში 

შებრუნებული მოძრაობაც, ან სხვანაირად, ლაგრანჟის მოძრაობის განტოლებები 

სიმეტრიულია მომავლის წარსულის შეცვლით და პირიქით. 

აღვნიშნოთ, რომ განხოგადებული კოორდინატების შემოღების შემდეგ მკაც- 
რი საზღვარი სისტემასა და ერთ ნაწილაკს შორის აღარ არსებობს. ამიტომ შემდ– 

გომში როგორც ერთ ნაწილაკს, ისე სისტემას ერთნაირად განვიხილავთ. სისტემის 

განხილვის დროს ის განსხვავება გ-ექნებ,ა რომ განზოგადებულ კოორდინატთა 

რიცხვი, საზოგადოდ, სამზე მეტი იქნება. 

შევნიშნოთ ლაგრანჟის განტოლებების ერთი მეტად მნიშვნელოვანი თავისე- 

ბურება, სახელდობრ, ის, რომ მათ ყველა კოორდინატისათვის ერთნაირი სახე 

აქვთ, ე. ი. ლაგრანჟის განტოლებები კოვარიანტული რჩებიან (სახეს არ იცვლი:ნ) 

ერთი ტიპის განზოგადებული კოორდინატებიდან მეორეზე გადასვლის დროს. 

ერთი მატერიალური წერტილისათვის, დეკარტის კოორდინატებში, ლაგრან- 

ჟის ფუნქციისათვის გვექნება 

L= > (VC+V-+72) – ყVC, ყ, 2), (19,28) 

და ლაგრანჟის განტოლებები მოგვცემენ ნიუტონის განტოლებებს; 

ი:=--9V, „ე=- 290, „:-- % (19,29) 
0X მყ ძი 

ლაგრანჟის განტოლებების გამოყვანის ჩვენს მიერ არჩეული გზა ერთად- 
ერთი არაა. ისინი შეგვიძლია გამოვიყვნოთ ნიუტონის განტოლებებიდანაც. ამი- 

სათვის, სხვათა შორის, საკმარისია (5,29%1 ფორმულებში ვიგულისხმოთ, რომ LV, 

??



(ეს %ვ განზოგადებული კოორდინატებია. ლაგრანჟის განტოლებების გამოყვანის 

უფრო ზოგად მეთოდს მოვიყვანთ ჰამილტონის ვარიაციული პრინციპის განხილ– 

ვისას. 

დაბოლოს, აღვნიშნოთ, რომ ლაგრანჟის განტოლებების გამოყვანით ჩვენ 
გადავედით ანალიზუო მექანიკაზე, სადაც ვექტორული სიდიდეების ნაცვლად საქმე 
გვექნება სკალარულ ლაგრანჟის ფუნქციასთან, ხოლო სისტემა აღიწერება განზო- 

გადებულ კოორდინატებში, რომლებიც დროის გარკვეულ ფუნქციებს წარმოადგენს. 

§ 520. ლაგრანჟის ფუნქცია 

წინა პარაგრაფში დავინახეთ, რომ მოძრაობის განტოლების დასაწერად საკ- 

მარისია ორი სკალარული ჯ და V ფუნქციის ცოდნა. ლაგრანჟიანი კი წარმოად– 

გენს ამ ფუნქციების სხვაობას 

L=ჯ წყ. (20,1) 
დავწეროთ სისტემის ლაგრანჟიანი განზოგადებულ კოორდინატებში. სისტემის კი- 

ნეტიკური ენერგია განისაზღვრება ფორმულით 

თ2=-+- ჯი, (, (20,2) 
51 

სადაც »,; არის ?-ური ნაწილაკის მასა, ჩ”, კი-- მისი სიჩქარე. გადავიდეთ განზო– 

გადებულ კოორდინატებზე. განვიხილოთ ზოგადი შემთხვევა და დავუშვათ, რომ 
ბმე:ი არასტაციონარულია, მაშინ 

#, =L, (ძი მა... წი 0, (20,3) 

დროთი გაწარმოება გვაძლევს 

» 

ს) I, კ %, (20,4) ”, = თ + – 
#51 ძი, 9” 

1. 2 · ჯ=- ათი 23. 29) % 
2 1 ი, ძL 

1 2 · თ. (2, თ), 

=–- ი, ძ, + 
2 გ” L ძი, იი #51 )ჯ"1 ძ9, 

+2 > (22, 21) ი+(%). L (20,5) 

მ9, V) 

შემოვიღოთ აღნიშვნები§ 

M 

Cთყს)= 1?” 1-8 % მ (20,6) 

ჯ51 ძი, ” ძი,/” 

C ძ., 9), 
ს.= ზს II –, (20,7) 

2 ! ძი, მ!



„ მ · 

«= 3, >, ი), (20,8) 
(91 

მაშინ კინეტიკურ ენერგიას განზოგადებულ კოორდინატებში ექნება სახე 

1 5 .. 1 · 1 
7552 22996 +- 209 + 22 (20,9) 

სადაც თ,, არის განზოგადებული კოორდინატების და დროის ფუნქცია. 40,, 0,,--·, ძგ 
კოორდინატების ერთობლიობა, შემოკლების მიზნით, ერთი 0 ასოთი აღვნიბნოთ. 
სჯ და C აგრეთვე კოორდინატების და დროის ფუნქციებია. როგორც (20,6)-დან 

ჩანს, 

“I (ი, !)=თ/| (ი, ჯ). (20,10) 

პოტენციალური ენერგიის განზოგადებულ კოორდინატებში გამოსაზატავად საკმა– 

რისია ვისარგებლოთ (20,3) ფორმულით. მივიღებთ 
V=V (ძე, 9ძ:.-··, მ; ს), (20,11) 

ლაგრანჟის ფუნქციის შესადგენად კი საკმარისია 1 – დ სხვაობის აღება. 
ჩვენთვის განსაკუთრებით მხი'ვნელოვანია სტაციონარული ბმების შემთხვევა, 

როდესაც 1, დროს არ შეიცავს, ე. ი. 

+,=V, (ძე, 0ყ- ა ძა) (20,12) 

ამ შემთხვევაზე გადასასვლელად საკმარისია ბჯ და C კოეფიციენტების ნულთან 
გატოლება, მაშინ 

1 »ჩ 

2=-- 2 2.64 9,7 (20,13) 
=1ჯ 

ჩვენ ვხედავთ, რომ სისტემის კინეტიკურე ენერგია განზოგადებული სიჩქარეების 

კვადრატული ფუნქციაა, ამასთან ი,„(ყ) სიდიდე კოორდინატების ფუნქციაა და 
მასას არ წარმოადგენს. იგი მასა იქნება მხოლოდ კერძო შემთხვევაში, როცა სის– 
ტემის ენერგია ჩაწერილია დეკარტის კოორდინატებში. ამგვარად, სტაციონარული 

ბმების შემთხვევაში სისტემის ლაგრანჟიანისათვის, თანახმად (20,13) ფორმულისა, 

გვაქვს 

L=-- II ი, თ – ხთ, ი. C0,14) 
.–“ 

2 ““ 

დასასრულ ვაჩვენოთ, რომ ლაგრანჟის ფუნქცია განსაზღვრულია კოორდი- 

ნატებისა და დროის ნებისმიერი ფუნქციის დროის მიხედვით სრული წარმოებუ- 

ლის სიზუსტით. ეს დებულება, ზოგადობის დაურღვევლად, შეგვიძლია დავამტკი- 
ცოთ ერთი ცვლადის შემთხვევაში. 

ვთქვათ, მაშასადამე, 

ძ/“..) 

V.” 

სადაც /#(იე, ჯ) ნებისმიერი ფუნქციაა. მაშინ ლაგრანჟის განტოლება 

ს= ს + (20,1 5)



მიიღებს სახეს 

ი ძL _ ძს კ, « ძ ძ/_ ძ 0/_ი, (90,16) 
ი“ ძი ძძ ი მძყ ი“ ძი «ი! 

რადგან 

94#_. ბ/ , 0#/ ,, (20,17) 
ი«თდ ძხს ძი 

ამიტომ 

2 04 2. (VI, =9%. (20,18) 
ძი ძი ძი სი ძი ძი 

თუ გავითვალისწინებთ, რომ! 

0ძძ/_ ძძ/. (20,19) 
იიძე იძი თ 

მაშინ (20,16) განტოლებაში ბოლო ორი წევრი ერთმანეთს მოსპობს, და მივიღებთ 

# ძL _ მძL _0, (20,20) 
ძი! ძი ძი 

ამრიგად, ლაგრანჟიანზე ნებისმიერი ფუნქციის დროის მიხედვით სრული 

წარმოებულის დამატებამ მოძრაობის განტოლებები უცვლელი დატოვა. 

§91 ლაბრანჟის ფუნქციის სახე მრუდწირულ ორთოგონალურ 
კოორდინატებში 

პრაქტიკული ამოცანების ამოხსნის დროს მეტად ხელსაყრელია ერთი ნაწი- 
ლაკის ლაგრანჟის ფუნქციის გამოხატვა მრუდწირულ კოორდინატებში. განსაკუთ- 

რებით მნიშვნელოვანია მისი ჩაწერა სფერულ ჯ, 0, დ, (ყილინდრულ ი, დ, #, 

პოლარ 0, დ და პარაბოლურ წ, უ, დ კოორდინატებში. ამ შემთხვევაში, განზო- 

გადებული კოორდინატების როლს შეასრულებენ თვით მრუდწირული კოორდინა- 
ტები. მაშასადამე, საჭიროა მატერიალური წერტილის ლაგრანჟიანი რომელსაც 

დეკარტის მართკუთხა კოორდინატებში აქვს შემდეგი სახე: 

=“” უთ ი (21.1) 

გამოვხატოთ სხვადასხვ მრუდწირულ კოორდინატებში. ამისათვის კი, ცხადია, 

საკმარისი იქნება სიჩქარის გამოსახვა ამ კოორდინატებში. (5,3) ფორმულის თა- 
ნახმად, სიჩქარის კვადრატისათვის გვექნება 

»#=%' VI /„ (9, 9» 9:) 2, 9 (21,2) 
(=1 ჯ=1 

სადაც 

9,= >(% თვ (21,3) 
25 სძი, ძი /· 

ხოლო ძ,, ძ:, ძე განხოგადებული (მრუდწირული) კოორდინატებია. მაშასადამე, 

ლაგრანჟიანისათვის მრუდწირულ კოორდინატებში შეგვიძლია დავწეროთ 

1 იხ, (19,11) ტოლობა, 

0



8 ა. 
ფ) 

I
L
.
 

ა #9 ძი–წყ9(თ. ძა; ძე: ,) (21,4) 
1-1 651 

როცა მრუდწირული კოორდინატები ორთოგონალურია, მაშინ გვექნება 

ე 
"= 29 91= CMV ძ. (21,5) 

1 (1 

სადაც #,, ლამეს პარამეტრებია, ლაგრანჟის ფუნქცია კი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

/” ა 93 ე? #=5- 1 M,901– ხ (9, თ: ძა; (). (21,6) 

როგორც ვხედავთ, განსხვავებით დეკარტის კოორდინატებისაგან, ერთი ნაწილაკის 

შემთხვევაშიც კი კინეტიკური ენერგიის გამოსახულებაში შედის არა მასა, არამედ 

ი,,(0)= »IMI/(9კ» 92, ძე) ფუნქცია. 
ახლა ცალ-ცალკე განვიხხილოთ სფერული, ცილინდრული პოლარი და პარა- 

ბოლური კოორდინატები. 

სფერული კოორდინატები. (4,30) ფორმულების თანახმად, სფერუ ლ კოორ- 
დინატებში ლ–ამეს პარამეტრები ტოლია #;,=1, #ვ:=7#", IIვე=1 “510” 0, ამიტომ 
ლაგრანჟიანიLსათვის სფერულ კოორდინატებში შეგვიძლია დავწეროთ 

=5 6044 401+ 291010 დ5) – ც/C, ს, დ). (21.7) 

შესაბამისად გეექნება ლაგრანჟის სამი განტოლება: 

#4 ძL _ბL_ი, «+ 9L _ ძსL _ი, #4 მძ. 0ძX_0 (21,8) 
ძ, ძ. ძ” ი, 0ზ იი ი! ძდ ძღ 

რომელთა ცხადი სახით დაწერა არაა ძნელი ლაგრანჟიანის (21,7) გამოსახულების 
გამოყენებით. ცხადია, რომ ეს განტოლებები დაემთხვევა ნიუტონის (8,9) განტო- 
ლებებს. 

სფერული კოორდინატების გამოყენება განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია იმ 
შემთხვევაში, როცა პოტენციალურ ენერგიას ცენტრალური სიმეტრია ახასიათებს, 

ე. ი. როცა ს =V(). 

ცილინდრული კოორდინატები, ცილინდრულ კოორდინატებში ლამეს პარა- 

მეტრები ტოლია #,=1, M--=0', Mვე=1, ამიტომ ლაგრანქის ფუნქციას ექნება 
სახე 

=> ('+/' დ"+ 2% – V(ი, დ, #) (21,9 

კერძო შემთხვევაში, როცა გვაქვს მოძრაობა სიბრტყეზე, (#=0), "მივიღებთ 

L=> (0'+ ი? დ") –– VI (0, დ) (21,10თ 

ამ უკანასკნელ შემთხვევაში გვექნება ლაგრანჟის ორი განტოლება 

0 ძL ძL ე 4 მს _ძმL ა (21,11) 
«ძი ძი  ' თ,ძდ ძდ 

6 ე. მამასახლისოვი, გ. ჰილაშეილი ხ:



ლაგრანჟიანის (21,9) გამოხატულების შეტანით მივიღებთ განტოლებათა სისტემას, 

#0 ს0დ:+9CV =0, (21,12) 
ძე 

„ “ C88)+ 9V -0, (21,13) 
“ ძჯ 

ეს განტოლებებიც ემთხვეკა ნიუტონის (8,10) განტოლებებს. როცა პოტენციალურ 

ენერგიას ახასიათებს ცენტრალური სიმეტრია, მაშინ (21,13) განტოლებაში გვექ- 

ნება მს =0. 
? 

პარაბოლური კოორდინატები. დაბოლოს, დავწეროთ ლაგრანჟის ფუნქციის 

გამოხატულება პარაბბოლურ კოორდინატებში. ლამეს პარამეტრებს (4,45) ფორ- 

მულის თანახმად, ამ კოორდინატებში ექნებათ სახე: 

#=513, 1§= 5+%., Mვე=C7, (21,14) 
42 4უ 

ამიტომ ლაგრანჟიანისათვის მივიღებთ გამოსახულებას 

=-L. =2 თი? · 

L==5%651+#X (5++)+2” დ?- ჟ(, ”, დ)- (21,15) 
8 C (/) 2 

ამ ფუნქციის გათვალისწინებით ადვილად დაიწერება ლაგრანჟის განტოლებები 

პარაბოლურ კოორდინატებში. 

§ ია. განზობადებული იმპულსი 

ვთქვათ, ვიხილავთ მატერიალური წერტილის მოძრაობას დეკარტის სისტე- 

მაში, მაშინ ლაგრანჟიანი ტოლია 

L=> 01+ +620 – 0Cთ # 4. C2,1) 

ნათელია, რომ ნაწილაკის იმპულსი ლაგრანჟიანთან დაკავშირებულია ფორმულებით: 

–_–“–“-” –_შ“შმიი 
გავაფართოოთ ახლა ეს განმარტება და განზოგადებული იმპულსი ვუწოდოთ ლა- 
გრანჟიანის წარმოებულს განზოგადებული სიჩქარით 

ი,=-- (2=1, 2..- 4), (22,2) 
ძი, 

სადაც L არის სისტემის ლაგრანჟქის ფუნქცია განხოგადებულ კოორდინატებში, 

როცა ძალებს პოტენციალი აქვთ, ე. ი. როცა პოტენციალური ენერგია სიჩქარე- 
ების ფუნქცია არ არის, მაშინ 

ძს _ ძI „59% -.%, (2.3) 
' ძი, ძი, 

სადაც 1 სისტემის კინეტიკური ენერგიაა. სტაციონარული ბმების შემთხვევაში 

1 .. 
75522, CM 9)9" (22,4) 
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ამიტომ 

ძშ/' _ 1 ძი 1 ძი, · -= - სინ, “7ე + (ე) 59, 22,5) კცI/)––“ძ რიე)“ ი. (22, 
ძყე 2 7: იი" 2 > ძი,” 

ცხადია, რომ 99 -ბ. ამიტომ 
(/წ) 

ი,C–+ ა 2-1 %ე ყ (22,6) 
I» 2 9. 2 2, # 9). , 

თუ მეორე ჯამში კ-ს შევცელით #-თი, ამით ჯამის მნიშვნელობა არ შეიცვლება. 
თუ გავიხსენებთ აგრეთვე ი,/=0,, ტოლობას, გვექნება 

# 

ი,= 3) თ,(0) 4» (22,6') 
#=1 

როგორიც გხედავთ, განზოგადებული იმპულსი დამოკიდებულია კოორდინა- 
ტებზედაც. იგი არ წარმოადგენს იჭპულსს ჩვეულებრივი გაგებით –– მასისა და სიჩქა- 

რის ნამრავლს, საზოგადოდ განზოგადებულ იმპულსს შეიძლება იმპულსის განზო– 

მილებაც კი არ ჰქონდეს, იგი შეიძლება გამოხატავდეს სხვადასხვა ფიზიკურ სიდი- 

დეს. მხოლოდ კერძო შემთხვევაში, როცა ვიხილავთ მოძრაობას დეკარტის სის- 

ტემაში, განზოგადებული იმპულსი დაემთხვევა ჩვეულებრივ იმპულსს. 
დავწეროთ ახლა ერთი ნაწილაკის განზოგადებული იმპულსების გამოხატუ- 

ლებანი სხვადასხვა კოორდინატთა სისტემებში. დავიწყოთ სფერული კოორდინა- 
ტებით. ლაგრანჟიანს ამ კოორდინატებში აქვს სახე 

L= + 69+„" ს” L „2 აჯი” 0დშ) –– VI C,, 0, დ). (2,7) 

განზოგადებული იმპულსებისათვის გვექნება: 

ი =9L- »; 
” ძ ' 

ე = ა,შ, (22.8) 

ჩი= 2L =V//მ 810? მდ. 
ძდ 

სრულიად ანალოგიურად სიბრტყეზე მოძრაობისას პოლარკოორდინატებში 

გვექნება 
=> (ი1-Lი?დ") –– დ(ი, დ), (22,ფ9 

საიდანაც 

ჩი= + ი, 

? (22,10) 
ძ»L .. 

მიდ= – == #0“ დ. 
ძდ 

განვიხილოთ ახლა პარაბოლური კოორდინატები. ამ კოორდინატებში, თა- 
ნახმად (21,15) გამოსახულებისა, გვექნება განხოგადებული იმპულსები: 

ხვ



„I, _ 
ჩა=-5 (-+7)§, 

0L 2) - ეს, 0V ე MI (გ. , 22,11 ჩა. იი. 4 (C-I ოი)» ( ) 

0”, == 
მეი =915V%. 

ძდ 
განხოგადებული იმპულსის ცნება დიდ როლს ასრულებს მექანიკაში. ერთ 

მნიშვნელობას უმალ დავინახავთ, თუ ლაგრანჟის განტოლებებში 

დ ბს _ ბ; 
ი მი; ძი, 

გავითვალისწინებთ განზოგადებული იმპულსის (22,2) განმარტებას, მაშინ ამ გან– 

ტოლებათა ნაცვლად მივიღებთ სისტემას: 

=0 (22,12) 

40, _ 9L ?ი,= -0# . (#§=1, 2,... 1) (22,13) 

ძი ძი, ძი 

ნაცვლად მეორე რიგის ჯ დიფერენციალური განტოლებისა, მივიღეთ 2; პირველი 

რიგის დიფერენციალური განტოლებები, რომელთა ამოხსნა ხშირად უფრო მოსა- 
ხერხებელია, ვიდრე ლაგრანჟის განტოლებებისა. 

§ 23. ენერგია განზობადებულ კოორდინატებში 

გამოვიყვანოთ სისტემის სრული ენერგიის ფორმულა განზოგადებულ კოორ- 

დინატ,ებში, ვთქვათ, სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი ჯ-ის ტოლია, 

მა'მინ იგი დახასიათდება „ განზოგადებული კოორდინატით, განვიხილოთ იხო- 

ლირებული სისტემა და ვთქვათ, სისტემაზე დადებულია სტაციონარული ბმები. 
ამ შემთხვევაში ლაგრანჟიანი დროზე არ იქნება დამოკიდებული და ადგილი ექნე- 

ბა ენერგიის შენახვის კანონს. ვიპოვოთ ლაგრანჟის ფუნქციის სრული წარმოებუ- 

ლი დროთი. რთული ფუნქციის გაწომოძის წესის თანახმად მივიღებთ 

26 თ ბხე კ ბ) % სც (93,1) 
ი” 2ლძი, 2 მი ქ? 

გარდავქმნათ მარჯვენა მხარის მეორე წევრი, 

ძნ აღ 0მL- , რძ მჩ · ძ ბ 29 ზე მხე კ ა რ%)1X 8, – 1 (23,2) მ 2 მი, #< ძე,“ 2C ძი მთ) “წ 

რადგან სისტემა მოძრაობს ლაგრანჟის განტოლებების მიხედვით, ამიტომ მარჯვენა 
მხარეში პირველი და ბოლო წევრი ერთად ნულის ტოლია, და მივიღებთ 

“ მ», · 
_ “ამს L |= 23,3 
VI ( ძი, “ )-= ( ) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ 

ს -9L 8, –-– L=0008L. (23,4) 
#1 99, 
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ამ სიდიდეს უწოდებენ მექანიკური სისტემის სრულ ენერგიას. აღენიშნოთ იგი 
X#-თი. ამგვარად, 

#= – 9. –#ჩ. (23,5) 

თუ მექანიკური სისტემა იზოლირებულია, მაშინ მისი ენერგია წარმოადგენს მოძ- 
რაობის ინტეგრალს. ლაგრანჟიანის ერთადერთი თეისება, რომელიც გამოვიყენეთ 

ენერგიის შენახვის კანონის მიღებისას, არის ის, რომ იგი დროის ცხადი ფუნქცია 
არაა, მაგრამ ლაგრანჟიანი დროზე ცხადად დამოკიდებული შეიძლება არ იყოს 
არაიზოლირებული სისტემებისათვისაც, სახელდობრ, როცა სისტემა იმყოფება 
უცვლელ გარეშე პირობებში, ე. ი. როცა სისტემაზე მოქმედი გარეშე ველის პო- 
ტენციალური ენერგია დროზე არა: დამოკიდებული, ამიტომ, ამ "შემთხვევაშიაც, 
ენერგია მოძრაობის ინტეგრალი იქნება. მექანიკურ სისტემებს, რომელთა ენერგია 
ინახება, როგორც აღვნიშნეთ, კონსერვატულს უწოდებენ. 

(23,5) ფორმულით განსაზღვრული # სიდიდე რომ მართლაც ენერგიას წარ- 

მოადგენს, ჩანს შემდეგიდან; შევიტანოთ (23,5) ფორმულაში 3-4 ნაცვლად იმ– 
(3 

პულსი, მაშინ გვექნება 

XM=%ი, ძ,–L. (23,6) 
( 

მეორე მხრიე, (22,6') ძალით, 

ი,= 2, თ,(0) 9». 
: 

ამიტომ .. 

»=M3% 0,L(9) 4.90 –– L-· (23,7) 

თუ ახლა გავიხსენებთ (20,1!) ფორმულას, რომელიც განსაზღვრავს #-ს, მივი- 

ღებთ 
1 .. 

=-246.(9)V 6+VIი 9-ს წა» (23,8) 

რაც, თანახმად (20,13)-სა, ასეც გადაიწერება: 

#=1+წხ. 

ამრიგად, # მართლაც უღრის კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების ჯამს, 
ე. ი. წარმოადგენს სისტემის სრულ ენერგიას. 

§ 954. ციკლური კოორდინატები 

მთელი რიგი ამოცანების განხილვის დროს, ხშირად. ლაგრანეის ფუნქცია 
დამოკიდებული არ არის რომელიმე ერთ ან რაჩდენიმე #0, განზოგადებულ კო- 

ორდინატზე, იმ დროს, როცა შესაბამის განხოგადებულ ე, სიჩქარეზე იგი დამო- 

კიდებულია. ასეთ შემთხვევაში 4-0 და ე,ს ციკლურ კოორდინატს უწოდე- 
, 

ბენ, თუ 0, ციკლურია, მაშინ ლაგრანჟის მოძრაობის განტოლება მოგვცემს 

= 24,1) 
წ L სი). _ ( 

§ნ



და, მაშასადამე, 

ი,=5-=ტიივს, (24,2) 
ძმ, 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ციკლური კოორდინატის შესაბამისი განზოგადებული იმ- 
პულსი მოძრაობის პირველ ინტეგრალს წარმოადგენს (პირველ ინტეგრალს იმი- 
ტომ უწოდებენ, რომ ამ შემთხვევაში ინახება კოორდინატისა და მისი დროით- 

პირველი რიგის წარმოებულის გარკვეული კომბინაცია). 
ციკლური კოორდინატების შესაბამისი მოძრაობის ინტეგრალი შეიძლება გაი 

მოვიყენოთ მოძრაობის განტოლების ამოსახსნელად. მაგალითისათვის განვიხილოთ 
თავისუფალი ნაწილაკი. ლაგრანჟიან დეკარტის კოორდინატებში ექნება შემდეგი 

სახე: 

    

L= > (X--Lყზ+2ჰ). (24,3) 

აქედან ჩანს, რომ სამივე ცვლადი ციკლურია, ამიტომ გვექნება: 
ნხ.=%X=0ც ) : (24,4) 

საიდანაც მივიღებთ: 

X=- 146600) =%112, გ=-9%იჯ4+ დე. (24,5) 
»? 2? 

ე. 0. ყველა კოორდინატი დროეს მარტივი ფუნქციაა. 
მეორე მაგალითის სახით განვიხილოთ მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის 

ველში. ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობა ბრტყელია. ამიტომ შეგვიძლია 

ვისარგებლოთ პოლარკოორდინატებით. ლაგრანჟის ფუნქციას აქვს სახე 

L= (0?- 0? დ) –– VI(0)» (24,6) 
  

ლაგრანჟიანი არაა დამოკიდებული C-ზე, ეს იმას ნიშნავს, რომ დ ციკლური 

კოორდინატია და, მაშასადამე, შესაბამისი განზოგადებული იმპულსი 

ჩ»„=10? დ =0005ს (24,7) V#ი #X LI I" 

მოძრაობის ინტეგრალია. რადგან იმპულსის მომენტის 2 პროექცია ტოლია გამო - 

სახულების 

1: = MI (XV –– ყX). (24,8) 

ამიტომ პოლარკოორდინატებში I.-ს ექნება გამოხატულება 

1 =X10? და (24,9) 

მაშასადამე, ი, განზოგადებული იმპულსი ემთხვევა იმპულსის მომენტის » პროევ- 
ციას და მოძრაობის ინტეგრალს წარმოადგენს ცენტრალური სიმეტრიის ველში, 

რადგან იმპულსის მომენტი მოძრაობის სიბრტყის მართობია, ამიტომ 1=(0, 0, 1,) 

და, მაშასადამე, 

მა=1=»!0' დ (24,10) 

ინახება ცენტრალური სიმეტრიის ველში.



მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის ველუი 

ამ თავში შევისწავლით მოძრაობას ცენტრალური ძალების გავლენით, ე. ი. 

როცა ურთიერთქმედების პოტენციალურ ენერგიას ცენტრალური სიმეტრია ახა- 

სიათებს. ამ შემთხვევაში, როგორც არაერთხელ აღვნიშნეთ, პოტენციალური ენერ- 
გია დამოკიდებულია რადიუსვექტორის მხოლოდ სიდიდეზე, LI =V (|LI), ცენტრა- 

ლური ძალებიდან ყველაზე მნიშვნელოვანია მსოფლიო მიზიდულობისა და კულო- 

ნური ურთიერთქმედების ძალები, ამიტომ დაწვრილებით შევჩერდებით ამ ძალებზე. 

§ 95. ორი სხეულის ამოცანის დაყვანა ერთი სხეულის 

ამოცანაზე 

განვიხილოთ ორი მატერიალური წერტილი მასებით თ) და #Iე და ვთქვათ, 

რომ ამ ნაწილაკთა ურთიერთქმედების ენერგია ფუნქციაა |L, –– LC, |.ისა, სადაც CL, 

და წ, ნაწილაკთა რადიუსვექტორებია ლაბორატორიული სისტემის მიმართ. რადგან 

სისტემის კინეტიკური ენერგია ცალკეულ ნაწილაკთა კინეტიკური ენერგიების ჯა- 

მის ტოლია, ამიტომ ამ ორი ნაწილაკის ლაგრანჟის ფუნქციისათვის გვექნება 

ჩ=” თხელნ თყ(Iრ– რ). (25.1) 

გამოვყოთ სიმძიმის ცენტრის მოძრაობა. ამისათვის, როგორც ადრე აღვნიშნეთ, 

საჭიროა გადავიდეთ იაკობის კოორდინატებზე, რომლებსაც ორი ნაწილაკისათვის 

ექნება სახე: 

#X=ჩს – ს (25,2) 

ჩ.- 1, + მე 1ე , (5,3) 

თ) +7% 

ე. ი. შემოგვაქვს ფარდობითი მოძრაობისა და სიმძიმის ცენტრის რადიუსეექტო- 
რები. ამ განტოლებიდან შეგეიძლია ამოვხსნათ L, და #კ. გვექნება: 

C- + „ი, (25,4) 
თ, + 

ოლ I. (25,5) 
VI + ა 

ამ უკანასკნელი ტოლობებიდან ვიპოვოთ LX, და L, სიჩქარეები და შევიტანოთ 
ლაგრანჟის (25,1) ფუნქციაში. გამარტივების შემდეგ მივიღებთ, 

§7



_ _ მი 2- 1111 -L 2)12 დ ჟყთ, (25,6) 

2 CII,+ IM) 2 

სადაც #=I –- ჩ.I. 
შემოვიღოთ :ღნიშვნები 

1! = 91 4-9, (25,7) 

2911 7)? (95.8) 

2)1, + 21ე 

XI გამოხატავს სისტემის სრულ მასას, ხოლო V-ს დაყვანილ მასას უწოდებენ. 

როცა "I, =93:== I, მაშინ დაყვანილი მასა 

ს=XM (25,9) 
2 

ხოლო, როცა #ე მასა »,-ზე გაცილებით მეტია, გვექნება 

ც=- >... =თ() _ 9+C.+), (25,10) 

1%, 

ე. ი. დაყვანილი მასა ახლოა მსუბუქი ნაწილაკის მასასთან. მაგალითად, წყალბა- 
დის ატომის შემთხევევაში დაყვანილი მასა 

სხ == –_ 25,11 | (0 “1836 ( ) 

სადაც », ელექტრონის მასაა. როცა შეგვიძლია XI ფარდობის სრულიად უგუ- 
VI2 

ლებელყოფა, მაშინ დაყვანილი მასა ემთხვევა მსუბუქი ნაწილაკის მასას (== 1,- 

ლაგრანყკიანის (25.6) გამოსახელება საბოლოოდ მიიღებს შემდეგ სახეს: 

= ხე IM. > =ყ(0. (25,12) 
ცხადია, რომ 

3კ–_–_კ_-3<-_<_ (25,13) 
ი 14(<4+%71ს 

სადაც 0, ღა იჩ, პირველი და მეორე ნაწილაკის იმპულსებია. წარმოადგენენ ნაწი– 
ლაკთა ფარდობით და ინერციის ცენტრის სიჩქარეებს შესაბამისად 

გვექნება ლაგრანჟის შემდეგი განტოლებები: 

#0 0L _ძL_ი, (25,14) 
თი ძL ძ; 

რ ძL _ მL_ი, (25,15) 
თ იხ. იხ. 

მაგრამ M, ვექტორის შესაბამისი X., I, 7- კოორდინატები ციკლური კოორდინა- 

ტებია, ამიტომ (25,15) განტოლება უბრალოდ ინერციის ცენტრის იმპულსის მუდ- 

მივობის კანონს მოგეცემს 

9L 

ძIბ, 
?.= =- 1IV- =000ი8ხ. (25,16)   
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მაშასადამე, იზოლირებული სისტემის სიმძიმის ცენტრი მოძრაობს სწორხაზოვნად 
ღა თანაბრად, ამასთან (,ხადია, რომ ინერციის ცენტრის მოძრაობის სურათი ერთ- 
ნაირი იქნება ნებისმიერი იზოლირებული სისტემისათვის, 

ამგვარად, მოძრაობა ორად გაიყო. ერთია სისტემის ფარდობითი მოძრაო- 

ბა, რომელიც ხასიათდება (25,14) ლაგრანჟქის განტოლებებით, ხოლო მეორე – 

ინერციის ცენტრის თ:ნაბარსწორხაზოვანი მოძრაობა. თუ ათვლის სისტემას ინერ- 

ციის ცენტრში მოვათაკსებთ (ინერციის ცენტრის სისტემა), მაშინ M„.„=0, და 

დაგვრჩება მხოლოდ ნაწილაკთა ურთიერთფარდობითი მოძრაობა. მაშასადამე, 

ინერციი”“ ცენტრის სისტემაზე გად-სვლით ორი სხეულის ამოცანა დაიყვანება 

ერთი ისეთი სხეულის მოძრაობაზე, რომლის მასა არის (+. 

გამოვთვალოთ ფარდობითი მოძრაობის იმპულსი. ცხ:დია, რომ იგი იქნება 
ფარდობითი მოძრაობის შესაბამისი განხოგადებული იმპულსი 

ი,=-9 =VV, (25,17) 
ძL 

სადაც V=V, –– V, ფარდობითი სიჩქარეა. ამგვარად, ფარდობითი იმპულსი ტოლი 

იქნება გამოსახულების 

ი,C შა) “მხ ხი , (25,17) 
თ +-თ% 

(23,6) ფორმულის თანახმად, სისტემის სრული ენერგია ტოლი იქნება 

Xარ.=(ჩც )+C0, ჩე - L- (25,18) 
ამ ფორმულაში ლაგრანჟის ფუნქციის (25,12) გამოხატულების შეტ-ნით ადვილად 

მივიღებთ 

  #4 = ML 41: (25,19) 

სადაც · 

სი ; #=-- + ყ(ა (25,20) 
2 

, ; -V/V? 
სისტემის ფარდობითი მოძრაობის სრული ენერგიაა, ხოლო => წარმოადგენს 

სისტემის როგორც მთლიანის, გადატანით კინეტიკურ ენერგიას. 

ინერციის ცენტრის სისტემამი IL, =0. ამიტომ გვექნება 

ი=- MM „ „== -  ”" (25,21) 
%7I+V7I მ. + 

ხოლო ლაგრანჟიანი ტოლი იქნება გამოსახულების 

ჯ2 
#=4- – მღ. (25,22) 

ცენტრის სისტემაში, ამგვარად, მნიშვნელოვანია ნაწილაკთა მხოლოდ ურთიერთ- 

ფარდობითი მოძრაობა. რაც შეეხება სისტემის როგორც მთლიანის თავისუფალ 

მოძრაობას, მას ერთი და იგივე სახე ექება ყველა ნაწილაკთა სისტემისათვის, 

ამიტომ მას სპეციალური შესწავლა არ სჭირჯება. ფარდობითი მოძრაობა კი სხვა– 

დასხვა სისტემებს სხვადასხვა ექნება, #ამდენადაც ნაწილაკთა ურთიერთქმედების 

პოტენციალური ენერგია სხვადასხვაა. 

8ე



§ 90. ტრაექტორიის მოძებნა ცენტრალურ ველფი 
მოძრაობისას -–-” 

განვიხილოთ ნაწილაკი მასით ჯ!,, რომელიც შედის ყ(-) პოტენციალური ენერ- 
გიის ქმედების სფეროში მეორე », მასის მქონე ნაწილაკთან. რადგან სისტემა იზო– 
ლირებულია, ამიტომ ადგილი ექნება იმპულსის მომენტისა და ენერგიის შენახვას. 

ჩვენ ქვემოთ დავინახავთ, რომ მოძრაობის ეს ინტეგრალები საკმაოდ გვიადვილე- 

ბენ განტოლებათა ინტეგრაციას. ცენტრალური ველის თვისებით (I, L)=20, სადაც 

1 იმპულსის მომენტია. ეს იმას ნიშნავს, რომ მოძრაობა ბრტყელია. ზოგადობის 
დაურღვევლად მოძრაო ბის სიბრტყედ ავირჩიოთ ჯიყ საკოორდინატო სიბრტყე. 

ცხადია, რომ L რადიუსვექტორი მოთავსებული იქნება ამ სიბრტყეში და მას ექნე- 

ბა მხოლოდ ორი კომპონენტი #=VI(ჯ, ყV). გარდა ამისა, აშკარაა, რომ იმპულსის 

მომენტი მართობი იქნება ამ სიბ-ტყის. კოორდინატთა სისტემის „ ღერძი მივმარ– 

თოთ იმპულსის მომენტის გასწვრივ, მაშინ იმპულსის მომენტს ექნება მხოლოდ # 

მდგენელი I(0, 0, 1, = 1). წინა პარაგრაფში აღვნიშნეთ, რომ მთავარია ნაწილაკთა 

ურთიერთფარდობითი მოძრაობის შესწავლა. ეს მოძრაობა კი ხასიათდება ლაგ- 

რანჟიანით 

L=+ წთ, (26,1) 
სადაც ს დაყვანილი მასაა. 

შემოვიღოთ ჯი/ყ სიბრტყეში პოლარკოორდინატები 

X=#005დ, ყ=#310 დ, (26,2) 
სადაც _ 

0<დ<2», #=1/ »+V7, 
ამ კოორდინატებში 

ლ0=;? ე? დ? (26,3) 

ამიტომ ლაგრანჟიანი მიიღებს სახეს 

”=+--01+2 დ“) –– VV). (26,4) 

ამის შემდეგ ჩვეულებრივი მეთოდით უნდა შევადგინოთ ლაგრანჟის განტოლებები 

#» და < ცვლადებისათვის და ამოვხსნათ. მაგრამ ეს გზა. ზოგადად, საკმაოდ რთუ- 

ლი დ: მოუხერხებელია. გაცილებით ადვილი: ტრაექტორიის პოვნა მოძრაობის 

ინტეგრალების გამოყენებით. 

როგორც ვხედავთ, ლაგრანჟ-ს ფუნქციაში დ ციკლური კოორდინატია, 

ამიტომ 

ჩ-= ბ =II2 დ =0005ს. (26,5) 
ძჯ 

მაგრამ, (24,10) ფორმულის თანახმად, ი„=1, ამიტომ ჩეენს შემთხეევაში მომენ- 
ტის შენახვის კანონი ასე დაიწერება: 

1=ც;299 = ცცივს. (26,5') 
თ, 

ამ ტოლობის დახმარებით ლაგრანჟიანიდან გამოვრიცხოთ დ; მივიღებთ 

MI, ბ # · 
2 201? 

  --ხთ. (26,6)



სათანადო ენერგიას კი ექნება სახე 

” 

2? 

ამ გამოსახულებიდან ჩანს, რომ მოძრაობა ფაქტიურად ერთგანზომილებიანია, 

რადგან გვაქ3ვს მხოლოდ ერთი ჯ კოორდინატი, ოღონდ ჩვენს შემთხვევაში პოტენ- 

ციალური ენერგიის როლს ასრულებს სიდიდე 

+ყ(ი. (26,7)   := Mე §-M+ 

2 

”თ=ყი+ -+-, (26,8) 
2ცეე 

დამატებით წევრს უწოდებენ ცენტრგ:ამშორ პოტენციალერ ენერგიას. ცხადია, 
იგი ნულის ტოლია, როცა 1=0. თანახმად (26,8) აღნიშენის,, სრული ენერგიის 

ფორმულა ასე დაიწერება: 

ყე? 
=2 1 Vთ. (26.9) 

X7 V-ს ვუწოდებთ ეფექტურ პოტენციალურ ენერგიას. ნამდვი-ი ერთგანზომილე– 
ბიანი მოძრაობის დროს კოორდინატს შეუძლია მიიღოს როგორც დადებითი, ისე 
უარყოფითი მნიშენელობები, ჩვენს შემთხვევაში კი » ყოველთვის დადებითია. 

იმის შემდეგ, რაც ენერგიას მივეცით (26,9) სახე, განტოლების ამოხსნის 

გარეშე შეჯვიძლია ვიპოვოთ მოძრაობის ტრაექტორია ისევე, როგორც ეს გავაკე- 
თეთ § 13-ში ერთგანზომილებიანი მოძრაობის განხილვის დროს. ამასთან, ამ პა- 
რაგრაფის ფორმულები პირდაპირ შეგვიძლია გამოვიყენოთ იმ პირობით, რომ 

პოტენციალური ენერგია უნდა შევცვალოთ ეფექტური V(I) პოტენციალური ენერ– 
გიით, X კი ; ცვლადით. სანამ ამას გაჯაკეთებდეთ, ვაჩვენოთ, რომ (26,9) გამო–- 

სახულების დახმარებით შეგვიძლია მივიღოთ მოჭრაობასთან დაკავშირებული ზო- 
გადი ცნობები. 

ჯერ ერთი. მოძრაობა დასაშვებია მხოლოდ მაშინ, როცა შესრულებულია 
2 

პირობა #>V(-) ან. რაც იგივეა, L>V (0) +   
I 

დავუშვათ, პოტენციალური ენერგია ისეა ნორმირებული, რომ იგი უსასრუ- 
ლობაში ნულისაკენ მიისწრაფვის 

III V(7)=0. (26.10) 
„-თ 

მაშინ ადვილად ვაჩვენებთ, რომ თუ სრული ენერგია #<0, მოძრაობა იქნებ» 

ფინიტური. მართლაც, თუ გადავალთ (25.7) განტოლებაში ზღვარზე, როცა 

-> CC, მივიღებთ წინააღმდეგობას 
.5 

0>8=+-, (26,11) 

რადგან კინეტიკური ენერგია არსებითად დადებითი სიდიდეა. ამ წინააღმდეგობა– 
მდე მიგვიყვანა „-ის მისწრაფებამ „უსასრულობისაკენ. ამგვარად, როცა #<90, 

მოძრაობა სასრულ არეში ხდება. 
ფინიტური მოძრაობის დროს შესაძლებელია ე. წ. ლიმიტაციური მოძრაობა, 

რომლის დროსაც ნაწილაკები ერთმანეთს ეცემიან. ეიპოვოთ იმის პირობა, თუ 
როდის შეიძლება გამოვრიცხოთ ლიმიტაციური მოძრაობა. (26,7) გადავწეროთ 
შემდეგნაირაჯ§; 
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(26,12)         

ეს უტოლობა აშკარაა, რადგან მარჯვენა მხარეში გადავაგდეთ არსებითად დადე– 

ბითი სიჯიდე. ამ უტოლობას შეგვიძლია მივცეთ შემდეგი სახე: 

2 

83>+ +20C0), ფ6,13) 
2 

როცა »->0, მარჯვენა მხარე უარყოფითი უნდა იყოს. ამას კი ადგილი ექნება 

ისეთი პოტენციალური ენერგიებისათეის, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას 

2 

(26,14)              წ 

განვიხილოთ პო ტენციალური ენერგია, რომელსაც სათავის მახლობლობაში 
აქვს შემდეგი სახე: 

ხთ=–- +. , (8>9). (26,15) 

შევისწავლოთ სამი “შემთხვევა. პირველი, როცა #=2. ამ შემთხვევაში, თანახმად 

(26,14) ფორმულისა, ლიმიტაციური მოძრაობა შესაძლებელია მაშინ, როცა წ 

მუდმივი აკმაყოფილებს პირობას 

ზ>-. (26,16) 

მეორე შემთხვევაში ავიღოთ #>2. ცხადია, რომ ამ დროს მოძრაობა ყოველთვის 

ლიმიტაციური იქნება, რამდენადაც (26,14) პირობა ნებისმიერი #»>2-სთვის და- 

ცულია. რაც შეეხება მესამე შემთხვევას, როცა #<2, მაშინ ლიმიტაციური მოძ–- 

რაობა შესაქლებელია მხოლოდ L=9-თვის. მაშასადამე, ცხადია, რომ მეტად მნი–- 

შენელოვანი შცე= – “+ პოტენციალური ენერგიის შემთხვევაში, სადაც თ>0 
» 

მუდმივია, ლიმიტაციური მოძრაობა დასაშკებია მხოლოდ 1=0-თვის. 

აქ მოყვანილი შემთხვევებიდან ჩანს, რომ მოძრაობა არალიმიტაციური შეიძ- 

ლება იყოს იმ დროსაც “ი. როცა ნაწილაკები ერთმანეთს იზიდავს, ლიმიტაციურ 

მოძრაობას კრძალავს > წევრი, რომელიც უსასრულობა ხდება, როცა # –> 0. 

ამიტომაც უწოდებენ ამ ენერგიას ცენტრგამ შორ პოტენციალურ ენერგიას. 

ცხადია, რომ ფინიტური არალიმიტაციური მოძრაობის დროს გვექნება მი- 

ნიმ„ლური და მაქსიმალური მანძილები, რომლითაც ნაწილაკები შეიძლება ერთ- 

მანეთს მიუახლოვდნენ ან დაშორდნენ რადიუსვექტორის სიდიდე მოთავსებული 

იქნება ამ ექსტრემალურ მანძილებს შორის 

მში <7 57 იიჯ: (26,17) 

ლიმიტაციური მოძრაობის დროს მობრუნების წერტილი ან სულ არა გვაქეს, ან 

გვევნება ერთი 7=7თძი;' 
#>90 დროს გვექნება ინფინიტური მოძრაობა. ამ შემთხვევაში შეიძლება 

გვქონდეს მხოლოდ მიწიმალური მანძილი. მაქსიმალური მანძილი, რომლითად. ნა- 

წილაკები ერთმანეთს შეიძლება დასცილდნენ, უსასრულობის ტოლი იქნება. ცხა– 
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დია, რომ ექსტრემალური მანძილები განისაზღვრება ჯ=0 პირობით, რაც, თანახ- 
მად (26,9)-სა, მოგვცემს 

#ჯ#=X(ა (26,18) 
განტოლებას + ექსტრემალური მანძილების საპოვნელად. ნამდვილი ერთგანზომი- 

ლებიანი მოძრაობისაგან განსხვავებით -=0 არ ნიშნავს ნაწილაკის გაჩერებას, 

რადგან ამ შემთხვევაში კუთხური სიჩქარე თი=დC%0. 

გამოვიყენოთ ახლა ენერგიის ინტეგრალი და ვიპოვოთ მოძრაობის ტრაექ- 

ტორია. (26,9)-დან გვექნება 

2 ძ· _ V – I8 – 7ი)I, (26,19) 
ძ! დ 

ცი” 
ძი(=–==–=-=---. (26,20) 

V2სIXL ICI) 

საიდანაც 

ინტეგრირების შემდეგ 
, 

L= | _ ხს. (26,21) 

/2სI8–VCთ) 
/ოი 

აქედან შეგვიძლია ვიპოვოთ „» როგორც დროის ფუნქცია. ჩვენთვის უფრო ხელ- 

საყრელია დ და #-ის დაკავშირება, რადგან ეს მოგვცემს ტრაექტორიის განტოლე- 

ბას პოლარკოორდინატებში. ამისათვის განესაზღვროთ იდ (26,5”) განტოლებიდან 

ძდ= + წ (26,22) 
”“ 

და შევიტანოთ მასში ძ/-ს მნიშვნელობა (26,20) ფორმულიდან; მივიღებთ 

(მ 
==–>====== (26,23) 

1 V 2ს (ს – 7C)) 
იდ 

ინტეგრაცია მოგვცემს 

, 

Iძ» 

წ I 57 20I6–7C))· რს 
(თხი 

ეს ფორმულა უშუალოდ აკავშირებს დ და ჯ«-ს, ე. ი. იძლევა მოძრაობის ტრაექ- 
ტორიას. ექსტრემალური მანძილები განისაზღვრება (26,18) განტოლებიდან, ე. ი. 
ინტეგრალქვეშა ფესვის ნულთან ტოლობით. რადგან მინიმალური მანძილი გვექ- 
ნებ როგორც ფინიტური, ისე ინფინიტური მოძრაობისათვის, ამიტომ ქვედა 
საზღვარი ინტეგრალში იქნება #,»,,. (26,241 ფორმულიდან ჩანს, რომ როცა 

»=”უ,,. წ=0, ე. ი. დ-ს ათვლას ვიწყებთ მინიმალური მანძილის შესაბამისი მდე- 
ბარეობიდან. 

ფინიტური მოძრაობის დროს მოძრაობის პერიოდი განისაზღვრება ფორ- 

მულით 
”დღიჯ პ 

სი” 

I 1 20(#–7VCთ) 
”Mი 

ყა



ადვილია დამტკიცება იმისა, რომ (26,24)-ით განსახღვრული ტრაექტორია სიმეტ- 

რიულია სისტემის ინერციის ცენტრსა და მობრუნების წერტილზე გამავალი წრფის 

მიმართ, ეს მტკიცება ეხება ინფინიტურ მოძრაობასაც, ამიტომ მობრუნების წერ- 
ტილად უმჯობესია ვიგულისხმოთ #=/,,,,-ის შესაბამისი მობრუნების წერტილი. 
ტრაექტორიის აღნიშნული სიმეტრია ცხადია, რადგან დ=0 შეესაბამება %= წის 

ხოლო მარჯვენა მხარეში, ფესვის ორი 

ნიშნის გამო, (#, დ) და (#, 2X -–- დ)-თი 

განსაზღვრული წერტილები სიმეტრიული 
იქნება აღნიშნული წრფის მიმართ. 

როცა მოძრაობა ფინიტურია, გვაქვს 

“ოკ და უი მანძილები. ტრაექტორია 

ყოველთვის მოთავსებულია ამ მანძილებს 
შორის, მაგრამ ეს იმას არ ნიშნავს, რომ, 
საზოგადოდ, ტრაექტორია ჩაკეტილია. 

მართლაც, ერთი პერიოდის განმავლობა- 

ში, როცა # იცვლება #„,,-დან #,,--მდე 
და შემდეგ კვლავ #„,„-მდე, რადიუსვექ- 
ტორი შემობრუნდება კუთხეზე, რომელიც 

ტოლია 

  

/”თოიჯ 

ტდ=2 M(/ე- 
–----–=---.· 26,26 

19? I/ 24 L8 –– 1709) (2029 
„ი 

ამიტომ, საზოგადოდ, ტრაექტორია უწყვეტად ავსებს იმ არეს, რომელიც მოთავ 

სებულია ორ ისეთ წრეს შორის, რომელთა რადიუსებია “ე და ფა: აღსანიშ– 

ნავია, რომ ტრაექტორია ჩაკეტილია მხოლოდ და მხოლოდ ორ შემთხვევაში: 

ერთი, როცა პოტენციალურ ენერგიას აქვს სახე 

ყოთ=--–+, (26,27) 
> 

ე. ი. გრავიტაციული და კულონური ველებისათვის და, მეორე, როცა პოტენცია- 
ლური ენერგია გამოისახება ფორმულით! 

ჯე” 
წი=“- · (26,28) 

ე” უკანასკნელი განსაზღვრავს ნაწილაკის ჰარმონიულ რხევას. ორივე ამ შემთხვე- 

ვას დიდი მნიშვნელობა აქეს მექანიკაში, ამიტომ მათ დაწვრილებით შევისწავლით. 

§ 97, “ კოტენციალური ენერბიის შემთხვევა 
» 

განვიხილლოთ ცენტრალური ველის მეტად მნიშვნელოვანი შემთხეევა, როცა 

პ-ტენციალური ენერგია განსაზღვრულია ფორმულით 

% 

VC)=-“- –. (27,1) 
IL 

1 ამ ორი პოტენციალისათვის გამოთვლილი /4თდ=0, რაშიც ადეილად დავრწმუნდებით (26,26) ტენციალისათვის გ. ვლილ ვილ დ, 
ფორმულის გამოყენებით. 
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როცა თ>0 გვაქვს მიზიდეა, ხოლო როცა «<0 ადგილი ექნება განზიდვას. ეფექ- 

ტურ პოტენციალურ ენერგიას ექნება სახე 
· თ 

–-. 27,2 2ს2 + (27,2) 

კონკრეტულობისათვის განვიხილოთ მიზიდვის პოტენციალური ენერგია +«>0, სა- 

ჭიროების შემთხვევაში ადვილად გადავალთ თ<0 შემთხვევაზედაც., გამოვარკვიოთ 

ეფექტური პოტენციალური ენერ- 
გიის ყოფაქცევა. აშკარაა, რომ მას ხით) 
გააჩნია მინიმუმი. მართლაც, მინი- | 

მუმის პირობა 

9V_ი (27.3) 
ი, 

მოგვცემს, რომ ექსტრემალური ჯა 
ტოლია სიდიდის 

LI 

== (27,4) 
სთ 

მინიმუმის წერტილში კი პოტინ- 

ციალური ენერგია (პოტენციალური 
ორმო ე) 

  I40:3 

2% 

  

სთ /ოთ=- 22“ (27,5) 

უსასრულობაში XVI) -> 0, ხოლო სათავეში მიისწრაფის უსასრულობისაკენ, ასე 
რომ, ეფექტური პოტენციალური ენერგიის მრუდს ექნება ნახ. 20-ზე მოცემუ- 
ლი სახე. 

ახლა ვიპოვოთ ტრაექტორიის განტოლება. ამისათვის გამოვიყენოთ (26,24) 
ფორმულა, თუ მასში შევიტანთ (27,2) გამოსახულებას, გვექნება 

, 
თდ= ( (IC 

საცა მსთ. 0. 
8- „I 2§+2%- + 

» ჯ 

ანთ მანძილი განისაზღვრება ფესვქვეშა გამოსახულების ნულთან ტოლო- 

„# _ 5-7, (27,6”) 

(27,6) 

ბიდ 

შემოვიღოთ ახალი ცვლადი ,=+ , მაშინ 
(2 

1// 

1ი5 
=-========= 27,7 

? 1/ 2. Iს + 2სთ: -– ' ) 
1//თIი 

ფესექვეშა გამოსახულება შევავსოთ სრულ კვადრატად 
2 სთ 8 = 5 - 

201 +2/.თჟ –- 17,ზ= | 20L#+ + -(-" · (27,8)



მივიღებთ მარტივ ინტეგრ:ლს 

1// 

დ=- | ––--“"“ , (27,9) 

1/”თ!» I/ >5+(%) – (« – -) 

რომლის ამოხსნა მოგვცემს: 
სთ 1// 

წ 1 

დ=81X0 005 (27,10) 
“მ“%#“შმ.--ოოიამ 

/ » 5+("-) 

(4 1/ჩ”ი/»ი 

რადგან საწყისი პირობა ისე ავირჩიეთ, რომ «=#/,უ,,, როცა დ=0, ამიტომ ინტე- 

გრალი ქვედა საზღვარზე ისპობა. ამაში ადვილად დავრწმუნდებით უშუალოდაც, 
თუ #=VVC) განტოლებიდან ამოხსნილ »,„,, შევიტანთ (27,10)-ში. ზედა საზღვ- 

რის ჩასმით კი გვექნება 

( 1 MC 
· 1 

დ=?1?X0005--––---------= (27,11) 

/ 28+(! ) 

საიდანაც | 

1 სთ V· 
L VM- 2ს#-+>-I –– · 27,12 -- 

შემოვიღოთ აღნიშ;ვნები: 

–_ + 42 (27,121) 
და _#. 

(27,14) 
სთ. 

მაშინ (27,12) ფორმულა მოძრაობის ტრაექტორიისათვის მოგვცემს 

„დფ)=-- (27,15) 
1+Xიი3დ 

მივიღეთ კონუსური კვეთების განტოლება, როცა სისტემის სათავე მოთავსებულია 

მარჯვენა ფოკუსში; ი წარმოადგენს მეორე გვარის მრუდის პარამეტრს, ხოლო 

X –– ექსცენტრისიტეტს. (27,15) ფორმულის მიხედვით, როცა დ=->- , მაზინ 

(> | =/ი, ე. ი, 0 პარამეტრი ყოფილა ორდინატის მნიშვნელობა სათავეში. 

ენერგიისა და, მაშასადამე, ექსცენტრისიტეტის სხვადასხვა მნიშვნელობისათ- 

ვის გვექნება შემდეგი ტრაექტორიები: 
#<0, X<1, ელიფსი, 
#=0, X=1, პარაბოლა, 

XსX>90, წ»>1, პიპერბოლა, (27,16) 

? 
ს=-"“-, #=0 წრეხაზი. 
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ფინიტური მოძრაობის შემთხვევა, როგორც მოსალოდნელი იყო, ფინიტური 

მოძრაობა შესაძლებელია მხოლოდ #<0 დროს. ამ შემთხვევში ტრაექტორია 

წარმოადგენს ჩაკეტილ მრუდს. ცხადია, რომ მაქსიმალური და მინიმალური მან- 

ძილები, თანახმად (27,15) ფორმულისა, ტოლია: 

    -–. წი (27,17) 4 , – 

1+7 1-–# 

ამ ორი ტოლობის გამოყენებით ექსცენტრისიტეტი შეგვიძლია გამოვხატოთ 

”აკ და ”ფეჯ მანძილებით; გვექნება 

»= ეთი: მთი (27,17”) 
”თოი2 1 იი 

პარამეტრისა და ექსცენტრისიტეტის საშუალებით შეგვიძლია განვსახღვროთ ელიფ– 

სის დიდი და მცირე ნახევარღერძები: 

ი=:თ0I%» =Xოი. _” . (27,18) 
2 1-»ჯ 

– (2 =180=----. 27,19 ხ= I იი 171- 2 ( ) 

თუ ამ ფორმულებში შევიტანთ პარამეტრისა და ექსცენტრისიტეტის მნიშვნელო- 

ბებს (27,13) და (27,14)-დან, მივიღებთ: 

ი=-% ,ხ- L 
2|LI I 2+| # I 

ჩვენ ვხედავთ, რომ დიდი ნახევარღერძი მხოლოდ ენერგიაზეა დამოკიდებული, 

პატარა ნახევარღერძი კი, გარდა ენერგიისა, მომენტზეჯაცაა დამოკიდებული. ცხა- 

დია, რომ 

(27,20) 

”უჯკა=06(1-7, ”,»ი:=0(1+7X). (27,21) 
2 

როცა #=–- 2” მაშინ X=0, დღა ელიფსი წრედ გადაიქცევა. 

(27,13) გამოსახულებაში ფესვის წინ ავიღეთ დადებითი ნიშანი. უარყოფითი 

ნიშანი რომ აგვეღო, მაშინ ტრაექტორიის (27,15) ფორმულაში 008 დ-ს ნაცვლად 

გაჩნდებოდა 0608 (დ+>), რაც შეესაბამება შემ- 

თხვევას, როცა კოორდინატთა სათავე მოთავ- V1 

სებულია მარცხენა ფოკუსში. 

გამოვთვალოთ პერიოდი ელიფსურ ტრა- 

ექტორიაზე მოძრაობის დროს. ამისათვის საკ– 

მარისია ამოვხსნათ (26,25)-ში შემავალი ინტე– 

გრალი (27,21) საზღვრებში. მაგრამ პერიოდს 

უფრო მარტივად ვიპოვით ფართითი სიჩქარის 

ფორმულის გამოყენებით; მართლაც (12,22”) 

  

  ფორმულის თანახმად 

2ყყ§ I, (27,22) ნახ. 2) 

სადაც § რადიუსვექტორის მიერ შემოწერილი ფართია. ელიფსის შეზთხვევაში 
§=Xთსხ, ამიტომ (27,201) ფორმულების გათვალის წინებით, პერიოდისათვის მივი- 

ღებთ 
7 ე. მამასახლისოვგი, გ. ჭქილაშეილი 97



,„„'– 
ML 

9'=7 27,23 97 XI/ 217 (27,23) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ პერიოდი დამოკიდებულია ენერგიაზე. თუ გავიხსენებთ 

(27,20) ფორმულებს, (27,23) ფორმულა მოგვცემს 

  

=4.2-., (27,24) 

ინფინიტური მოძრაობის შემთხვევა. ა) მიზიდვა. დავუშვათ, რომ #>+20. ამ 
დროს X>1 და მოძრაობა ინფინიტურია. ეს აშკარად ჩანს ტრაექტორიის გან- 
ტოლებიდან, როცა X»X>1. ის მავსიმალური მნიშვნელობა ჯ-,.=C. ამასთან, 

ტრაექტორია გახსნილია დ=Xჯ მიმართულებით. ე. ი. მიუხედავად იმისა, რომ ველი 

მიზიდვის ხ.სიათისა, თუ სრული ენერგია 
1C>>0, მოძრაობა შემოუსაზღვრელია. მოძრაო– 

ბას დადებითი ენერგიით დიდი მნიშვნელობა 
აქვს ნაწილაკთა გაფანტვის თეორიაში, ამიტომ 

ამ შემთხვევასაც დეტალურად განვიხილავთ. 

ინფინიტური მოძრაობის შემთხვევაში და- 

–-> მატებით უნდა ვიზრუნოთ იმაზე, რომ (27,15)-ით 

განსაზდვრული ჯ; უარყოფითი არ გამოვიდეს. 
რადგან X>2>1, ამიტომ, განსხვავებით ფინიტური 

მოძრაობისაგან, ამის საშიშროება არსებობს. მა- 

შასადამე, უნდა მოვითხოვოთ, რომ 1+%X 0058 დ> 0, 

  

1 
ე. ი. 005დ2> – –-. ზღვრული კუთხე გან- 

% 
ნახ. 22 

ესაზღვროთ პირობით 1-X0038და=0, მაშინ 

1 
იგი ტოლი იქნება დეგ=391 005 (– +) · ცხადია, აღნიშნული უტოლობა დაცუ- 

ლი იქნება ისეთი დ-ებისათვის რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობას | | < დი, 
1 1 

ე. ი. – ტა 608 ( –- -- | <დ-<ი»ი ია (– >): რადგან X>1, ამიტომ –- 1 < 
I % 

1 
ლ=–- 1. <0 და მ»X0C005 (– +) მნიშვნელობებისათვის გვექნება პუტოლობა 

X %X 

>» =მIC 005 (– –)<= მაშასადამე, > <= ღე < ჯ. ამ შემთხვევაში მოძრაობა 
2 X 

ხდება ჰიპერბოლის ფოკუსთან აბლომდებარე კალთაზე, რომელიც გარს უვლის 

ფოკუსში მოთავსებულ მიზიდვის ცენტრს. მინიმალური მანძილი ტოლი იქნება 

ჩ   
“თი ““ · 1 =0თ(%-–-1), (27,25) 

სადაც თ ჰიპერბოლიეს „ნახევარღერქია“ და 

ჩ? თ =- ნ" ==“, 27,26 
“ ი?) 2# ( ) 

როცა #=0. მაშინ »ჯ=1 და 

ჩიო=4-. (27,27)



ამ შემთხვევაში ნაწილაკი მოძრაობს პარაბოლაზე, რომლის ფოკუსში მოთავსებუ- 

ლია მიზიდვის ()ენტრი. 

ცხადია, რომ პარაბოლაზე მოძრაობას მავიღებთ მაშინ, როცა ნაწილაკი 

უსასრულობაში მოძრაობას იწყებს უძრაობის მდგომარეობიდან. 

ბ) განზიდვა. ახლა განვიხილოთ განზიდვის ველის შემთხვევა, ე. ი. როცა 

თ<0. ამ დროს ეფექტური პოტენციალური ენერგია 

L თ 
–. 27,28 5+4 (27,28) 

ამ გამოსახულებას მინიმუმი არა აქვს, იგი მონოტონურად მცირდება C-დან ნუ- 
ლამდე, როცა # იცვლება ნულიდან უსასრულობამდე (ნახ. 23). პოტენციალური 

ენერგია არ ქმნის პოტენცია- 

ლურ ორმოს, ამიტომ ნაწილა- 
კები მდგრად მდგომარეობას არ 

ახორციელებენ. მოძრაობა ინფი- 

ნიტური,ა გვექნება მხოლოდ 

ერთი ექსტრემალური მანძილი 

ჯ»=»,,,. ამ შემთხვევაში მოძ- 

რაობი ტრაექტორიის მისაღე- 

ბად საკმარისია (27,15) ფორ- 
მულაში მოვახდინოთ "“მეცელა ა! 

თ თ მაშინ # შეიცვლის I წი 

ნიშანს და იმისათვის, რომ ათკ- წას. 2ვ 

ლის სისტემა კვლავ მარჯვე–- 
ნა ფოკუსში იყოს მოთავსებული, ხელსაყრელია (27,13) განმარტებაში ფეს- 

ვის წინ ავიღოთ მინუს ნიშანი. გვექნება 

VV)=   

Vი) 

  

  

/დფ)2=- ”" (27,29) 
X#0608ღ ––) 

X# და # იმავე ფორმულებით განისაზღერება. 

პირობა იმისა, რომ #„ ყოველთვის დადებითი იყოს, იკნება უტოლობა 

1 . 
X0605დ –– 1>0, ე. ი. ლ09დ>-–-. ზღვრული კუთხე განისაზღვრება ფორმულით 

%« 

დე = 816 605 1 -· აღნიშნული უტოლობა დაცული იქნება მაშინ, როცა – დელდ<<” 
X 

1 1 
ან, რაც იგივეა, როცა -–- 360605 –- ლ ფლეX6C 008 –-. რადგან X>>1, ამი– 

» . 

ტომ 0 <= 1 =1. მაშასადამე, 2ILC ი0§ -+- მოთავსებული «ქნება ინტერვალში 
% % 

0= 8106 ი08 –'- < 1, ე. ი. ზღვრული დე კუთხე მოთავსებული შეიძლება იყოს 
% 

შუალედში 0=და< +: ეს იმას ნიშნავს, რომ ტრაექტორია, რომელიც ამ შემ- 

თხვევაში (#>0, X>1) ჰიპერბოლას წარმოადგენს, მიზიდვის შემთხვევისაგან გან– 
სხვავებით, ფოკუსს გარედან უელის (იხ. ნახ. 24), ამ შემთხვევაში მინიმალური 

მანძილი განისაზღვრება ფორმულით 

99



ჩ 

თ,“ 
%# == 

  1=0(14+7). (27,30) 

ამგვარად, როგორც მიზიდვის, ისე განზიდვის ურთიერთქმედებისათვის, როცა 

#20, მოძრაობის ტრაექტორია განისაზღვრება განტოლებით 

ი 
1რდ)=–“..., 

X605C +1 
(27,131) 

ამასთან, პლუს ნიშანი მიზიდვის შემთხვევაში აიღება, მინუსი კი -- განზიდვისას, 

მოძრაობა ორივე შემთხვევაში ინფინიტურია. 

ვიპოვოთ ასიმპტოტების განტოლებები. ამისათვის საჭიროა (27,31)-'ში ავი- 

ღოთ 1 = CC. ეს მოგვცემს 

X 0605 დე= 2 1 (27,32) 

2ღე-ის მნიშვნელობა, სადაც 

დე-ე=20L06005 1 , (27,33) 

განსაზღვრავს ტრაექტორიის გაშლის კუთ- 

ხეს, (27,32) წარმოადგენს ტრაექტორიის 

ასიმპტოტების განტოლებას, 

ცხადია, ზოგად შემთხვევაში, როცა 

ურთიერთქმედება ხდება ნებისმიერი ცენ- 

ტრალური VC.) ველით, ასიმპტოტის გან– 

ტოლებას მივიღებთ, თუ (26,24) ფორმუ- 

  

ნახ. 24 ლაში ავიღებთ ჯ= C, გვექნება 

თ 

ჯი» დC | ––-“. . (27,34) 
? | 28-76) 

„ი 

ასიმპტოტების ამ განტოლებებს გამოვიყენებთ გაფანტვის თეორიაში. 

§ 98. კპჰეგპლერის კანონები 

წინა პარაგრაფში მიღებული შედეგები ზოგადია და გამოდგება ნებისმიერი, 

ის უკუპროპორციული, ველისათვის; ამ პარაგრაფში ზევით მიღებულ ფორმუ. 

ლებს გამოვიყენებთ გრავიტაციული ურთიერთქმედებისათვის. 
ცნობილია, რომ სამყაროს ნებისმიერი ორი ნაწილაკი, რომელთა მასებია 

ე და წე, ერთმანეთზე მოქმედებს მიზიდვის ძალით, რომელიც გამოიხატება ნიუ- 

ტონის მსოფლიო მიზიდულობის კანონით 

ი. ე 9%0M #M=-+ - (28,1) 

სადაც 7 ე- წ. გრავიტაციული მუდმივაა. მსოფლიო მიზიდულობის ძალის შესა- 
ბამის პოტენციალურ ენერგიას აქვს სახე 

ყხყლ)=-2ლ57%, (28,2) »



მაშასადამე, მსოფლიო მიზიდულობის ძალების შემთხვევაში, თ = +», »I, ამასთან 

თ ყოველთვის დადებითია, რაც იმას ნიშნავს, რომ VV) მიზიდვის ხასიათისაა. 

რადგან გრავიტაციული ველისათვის პოტენციალურ ენერგიას აქვს _ 5 
» 

სახე, ამიტომ წინა პარაგრაფში მიღებული შეჯეგები პირდაპირ შეგვიძლია გამო- 

ვიყენოთ სამყაროს სხეულთა მოჭრაობის შესასწავლად. კერძოდ, ჩვენ ვაჩვენებთ, 
რომ #<0 შემთხვევაში მივიღებთ მზის სისტემის პლანეტების მოძრაობის იმ კა- 

ნონებს, რომლებიც ცნობილია კეპლერის სამი კანონის სახელწოდებით. 

მზის გარშემო მოძრაობს სხვადასხვა მასის მქონე ცხრა პლანეტა. ამასთან 

ზოგიერთ პლანეტას, ისევე როგორც დედამიწას მთვარე, ჰყავს თავისი თანამგზავ– 

რები. ამიტომ მკაცრად რომ ვიმსჯელოთ, ჩვენ საქმე გვაქეს მრავალი სხეულის 

ამოცანასთან, მრავალი სხეულის ამოცანა კი გადაწყვეტილი არ არის. სამი სხეუ- 
ლის ამოცანაც კი შეიძლება ამოიხსნას მხოლოდ ძალიან შეზღუდულ პირობებში, 

ამიტომაც მრავალი სხეულის ამოცანის განხილვისას მიმართავენ მიახლოებითი 

ამოხსნის მეთოდებს. მაგრამ იმის გამო, რომ მზის მასა შედარებით დიდია ცალ- 
კეული პლანეტის მასაზე, ცალკეული პლანეტის მოძრაობა დიდი სიზუსტით შეგ–- 
ვიძლია ისე განვიხილოთ, თითქოს სხვა პლანეტებთან იგი ურთიერთქმედებას არ 
განიცდიდეს. პლანეტებს შორის ურთიერთქმედება შეგვიძლია ჩავთვალოთ მცირე 

შეშფოთებად. ამ შეშფოთების გათვალისწინება აუცილებელია მხოლოდ ზოგიერთ 
სპეციალურ შემთხვევებში. ქვემოთ ჩვენ ამ შეშფოთებას ნულის ტოლად ჩავთვლით. 

თუ დედამიწის მასას ერთის ტოლად ჩავთვლით, მაშინ მზის მასა იქნება 

330000, იუპიტერისა –– 320 და ა, შ. ამიტომ მზის მასა ჯ, გაცილებით მეტია 

ნებისმიერი პლანეტის »I, მასასთან შედარებით, ე. ი, M-=0, ეს იმას ნიშნავს, 
» 

რომ დაყვანილი მასა ძალიან დიდი სიზუსტით პლანეტის მასის ტოლია I =>), 

ე. ი. პლანეტისა და მზის ინერციის (ცენტრი 

ფაქტიურად მზის ცენტრშია მოთავსებული და 

ხლ. 
ამ შენიშვნების შემდეგ კეპლერის კანო- 

ნების ჩამოყალიბება სიძნელეს ა წარმოად- 

გენს, თუ გამოვიყენებთ წინა პარაგრაფში მი- 
ღებულ შედეგებს. პირველი კანონი გჭეუანება: 

პლანეტები მოძრაობენ ელიფსებზე, რომ- ნახ. 25 
ლის ერთ-ერთ ფოკუსში იმყოფება მზე. 
==, უწოდებენ პერიჰელიუმს, 2 =#7,,ე: –– აფელიუმს. 

მეორე კანონის თანახმად რადიუსვექტორი, რომელიც გავლებულია მზიდან 
პლანეტისაკენ, დროის ტოლ შუალედში ტოლ ფართს შემოსწერს (იხ. ნახ. 25). 

ამ კანონიდან ნათელია, რომ, რა, უფრო ახლოსაა პლანეტა გზესთან, იგი მით 

უფრო ჩქარა მოძრაობს. 

კეპლერის მესამე კანონს იძლევა (27,24) ფორმულა. მა”თლაც, რადგან 

ს =>, ხოლო თ ==“, ე, ამიტომ 

47, 1 · (28,3) 

ე 49015 

  როგორც ვხედავთ, ეს ფარდობა დამოკიდებული არაა პლანეტის მასაზე. სიტყვიე– 
რად ეს კანონი ასე გამოითქმის: პლანეტის მზის გარშემო გარემოქცენის დროის 

” ' (2



(წელიწადის) კვადრატისა და დიდი ნახევარღერძის კუბის ფარდობა ერთი და იგი- 

ვეა ყველა პლანეტისათვის. 
აღვნიშნოთ, რომ კეპლერის კანო ნები მიიღება ფინიტური მოძრაობის დროს, 

როცა #<90. /-ის უკუპროპორციული პოტენციალი უშვებს ინფინიტურ მოძრაო- 

ბასაც ამ დროს სხეულის მოძრაობა ხდება ღია ტრაექტორიებზე. ეს შემთხვევა 

მზის სისტემაში მოძრავი სხეულებისათვის არ ხორციელდება, მაგრამ ეს არ ნიშ- 

ნავს, რომ სამყაროს სხვა სხეულები არ მოძრაობენ ღია ტრაექტორიებზე. აღსა–- 
ნიშნავია, რომ ზოგი კომეტა სწორედ ღია ტრაექტორიაზე მოძრაობს, 

თუ არ შემოვიფარგლებით 2? 0 დაშვებით, მაშინ კეპლერის კანონები 
2ბი 

დაზუსტებას მოითხოვს, რამდენადაც საჭირო იქნება მზის მოძრაობის გათვალის- 
წინებაც. 

წინა პარაგრაფში ვნახეთ, რომ ზოგად შემთხვევაში, ორი ნაწილაკის მოძ- 

რაობა დაიყვანება ერთი ნაწილაკის მოძრაობაზე, რომლის მასა არის #= “22. 
თ) +» 

დაყვანილი მასა. ამ ფიქტიეცრი ნაწილაკის შესაბამისი #=L, –– წა რადიუსვექტორი 

ინერციის ცენტრის მიმართ აღწერს ტრაექტორიას, რომელიც წარმოადგენს კო- 

ნუსურ კვეთებს 
2 

„-- #4 ; (98,4) 
1+%0ი058Cდ 

ამასთან, კონუსური კვეთების ფოკუსი იმყოფება კოორდინატთა სათავეში, რომე- 

ლიც ემთხვევა სისტემის ინერციის ცენტრს და დ-=0 შეესაბამება ჯ;„,, მანძილს. 
ახლა გამოვარკვიოთ, რა ტრაექტორიებზე მოძრაობენ თეით პლანეტები და მზე. 

ამისათვის საჭიროა შევისწავლოთ L, და ჯვ. რადიუსვექტორების მიერ შემოწერილი 
ტრაექტორიები ინერციის ცენტრის მიმა”თ. ამისათვის საკმარისია გამოვიყენოთ 

(25,21) ფორმულები, რომელთა თანახმად 

  ილ. „ხი=- 2. (28,5) 
MI +- 2 911 + ე 

როგორც ვხედავთ, პლანეტის L, რადიუსვექტორს ყოველთვის იგივე მიმართულება 

აქვს, რაც L-ს, ე. ი. I მასის რადიუსვექტორს, სიდიდით კი მასზე თი -ჯერ 
21, + 915 

მეტია. ასე რომ, პლანეტაც იმოძრავებს კონუსურ კვეთაზე. რომლის განტოლება, 

(28.4)-ის თანახმად, განისაზღვრება ფორმულით 

?/, 
= (თხრ (28,6) 

14+%#00§Cთ 

რაც შეეხება მზეს, მისი რადიუსვექტორი ყოველთვის L-ის საწინააღმდეგოდაა მი- 

მართული: როცა რაიმე მიმართულების მიმართ L-ის მიერ შედგენილი კუთხე დ-ს 

ტოლია, მაშინ L,-ის მიერ “დედგენილი კუთხე (=+Cდ)-ს ტოლი იქნება. რადგან 

7 

ამავე დროს L-ის სიდიდე L-ის სიდიდეზე "ბ. -ჯერ მეტია, ამიტომ მზე იმო- 
2) +» 

ძრავებს შემდეგ კონუსურ კვეთაზე: 

' 2 
> = _ შიათ (28,7) 

1-–- »60§დ



მაშასადამე, ჩვენ ვხედავთ, რომ სინამდვილეში, როგორც პლანეტები, ისე მზე 

მოძრაობენ ელიფსებზე საერთო ინერციის ცენტრის მიმართ. ამასთან, დაყვანილი 

# მასის მქონე ნაწილაკისა და პლანეტის შესაბამისი ელიფსების მარჯვენა ფოკუსი 
იმყოფება ინერციის ცენტრში, მზის შემთხვევაში კი ინერციის ცენტრში იმყო- 

ფება ელიფსის მარცხენა ფოკუსი (ახ. 26), ე. ი. მზის შემთხვევაში მინიჰალური 
მანძილი გვექნება დ=»X კუთხეზე. 

– 

  

  

ნახ. 26 

დაზუსტებას მოითხოვს კეპლერის მესამე კანონიც. ზოგად შემთხვევაში, 
უნდა ვისარგებლოთ (27,24) ფორმულით, რომელიც მოგვცემს 

2 4 _ 1. _ 
თ "VM% 112" 

Mვ 
ამ შესწორებას არსებითი მნიშვნელობა არა აქვს მსუბუ1ი პლანეტებისათვის, მძი– 
მეებისათვის კი შეუძლია გარკვეული როლი შეასრულოს. 

წყალბადის ატომის პრობლემა. სრულიად ანალოგიურად შეიძლება მოიძებ- 
ნოს ტრაექტორიის გან#ჭოლება კელონურ ველში მოძრაობისას. ამ შემთხვევაში 

საჭიროა (28,2) პოტენციალური ენერგიის გამოხატულებაში თ= VI, შევცეა- 
ლოთ მუხტების ნამრავლით. მაგალითად, წყალბადის ატომისათვის გვექნება თ- C”, 
სადაც. 6-–– ელემენტარული მუხტია როცა სრული ენერგია #<0, ელექტრონი 

იმოშრავებს ელიფსზე. რომლის ფოკუსში მოთავსებული იქნება პროტონი. მა „რამ 

კლასიკური მექანიკის თანახმა წყალბადის ატომი არ შეიძლება მდგრად Lისტე- 
მას წარმოადგენდეს. მართლაც. ელექტრონი ორბიტაზე აჩქარებულად მოძრაობს 
(მრუდწირული მოძრაობა ყოველთვის აჩქარებულია!) კლასაკური ელექტროდინა- 
მიკა კი გვასწავლის, რომ აჩქარებულად მოძრავე დამუხტული ნაწილაკი სინათლეს 
გამოასხივებს და, მაშასადამე, კარგავს თავის ენერგიას. ამიტომ გარკვეული დროის 

გავლის შემდევ ელექტრონი პროტონს დაეცემ· და წყალბადის ატომი, როგორც 

მდგრადე სისტემა, შეწყვეტს არსებობას. ცხადია, რომ ეს შედეგი ეწინააღმდეგება 
სინამდვილეს, რამდენადაც წყალბადის ატომი ბუნებაში არსებობს და საკმარისად 
მდგრად სისტემას წარმოადგენს. შევნიშნოთ, რომ წყალბადის ატომის პრობლემა 

იყო კლასიკური მექანიკის ერთ-ერთი დაუძლეველი წინააღმდჯეგობა, «ომლის ახს- 

ნის საჭიროებამ მოითხოვა ატომის ახალი მექანიკის (კვანტური მექანიკის) ჩამო- 

ყალიბება, 

(28,7) 

§ 259. ბინეს ფორმულა 

ბინეს, ფორმულა საშუალებას გვაძლევს ცენტრალური ურთიერთქმედების 

შემთხვევაში მოცემული ძალის მიხედვით მოძრაობის ტრაექტორიის მოძებნისა და, 

პირაქით, მოცემული ტრაექტორიის მიხედეით ურთიერთქმედების ძალის განსა- 
ღვრისა. ამ ფორმულის გამოყვანა საკმარისად მარტივია. 
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განვიხილოთ ორი მატერიალური წერტილი მასებით თ, ღა ე, რომლებიც 

ერთმანეთთან ურთიერთქმედებენ ცენტრალური ძალით. ვიგულისხმოთ, რომ ათე- 
ლის სისტემის სათავე მოთავსებულია სისტემის ინერციის ცენტრმი, ამ შემთხვე- 
ვაში, როგორც ვიცით, მოძრაობა დაიყვანება ერთი ფიქტიური ნაწილაკის მოძ- 

რაობაზე დაყვანილი ს=--015. მასით. 
21 + 13 

ცენტრალურ ველში მოძრაობა ბრტყელია და ადგილი აქვს იმპულსის მო- 
მენტის შენახვის კანონს 

1 =ს2 დ=0008ს, (29,!) 

სადაც C არის ფარდობითი რადიუსვექტორი C=L,–- ს, ხოლო დ--–პოლარ კუთხე. 
დავწეროთ ცოცხალი ძალის კანონი ფარდობითი მოძრაობისათვის ცენტრა- 

ლურ ველში. გვექნება 
2 

«(-)--იი-#7თ '. (29,2) 
სადაც 

ჯყა=-9V (29.3) 
თ, 

ცენტრალური ძალაა, ხოლო VIICI) –- შესაბამისი პოტენციალური ენერგია. 
გავიხსენოთ ე3-ის გამოხატულება პოლარკოორდინატებში 

ც?=;2?-L;? დ). (29,4) 

დროებით შემოვიღოთ ახალი ცელადი ჯ=-L. მაშინ ცხადია, რომ 
» 

V 1) ძ-. (29,5) 
ძდ  ძდ 

ამ უკანასკნელისა და (29,1) ფოშელიების გათვალისწინებით ვიპოვით 

„==“ ძდ _ 1.7 (29,6) 
2 თ. ს იდ 

მაშასადამე, 

მ- + | I(C8) +) L (29,7) 
I 

ეს სიდიდე შევიტანოთ ცოცხალი ძალის კანონის გამოხატულებაში; მივიღებთ 

# «I(% ა) 4+ |––იყი. (29,8) 
2. ძჯ 

ტოლობის ორივე მხარე გავყოთ ძჯ<-ზე, მაშინ 

#V" ძ4 +I(=) +71= ძლ რი C9,9) 

2L ძი ! ძ» ძი 
მარცხენა მხარე გავაწარმოოთ C-თი, ხოლო მარჯვენა. არეში გავითვალისწინოთ 

(29,5ე) ტოლობა, ამის შემდეგ მოვახდინოთ შეკვეცა 9 -ზე. საბოლოოდ მივიღებთ 

2 ე 
ი-51>(–)+ 1V (29,1თ) 

” ძი II Iძდ' ! 
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პოტენციალურ ენერგიას მივიღებთ ინტეგრაციით 

, 

ჟი) 5 (41 თ (+–)+ –I. (29,11) 
“ » LM ჯ? ძდ? » 

ამასთან, ჩვენ მოვითხოვეთ, რომ უსასრულობაში პოტენციალური ენერგია ნულის 

ტოლი იყოს, ე. ი. II(თ) =0. 

ძალისათვის კი შეგვიძლია დავწეროთ 

გ ( ი /1 1 ჯ ი-- >! ა (+-)++I. (29,12) 
( ხა” | იდ? V » » 

ამ ფორმულას უწოდებენ ბინეს ფორმულას. 
სტაციონარულ შემთხვევაში, როცა ცენტრაღური ძალა დროზე არ არის 

დ–მოკიდებული, მაშინ ბინეს ფორმულა ძ:ლას აკავშირებს ნაწი ლაკის » დად 

კოორდინატებთან, ე. ი. (29,12) დიფერენციალური განტოლების ამოხსნით პირ- 

დაპირ ვიპოვით ტრაექტორიის განტოლებას პოლარკოორ დინატებში და, პირიქით, 

როცა ცნობილია ტრაექტორიის განტოლება, ვიპოვით იმ ცენტრალურ ძალას, 

რომლის გავლენით ნაწილაკი მოძრაობს მოცემულ ტრაექტორიაზე. არასტაციონა- 

რულ შემთხვევაში ტრაექტორიის მოსაძებნად საჭიროა გამოვიყენოთ (29,1) ინტე– 
გრალიც. 

განვიხილოთ მაგალითები. 

მსოფლიო მიზიდულობის კანონი. ვთქეათ ჩვენთვის ცნობილია, რომ ნაწილაკები ერთმა- 

ნეთზე მოქმედებენ ცენტრალური ძალით და ტრაექტორიას აქეს შემდეგი სახე: 

ი 

' ე.» -05თ” 29.12) 
1 

სადა0ე ი პარამეტრია, X # ექსცენტრისიტეტი. აჭედან განვესაზღეროთ – და შევიტანოთ ბინეს 

ფორმულაში; გვექნება 

  

ჩოლ- ––-–-–-; (29,14) 
„ი 

თუ გავითვალისწინებთ პარამეტრის (27,14) გამ-ზატულებას, საბოლოოდ მივიღებთ 

MI, MM 
ჩი,ლ–7?–-, (29,15) 

, 

რომელიც წარმოადგენს ნიუტონის მსოფლიო მიზიდულობის ძალას. 

ახლა განვიხილოთ შებრუნებული ამოცანა. ვთქვათ, ძალას აქვს (29,15) სახე და ვიპოვოთ 

ტრაექტორიის განტოლება. ბინეს ფორმულა გეაძლეეს 

86 1 (ძ/1VცV,1I თ 
# #2 ( ძი” (-)++ | ა (6-7 ია) (29,16) 

ნ 

– ” თ 
>> -+. #= >) (27 

ამ განტოლების ამონახსნი ტოლი იქნება 

1 1 X 
+“-% + 803 (თ+ბ), (29,18) 

სადაც X დ» 0 ნებასმიერა მუჯჰიეებია. (29,18) ტოლობიდან საბოლოოდ მივიღები. 

ი 
= 1+X C0ა (თ+აბ) ' –.)ი



რომელიც გამოხატავს კონუსური კვეთების განტოლებას, როცა ფოკუსი მოთავსებულია სიმძიმის 

ცენტრში. 

მოძრაობა წრეზე. ვთქვათ მოძრაობის ტრაექტორია წარმოადგენს წრეწირს, რომლის 

რადიუსი მუდმივია # = /#. ეიპოვოთ მოქმედი ძალის გამოხატელება. ბინეს ფორმულა ამ შემ- 

თხვევაში მოგეცემს 
|? 

0) =-–- , 29,20, რ-=-,ა (29,2) 
2 

ე. ი. სიდიდით ძალა მუდმივია. მეორე მხრით, (29,7) ფორმულის თანახმად, თ--- , რაც 

(29,20)-ში ჩასმით გვაძლევს ” 

სხ ჩ(0)C=-–-“-- 29,21 (ა) ? ( ) 

მივიღეთ ცენტრისკენული ძალის ფორმულა. მაშასადამე, ამ შემთხეევაში, ნაწილაკი მუდღმიეი 

ცენტრალური ძალის გავლენით მოძრაობს მუდმივი სიჩქარით. 

მოძრაობა ლოგარითმულ ხვიაზე. ვთქეათ, ტრაექტორიის განტოლებას პოლარკოორდინა- 

ტებში აქვს შემდეგი სახე: 

„== იშ, (29,22) 

სადაც წე ღა # მუღმივი პარამეტრებია. (29,22) წარმოადგენს ლოგარ«თმჯღლი ხვიის განტოლებას 

თუ (29,22)-ს შევიტანთ ბინეს ფორმულაში, მივიღებთ 

იო =--4 3 (29.23) 

სადაც 2 ”. 

=–- (4%L1)= 0005ყ. (29,24) 
#M 

მაშასადამე, ნაწილაკთა ურთიერთქმედების ძალა მიზიდეის ხასიათისაა და მათ შორის არსებული 

მანძილის კუბის უკუპროპორციულია. როგორც ეიცით, ასეთი ძალა იწვევს ლიმიტაციურ მოძ- 

რაობას –– ნაწილაკები ერთმანეთს ეცემა. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ ამ პარ:გრაფში განხილულ ფორმულებში, თუ სისტემის დაყ- 

ვანილ მასას შევცელით ერთი რომელიმე ნაწილაკის /! მას«თ, მაშინ მივიღებთ /! მასის ნაწილა- 

კის მოძრაობას უძრავი ცენტრის მიმართ, 

§ ვი. მოძრაობა დედამიწის გრავიტაციულ ველში. 

ხელოვნური თანამგზავრები 

დედამიწის გრავიტაციულ ველში სხეულების მოძრაობის შესწავლას განსა- 

კუთღრებულე მნიშვნელობა აქვს, რამდენადაც ადამიანს ყოველ ნა»იჯზე საქმე აქვს 

ასეთ მოძრაობასთან. ამ ბოლო ორი ათეული წლის განმავლობაში განსაკუთრე- 

ბული მნიშვნელობა მოი1ჯოვა დ_დამეწეს ხელოვნური თანამგზავრების მოძრაობისა 

და გაშვების შესწავლამ. თუ აქამდე დედამიწას ერთი თანამგზავრი ჰყავდა მთვა– 

რის სახით, ახლა მის გარშემო ორბიტაზე მოძრაობენ ასობით შედარებით პა- 

ტარა ხელოვნური თ.ნამგზავრები, რომლებმაც უჩვეულოდ გაამდიდრეს ჩვენი ცოდ- 

ნა არა მხოლოდ დედამიწის ველწი სხეულების მოძრაობის თავისებურებებზე, არა- 

მედ მათი საშუ-ლებით შეისწაელება ატმოსფერული მოვლენები, კოსმოსური სხი- 

ვების თვისებები«, დედამიწის ფორმა და მაგნიტური ველი, თ«ონოსფერო, დედამი- 

წის წია: ისეული სიმდიდრეები და სხვა მრავალი. 
დედამიწის ხელოვნური თანამგზავრების გაშვების თეორიული შესაძლებლობა 

ცნობილი იყო ჯერ კიდევ ნიუტონისათვის, მაგრამ მათი პრაქტიკული განხორციე- 

ლება შესაძლებელი გახდა მხოლოდ მძლავრი საფეხურებიანი რეაქტიული ძრავე- 
ბის შექმნის შემდეგ, რაშიაც არანაკლები მნიშვნელობა ჰქონდა სპეციალური ტი– 

პის ეფექტური თხევადი თუ მყარი საწვავების მიღებას. 
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დედამიწის ხელოვნური თანამგზავრების ტრაექტორიის გათვლისას, პირველ 
მიახლოებაში სხვა სხეულების გავლენა შეგვიძლია უგულებელეყოთ. ასევე შეგვიძ- 
ლია უგულებელეყოთ ჰაერის წინააღმდეგობა. მაშასადამე, არის შესაძლებლობა ეს 
ამოცანა განვიხილოთ, როგორც ორი სხეულის ამოცანა, სხეულებს შორის ურთი- 

ერთქმედების შემთხვევაში, რომელსაც აქვს შემდეგი სახე: 

ყფე=-.5X, ც0,!) 
» 

სადაც » თანამგზავრის მასაა, # კი დედამიწისა. ცხადია, რომ თანამგზავრის 
შემთხვევაში შეგვიძლია გამოვიყენოთ § 26-ში მიღებული შედეგები. განსხჯავება 
იქნება იმაში, რომ პლანეტები ერთხელ და სამუდამოდ განსაზღვოულ ორბიტაზე 

მოძრაობენ, მაშინ, როცა თანამგზავრის განსაზღვრულ ორბიტაზე გასაყვანად სა- 
ჭიროა დამატებითი პირობები -– საწყისი პირობების სახით. “როგორც ქეემოთ და– 

ვინახავთ, თანამგზავრის ორბიტაზე გაყვანისათვის გადანწყვეტი მნიშვნელობა აქვს 
საწყისი სიჩქარის სიდიდეს და მის მიერ ჰორიზონტთან შექმნილ კ«-თხეს. ან, 

როგორც მას უწოდებენ, გასროლის კუთხეს. 

სანამ უშუალოდ ამ ამოცანას შევეხებოდეთ გავიხსენოთ, რომ ორე ნაწილა- 
კის ამოცანა ინერციის ცენტრის სისტემამი დაიყვანყ”» ერთი დაყვ:ნილი მასის 
მქონე ფიქტიური ნაწილაკის ამოცანაზე. სათანადო მოძრაობის განტოლებას აქვს 
სახე 

· ჯ” » ჯ 

სადაც |IL= IIMI/I+ I! სისტემის დაყვანილი მასაა, ხოლო #=Lუ –- LI, ფარდო- 

ბითი რადიუსვექტორი მიმართულია 1/ მასის მქონე ნაწილაკიდან »ჯ მასის ნაწი- 

ლაკისაკენ. შევნიშნოთ, რომ ძალა, რომელიც (30.2) განტოლების მარჯვენა მბა– 

რეში შედის. პროპორციულია არა – 70 1/-ისა, არამედ –- XIL(IL+ 1/)-ისა. ამ 

განტოლებას შეგვიძლია მივცეთ სხეაგვარი ინტერპრერაციაც. ამისათვის გადავწე- 

როთ იგი შემდეგნაირად 

„+ 0) + . (30,3) 
წIწ= – 3 – –_ 

”“ L 

მაშასადამე, ეს განტოლება წარმოადგენს »I მასის ნაწილაკის მოძრაობის გან– 

ტოლებას // მასის ნაწილაკის მიმართ, ოღონდ უნდა ვიგულისხმოთ, რომ მეორე 

ნაწილაკი უძრავია და მისი მასაა ა“ა 1/, არამედ სის ხემის მთელი მასა (»1+ ქ/)» 

აღვნიშნოთ, რომ თანამგზავრის შემთხვევამი პრაქტიკულად »! < XI. 

ვთქვათ ჯ, მა+ის ნაწილაკს ვისვრით წერტილიდან, რომლის რადიუსვექ- 

ტორის სიდიდე დედამიწის ცენტრ-დან არის /7. როცა სხეულს ვისვრით დედამი- 

წის ზედაპირიდან, მაშინ I: = I;I=6378 კმ. / წერტილზი სიმძიმის ძალის აჩქა- 

რება აღვნიშნოთ ყ-თი, ხოლო დედამიწის ზედაპირზე ფ = წყ) =9.81 ლ. 4 წე“- 
ეჰ 

ტილში სხეულზე იმოქმედებს დედამიწის მიზიდულობის ძალა, “ომელიც ზემ”.თ 

განხილულის თანახმად, ცხადია, ტოლი იქნება 

– თს +M) =- ფშ, ც0,4) 

საიდანაც მივიღებთ თანაფარდობას 

7 (M+9II):=9 #77. (30,5) 
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რადგან მოძრაობას ცენტრალური ხასიათი აქვს, ამიტომ გამოვაყენოთ იმპულსის 

მომენტის შენახვის კანონი. 1=, IL, VI | = 2I+ხე 811) (ი V), ან 

L= #?L9ე 605 0, (30,6) 

საღაც მ არის სხეულის საწყისი სიჩქარის Vეა-ის მიერ შედგენილი კუთხე ჰორი- 

"ხოა 5>ან –– გასროლის კუთხე (ნახ. 27). თუ გავიხსენებთ პარამეტრის (27,14) 
განმარტებას და (30,5) თანაფარდობას, შეგ- 

ვიძლია პარამეტრი გამოვხატოთ საწყისი სიჩ- 

ქარითა და 0 კუთხით. კერძოდ, 

? ტე? 
გ” =50:00518 . (30,7) 

წ 

განხილული სისტემის სრული ენერგია ტოლი 
იქნება 

=LM% _ , IM. 30,8 => 7 ჯX ' (30,8) 

ამიტომ (27,7) ექსცენტრისიტეტისათვის მივი- 

ღებთ შემდეგ ფორმულას; 

  

აესეასაეაეაედდდ – ე. 

»-I/ 1+5M546900% (ი§-–- 26). (30,9) 

  

წ 

ცხადია, რომ (27,16) ფორმულების თანახმად 

გვექნება: 
ნახ. 27. 0 –– არის კუთხე გასროლილი / 2თ7%. 
სხეულის საწყისი სიჩქარის მიმართუ- X<1, %< I 287, ელიფსი, 
ლებასა და ჰორიზონტს შორის, ე. წ. %«=1, ში= V7 2=#, პარაბოლა, (30,10) 

გასროლის კუთზე. 
%X>1. თ> I/ 2=1I, ჰიპერბოლა. 

ინფინიტური მოძრაობა. 0, = 7 29/ჯ სიჩქარეს უწოდებენ პარაბოლურ ან 

განთავისუფლების სიჩქარეს. ეს არის ის მინიმალური სიჩქარე, რომელიც საწყის 
მომენტში უნდა მივანიჭოთ თანამგზავრს, რომ იგი განთავისუფლდეს დედამიწის მი- 

ზიდულობის ველისაგან. ამ სიჩქარეს მეორე კოსმოსურ სიჩქარესაც უწოდებენ 
როცა სხეულის გასროლა ხდება დედამიწის ზედაპირიდან, მა+ინ 

შატ,= I/ 2ყე7/ე => 11,2 კ? (30,11) 
სეკ 

თუ სხეულს მივანიჭებთ საწყის სიჩქარეს ყე, რომელიც მეტია ან ტოლი 

ხაარ ე. ი- ყე > წ,ტ, მაშინ ასეთი სხეული გასროლის კუთხის მნიზენელობაზე 

დამოუკიდებლად დედამიწას აღარ დაუბრუნდება და იმოძრავებს პარაბოლაზე ან 
ჰიპერბოლაზე. კერძო შემთხვევაში, როცა 0=90?, მოძრაობა იქნება სწორხაზო- 

ვანი –– სხეული იმოპრავებს დედამიწის რადიუსის გასწვრივ უსასრულობისაკენ. 
ფინიტური მოძრაობა, თანამგზავრი. როც: სხეულის საწყისი სიჩქარე 

ძი< შარი (30,12) 

მაშინ გასროლილი სბეული ან დედამიწის თანამგზავრი გახდება, ან უკან ჩამო- 

ვარდება დედამიწაზე – მოძრაობა იქნება ფინიტური. ამ შემთხვევაში გადამწყვეტი 

მნიშვნელობა ექნება გასროლის 0 კუთხეს. 
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ამ საკითხის გამოსარკვევად გავიხსენოთ ყ2-ის გამოხატულება პოლარკოორ- 
დინატებში. რადგან საწყის მომენტში, როცა #= 7, V=Vე, ამიტომ გვექნება 

" ძ 1 1 ც=-. 2 +-–!, 30,13 

· ს? (> L I– # I ' ) 

ა 
Vკ-ის მიმართულება ისე შევარჩიოთ, რომ (+) და (+) , მაშასადამე, 

„. # 

საიდანაც 

“ ძ! 
(0,),.ი და (2Cდ),.-ის ნიშნები ერთნაირი იყოს; მაშინ, რამდენადაც 

(> 1) =-- (> <0, (30,15) 
ძდ ”X /,.ი #" სძდ /,.ი 

იმდენად ფესვის წინ მინუს ნიშანი უნდა ავირჩიოთ. ამგვარად, 

ს” 9 _ ე) “ბ... 30,16 
(+ + » –I I »”" ( ) 

რადგან კონუსური კვეთების ტრაექტორია განისაზღვრება ფორმულით 

1 = 1+%005დ 

” ნ ' 

; ავე 
(+ – – - #90% – _ )/ MC 1. (30,18) 
იდ ”» /,.ი ჩ ”! #? 

სადაც და=Cდ(7) 4 წერტილის პოლარკუთხეა. თუ გავიხსენებთ #/ პარამეტრის 
(30,7) ფორმულას და გავითვალისწინებთ (30,4) დამოკიდებულებას, ადვილად მი– 
ვიღებთ გამოსახულებას 

(30,17) 

ამიტომ 

9 „ევ? 
%51ი თ, = 2:95718. L> მ. (30,19) 

Xწ 
გარდა ამისა, (30,17)-დან #= #-ისათვის მივიღებთ 

5 აგლ? 
% 008 დ, = 55 69510. –1. (30,20) 

ფM = 

იმისათეის, რომ დედამიწიდან გასროლილმა სხეულმა დედამიწის ირგელიევ 

ჩაკეტილ ტრაექტორიაზე იმოძრაოს, საჭიროა ნებისმიერ წერტილში „> 7 ან, 

რადგან 12% =7'(%ე), ამიტომ საჭიროა 

 ჩ > (30.21) 
1+%008Cდ 1--X 005 დე 

ე. ი. C08 დე > 003 დ; მაშასადამე, დ-ს ცვლილებისას 0-დან >-მდე უნდა გვქონდეს 
დე=დ, რაც შესაძლებელია მხოლოდ დე= 0 შემთხვევაში და ჩეენ მივიღეთ შემდე- 
გი დასკვნა: თანამგზავრის პერიგეა (ყველაზე ახლო წერტილი დედამიწიდან) ემთ– 

ხვევა მის საწყის # წერტილს (დედამიწიდან ყველაზე დაშორებულ წერტილს- 
აპოგეა ეწოდება). 

ჩავსვათ დაე =0 და #2= ე მნიშენელობები (30,18) და (30,19) ფორმულებ- 

ში; გვექნება 
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ც2 005” ხ _ 

87% 

რადგან X>0, ამიტომ 605” 0 > 0, მაშინ LC 0=0 და 0->=0 (ან X-ს). მეორე მხრივ, 

(30,22)-ის მეორე ფორმულიდან 0 =0 და ნებისმიერი /ჯ-ისათვის ექსცენტრისიტე- 
ტი განისაზღვრება ფორმულით 

ა0§% 0 LC 0=0; 1=%. (30,22) 

ხზ 

#»= % _ 1, (30,22) 
'7/4 

რადგან X>0, ამიტომ აქედან შეგვიძლია დავწეროთ 

9 > 1/ ფი 77· (30,24) 

ამგვარად, იმისათვის რომ დედამიწიდან გასროლილი სხეული ხელოვნურ თანა- 

მგზავრად გადაიქცეს, საჭიროა შესრულებული იყოს ორი პირობა 

0=0; 1/ 2წა/7ე >05> |1/ წე 77ი· (30,25) 
(30.22) განმარტებიდან, როცა #X=0 გვექნება წრეზე მოძრაობა! მაშასადამე, 

როცა საწყისი სიჩქარე 

9., = I/ წ#, (30,26) 

თანამგზავრი დედამიწის ირგვლივ იმოძრავებს # რადიუსიან წრიულ ორბიტაზე. 
ს.-ს უწოდებენ პირველ კოსმოსურ ან წრიულ სიჩქარეს. თანამგზავრის დედამი- 

წის ზედაპირიდან გასროლის შემთხვევაში ყე. = 1/ ყშე78ე == 7,91 დ · 

როცა გასროლილი სხეულის საწყისი სიჩქარე მეტია 9ნი 'ზე, ე. ი. ძი>შ64, 

მაშინ თანამგზავრი «მოძრავებს ელიფსზე; ამასთან, ექსცენტრისიტეტი მით უფრო 

მეტი იქნება, რაც მეტია საწყისი სიჩქა- 

რე ყე (ნახ. 28), 
როცა გასროლის კუთხე 0 -+ 0, მა- 

შინ საწყისი სიჩქარის არავითარი მნიშვ- 

ნელობისათვის გასროლილი სხეული თა- 

ნამგზავრი არ გახდება, იგი ყოველთვის 

დედამიწას დაეცემა. პრაქტიკულად სხეუ- 
ლი აჰყავთ საფეხურებიანი რაკეტით დე- 

დამიწის ზედაპირიდან მოცემულ სიმაღ- 

ლეზე (4 წერტილში), სადაც მას ანიჭე- 
ნახ. 28. თანამგზავრს გასროლა ხდება 0=0 ბენ სათანადო სიჩქარეს ჰორიზონტის მი- 
მიმართულებით # წერტილიდან, იმის მიხედ- მართ 0=0 თხით. რა, რო მათ 
ვით, თუ როგორია საწყისი სიჩქარის სიდიდე, ა ანთ მიწის % LV ავ ნ სხ ო 
მიეიღებთ სხვადასხვა ტრაექტორიას: წრეწირს, ავიტ. ღედ+ ედაჯიოიდა ეულ» 
როცა წა=)” დმ; ელიფსს, როცა V,>I/ 67, მით უფრო დასაშვები ხდება გადახრა 

პარაბოლას, როცა ხე=I 26 და ჰიზერბო. 0 პირობიდან. გარდა ამისა, ადვილად 
ლას, როცა ხე > I 26ჩ. ჩე არის მანიღი ვაჩვენებთ, რომ, რაც უფრო ზევით 
დედამიწის ცენტრიდან გასროლის 4 წერტი- აგვაქვს გასროლილი სხეული დედამიწის 

ლამდე. ზედაპირიდან, მით უფრო მცირდება წრი- 

ული სიჩქარის სიდიდე. 

 



თავიVI 

ნაწილაკთა გაფანტვის თეორია 

წინამდებარე თავში შევისწავლით ნაწილაკთა გაფანტვის თეორი:ს ცენტრა- 

ლური ურთიერთქმედების შემთხვევაში. აღსანიშნავია, რომ ნაწილაკთა გაფანტვის 
საკითხებს განსაკუთრებული მნიშვნელობა ენიჭება თანამედროვე ფიზიკაში, ამიტო– 

მაც გაფანტვის თეორია ცალკე თავის სახით გამოვყავით. 
გაფანტვის თეორია, როგორც ძირითადი მეთოდი სხეულთა შორის ურთი- 

ერთქმედების შესწავლისა, კლასეკურ მექანიკ+ში ნაკლებად გამოიყენებოდა და ამ 

საკითხებს ატომის რთული ბუნების აღმოჩენამდე თითქმის არავითარი ყურადღება 

არ ექცეოდა. 
აღსანიშნავია, რომ გაფანტვის პირველი ექსპერიმენტები ეხებოდა თ-ნაწილა- 

კების გაფანტვას ატომებზე. რეზერფორდმა სწორედ ამ ექსპერიმენტების წყალობით 
აღმოაჩინა ატომგულის არსებობა. 

§ 31. ნაწილაკთა დავბახება 

ბუნებაში არსებობს მრავალი სახის ურთიერთქმედება, რომლებიც ჯერ კიდევ 

არაა შესწავლილი; 
ერთ-ერთი მეთოდი, რომელიც საძუალებას მოგვცემს ნაწილაკებს შორის 

ურთიერთქმედების შესწავლისა, არის ნაწილაკთა დაჯახების მეთოდი. 
დაჯახების ექსპერიმენტში რაიმე საშუალებით აჩქა–ებულ ორ ნაწილაკს ერთ- 

მანეთს ახვედრებენ. როდესაც ეს ნაწილაკები ურთიერთქმედების სფეროში შეიჭ- 

რებიან, ადგილი ექნება მათ გადახრას პირვანდელი მიმართულებიდან. სწორედ ამ 

მოვლენას უწოდებენ ნაწილაკთა დაჯახებას, ამასთან, ნაწილაკთა დაჯახებაში არ 

იგულისხმება ამ სიტყვის ჩვეულებრივი მნიშვნელობა –– შეხება. დაჯახება არის 
ნაწილაკთა ურთიერთქმედების შედეგად ტრაექტორიის ყოველგვარ» (ვლილება. 

დაჯახების თეორიამ განსაკუთრებული მნიშვნელობა მიიღო ხელოვნური ამა– 
ჩქარებლების –– სინქროფაზოტრონების, ციკლოტრონების, ბეტატრონების და სხვა- 

თა შექმნის შემდეგ. ამ ხელსაწყოებით შესაძლებელია არა მხოლოდ დიდი ენერ- 
გიის ნაწილაკების მიღება, არამედ ახალი ტიპის ნაწილაკების გაჩენაც. აღსანიშნა- 

ვია, რომ ამაჩქარებელთა ტექნიკის განვითარებამდე სარგებლობდნენ მხოლოდ 

ბუნებრივი რადიაქტიული ელემენტების მიერ გამოსხივებული თ-ნაწილაკების, 
ელექტრონების და +-სხივების ნაკადებით, ასევე კოსმოსური სხივების შემადგენე– 
ლი ნაწილაკებით, 

ატომური სხეულების შესასწავლად დაჯახების მოვლენის ექსპერიმენტული და 

თეორიული ანალიზი მნიშვნელოვან ცნობებს იძლევა როგორც ამ ნაწილაკებს 
შორის არსებული ძალების, ისე მათი ზოგადი ხასიათის შესახებ. ატომშიგა მოძ- 

III



რაობების დასადგენად ექსპერიმენტატორი ატომს უშენს ნაწილაკთა ნაკადს (ელექ- 
ტრონებს, პროტონებს, თ-ნაწილაკებს და სხვა), ნაკადის შემადგენელი ნაწილაკე- 
ბის ატომის ნაწილაკებთან ურთიერთქმედების გამო ხდება დაცემულ ნაწილაკთა 

გადახრა საწყისი მიმართულებიდან –– გაფანტვა. გაფანტვის ანალიზით ექსპერიმენ- 

ტატორი იძენს მისთვის საინტერესო ცნობებს ატომშიგა მოძრაობების შესახებ. 

არჩევენ ორი სახის დაჯახებას –– დრეკადსა და არადრეკადს. დაჯახებას ეწო- 

დება დ”ეკადი, როცა ურთიერთმოქმედი ნაწილაკების (ან სისტემების) შინაგანი 

მდგომარეობანი არ იცვლება. ამ შემთხვევაში სისტემის კინეტიკური ენერგია ინა- 

ხება. არადრეკადი დაჯახებისას კი ადგილი აქვს ურთიერთმოქმედ ნაწილაკთა ში- 

ნაგანი ენერგიის ცვლილებებს. ასე მაგალითად, არადრეკადი დაჯახებისას ელექტ- 

რონი ატომს გადასცენს ენერგიას, რომლის ნაწილი შეიძლება დაიხარჯოს ატომის 
როგორც მთლიანის მოძრაობაზე, ნაწილი კი შინაგანი მოძრაობის აღგზნებაზე. 

აღსანიშნავია, რომ ზოგადი განხილვისას არადრეკად გაფანტვას შეიძლება მოჰყვეს 
ნაწილაკთა გვარობის შეცვლაც. ქვემოთ ჩვენ შემოვისაზღვრებით დრეკადი დაჯა- 
ხების თეორიით. 

დაჯახებათა შესწავლა განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ცენტრალური სიმეტ- 

რიის ველში მოძრაობისას, რამდენადაც ატომურ სამყაროში ძალები ძირითადად 

ცენტრალურ ხასიათს ატარებენ. 

დაჯახების ექსპერიმენტს შემდეგნაირად ახორციელებენ: იღებენ ე. წ. სამიზ- 

ნეს, რომელიც შეიცავს დასაჯახებელ ნაწილაკთა დიდ რიცხეს და მას უშენენ ნა- 

წილაკთა ნაკადს, რომელიც აგრეთვე დიდი სიმკვრივით ხასიათდება. ნაწილაკთა 

მრ-ვალჯერადი გაფანტვის გამორიცხვის მიზნით, ბუნებრივია, სამიზნე ნივთიერება 
რაც შეიძლება თხელი უნდა ავიღოთ. დაცემულ ნაწილაკთა სამიზნე ნივთიერებას– 

თან ურთიერთქმედების შედეგად მოხდება ნაწილაკთა გადახრა საწყისი მიმართუ- 

ლებიდან; დაჯახების ამოცანის ხასიათიდან ნათელია, რომ საქმე გვაქვს ნაწილაკთა 
ინფინიტურ მოძრაობასთან, ამიტომ დაჯახების 

ამოცანებში ნაწილაკთა სრული ენერგია დადე- 

ბითია. 

დაჯახების ამოცანის გადაწყვეტაშიაც დი- 
დად გვიწყობენ ხელს მოძრაობის ინტეგრალე- 

ბი. დაჯახების ამოცანას კლასიკურ ფიზიკაში 

შეგვიძლია მივუდგეთ ორი მეთოდით. ერთი 

მეთოდით ჩვენ შიგვიძლია დავაკვირდეთ ნაწი- 
ნახ. 29 ლაკს მთელი მოძრაობის განმავლობაში და 

ტრაექტორია ვიპოვოთ ჩვეულებრივი წესით. 

მაგალითად, წინა თავში განხილული X > 0 შემთხვეევის ამოხსნები, როცა ნაწი- 
ლაკი მოძრაობდა ღია ტრაექტორიაზე, შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც დაჯახე- 
ბის ამოცანის ამოხსნები. ღაჯახების მოვლენის შესწავლის მეორე მეთოდის დროს 
ჩვენ არ გვაინტერესებს დაჯახების დეტალური სურათი. მოცემული გვაქვს საწყისი 

მდგომარეობა და გვაინტერესებს მხოლოდ დაჯახების შედეგების გაგება. ამ მეთოდ- 

ში ურთიერთქმედებამდე ჩვენ მოცემული გვაქვს იმპულსის სიდიდე და მიმართუ- 

ლება, საჭიროა ვიპოვოთ საბოლოო მდგომარეობის იმპულსის სიდიდე და მიმარ- 

თულება დაჯახების ადგილიდან ძალიან შორს, როცა ნაწილაკები კვლავ აღარ 

ურთიერთქმედებენ. (ნახ. 29), 
ამგვარად, დაჯახების ამოცანაში დასაწყისში მოცემული გვაქვს ორივე ნაწი– 

ლაკის საწყისი იმპულსები ი, და 9,, საჭიროა ვიპოვოთ საბოლოო იმპულსები 
?; და ?;, ე. ი. განსასაზღვრავია ექვსი სკალარული სიდიდე. ამ ექვსი სიდიდის 

II2  



საპოვნელად გვაქვს ოთხი პირობა ენერგიისა და იმპულსის ”მენახვის კანონების 

სახით. ასე რომ, დამატებით საქიროა კიდევ ორი სიდიდის მოცემა. ეს სიდიდე 

გაფანტვის ამოცანებში არი! ერთეულოვანი ი ვექტორი, რომელიც მიმართულია 
დაჯ-ხების შედეგად მიღებული რომელიმე ნაწილაკის იმპულსის გასწვრივ (რადგან 
ო» ერთეულოვანი ვექტორია, ამიტომ იგი ჩვეულებრუვი ვექტორისაგან განსხვავე« 

ბით განსაზღვრული იქნება მხოლოდ ორი სიდიდით). 

#- და C-სისტემები. ნაწილაკთა დაჯახებას, ჩვეულებრივად, შეისწავლიან 
ორ ათვლის სისტემაშია. ერ»ია სისტემა, რომლის მიმართაც გამფანტავი ნაწილაკი 

დაჯახებამდე უძრავია, მს ლაბორატო- 

რიულ ანდა მოკლედ „X#-სისტემას“ უშო- 

დებენ, და მეორე, ინერციის ცენტრის ან 

„C-სისტემა“, რომლის სათაეე მოთავსე- 

ბულია დაცემული და გამფანტავი ნაწი- 

ლაკების ინერციის „ცენტრში. აშკარაა, 

რომ „C-სისტემაში” როგორც დაჯახება- 

მდე, ისე დაჯახების შემდეგაც ორივე ნა- 

წილაკი მოძრავია, ინერციის („ცენტრის 

სისტემას ის უპირატესობა აქვს, რომ 

მასში თეორიული გამოთვლების ჩატარე- 

ბა ადვილია, რადგან, როგორც ადრე ვა- 

ჩვენეთ, ამ სისტემაში ორი სხეულის ამო- ნახ. 30 

ცანა დაიყვანება ერთი სხეულის ამოცა- 

ნაზე. გაფ ანტეის მონაცემების ექსპერიმენტთან შედარებას კი, ცხადია, აზრი აქეს 

მხოლოდ და მხოლოდ ლაბორატორიულ სისტემაში. ამიტომ, ბუნებრივია, ამ ორ 

სისტემაში განსახღვრულ სიდიდეებს შორის მათემატიკური კავშირი დავამყაროთ. 

C-სისტემაში ინერციის ცენტრის ი2პულსი ნულის ტოლია, მაშასა დამე, ნული ივენე- 

ბა 'შემდეგი გამოსახულება: 

  

V.=-M+VM - 0, (3,1) 
7, “+! 

ამგვარად, ნაწილაკთა საერთო ი1პულსი საწყის მომენტში ნულის ტოლია ი, +ნ,=0. 
რადგან სის ტემა იზოლირებულია, ნულის ტოლი იქნება აგრეთვე სისტემის სრუ- 

ლი იმპულსი დაჯახების “ემდეგაც. ი;+წნ:=0. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ C-სის- 
ტემაში დაჯახების შედეგად შეიძლება ადგილი ჰქონდეს მხოლოდ საჯამო იმპულ- 
სის შეპობრუნებას; იმპულსების ჯამი საწყის და საბოლოო მომენტში ყოველთვის 
ნულის ტოლი დარჩება. ადვილი საჩვენებელია, რომ C-სისტემაCი, დრეკადი დაჯა– 

ხების დროს, არ იცვლება ცალკეული ნაწილაკის იმპულსის სიდიდეც. ამისათვის 

გამოვიყენოთ ენერ გიის შენახვის კანონი 

, · 6. ,2 
0. კე 8: 5 , ჩ. (31,2) 
9ის მყ მ/ს) 2/ე 

რადგან 0,= „კ და ი,=ყ;, ამიტომ ცხადია, რომ ი, =/, /ე =:' ყა” 
დაჯახების სქემატური სურათი C-სისტემაში მოცემულია ნახ, 30-ზე. საწყის 

მომენტში ნაწილაკები ერთმანეთის შესახვედრად მოძრაობენ, დაჯახების შემდეგ 

კი –– ერთმანეთის საწინააღმდეგოდ. ნახ. 31-ზე კი მოცემულია დაჯახების სურათი 
ლაბორა ტორიულ სისტემაში, როდესაც მეორე ნაწილაკი დაჯახებამდე უძრავია. 
0, კუთხეს, რომელსაც ადგენს გაფანტული ნაწილაკის იმპ ულ სი საწყის მიმართუ– 

8 ე. მამასახლისოვი, გ, ჭილაშეილი 113



ლებასთან, ეწოდება გაფანტვის კუთხე. ს: არის გაფანტვის კუთხე მეორე ნაწი- 
ლაკისათვის, რომელიც მანამდე უძრავი იყო. C-სისტემაში კი გვაქვს ერთი გა- 

ფანტვის კუთხე 0.. რომელიც განსაზღვრავს კუთხეს საწყის და საბოლოო იმპულ- 

სებს შორის. 

  

ნახ. 31 

§ 35. კავშირი ინერციის ცენტრისა და ლაბორატორიულ 

სისტემებს შორის 

განვიხილოთ »!, და ჯე მასის მქონე ნაწილაკების დაჯახება. შევისწავლოთ 

დაჯახების მოვლენის კინემატიკა როგორც LC", ისე #-სისტემა–-ი და შემდეგ დავამ– 

ყაროთ კავშირი ამ ორ სისტემაში განხხლულ კინემატიკურ დამოკიდებულებათა 

მორის. C-სისტემაში სრული იმპულსი ნულის ტოლია, ამიტომ თანახმად (25,21) 

ფორმულებისა, გვექნება: 

10 მ, 
ნ, I=- · M% (32,1) 

ის +VIი 2), + II 
” = 

„, არის »I, მასის ნაწილაკის რადიუსვექტორი ინერციის ცენტრის მიმართ, L, კი 
I ნაწილაკის რადიუსვექტორი იმაყე ცენტრის მიმართ. ცხადია, რომ 

L=IL IL (32,2) 

გამოხატავს ნაწილაკების დაშორების ფარდობით რადიუსვექტორს, სათანადოდ, 

X=V= ხნ – წ (32,3) 

იქნება ფარდობითი მოძრაობის სიჩქარე. ნაწილაკთა სიჩქარეები დაჯახებამდე C- 

სისტემაში აღვნიშნთთ V, და Vე-ით, მაშინ (32,1) ფორმულიდან გვექნება: 

V 
Vლ- 2. V, 

სს + VI» (32,4) 
, 

7” 
Vე=-- I .V, 

7, + თე 

დაჯახების შემდეგ C-სისტემაში სრული იმპულსი კვლავ ნულის ტოლია. ადვილია 
იმის ჩვენება, რომ ამ შემთხვევებში ადგილი ექნება სიჩქარეთა მხოლოდ მიმართუ- 

ლების შეცვლას. მართლაც, (31,1) ფორმულის თანახმად, შეიძლება დავწეროთ 

თ, = ხე და »I,0, = ე, ხოლო ენერგიის შენახვის კანონი გვაძლევს 
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თან? + იმ:ს2 > 0; + ისს; (32,5) 
ამ ტოლობების გამოყენებით ადვილად მიიღება, რომ ა,= უე; და ყე=ფე- 

მაშასადამე, სიჩქარეებს დაჯახების შემდეგ ამ სისტემაში ექნება სახე: 

, 7 
V,= 2   ეი, 

91 + (32,6) 

, თ, 
V=- “'!' დი, 

თ. “+-»I, 

სადაც M აღნიშნავს პირველი ნაწილაკის სიჩქარის მიმართულებას დაჯახების შემ- 

დეგ, ხოლო ხ=-IV, - V, I. ახლა ვიპოვოთ ნაწილაკთა სიჩქარეები დაჯახების 'შემ- 

დეგ I,-სისტემაში. ჩეენ ვიცით, რომ სიჩქარეებს შორის ამ ორ სისტემაში გვაქვს 
(15,15) კავშირი, ამიტომ (32,6) ფორმულებიდან რომ მივიღოთ სიჩქარეები დაჯა- 

ხების შემდეგ ლაბორატორიულ სისტემაში, საჭიროა მათ დავუმატოთ ინერციის 

ცენტრის სიჩქარე. 

ამგვარად გვექნება: 

  IM =- # ყი+V,, 
7, ნ M (32,7) 

LM 5- "მეი სI+ V-ი. 
მ?) + I. 

ს; და VI; სიჩქარეებია დაჯახების სემდეგ ლაბორატორიულ სისტემაში, ხოლო 

ინერციის ცენტრის სიჩქარე განისაზღვრება ფორმულით - 

V, = ცCმე (32,8) 
ა 2) + 25 

ს, და 0, ნაწილაკთა იმპულსებია ლაბორატორიულ სისტემაში. მიღებული ფორ- 

მულების გეომეტრიული ინტერპრეტაციისათვის უფრო ხელსაყრელია იმპუულსებზე 

გადასვლა. თუ (32,7) ჯანტოლებებს სათანადოდ 

გავამრავლებთ XI, და XI მასებზე, მივიღებთ: - _ C 

ხ,ლ–სხი +21ჯVა, (32,9) 

ხ:უ=-–- ხი -++2,V.,     სადაც I არის სისტემის დაყვანელი მასა, 

შა. ო შა. 

თ. + IX 

ავიღოთ წრე (ნახ. 32), რომლის რადიუLია 

#=VV, და მის იმ მიმართულების დიამეტრზე, 

რომელიც ემთხვევა (0, + ჩ,)-ის მიმართულებას, განეალაგოთ ორი ვექტორი 

#0=»,VV. და 08 =»:აV- ისე, რომ #0 მთავრდებოდეს ცენტრში, 08 კი იწყე- 
ბოდეს ცენტრიდან. თუ ამავე ცენტრში მოვდებთ „უი ვექტორს, მის წვეროს 

შეიძლება ჰქონდეს ნებისმიერი მდებარეობა წრეზე იმის მიხედვით, თუ როგორია 

ი ვექტორის მიმართულება. ცხადია, რომ #C=ი,, ხოლო C8=წ:. განმარტები- 
დან აშკარაა, რომ 

ს.= 

ნახ. 32 

04 _ 
–-= <20. 32,10 
08 ?. რ ( ) 

1:5



განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია შემთხვევა, როცა დაჯახებ.მდე მეორე ნაწილაკი 

უძრავია. მაშინ –,=1,V.=0, 0-0, და V.= MX, ამიტომ 
მ “L VIე 

ი07/=- 74 MM ს =სთ, (32,11) 

V1; + 2 

ე. ი. როცა მეორე ნაწილაკი უძრავია. » წერტილი ძევს წრეზე, ხოლო აღებული 

48 ღიამეტრის მიმართულება ემთხვევა პირველი წერტილის წ§9, იმპულსის მიმარ- 

თულებას. იმის მიხედვით, ჯ;, მეტია თუ ნაკლებია ეხე, 4 წერტილი იქნება 

წრის გარეთ ან შიგნით, ე. ი. 

0/4>7, როცა > 

04<7, როცა 1 <9 

როცა' მეორე ნაწილაკი დაჯახებამდე უძრავია, (32,7) ტოლობები მიიღებენ სახეს: 

(32,12) 

ხ;2----X ყეყხა-“ ), 
ძეს) “+ 1), 201 4- 2)1გ (32,13) 

ი:=-- 2, ყი+ ” “ 

' რამ 91 + ა 9I1-++7I2 
ცხადია, რო 

#0 + 08= C, + ი!) V-= ნ) (32,14) 

წარმოადგენს პირველი ნაწილაკის იმპულსს ლაბორატორიულ სისტემაში სქემა, 
რომელიც შეესაბამება უძრავ მეორე ნაწილაკს, მოცემულია ნახ. 33-ზე. ამ ნახაზ- 

ზე გამოსახულია გაფანტვის კუთხეებიც. 

სახელდობრ, 87, წარმოადგენს კუთხეს 

დაცემული ნაწილაკის საწყის და საბო- 

ლოო იმპუღ სებს შორის /#-სისტემაში, 

ამიტომ 0, იქნება გაფანტვის კუთხე ლა- 
ბორატორიულ სისტემაში. 0; უკუცემის 

კუთხეა; იგი შედგენილია პირველი ნაწი– 

ლაკის საწყის მიმართულებასა და მეორე 

ნაწილაკი“ იმპულსს შორის დაჯახების 

შემდეგ» მა კი არის გაფანტვის კუთხე 
C-სისტემაში. ამ კუთხეებს ადვილად და- 

ვაკავშირებთ ერთმანეთთან, თუ გავავლებთ 

დამხმარე C# და 00 პერპენდიკულარებს. 

ცხადია, რომ 

00 835)ი ს. 

40+00 ·0059. 

თუ გავიხსენებთ (32,10) ფორმულას, გვექნება: 

510 0. 

C+ 005 მ. 

  

ნახ. 33 

ხხ” ს, = 

Lყ I, = (32,15) 

ასევე აშკარაა იძც8-დ.ნ, რომ ღკუცემისა და წ, კუთხისათვის მიიღება კავშირი 

ჯ-–-ჩ,. 
_– , (32,16) 
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(32,15) და (32,16) ფორმულები აკავშირებს გაფანტვის კუთხეებს #- და C-სის- 
ტემებში. ადვილად ვიპოვით ორივე ნაწილაკის სიჩქარეების სიდიდეებს დაჯახების 
შემდეგ (32,13) ფორმულებიდან. მართლაც, გვექნება: 

, ს; 2+2 , 2 აი დად  . >>... 
#1) + I II4+#2 2 

როცა ჯ' < I, მაშინ 28-ე ნახაზიდან აშკარაა, რომ როგორც ს,, ისე 0, შეიძ- 
ლება იცვლებოდეს 0-სა და X-ს შორია, ხოლო როცა »!, >, მაშინ 7 წერტი- 

   V0L, თბ» „2 %, 

ტ ტ' 
ნახ, 34 

ლი წრის გარეთ მდებარეობს (ნახ. 34) და იარსებებს გაფანტვის ზღვრული კუთ- 
ხე 0,, თი», რომელიც განისაზღვრებ. #00 მართკუთხა სამკუთხედიდან 

: 0C VI35 
100 თიჯ=-=--“, (32,18) 

მ მგ,თი« 04 >, 

ახლა განვიხილოთ კერძო შემთხეევა, როცა დაცემულ და გამფანტავ ნაწი- 
ლაკთა მასები ტოლია »!,=»=»!. ამასთან კვლავ ვიგულისხმოთ, რომ მეორე 
ნაწილაკი უძრავია. ამ შემთხვევაში ცხადია, რომ როგორც 4, ისე  წერტილე- 
ბი წრეზე ძევს დიამეტრის ბოლოებში. (12,15) ფორმულა მოგეცემს 

(0 =V- +, (32,19) 

საიდანაც 0,=-5 „ ამგვარად, ტოლი მასებისათვის (32,16) და (32,19) ფორმუ- 

ლები მოგვცემს შემდეგ კავშირს გაფანტვის კუთხეებს შორის: 

(,=+ , მ,= “== % (32,2ფ) 
2 

ნათელია, რომ 0+9,=--- ეს გასაგებია, რადგან 40” 8 დიამეტრზე დაყრდნო- 

ბილი სამკუთხედია. ნაწილაკები ერთმანეთის მიმართ მართი კუთხით გაიფანტე- 
ბიან. (32,18) ფორმულიდან ჩანს, რომ გაფანტეის მაქსიმძლური კუთხე ამ შემ- 

თხვევა'ში -> -ის ტოლი იქნება. 

ახლა გამოვარკვიოთ, როგორი კავშირია ენერგიებს შორის (,- და L-სის- 

ტემებში. 

#, იყოს დაცემული ჯ#, მასის მქონე ნაწილაკის კინეტიკური ენერგია ლა- 
ბორატორიულ სის ტემაში, მეორე ნაწილაკი კი ამ სისტემაში უძრავად ჩავთვა- 
ლოთ, მაშინ : 

(1 VI



L=-.. V=V) (82,21) 

V არის ნაწილაკის სიჩქარე ლაბორატორიულ სისტემაში. ნაწილაკთა ფარდობითი 

ენერგია (7-სისტემაპი, როგორც ცნობილია, გამოიხატება ფორმულით 

IV“ 298 თ”. თოი MM. 32,22) 
--2 XI + #Iა # ( 
  

სადაც + დაყვანილი მასაა. ამგვარად, ენერგიებს შორის C და #-სისტემებში გვაქვს 
კავშირი 

2 
Mი5== #LC (32,23) 

მე + მა 

როცა I ==), მაშინ 

#M,=-- M#. (32,24) 

ეს გასაგებია, რადგან C-სისტემაში ორივე ნაწილაკი მოძრაობს და სმიტომ ლაბო- 

რატორიულ სისტემაში არსებულ #, ენერგიას ორივე თანაბრად ინაწილებს. 

დაჯახების შემდეგ პირველი ნაწილაკის ენერგია ლაბორატორიულ სისტემაში 

აღვნიშნოთ XI). თანახმად (32,17) ფორმულისა, გვაქვს 

ჯი I =#, თბ; + 11)2 + 971, 1)1ე 605 0– . ფ2,25) 

2 (თ?, + ჯე)? 

მაქსიმალური ენერგია დაჯახების შემდეგ დაცემულ ნაწილაკს ექნება, როცა მ„=0, 

მაშინ LV = #,. ამ შემთხვევაში დაცემული ნაწილაკი გამფანტავს ენერგიას არ 

გადასცემს. მინიმალური ენერგია კი მიიღება ე. წ. შუბლური დარტყმის დროს, 

როცა მ:=: >, მაშინ დაცემული ნაწილაკი გამფანტავს მაქსიმბლურ ენერგიას გა- 
დასცემს 

2 

ს0-#, (7-2) , (32,286 
თბ + 7?ი , 

ხოლო, ამასთანავე, თუ ნაწილაკების მასები ტოლია, #VI2 ->0 და, მაშასადამე, და- 

ცემული ნაწილაკი მთელ ენერგიას გამფანტავ ნაწილაკს გადასცემს. ამგვარად, 

დაჯახების შემდეგ დაცემული ნაწილაკის ენერგია, ლაბორატორიულ სისტემაში, 

მოთავსებულია საზღვრებში 

(რ 1-7). ს, < <1 ბლ, (32,27) 

ს 1, + M1 

როცა მასები ტოლია, მაშინ ენერგია მოთავსებული იქნება ინტერვალი 

0=#V0=<7/. (32,27”) 

დაჯახებამდე /,-სისტემაში გამთანტავეი ნაწილაკის ენერგია ნულის ტოლია; 
დაჯახების შემდეგ. (32,17) ფორმულის თანახმად, მივიღებთ 

ჭია ი _ ცებ. 17, (32,28) 
(I, + #Mე)? 2 

(2) –– 
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მაშასადამე, იგი მოთავსებულია საზღვრებში! 

ი-8დ.: ბრი _ (32,29) 
(თ) + #1)? 

ამ პარაგრაფში მიღებული კინემატიკური ფორზულები დიდ გამოყენებ.ს პოუ– 

ლობენ გაფანტვის ამოცანების ანალიზის დროს. (32,9) ფორმულებში შედის 
ერთეულოვანი ი ვექტორი, რომლის განსაზღვრა კინემატიკითა და «მპულსისა და 
ენერგიის შენახვის კანონების მიხედვით არ შეიძლება. მის განსასაზღვრავად საჭი- 
როა ვიცოდეთ ნაწილაკთა შორის არსებული ძალები. მაშასადამე, ი-ის მნიშვნე– 
ლობები დამოკიდებულია ურთიერთქმედების ენერგიის კონკრეტულ სახეზე. ატო- 
მის ფიზიკაში ხშირად შებრუნებით იქცევიან, მოცემულ ენერგიებზე გაფანტული 

ნაწილაკისათვის ი ვექტორის მიმართულების გაზომვით ცდილობენ აღადგინონ 
ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერგიის სახე. სწორედ ამაში მდგომარეობს 
გაფანტვის თეორიის უდიდესი მნიშვნელობა ატომის ფიზიკისათვის. 

§ 8ე, ნაწილაკთა გაფანტვის ეფექტური განივკვეთი 

ექსპერიმენტულად ხელსაყრელია შევისწ-ვლოთ არა ერთი ნაწილაკის მეო– 
რეზე დაჯახება, არამედ ნაწილაკთა ნაკადის გაფანტვა რაიმე ძალთა (ცენტრზე ა5 
გარკვეულ სამიზნე ნივთიერებაზე. ამიტომ დავუშვათ, რომ უძრავ ცენტრს ეცემა 
არა ერთი, არამედ ნაწილაკთა ნაკადი, ამასთან ბუნებრივია მოვითხოვოთ, რომ 
ნაკადი იყოს ე“თი და იგივე სიმკვრივის და მის შემადგენელ ნაწილაკებს ჰქონდეს 

ძ8 

ლო=
 

  II 

ნახ. 35 

ერთნაირი სიჩქარე. სამიზნე ნივთიერებასთან ურთიერთქმედების შედეგად ნაწილა- 

კები გადაიხრებიან თავისი საწყისი მიმართულებიდან –– ადგილი ექნება ნაწილაკთა 
გაფანტვას. ნაწილაკთა გაფანტვა მოხდება სხვადასხვა მ კუთხეზე, რომელიც წა“– 

მოადგენს კუთხეს დაცემულ და გაფანტულ ნაწილაკთა მიმართულებებს შორის. 
გამოვარკვიოთ, როგორ შეიძლება დავახასიათოთ ზ და 0+ძ00 კუთხეებს შორის 

გაფანტულ ნაწილაკთა რიცხვი, (0, ი0) კუთხეზე გაფანტულ ნაწილაკთა რიცხვი 
ერთ სეკუნდში აღვნიშნოთ ძ»-ით, ხოლო დაღემულ ნაწილაკთა ნაკადი V#-თი. 4 
არის ნაწილაკთა ის რაოდენობა, რომელიც დაცემის მიმართულების პერპენდიკუ- 

ლარულად მოთავსებულ ერთეულოვან ფართს ხედება ერთი სეკენდის განმავლო- 
ბაში. 0 და 0+/ძ9 კუთხეებში ნაწილაკთა გაფანტვა შეგვიძლია დავახასიათოთ შემ– 

დეგი ფარდობით, რომელსაც გაფანტვის ეფექტური დიფერენციალური განიეკვეთი 
ეწოდება 

ძი = 29) (33.1) 
თV 

1 ამ ფორმულას ადვილად მიკიღებთ ენერგიის შენახეისა და (32,227) ფორმულის გამოყე– 

ნებითაც. ტოლი მასების შემთხვევაში, ცხადია, რომ 0580 5:წჯ. 

ყი



ძი, ერთ სეკუნდში გაფანტულ ნაწილაკთა რიცხვია, ამიტომ მისი განზომილება 

ლაი. ნაკადის განზომილება კი სმ“? სეკ 1-ის ტოლია; მაშასადამე, განივკვეთს 
ეკ 

ჰქონია სმ“ განხზომილება. აქედან წარმოსდგება მისი სახელწოდებაც. 

ვთქვათ ჯI მასის ნაწილაკი იფანტება ძალთა ცენტრზე. ნაწილაკისა და ძალ- 

თა ცენტრის ურთიერთქმედების CV6) პოტენციალური ენერგია დამოკიდებული 

იყოს მხოლოდ » მანძილზე ძალთა ცენტრიდან ნაწილაკამდე. როგორც ვიცით, ეს 

ამოცანა ეკვივალენტურია ”ეა და #I.ე მასების ნაწილაკთა გაფა5ნტეის ამოცანისა 

C-სისტემაშიი ოღონდ, ამ შემთხვევაში, მასის როლს ასრულებს დაყვანილი 

= 54. “ი მასა, ხოლო. ურთიერთქმედების (0) პოტენციალურ ენერგიაში ; 
+ მე 

იგულისხმება მანძილი ამ ნაწილაკებს შორის. 

შემოვიღოთ სამიზნე მანძილის ცნება. ნაწილაკთა ნაკადსა და გამფანტავ 
ცენტრს შორის ურთიერთქმედება რომ არ იყოს, მაშინ დაცემული ნაწილაკების 

გადახრას აღგილი არ ექნე- 

ბოდა და ისინი იმოძრავებდ- 

ნენ სწორ ხაზზე. 

იმ მანძილს, რომელზე- 

დაც ჩაუვლიდა დაცემული ნა- 
წილაკი გამფანტავ „ცენტრს, 

ურთიერთქმედებას რომ ადგი- 
ლი არ ჰქონოდა, უწოდებენ 

სამიზნე მანძილს ანდა დაჯა- 

ხების პარამეტოს. მას 0 ასო- 

თი აღნიშნავენ (ნახ. 36). 

სამიზნე მანძილი შეგვიძლია დავაკავშიროთ იმპულსის მომენტთან, რომელიც 
გაფანტვის ამოცანაში მოძრაობის ინტეგრალს წარმოადგენს I =(|I. ი1=(0078ს. გამ- 
ფანტავი ცენტრის მიმართ იმპულსის მომენტის სიდიდე უსასრულობაში, სანამ 

დაცემულ ნაწილაკსა და გამფანტავ ცენტრს შორის ურთიერთქმედება არ იყო, 
ტოლი იქნება 

  

  

ნახ. 36 

=#0თ §1Vი თ. (33,2) 

თუ დაცემული ნაწილაკის სიჩქარეს უსასრულობაში აღვნიშნავთ თ, მაშინ 

1=M0ხ,»C6. (33,3) 

სადაც »L დაცემული ნაწილაკის მასაა. ამგვარად, 

= 1... (33,4) ი= 

”0თ 
  

ნათელია, რომ 0 დამოკიდებულია გაფანტვის კუთხეზე. რაც უფრო მცირეა გა- 
ფანტვის კუთხე, მით უფრო შორს ჩაუვლის ნაწილაკი გამფანტავ ცენტრს, მით 
ნაკლები ძალა იმოქმედებს ნაწილაკზე და მით მეტი იქნება სამიზნე მანძილი. მა- 

შასადამე, 290 C0. რადგან გაფანტვის განივკვეთი დაკავშირებულია გაფანტვის კუთ- 

ხესთან, ამიტომ იგი დამოკიდებული იქნება სამიზნე მანძილთანაც. ცხადია, რომ 

8 და 0-+ძქ8 კუთხეებში ის ნაწილაკები გაიფანტება, რომლებიც გაჰკვეთენ დაცე- 
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მის მიმართულების ნორმალურად მოთავსებულ რგოლს, რომლის რადიუსები შე. 

საბამისად 0 და 0+ძ0 იქნება. 
აღნიშნული რგოლის ფართი 

ძ§= –– ძ (=0?) = –– 2X0 ძე. (33,5) 

მინუს ნიშანი იმიტომ ავიღეთ, რომ ძე უარყოფითია, ფართი კი დადებითი უნდა 
იყოს. თუ ამ ფართს გავამრავლებთ დაცემულ ნაწილაკთა ნაკადზე, მივიღებთ 

(0, 0 +ძ0მ) კუთხეებში გაფანტულ ნაწილაკთა რიცხეს 

ძ)!(0) =–– 2> / 0(0) ძი(მ). (33,6) 

  

        

    

  

  

    

აა 

ნაზ, 37 

საიდანაც (33,1) განმარტებით ადვილად ვიპოვით გაფანტვის ეფექტურ დიფერენ- 
ციალურ განივკვეთს 

ით=– 2”ეძე. (33,7) 

განივკვეთის გაფანტვის კუთხეზე დამოკიდებულება რომ უფრო ნათელი იყოს, ეს 

ფორმულა ასე გადავწეროთ: 

ძთ=-– 2>0(ჩ) ძმ კვ, (33,8) 
ძზ 

აღსანიშნავია, რომ გაფანტვის განიეკვეთი დამოკიდებული არაა დ კუთხეზე. გა- 

ფანტვა მთელი კონუსის ზედაპირზე, რომლის გაშლის კუთხე 20-ს ტოლია, ერთი 
და იგივე იქნება. ამ შემთხვევაში ამბობენ, რომ გაფანტვას ახასიათებს აქსიალური 

(ღერძული) სიმეტრია. სიმეტრიის ღერძს წარმოადგენს დაცემის მიმართულება. 

უფრო ხელსაყრელია გაფანტვა დავახასიათოთ სხეულოვან კუთხეში გაფან- 

ტულ ნაწილაკთა რიცხვის მიხედვით. სხეულოვანი კუთხე, როგორც ვიცით, იმ 

ფართის ტოლია, რომელსაც ერთეულოვანი რადიუსის სფეროზე ამოჭრის ორი 

კოაქსიალური კონუსი, რომლის მსახველები გადიან 0 და 0+ძ00 მიმართულებებ- 

ზე, ე. ი. 
“ე ი0=2X§5I|ი მიჩ. (413,9) 

ცხადია, რომ იC0 სხეულოვან კუთხეში გაფ.ნტულ ნაწილაკთათვის, თანახმად 
(33,9)-ისა, მივიღებთ 

  

იი ია ძძ>თ- ირ . 23,10 
ი §Iი9 ( ) 

აღვნი შნოთ 
: ი. ) 

თ(0)=–ი““" ვე,11 
არი 6 ფის ღა) 

I



მაშინ შეიძლება დავწეროთ 
ძთ=C(ს) ძი. (33,12) 

თ(მ) წარმოადგენს ეფექტურ განივკვეთს ერთეულოვანი სხეულოვანი კუთხისათვის, 

აღებულს 0 კუთხის მიმართულებით. 

ზემოთ ნათქვამიდან ნათელია, რომ გეომეტრიულად დიფერენციალური გა- 

ნივკვეთი წარმოადგენ” დაცემის მიმართულების ნორმალური რგოლის ფართს, 

რომელიც უნდა გაჰკვეთოს ნაწილაკმა, რომ იგი გაიფანტოს ძი, სხეულოვან 

კუთხეში. 

განივკვეთი დამოკიდებულია გაფანტვის კუთხეზე და დაცემულ ნაწილაკთა 
ენერგიაზე. თუ დიფერენციალურ განიეკვეთს გავაინტეგრალებთ გაფანტვის 0 კუთ- 

ხის მიხედვით, მივიღებთ ინტეგრალურ განივკვეთს 

4. 4“ 

==|9(0) 09=2» | «(0) 510 0 ძმ. (33,13) 
0 ი 

გეომეტრიულად ინტეგრალური განივკვეთი წარმოადგენს ნაკადისადმი ნორმალუ- 

რად მოთავსებული წრის ფართს, რომელიც უნდა გაჰკვეთოს ნაწილაკმა, რომ გა- 

ფანტვა მოხდეს ნებისმიერ კუთხეზე. 

ამის შემდეგ საჭიროა გავარკვიოთ (0-ს დამოკიდებულება 0-ზე თითოეული 
კონკრეტული ამოცანისათვის. 

ეფექტური განივკვეთის შინაარსის გასარკვევად მოვიყვანოთ მაგალითი ატომ- 

გულის ფიზიკიდან. დავუშვათ, ატომგული წარმოადგენს # რადიუსიან სფეროს. 

ავიღოთ ნივთიერების 1 სმ? ფართისა და 0,1 მმ სისქის ფურცელი. ასეთ ფურ- 

ცელში მოთავსებულ ატომგულთა რიცხვი ჯ-ით აღვნიშნოთ. თითოეული ატომ- 

გულის მოჩვენებითი ფართი, რომელიც შეუძლია „დაინახოს“ წარმოსახვითმა და- 

მკვირვებელმა, ჯ#--ის ტოლია. დამკვირვებელი, რომელიც ზემოდან დაჰყურებს 

ფურცელს, დაინახავდა # წრეს, რომლებიც განლაგებული იქნებიან ფურცლის 

საერთო 1 სმ? ფართზე, ვთქვათ, ახლა ამ ფურცელს ვუშენთ ნაწილაკთა ნაკადს. 
გარკვეულობისათვის განვიხილოთ ნეიტრონების ნაკადი. გამოვარკვიოთ, როგორია 

ალბათობა იმისა, რომ ნეიტრონი მოხვდება გულს? ცხადია, რომ ეს ალბათობა 

წარმოადგენს წილადს. რომლის მრიცხველია წრეების მიერ დაკავებული ფართი, 

მნიშვნელი კი ფურელის საერთო ფართობი. ასე მაგალითად, თუ ატომგულს აქვს 

მოჩვენებითი ფართე 10“. სმ?, მაშინ ყველა გულის მოჩვენებითი ფართი ფურ- 

ცელში იქნება ჯ# · 10-21 სმ?. ვთქვათ, #=2 · 1021, მაშინ #„ · 10-24--2 10“3 სმ?, 

ე. ი. მთელე ფართას მხოლოდ 0,002 ნაწილი; ხოლო ალბათობა იმისა, რომ ნეი–- 

  ტრონი მოხვდება გულს. და მაშასადამე. გაიფანტება, იქნება ედ. ე. ი. ჟოქე– 

ლი 1000 დაცემული ნეიტრონიდ:ნ მხოლოდ ორე ნეიტრონი მოხვდება ატომგულს. 

ექსპერიმენტატორი აწარმოებს შებრუნებულ გამოთელას. თუ ცდა უჩვენებს, 

რომ ყოველი ათასი ნეიტრონიდან ორი ხედება გულს და ცნობილი. გულების რი- 

დცხვი სამიზნეში, მაშინ მას შეუძლია იპოვოს გულის მოჩვენებითი ფართი აღებუ- 

ლი დაცემული ნაწილაკებისათვის. სწორედ ამ ფართს უწოდებენ ეფექტურ განიე- 

კვეთს. მას ეფექტური იმიტომ ჰქვია, რომ იგი დამოკიდებულია ურთიერთქმედე–- 
ბის სახეზე და დაცემულ ნაწილაკთა ენერგიაზე, სხვადასხვა ნაწილაკებისა და ენერ- 

გიებისათვის ერთსა და იმავე ატომგულს სხვადასხვა ეფექტური განივკვეთი ექნება. 
ნეიტრონებსა და ატომგულს შორის ახლოქმედების ძალები მოქმედებენ, ამი- 

ტომ თუ დაცემულ ნეიტრონს დიდი ენერგია აქვს, მაშინ მისი გაფანტვა არ მოხ- 
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დება გულთან უშუალო შეხებამდე. ამ “შემთხვევაში გულის მოჩვენებითი ფართი 

ახლოს იქნება გულის ნამდვილ გეომეტრიულ ფართთან X/I:. ამ უკანასკნელიდან 
შეიძლება განისაზღვროს გულის «ადიუსი. 

ექსპერიმენტის დროს, როგორც აღვნიშნეთ, ახდენენ ნაკადის გაფანტვას სა- 

მიზნეზე, რომელიც შეიცავს გამფანტავ ნაწილაკთა დიდ რიცხვს, ვთქვათ, სამიზ- 

ნეში 1 სმ?-ში გვაქვს გამფანტავი V ცენტრი, მაშინ დაცემული ნაკადის შესუს- 

ტება სამიზნე ნივთიერების ერთეულოვანი სისქის გავლისას, VC» სხეულოვან კუთ- 

ხეში გაფანტვის შედეგად, ტოლი იქნება 

_ ძC)_ 
Xძძ=-M (გე 99. (33,14) 

? ძს 900. 

ამგვარად, თუ შევისწავლით განივკვეთის დამოკიდებულებას გაფანტვის კუთხეზე, 

ვიპოვით სამიზნე მანძილის კავშირს გაფანტვის კუთხესთან, ეს დამოკიდებულება 

კი საშუალებას მოგვცემს ვიმსჯელოთ ნაწილაკისა და გამფანტავი ცენტრის ურთი- 

ერთქმედების ხასიათზე. 

§ 34. კავშირი განივკვეთებს ძორის #- და C-სისბემებში 

გამოვარკვიოთ, როგორი კავშირი: დიფერენციალურ განივკვეთებს შორის 

ლაბორატორიულ და ინერციის ცენტრის სისტემებში. ეფექტური განიეკვეთის 

განმარტებიდან აშკარაა, რომ გაფანტულ ნაწილაკთა რიცხვი მოცემულ სხეულო- 

ვან კუთხეში ერთი და იგივეა ორივე სისტემაში, ე. ი. თანახმად (33,12) ფორ- 

მულისა, 
თ,(მ,) 2X 510 ს, ძის, =C,(0„) 2” 510 0 ძმა. (34,1) 

გავიხსენოთ, რომ 0, და მკ კუთხეებს შორის გვაქვს შემდეგი კავშირი: 

510 9. (2 
Lო0,= -–-. .,. ==) (34.2) 

მ “მ C წ L თ+0Cლ005ჰ, ' 0 
ა ფო ულიდა! + 

005 9, = 210058, (34,3) 
” 1+2 20 (03 ხა+–ი“ ' 

ხოლო გადიფერენციალება მოგვცემს 

_ 1 Cთლ50, §I0 მ. ძმ. (34,4) 
(I + 26 0050, +?) /: 

ამგვარად, (34,1) ფორმულის თანახმად. აღებული მიმართულებების გასწვრივ გა–- 

ნივკვეთებს შორის გვექნება შემდეგი დამოკიდებულება: 

§(ი 0, (0,= 

-C იე? 1/. 
ძ,(0,) = (1+200050-+ი9““ ე. ე), (34.5) 

(1+იძ0იი§5ყ.) 

როცა 1, == ე. ი. =1, მაშინ (34,5) ფორძულა მიიღებს მარტივ სახეს 

თ,(მ,) =4 ლ0§ + თ«.(მ.), > =0,, (34,6) 

ხოლო როცა მეორე ნაწილაკის მასა მე ა 7, მაშინ V «-1, და თ,(0,)2=ძშა(ს.), 

ამ შემთხვევაში #- და (-სისტემები ეკვივალენტურნი არიან. 

რაც შეეხება ინტეგრალურ განიეკვეთს, იგი ორივე სისტემაში ერთი და იგი- 

ვეა. ეს ასეც უნდა იყოს, რადგან გაფანტულ ნაწილაკთა სრული რიცხვი დამო- 
კიდებული არაა პროცესის აღწერის მეთოდზე. 
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§ 35. კავშირი ბაფანტვის აუთხესა და სამიზნე მანძილს 

ფორის ცენტრალური ველით გაფანტვის შემთხვევაში 

განვიხილოთ :,, და #Iე მასის ნაწილაკების ურთიერთქმედება დადებითი 
ენერგიის შემთხვევაში, როცა ეს ნაწილაკები ურთიერთქმედებენ VV) ცენტრალუ- 

რი ველით. ამ შემთხვევაში მდგრადი მდგომარეობა არ იქმნება, რადგან მოძრაობა 
ინფინიტურია. ცხადია, რომ ადგი- 

ლი ექნება გაფანტვას. ვაჩვენოთ, 

რომ გაფანტვის კუთხე შეგვიძლია 

დავუკავშიროთ ასიმპტოტების გან– 

მსაზღვრელ კუთხეს. ვიგულისხმოთ, 

რომ სისტემის სათავე მოთავსებუ- 
ლია ინერციის ცენტრში, მაშინ ამო- 

ცანა დაიყვანება ერთი IL დაყვანი- 

ლი მასის მქონე ნაწილაკის მოძრა- 
ობაზე, როგორც აღვნიშნეთ, ცენ- 

ტრალური სიმეტრიის ველში ტრა- 

ეჭტორია სიმეტრიულია იმ წრფის 

მიმართ, რომელიც გადის ინერციის 

ცენტრსა და მისგან ყველაზე ახლოს 

ნახ. 36 მყოფ ტრაექტორიის წერტილზე, 

ე. ი. უკ, მანძილის მიმართ (იხ. 

38 ნახაზი). ამატომ მრუდის ორივე ასიმპტოტი აღნიშნულ სწორთან ერთი და 
იგივე დე კუთხეს ადგენს. დე განსაზღვრავს ასიმპტოტის მიმართულებას და გამო- 

ისახება (27,34) ფორმულით 

  

  

დ.= ( 1ძ; = (5,1) 

იაია V/ 2) 7 –- წთ) – 52 

ნაწილაკის გადახრის კუთხე (-სისტემაში აღვნიშნოთ მ,-თი, იგი შეგვიძლია დავა- 
კავშიროთ დე კუთხესთან. სახელდობრ, გვექნება 

0„=)#-–– 2ჯე |. (35,2) 

გაფანტვის თეორიაში განივკვეთი დაკავშირებულია სამიზნე მანძილთან, ამიტომ 

(35,1) ფორმულაში ხელსაყრელია მომენტის ნაცვლად გადავიდეთ სამიზნე მანძილ- 

ზე, რისთვისაც საკმარისია გავიხსენოთ (33,3) ფორმულა. თუ, გარდა ამისა, ეჩერ– 

გიის ნაცვლად შემოვიღებთ სიჩქარეს 

  #= (192 , 8= 2) 2 , (35,3) 

2 წ? + 775 

მაშინ დე მიიღებს სახეს 

=|- თ ..:: (35,4) 
ჯი I , ს 0? 206) 

„თი ? V = 78. #9? 
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ამგვარად, გაფანტვის კუთხისათვის გვექნება 

7 (35,5) 

”ი!ი “8. 
2" (112 

–_–_ -/1.- 2-ს LI, 

ამ ფორმულით გამოხატულია არაცხადი კავშირი (-სისტემაში გაფანტვის წ: კუთ- 

ხესა და სამიზნე მანძილს შორის. აქედან, მოცემული V-ის კონკრეტული საი- 

სათვის, ამოვხსნით ინტეგრალს, ვიპოვით ი-ს როგორც მ.-ს ფუნქციას, რის შემ- 

დეგ (33,8) ფორმულის დახმარებით ვიპოვით დიფერენციალურ განიეკვეთს C7-სის- 

ტემაში. განიეკვეთის გამოსახულების მისაღებად #-სისტემაში საკმარისი იქნება 

ერთიდან მეორე სისტემაზე გადასასვლელი ფორმულების გამოყენება. 

შემდეგ პარაგრაფებში ჩვენ განვიხილავთ რამდენიმე კონკრეტულ შემთხვე- 

ვას. ამ პარაგრაფის ბოლოს კი აღვნიშნოთ, რომ ზოგიერთ ამოცანაში ხელსაყრე- 

ლია დე-ის წარმოდგენა შემდეგი სახით; 

და- 2 ( I/ 1-5 შთ 4-0, (35,6) 
წთო!ი 

საინტერესოა ვიპოვოთ დე თავისუფალი ნაწილაკისათვის, როცა VC)=0. 
ცხადია, ამ შემთხვევაში, თანახმად (35,4) ან, რაც იგივეა, (35,6) ფორმულისა, 

მივიღებთ 

(_ 47) დე=–- (55 (85,7) 

2. '–(7) 
სადაც #,,„=0. ინტეგრალის ამოხსნა მოგვცემს 

თე =ე10 6008 #7. 
ჯ 

# 
==. 35,8 2 ( ) 

  ი 

ამგვარად, თავისუფალი ნაწილაკისათვის და= –. (35,2 ფორმულის თახახმად 

ეს შეესაბამება მა= 0. ეს ასეც უნდა იყოს, რადგან თავისუფალი ნაწილაკის შემ- 
თხვევაში გაფანტვას ადგილი არ ექნება. 

ახლა (35,5) ფორმულა გამოვიკვლიოთ სინგულარული პოტენციალური ენერ- 

გიებისათვის, კერძოდ, შევისწავლოთ შემდეგი ტიპის სინგულარული პოტენცია- 
ლური ენერგიები 

ყდლ=-+, (5,9) 
ჯV 

სადაც V=I, 2, 3.... სინგულარობის რიგი შეიძლება ვუწოდოთ; მიზიდვის შემ- 

თხვევაში «<0, განზიდვისა კი «>0. (35,5)-ში შემავალი ფესექვეშა გამოსახულება 
აღვნიშნოთ / + )-ით: – 
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(35,5) გამოსახულებას რომ აზრი ჰქონდეს #+ი0V) ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებ- 

ღეს პირობას /L0)>0 და, გარდა ამისა, (35,5)-ში შემავალი ინტეგრალი გან- 
შლადი არ უნდა გამოვიდეს. ცხადია, რომ დაფიქსირებული 6 და 72:-სათვის 

1IIი #·C) =1, (35,11) 
„ი 

ე. ი. /+V) ფუნქცია უსასრულობაში დადებითია. 

იმისათვის, რომ არსებობდეს #7 =/'„,, მანძილი, #VV0) ფუნქცია მცირე მან- 
ძილებზე უარყოფითი უნდა ხდებოდეს. ამისათვის შევისწავლოთ /+„0)-ის ყოფა- 

ქცევა მცირე მანძილებზე. 

ჯერ განვიხილოთ V=1 შემთხვევა (კულონური და გრავიტაციული ველები), 

მაშინ 

LCთI 
  

ი? 
ცა=1-–- + ; (35,12) 

# ჯ #– 

როცა #->0, მაშინ მეორე წევრი დანარჩენ ორს აჭარბებს, ამიტომ 

1IIი #,0ე <0. (35,13) 
„0 

ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ჩი) ფუნქცია რომელიმე 1-ზე ნული გახდება. მაშასა– 

დამე, როგორც მიზიდვის, ისე განზიდვის შემთხვევაში იარსებებს 2?=9%ი მანძი- 

ლი და ინტეგრაცია (35,5)-ში სწორედ ამ მანძილიდან უნდა დავიწყოთ. იგივეს 

ექნება ადგილი, თუ პოტენციალური ენერგიის სინგულარობის რიგი V<2. 

ახლა განვიხილოთ მიზიდვის პოტენცი:ლური ენერგია (<0) V=2 შემთხვე- 

ვაში. გვექნება 

  

|თL XV 1 ც)=1 –- (ე?-- )>: (35,14) 7. ? (C, ა ლ 

ზღვარში, როცა »->+0 /,0) ფუნქცია უარყოფითი გახდება, თუ სამიზნე ლ მან- 

ძილი აკმაყოფილებს პირობას 

LC I 1/, 
(>(+") --= წი (35,15) 

რადგან 1=20ი,, ამიტომ მომენტიLათვის იგივე პირობა ასე ჩაიწერება: 

L> (2-ს | CI )/:==1ე- (35,16) 
მაშასადამე, 

· თ) VV· 
სთ /,00<0, როცა 6> ( - ) , (85,17) 

C 

ე- ი. ამ შემთხვევაშიაც იარსებებს მინიმალური მანძილი, რომელიც განისაზღვრე- 

ბა პირობიდან /:(,)=0. სახელდობრ, გვექნება თი= (წ-ი) –.. 
ფანტვის კუთხის გამოსახულებას ადვილად ვიპოვით (35,5)-დან. გვექნება 

|რ| I“! / “I 0ნე=»X11 – (1-– +-+ > – 35,018 
' | ( აი? I! ჯ# საიისი C 

ხოლო, როცა 2< ე (ან 1<1ე) (35,5)-ში შემავალი ინტეგრალი გან მლადია, გა- 
ფანტვის კუთხე იქნება უსასრულობა. 
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ისევ V= 2-სათვის განვიხილოთ განზიდვის პოტენციალური ენერგია (თC>0). 

ამ შემთხეევაში 

/ო=) –(C+ + )>” (35,19) 
თ L 

ამიტომ /ჯ() ფუნქციის ზღვარი #»-> 0 დროს უარყოფითია. მაშასადამე, იარსე- 

!/ 
ბებს მინიმალური მანძილი, რომელიც ტოლი იქნება სი-(7+41 ) “ის. 

#. 
გაფანტეის კუთხისათვის მარტივად მივიღებთ L 

__ 1Cთ I 1/: , 
რ») – (+ 2). I (35,20) 

როცა თ>0 და V>2. მაშინ მცირე მანძილებზე #ა0ე)<0 და ია“სებებს 

#=%ცი მანძილი, ასე რომ, დადებითი სინგულარული პოტენციალური ენერგიე- 

ბისათვის («>0) არავითარი სიძნელეები არ წარმოიქმნება, 

სიძნელე თავს იჩენს მა«ინ, როცა პოტენციალურ ენერგიას აქვს მიზიდვის 

ხასიათი (თ< 0). როცა C კიმი თა ა ისეთია, რომ 

III „7VV)= –- თ, (35,21) 

მაშინ #0) ფუნქცია სათაქვში დადებითი იქნება, ამიტომ /=;,7,, მანძილი არ 

იარსებებს და, ნებისმიერი ენერგიებისა და სამიზნე მანძილების.თვის, (35,5) ფორ- 

მულაში ინტეგრაცია უნდა დავიწყოთ ჯ =0-დან. 

უფრო ძლიერი მოთხოვნის დროს 

II” ყო=–-თ (35,22) 
ჩეთი 

ჯ» =X”,,, მანძილი არ არსებობს, მაგრამ ამ გარემოებას არავითარი სიძნელეები არ 

შემოაქეს. ინტეგრაცია აიღება #=0-დან და გაფანტვა მოხდება სრულიად განსა– 

ზღვრულ კუთხეზე. შეიძლება შემოწმება, რომ სიძნელეები წარმოიქმნება მაშინ, 

როცა სინგულარობის მაჩვენებელი მოთავსებულია 2 <»<4 ინტერვალში. ამ შემ- 

თხვევაში ინტეგრალი არაცალსახაა და გაფანტვის კუთხე განსახღვრული არ არის. 

§ 30. გაფანტვა აბსოლუტურად შეუღწევად სფეროზე 

და პოტენციალურ ორმოზე 

განვიხილოთ ორი მაგალითი, რომელსაც დიდი პრაქტიკული მნიშვნელობა 

აქვს. ერთია გაფანტვა აბსოლუტურად ზეუღწევად პოტენციალურ სფეროზე, ხოლო 

მეორე –– პო ტენციალურ ორმოზე. დავიწყოთ პირველი მაგალითით. 

გაფანტვა აბსოლუტურად შეუღწევად სფეროზე. ვთქვათ, ნაწილაკები იფან- 

ტებიან პოტენციალურ ძალთა ცენტრზე, რომელიც განისახზღლერება ფორმულით: 

Vი0)=Cთ, როცა ჯ»<# 

ხთა–მ0, როცა >” 

სადაც > არის პოტენციალჯა რი სფეროს რადიუსი. ასეთი სახის პოტენციალურ 

ენერგიას უწოდებენ უსასრულო სიმაღლის პოტენციალურ ჯებირს ან აბსოლუტუ- 
რად შეუღწევად სფეროს, რადგან ნაწილაკს არ შეუძლია სფეროს შიგნით შეღ- 
წევა, მის გარეთ კი იგი თავისუფლად მოძრაობს. ვიპოვოთ დე (35,4) ფორმული- 

დან. პოტენციალური ენერგიის ორი მნიშვნელობის გამო გვექნება მოძრაობის ორი 

I 

(36,1)



არე: #,,,-დან #-მდე და 7?- დან C-მდე. მაგრამ პირველ არეში პოტენციალური 
ენერგია უსასრულობის ტოლია, ამიტომ შესაბამისი და= 0; დაგერჩება მეორე არე; 
ასე რომ, 

თ ჰ ი” ძ ( LX ) 

დე= ( –““ –- 7, (36,2) 
დ 2) 1-4 /.-% 

/ IC დ ბ 

ამ მარტივი ინტეჯრალის ამოხსნით მივიღებთ 

ი დე მ1I0651ი ჯ' (36,3) 

აქედან 
0 = 72 510 დეი. (36,4) 

(35,2) ფორმულიდან განესახღვროთ დე და შევიტანოთ (36,4)-ში. მივიღებთ 

0 == 2 005 + ' (36,5) 

აქედან 

# . 0 
ძილ=-- –- 81ი –“ იმ.. 36,6 ი 2 ი (36,6) 

ამგვარად, (33,8) ფორმულა დიფერენციალური განიეკვეთისათვის გვაძლევს 

2 

ძთ==- 510 მ. 0., (36,7) 

ე. ი. ერთეულოვანი სხეულოვანი კუთხის შესაბამისი გაფანტვისათვის გეექნება 

2 

94% 1 (36,8) 
ეი, 4” 

რაც იმას ნიშნავს, რომ გაფანტვა 0-სისტემაში კუთხეებზე დამოკიდებული არ 

არის –-იზოტროპულია. ინტეგრალური განივკვეთი კი ტოლი იქნება სიდიდის 

თ=X7?, 

რაც წარმოადგენს სფეროს გეომეტრიულ განივკვეთს. 

ნაწილაკთა გაფანტვა პოტენციალურ ორმოზე. ახლა განვიხილოთ გაფანტეა 

პოტენციალურ ორმოზე: 

ყხ0)C- CC, როცა #<7 

ხ(C)=0, როცა #>#. 
ასეთ ორმოს სწორკუთხა პოტენციალურ ორმოს უწოდებენ. წე წარმოადგენს 
ორმოს სიღრმეს. ვიპოვოთ დე. რადგან პოტენციალური ენერგია განსაზღვრულია 

ორ არეში, ამიტომ (35,4) ინტეგრალი ორად გაიყოფა 

(36,9 

.- | C+- VI > (XV . (36,10) 

„იი 2 -9+V% "/)-9% 
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მეორე ინტეგრალი ემთხვევა წინა ამოცანამი განხილულ (36,2) ინტეგრალს, ამი- 

ტოზ იგი ტოლია მჯ106§1ი + ამოვხსნათ პირველი ინტეგრალი. ამისათვის ვიპო- 

ერთ ჯერ »”,,ე. განმარტების თანუხმად, იგი უნდა ამოვხსნათ განტოლებიდან 

2 

1-1 
”ოიი წერ 

ამ განტოლების ამოხსნით კი მივიღებთ 

=0, (36,11) 

  

  

  

ფთ 5-2-= +, (36,12) 
MC + 

MX. 
სადაც 

ხა „== 1+ /.+” 
ამ აღნიშვნებში 

” ძ 
# > 0“ 

7= I 1 _ = · · (36,132) 

ი, 2//.- 4 9% M + -% 
თ.” 7? M#.. წი თი ”“ 

ეს ინტეგრალი შეგვიძლია ა გადავწეროთ: 

–-– _ ძ(-“) _ 

=- =2Xლ08 97 (36,14) 
ი-ილ - (2) # 

”MIი 

ამგვარად, დე მიიღებს შემდეგ სახეს: 

“ოლი   დი=ეც 005 +მ16 ზი · (36,15) 

რაღგან 80 510 X-L 9IC 005 #52 , ამიტომ (36,15) შეგვიძლია ასე წარმოვიდგინოთ: 

ჯ - ჩნ :' 7თწი 
_ –- (|=გტეისი –– ––ვმჯგბვეს––– 36,16 (« 2 ) Iი 7 1 X ( ) 

რადგან X>1, ამიტომ §> 725. ტრიგონომეტრიიდან კი ცნობილია, რომ თუ 

X>Vყ, მაშინ 

ეI6 510 X – 806 810 / = 016 005 (/ (1 ––X2) (1 –– ყზ) +XV), (36,17) 
ამგვარად, 

CC ი ნთ. 
ზი – 5 =თოთია(/ 1-6 I/ 1-2 თე წუ თოთო). (36,18) 

(35,2) ფორმულის გათვალისწინებით კი გვექნება 

/.-+ 9 ს/ს რი შო წო ფუსოვვი მ. · (ც6,19 

მ ვ. მამასახლისოვი, გ. კილშეილ 199



მარცხნიდან მეორე წევრი მარჯვნივ გადაყიტანოთ და მიღებული ტოლობა კვად- 
რატში ავამაღლოთ. თუ ამის შემდეგ მოვახღენთ ელემენტარუუ დაჯგუფებას, თა- 
ნახმად (36,12) ფორმულისა, 0-სთვის მივიღებთ 

მშ. დე! 5. 
ი”=- (36,20) 
ყეეასე 

განივკვეთის საპოვნელად უნდა ავიღოთ ამ გამოსახულების დიფერენციალი. გვექ- 

ნება 

'#" (ჯი + 008 - 0 “+)1-–2X 005 2) – 810? + #510 +) ძმ, 

2000 = 2. „ (36,21) 
( “+ –- 27; 005 +) 

აჭედან კი, თანახმად (33,7) და (33,9) ფორმულებისა, მივიღებთ 

== C « – 1)(+– 008 +) 

0ა= –- ძი.  (36,22) 9ძ(ზა ისა. 2" 

4008 15 (1+#--%ია + . 
2 2 

ასეთი იქნება C-სისტენაში პოტენციალურ ორმოზე გაფანტვის დიფერენციალური 
განივკვეთი. 

გამოვარკვიოთ /); სიდიდის შინაარსი. რადგან X#-= ი. , სადაც ს, დაცე- 

ზული ნაწილაკის სიჩქარეა ორმოდან ძალიან ფორს, ამიტომ 

ჯ-/ 5+V შა _ 9. (36,23) 
MM. წთ 

სადაც 0 არის ნაწილაკის სიჩქარის მნიშვნელობა პოტენციალურ ორმოში. (36,23) 

გვიჩვენებს, რომ ჯ ყოფილა გარდატეხის მაჩვენებელი, 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევები. ვთქვათ Lა= %, ე. ი. პოტენციალური 
ორმო უსასრულო სიღრმისაა, მაშინ ჯ#=C, და (36,22) მოგვცემს იხოტროპულ 

გ ფანტვას 

99 _ (36,24) 

ამგვარად, როგორც უსასრულო სიმაღლის ჯებირზე, ისე უსასრულო სიღრ- 

მის პოტენციალურ ორმოზე გაფანტვის დიფერენციალური განივკვეთი კუთხეებზე 
დამოკიდებული არ არის (ნახ 39), იზოტროპული გაფანტვა გვექნება მაშინაც, 

როცა #-->0, ხე კი სასრულია. 

რაც შეეხება ინტეგრალურ განივკვეთს, (36,22)-ის ინტეგრაცია მოგვცემს 
თ=>#7?, ამასთან ინტეგრალი უნდა ავიღოთ 0-დან 0,.,,„ა--მდე, რომელიც განი- 

საზღვრება (36,20) ფორმულიდან, როცა 0=X#!, 

1 
ს-,თიჯ=2 81% 005 +“ (36,25) 
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(36,22) ფორმულა სამართლიანი იქნება სასრული სიმაღლის პოტენ რ ლ ლ ენციალუორი ჯებირისათვისაც, რომელსაც აქვს შემდეგი სახე (ნახ. 40): 

V(C20= 9Vი, როცა #<#, 

  

(36,26) 
ყVო=>მბდ როცა ->7#. 

Vი-ს უწოდებენ პოტენციალური ჯებირის სიმაღლეს» 
როცა XM#->V)ი, მაშინ 

#=I/ 1-9, (36,27) 
X%- 

-4ნ6C ' ქ. | ' Mი 

: I 
I I ჩ>VM% 

–--._. # ' 
! + შევი? 
! I ! 

' , 

_-- ია... 
_” M ' 

ნაზ. 39 ნახ. 40 

როცა #-=Vა, ე. ი. როცა ნაწილაკის ენერგია ტოლია ჯებირის სიმაღლის, მაშინ 

# =0 და გაფანტვის განიეკვეთი ნულის ტოლია. ხოლო, როცა Vია-> CC, მაშინ 
გ 

მივიღებთ ჩვენთვის კარგად ცნობილ შედეგს, რომ =60=+- · 

§ 37. დამუსტული ნაწილაკების ბაფანტვა., რეზერფორდის 
ფორმულა 

ვიპოვოთ ეფექტური განივკვეთის ფორმულა დამუხტული ნაწილაკების გა- 
ფანტვისათვის. ვთქვათ, ორი დამუხტული სისტემა, რომელთა ზომები შეგვიძლია 
უგულებელვყოთ, ერთმანეთზე მოქმედებს კულონის კანონით 

ჟცა= + 212: (7,1) 
” 

7, და 2, აღნიშნავს, თუ რამდენ ელემენტარულ მუხტს შეიცავს თითოეული სის- 

ტემა. მაგალითად, თ-ნაწილაკისათვის 2 =2, პროტონისა და ელექტრონისათვის კი 

2=1 და ა. შ. 

როგორც წინა ამოცანაში, აქაც საჭიროა დე კუთხის მოძებნა, მაგრამ ამისა– 

თვის ჩვენ აღარ დაგვჭირდება (35,4) ინტეგრალის ამოხსნა, რადგან კულონური 
ველისათვის იგი § 27-ში უკვე ნაპოვნი გვაქვს. უფრო მეტიც, იმავე პარაგრაფში 

ჩვენ მოვძებნეთ ასიმპტოტის განტოლებაც. სახელდობრ, (27,32) ფორმულის თა- 
ნახმად 

1 
ი083 ში“-–: ს (37,2) 
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სადაც X ექსცენტრისიტეტია, რომელიც უდრის 
2 

ჯX=1+-“-.. (37,3) 

რადგან თ= – 2, 226 (37,3) ფორმულაში შედის კვადრატში, ამიტომ გაფანტვა 

არ იქნება დამოკიდებული მუხტების ნიშანზე. თუ გავიხსენებთ, რომ 1=წ90.ე, 

მივიღებთ 

1 

  

  

    

005” დე=-–- (37,4) 
1+( <9) 

ხს Cთ 

აქედან · 
ბ=(/ “  ) ხიდი. 37,5 ? ( 2. ) (8 დი (37,5) 

დაბოლოს 2ღა== – მ. ფორმულის გათვალისწინებით, სამიზნე მანძილსა და გა– 
ფანტვის კუთხეს შორის C-სისტემაში მივიღებთ დამოკიდებულებას 

2 
”-( 2 ) თ. (7,6) 

2. 2 
ამ ფორმულის გადიფერენციალება მოგვცემს 

ს % 
2 

20ძ0=– 37,7) (=-(--) >) კაბ ( 
510? –– 

ამ გამოსახულების –- >-ზე გამრავლებით ს ხოღბი დიფერენციალური განიეკვე- 

თას შემდეგ ფორმულას: 

იტა ძი,= ( 22:95. რ27%00) 94%, (37,8) 
ა 02 ვეშ მი 

ეს ფორმულა თ·ნაწილაკების ატომებზე გაფანტვისათვის პირველად გამოიყვანა 
რეზერფორდმა და ამიტომაც მის სახელს ატარებს. ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ 

გაფანტვის ინტენსიობას მაქსიმუმი აქვს მცირე კუთხეებზე როცა 0=0, მაშინ 

ძთ=C. ეს შემთხვევა შეესაბამება ნაწილაკთა გავლას გამფანტავი ცენტრიდან 

უსასრულოდ შორ მანძილზე. აშკარაა აგრეთვე, რომ ინტეგრალური განივკვეთი 
უსასრულობის ტოლია. ამის მიზეზი არის კულონის ველის ხასიათი, რომელიც 
მანძილის გაზრდით ძალიან ნელა ეცემა, ასე რომ, უსასრულოდ დაშორებული ნა- 

წილაკებიც კი გადაიხრებიან ამ ველის გავლენით. ამის გამო ის ფართი, რომელიც 
უნდა გაჰკვეთოს ნაწილაკმა, რომ მოხდეს გაფანტვა, უსასრულო#?ის ტოლია. 

რეზერფორდმა შეისწავლა თ-ნაწილაკების ურთიერთქმედება ატომებთან და 

აჩვენა, რომ (37,8ე) ფორმულა სამართლიანია დიდი ია>+>/2 კუთხეებისათვისაც, 
რომლებიც შეესაბამება 10-12? სმ-ზე ნაკლებ სამიზნე მანძილს, იმ დროს, როცა 

ატომის ზომა რიგით 10“ სმ-ია ამით რეზერფორდმა დაამტკიცა, რომ ატომი 

შედგება ატომგულის: და ელექტრონთა გარსისაგან. ატომის მთელი მასა ფაქ- 
ტიურად თავმოყრილია ატომგულში. ატომგულის ზომა სიდიდის რიგით 10“12 სმ ია. 
მაშასადამე, თ.ნაწილაკების ატომებით გაფანტვის ექსპერიმენტის ანალიზით დამტ- 
კიცდა ატომგულის არსებობის ფაქტი. (37,8) ფორმულა სამართლიანია C-სისტე- 
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მისათვის, როცა გამფანტავი ნაწილაკის მასა გაცილებით მეტია დაცემული ნაწი- 
ლაკის მასაზე, მაგალითად, ელექტრონებეს ატომგულებით გაფანტვის შემთხვევაში, 
მაშინ (- და X#-სისტემებს შორის ფაქტიურად განსხვავება არ არის და შეგვიძლია 

ვიგულისხმოთ, რომ (237,8) ფორმულა სამართლიანია 1,-სისტემაშიაც. ამ შემთხვე- 

ვაში 0--= 0, და L==#,, ასე რომ 

9,(ს) იი,=( 27 122“ -)-“ _ 0, (37,9) 
. 510! M% 2 

ი, არის დაცემული ნაწილაკის გაფანტვის კუთხე #-სისტემაში. ამ დროს გვეკნება 

უმნიშვნელო უკუცემა და იგი შეგვიძლია არ გავითვალისწინოთ. 72, არის დაცე- 

მული ნაწილაკის ენერგია 7,-სი:ტემაში, 

როცა დაცემული და გამფანტავი ნაწილაკების მასები ტოლია, მაშინ, თა- 

ნახმად (32,20) ფორმულისა, ნ.=20,; გარდა ამისა, #,=2X- და (34,6) ფორ- 

მულა მოგვცემს 
2 ა? 

თ,(0,)= (აფლოთ (37,10) 
XL §)ე“ მ, 

ამ შემთხეევაში მნიშვნელოვანი იჟნება უკუცემაც. როგორც ვიცით, უკუცემის 

კუთხე, ე- ი. მეორე ნაწილაკის გაფანტვის კუთხე ჯ#-სისტემაში განისაზღვრება 

ფორმულით მა= > -–- 20, ამიტომ მისი შეტანით (37,3) ფორმულაში და მა-ტივი 

გარდაქმნით შეგვიძლია დავწეროთ 

  

22: V ძ5 თ.(9,) 009,= რირი | 4 5_ (37.11 
აიბი ( 2. ი0§10, ) 

ტოლი მასების შემთხვევაში ამ ფორმულიდან მივიღებთ 

თ,(8,)= | 212” 8) „1, (37,12) 
წ # 0059 0, 

თუ, გარდა მასებისა ტოლია ურთიერთქმედი ნაწილაკების მუხტებიც დღა ყეელა 

სხვა დამახასიათებელი სიდიდეებიც, ე. ი. თუ ნაწილაკები იგივურია (მაგალითად, 

ელექტრონის – ელექტრონზე გაფანტვას შემთბვევაში), მაშინ ექსპერიმენტატორი 

ვერ განასხვავებს ერთჰა§ზე თიჰაგან დაცემულ და გამფანტავ ნაწილაკს, ამ-:ტომ ხ 

მიმართულების შესაბამისი ეფექტური გან'ვეკვეთა ჯამე იქნება (37,10) და (37,12) 

გამოსახულებებისა, ე. ი. 

ს -(4“) | 1 + უდ | «5. (37,13) 
#L ყყ0ემი 09510 

ყველა ზემოთ განხილულ ფორმულაში მუხტი შედის კვადრატში, ამიტომ 

შედეგები სამართლიანია, როგორც განზიდვის კულონური ველისათვის, ისე მე- 

ზიდვისათვის. 

იმის საალუსტრაციოდ, რომ გაფანტვის დიფერენციალურ გან”ეკეეთს მაეხი- 

მუმი აქვს მცირე კუთხეებზე არა მხოლოდ კულონური ურთიერთქმედების შემთხ- 

  

ეევაში, არამედ იგ: დამახასიათებელია -- ტიპის ურთიერთქმედებისათვის, სა- 
> 

დაც #=1, 2, 3 და ა. შ., განვიხილოთ ნაწილაკთა გაფანტვა CC) = <=. ველით, 
' (8 
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სადაც თ დადე.ითი პარამეტრია. ასეთი ურთიერთქმედებისათვის გაფანტვის ამო- 
ცანა მარტივად ამოიხსნება. მართლაც, (35,20) ფორმულის ძალით, გაფანტვის 
კუთხისათვის C-სისტემაში, გვექნება 

ს. ხM , "““ –· (37,14) 
ჯ /10+ თ 

0” X- 

  

საიდანაც ვიპოვით ი0--ს 

, (37,15) 

ხოლო ამ გამოსახულების გადიფერენციალებით და (37,7)-ის გამოყენებით მივი- 

ღებთ დიფერენციალური განივკვეთის შემდეგ ფორმულას: 
= _ 

ძ.= (=> ) _ თC-–მაძძ, _. (37,16) 
-/ (2-–ზც? 02 §1ი 0, 

მცირე კუთხეებზე განივკვეთს ექნება გამოხატულება 
ძთ: თხ 1 00 18. >. (37,17) 

თ 
როგორც ვხედავთ, –> ველით გაფანტვის შემთხვევაშიაც გაფანტვის დიფერენ- 

ციალურ განივკვეთს მაქსიმუმი აქვს მცირე კუთხეებზე, ოღონდ, კულონის ველით 
გაფანტვისაგან განსხვავებით, კუთხური განაწილება პროპორციულია არა 0;4-ის, 
არამედ 0;3-ის. 

  

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ #V()= < ველზე გაფანტვის ამოცანა, რო- 

გორც ზემოთ დავინახეთ, ძალიან მარტივად იხსნება ;=1 და #=2 შემთხვევაში. 

უფრო დიდი ჯ-ებისათვის 0,-ში შკმავალლი ინტეგრალი, როგორც წესი, ელიფსუ- 
რი ფუნქციებით გამოიხატება. 

§ 38. გაფანტვა მცირე კუთხეებჭე 

განვიხილოთ გაფანტვა მცირე კუთხეებზე. მცირე კუთხეებზე გაფანტვას 

ადგილი ექნება დიდი სამიზნე მანძილებისათვის, როცა ნაწილაკზე მოქმედებს მცი- 
რე სიდიდის ძალა, ასეთი შემთხვევა განხორციელდება დაცემულ ნაწილაკთა დიდი 

ენერგიების დროს, ე. ი. როცა –ი «<1. ვიპოვოთ კავშირი 0 და 0კ-ს შორის.   

ამისათვის წინასწარ ვიპოვოთ დე. რადგან 9 « #., ამიტომ დე-ს ვიპოვით, თუ 

(35,6) ფორმულაში ფესვს გავშლით (+) მცირე სიდიდის ხარისხებად. გვექნება 
46 

== I/1– 4. 1-4 9 თ I შორ მა+ (8,1) 
” ძი : გ 

”თ(ჩ „თი 2#M% – 

  

4,
 
Iა
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ამასთან მწკრივად გაშლაში შემოვისაზღერეთ მხოლოღ ორი პირველი წევრით. 

  (38,1)-ის პირველი ინტეგრალი ადვილად აიღება; იგი მოგვცემს 3X0 §10 

  

  

  

“თი 
(იხ. (36,3) ფორმულა). რადგან V «172, ამიტომ ო 

ჩ - 
______ (38,2) წ ჩ 
1-- CL 

ი 

და, მაშასადამე, პირველი ინტეგრალი ტოლია 2. ამგვარად, 

1 ძ ჯყ9VC0) რე (38 ვ) 
Cთე=––- _ –ააეაეაო=––-.,. , 

ი 2 26, ში | VI” -–ი 

გადავწეროთ ეს ფორმულა იგივურად 

დ--ლ-=- 1 ” ნთ ძი5– იშ (38,4) 
2 45. XV, V 1-2 

ახლა კი ნაწილობითი ინტეგრაციეთ ვიღებთ 

ჯ 1 0 (იდ I/,8-- 2. 2 
_. – I, (38,5) დე 2 2, ძი IV ვზ-– 0 

საიდანაც 

ჯ 0 ის ი» _– ==. (38,6) 
% 2“ 26, I ძ. I/;2 დ 

ნ 

    სყ.=-- 6 | ის  V _. (38,7) 

აქ #-= .   წარმოადგენს ენერგიას C-სისტემაში, 

იმის გამო, რომ პოტენციალური ენერგია მცირეა, მ. გაფანტვის კუთხეც 

ძალიან მცირე სიდიდეა. თანახმად (32,15) ფორმულისა, რადგან §10 მ. == მ,, ხოლო 

00§ მ, <1, გვექნება, რომ 80, აგრეთვე მცირეა და უდრის 

მ-   ს, = (8,8) 
6 

29 

ამრიგად, ლაბორატორიულ სისტემაში გაფანტვის კუთხე განისაზღვრება ფორ- 

მულით 

იყ ძ; 0.6 | ის _ ძ. _ 36,0 
L ML) ძი» I 79 -- 0 , ( 

ი 
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საჯაც #,=%-- დაცემული :.წილაკის ენერგია ლაბორატორიულ სისტემაში. 

(33,9) ფორმულის თანახმად კი 0§ბა==2::0,080,. 

სხეულოვან კუთხეში გაფანტვის განივკვეთი ტოლი: 

თ(მ,) 00,=– + წ ძ0,. (38,10) 
L L 

(38,9) ფორმულა შეგვიძლია შეცელილი სახითაც გადავწეროთ. სახელდობრ, ახა- 
3 

ლი #-(+) – 1 ცვლადის შემოღებით გვექნება 

ჩ 
დ #-->2 

0,=-C | #L(6I/ 1+X)ძ+ (88,11) 
#L /)+72 

სადაც ჯ- % არის ძალა. რადგან ინტეგრალქვეშა ფუნქცია ლუწია, ამიტომ 

საბოლოოდ გვექნება: 

I IV + > # IC 1+X ) კ, (38,12) 

-2 VM1+X#X 

ამგვარად, გაფანტვა მცირე კუთხეებზე განისაზღვრება ფორმულით 

       (38,13) 

სადაც /(2) მხოლოდ და მხოლოდ სამიზნე მანძილის ფუნქციაა და მისი მოძებნა 
დაიყვანება შემდეგი გმოღიელ ინტეგრალის ამოხსნაზე: 

% XCVI+2) ძი, 
#(2)= 10 > (18,14) 

როგორც მარტივი მაგალითი, განვიხილოთ გაფანტვა მცირე კუთხეებზე კულონის 

ძ0_ 22 
” ” 

ველის შემთხვევაში. ამ დროს LX =– და საჭიროა ამოიხსნას ინტეგ- 

  

რალი 

2,7: +“ ძ _ 22.7 
#(0)==<149% | 2 => (38,15) 

ი" 0+2იჩ დ 
მაშ სადამე, 

L | 

0, > 2226" . (38,16) 
MM: 

თანახმად (38,10) ფორმულისა, დიფერენციალური განიეკვეთისათვის გვექნება 
'ჰმო 

თე) ძ0,= | რაღ“ ძი, . 
(38,17) 

L ზ 
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იგივე ფორმულას მივიღებდით განივკვეთის (37,8) ზუსტი გამოხატულებიდან 

ზღვრულ შემთხეევაში გაფანტვის მცირე კუთხეების დროს, 

(38,17) ფორმულა გვიჩვენებს რომ განივკვეთი მოცემულ კუთხეზე ენერ- 

გიის სწრაფად კლებადი ფუნქციაა. ეს იმას ნიშნავს, რომ ჩქარი ნაწილაკის გასა–- 
ფანტავად საჭიროა დიდი ძალა. ასეთი დამატებითი ძალა კი მიიღება მცირე სა- 

მიზნე მანძილებისათვის. 

§ ვი. იზოტროპიული გაფანტვა 

ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ გაფანტვა აბსოლუტურად შეუღწევად სფეროზე და 
უსასრულო სიმაღლის პოტენციალურ ორმოზე C-სისტემაში იზოტროპიულია, 
ე. ი. ყველა მიწართულებით ერთი და იგიეეა-- კუთხეზე არაა დამოკიდებული. 
მეორე მხრივ, რეზერფორდის ფორმულით განსაზღვრული გაფანტვა არაიბოტრო- 

პიულია, გაფანტვას გააჩნია მკვეთრად განსაზღვრული მაქსიმუმი მცირე კუთხეებ- 

ზე. აღსანიშნავია, რომ განივკვეთის ასეთი ყოფაქცევა განოწვეულია კულონის ვე- 
ლის თავისებურებით. იგი საკმარისად ნელა ეცემა მანძილთან ერთად, ამიტომ 
დიდ სამიზნე მანძილებზე (ე. ი. მცირე კუთხეებზე) მოსუჯი ფართი საკმარისად 
დიდი სიდიდეა. განივკვეთის ასეთი ყოფაქცევა დამახასიათებელია არა მხოლოდ 
კულონური ველისათვის. ასეთივე სურათი გვეჟნება ყველა იმ ურთიერთქმედები- 
სათვის, რომლებიც იგივურად ნული არ ხდებიან სასრულ მანძილზე. თუ ძალა 

სასრული მანძილის შემდეგ იგივურად ნულია, განივკვეთი მკაცრად იზოტროპიუ- 
ლი იქნება. ასეთი შემთხეევა გექონდა სწორედ შეუღწევად სფეროზე და უსასრუ- 
ლო სიღრმის პოტენციალურ ორმოზე გაფანტვისათვის. როცა ურთიერთქმედება 

სასრულ მანძილზე იგივურად არ ისჰობა და ადგილი აქვს მის შემცირებას მან- 
ძილთან ერთად, მაშინ დიდი სამიზნე მანძილების დიდი წვლილის გამო განივ- 

კვეთს ექნება მაქსიმუმი მცირე კჯთხეებზე. 

მაგრამ ძალიან მცირე კუთხეებზე გაფანტული ნაწილაკების აღრიცხვა ექსპე- 

რიმენტზე არ ხერხდება, რადგან მათი გარჩევა ძნელია იმ ნაწილაკებისაგან, რომ- 

ლებიც საზოგადოდ არ გაფანტულან. ექსპერიმენტის დროს დაცემული ნაწილაკე- 

ბის ტრაექტორიები არასოდეს არ არიან იდეალურად პარალელურნი, ამიტომ ის 

ცვლილებანი, რომლებიც გამოწვეულია ტრაექტორიათა არაზუსტი პარალელუ- 

რობით, შეიძლება ავურიოთ ძალიან მცირე კუთხეებზე გაფანტვასთან. შეუძლე- 

ბელია იმ გაფანტული ნაწილაკების აღრიცხვა, რომელთა გაფანტვის კუთხე იმავე 

რიგისაა, რაც ნაკადის გადახრა იდეალურად პარალელური მიმართულებებისაგან. 

ამიტომ ექსპერიმენტზე ყოველთვის გამორიცხავენ ძალიან მცირე კუთხეებზე გა- 
ფანტვას. 

როცა ძალა მანძილთან ერთად სწრაფად ეცემა, მაშინ განივკვეთს მაქსიმუმი 

შეიძლება აღმოაჩნდეს ისეთ მცირე კუთხეებზე, რომელთა რეგისტრირება ზემოთ 

აღნიშნული მიზეზის გამო არ ხერხდება. თუ ამ არეს გამოვრიცხავთ, დანარჩენ 

კუთხეებზე, განაწილება იქნება მით უფრო იზოტროპიული, რაც უფრო სწრაფად 

ეცემა ძალა ნულამდის მანძილის გაზრდასთან ერთად. ამიტომ, თუ ექსპერიმენტზე 
აღმოვაჩინეთ გაფანტულ ნაწილაკთა იზოტროპიული განაწილება, ეს მომასწავებე- 

ლი იქნება იმისა, რომ ძალა სწრაფად ეცემა მანძილას გაზრდასთან ერთად. საილუ- 

სტრაციოდ განვიხილოთ მაგალითი. ვთქვათ, ურთიერთქმედებას აქვს შემდეგი სახე: 

VC)=V%ი (+), (39,1) 
» 
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სადაც L” არის ენერგიის განზომილების მუდმივი, 7; კი დამახასიათებელი სიგრ- 

პეა. როცა # -> თა, მივიღებთ: 

თ0)=ლ, როცა #>1. 

V0)=0, როფა 77<1I, 

ე. ი- გვექპება შეულწევადი სფერო (უსასრულო სიმაღლეს პოტენციალური ჯები- 

რა), აპიტომ განაწილება იქნება მკაცრად ისოტროპეული. გაფანტვის განივკვეთი 

(39,1) ღურთიერთქმეჯების შემთხვეყკაში 7;=1 და /=2-სათვის ჩვენ უკვე ნაპოვნი 

გვაქვს. ახლა ვიპოვოთ გაფანტვის განივკვეთი ნებისმიერი ჯ-ისათვის, ოღონდ მცი- 
რე კუთხეებზე. მიღებული ფორმულები საშუალებას მოგვცემენ შევისწავლოთ გა- 

ფანტვის კუთხური განაწილება ძალის მანძილის მიხედვით უსასრულობაში ნულ- 

თან მისწრაფების ხარისხზე დამოკიდებით. 
ვისარგებლოთ წინა პარაგრაფში გამოყვანილი ფორმულებით და ვიპოვოთ 

გაფანტვის განიეკვეთი მცირე კუთხეებზე (39,1) ურთიერთქმედების შემთხვევაში, 
(38,7) ფორმულის თანახმად გვექნება 

(39,2) 

ით 

__ 0/I(Cთე#" “რ 
ხ-ს, ქ 97 > (39, 

ნ 

ამ გამოსახულებაში შემავლ ინტეგრალს ადვილად დავიყვანთ ეილერის ბეტა 
ინტეგრალზე. მართლაც, შემოვიღოთ »ჯ= ლ0?/;? აღნიშვნა. შედეგად (39,3) ასე გა- 

დაიწერება: 

1 
უ-! 

0, = 20 07%". („+ (1 – #/“"V ძა», (39,4) 

2M#აი” . 
0 

ხოლო თუ გავიხსენებთ ეილერის ბეტა ფუნქციის განმარტებას, გვექნება 

ყ.= 07 8 2+1 , 1 (39,5) 
2.0” 2 2 /” .. 

საიდანაც ადვილად ვიპოვით ე-ს როგორც ს. გაფანტვის კუთხის ფუნქციას. 

გვექნება 

უ=) #ხიM ც( +, +) 2 (39,6) 2X, 2 '2/ 0” 
ამ გამოსახულების გადიფერენციალებით კი ადვილად მივიღებთ მცირე კუთხეებზე 

გაფანტვის განივკვეთის შემდეგ ფორმულას: 

99 _ C0,(L 
5 2... (39,7) 

სM 

C0,(M.) განისახღვრება შემდეგი ფორმულით 

( 7+1 ) ?/ჩ 

9,(ჩ)ჰ= #2 / > (დ) --“ (39,8) 
2 ”ა ') 

სადაც IC2) ეძლერის გამა ფუნქციაა 
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(39,8) ფორმულიდან, კერძო შემთხვევაში, როცა #=1, #=1, LIა= 2)2ე6", 

მიიღება რეზერფორდის ფორმულა (მცირე კუთხეებისათგვის) ხოლო #=2 და 
თ= ყე7:-ისათვის –– (37,20) ფორმულა. (39,7)-დან ჩანს, რომ მცირე კუთხეებზე 
განივკვეთს აქვს მკვეთრი მაქსიმუმი. 

როცა # დიდია, მაშინ ნაწილაკები ყველა კუთხის მიხედვით თითქმის იზო- 

ტროპიულად იქნებიან განაწილებული, ძალიან მცირე კუთხეებზე კი გვექნება 

მკვეთრად გამობატული მაქსიმუმი. 

41-ე ნახაზზე მოცემულია განივკვეთის კუთხური განაწილების დამოკიდებუ- 

ლება #-ზე. 

# 4, 
M7ძი, 

  

ი-4 | (ე=23 (ი? (ი: 

II=-C9 
  

      

0 X 

რ
ი
ა
 

II 

ნახ. 41, განივჯვეთის კუთხური განაწილება ი-ის მიხედვით, როცა 

M=1, 2, 3 ,4, წინ გაფანტვა მით უფრო მკვეთრია, რაც უფრო მცირეა /IL. ნა- 

ხაზზე მოცემულია აგრეთვე კუთხური განაწილება აბსოლუტურად შეუღწევად 
სფეროზე გაფანტეისა, სათანადო გრაფიკი პბრობითად აღნიშნულია => თ-ით. 

V 
სიმარტივის მიზნით ნაწილაკთა ენერგია აღებულია 6 = –-ის ტოლად. 

ამგვარად, თუ ნაწილაკთა შორის ურთიერთქმედების პოტენციალური ენერ- 
გია იგიეურად ნული ხდება სასრულო მანძილიდან, მანამდე კი უსასრულოდ დი- 
დია, განევკვეთეს კუთხური განაწილება მკაცრად იზოტროპიულია. როცა ძალა 

კლებულობს მანძილის ზრდასთან ერთად, განივკვეთს მკვეთრი მაქსიმუმი აქვს წინ 

გაფანტვისათვის, დიდ კუთხეებზე კი გაფანტვა მით უფრო იზოტროპიულია, რაც 

უფრო სწრაფად ისპობა ძალა მანძილის გაზრდისას. 

§ 10. კავშირი გბგანივკვეთსა და თავისუფალი 
ბანარბენის სიგრძეს შორის 

ამ თავში მიღებულ გაფანტვის ფორმულებში ყველგან იგულისხმებოდა, რომ 

ჩვენ საქმე გვაქვს ძალიან თხელ სამიზნე ნივთიერებასთან. როცა სამიზნე ძალიან 
თხელი არაა, მაშინ ადგილი ექნება ნაწილაკთა „გადაფარვას“ და მათი საერთო 
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ფართი სამიზნეს საერთო ფართზე მეტი იქნება. ასეთ შემთხვევაში თითო დაცე- 
გული ნაწილაკი თითო სამიზნე ნაწილაკზე კი არ გაიფანტება, არამედ რამდენიმე 

ნაწილაკზე, ასე რომ, ადგილი ექნება მრავალჯერად გაფანტვას. შემოვისაზღვროთ 
ისევ ერთჯ;.რადი დაჯახებებით და განვიხილოთ საკმარისად თხელი სამიზნე, ასეთ 

სამიზნეს ფოლგას უწოდებენ. თუ ფოლგის ზედაპირის ფართს §-ით აღვნიშნავთ, 
ხოლო სისქეს ძი-ით, მაშინ მასში გვექნება Vვძ> გამფანტავი ცენტრი, სადაც V 

არის ნაწილაკთა რიცხვი მოცულობის ერთეულში. თუ თ არის გაფანტვის განივ- 

კვეთი ერთი ელემენტარული დაჯახებისა, მაშინ ფოლგის ნაწილაკების ეფექტური 

ღართი ტოლი იქნება V§თძ;. ამ სიდიდის §-ზე გაყოფით მივიღებთ დაცემული ნა- 

წილაკის გაფანტვის ალბათობას 

ძ#II” =V0ძ2 (40,1) 

»3-ს მაკროსკოპულ განივკვეთს უწოდებენ. 

ახლა შემოვიღოთ თავისუფალი განარბენის სიგრძის ცნება. თავისუფალი 

განარბენის სიგრძე ვუწოდოთ მანძილს, რომელსაც დაცემული ნაწილაკი სამიზნე- 
ში გაივლის ორ თანმიმდევრულ დაჯახებას შო“ის. ცხადია, რომ ეს სიგრძე, რო– 

მელსაც 27-თი აღვნიშნავთ, ცვალ.ბადი სიდიდეა და დამოკიდებული იქნება სამიზ- 
ნეს ნაწილაკთა სიმკვრივეზე, დაცემულ ნაწილაკთა ენერგიაზე და სხვა. მაგრამ 

მოცემულ ენერგიაზე იარსებებს ისეთი საშუალო 2, რომელთანაც ახლოს იქნება 

ყველა შესაძლო თავისუფალი განარბენის სიგრძეები. ცხადია, ეს საშუალო მნიშე- 

წელობა ტოლი იქნება 

X= I 2ი(9) თ, (40,2) 
0 

სადაც ი(7) არის ალბათობა იმისა, რომ თავისუფალი განარბენის სიგრძე ძევს 

2-სა და (2+0თ2)-ს შორის. ვიპოვოთ ეს ალბათობა. 

C(2)-ით აღვნიშნოთ ალბათობა იმისა, რომ დაცემული ნაწილაკი > მანძილს 

ისე გაირბენს სამიზნეში, რომ გაფანტვა არ მ.„ხდება. მაშასადამე, C(7) არის იმის 

ალბათობა, რომ #>#/7. ძ2 მანძილზე 0(8) კლებულობს სიდიდით, რომელიც ტო- 
ლია ძ; მანძილზე დაჯახე:ის ალბათობისა, მაგრამ ალბათობა იმისა, რომ ქ/ მან- 

ძილზე დაჯახება მოხდეს, ტოლია ორი ალბათობის ნამრავლისა; ერთია ალბათობა 
იმესა, რომ ნაწილაკი გაივლის # მანძილს დაჯახების გარეშე. ხოლო მე ორე ძ!))7 
იჭეს ალბათობა, რომ ამ მანძელეს გაულის შემდეგ დაჯახება მოხდება. მამასაღდამე, 

ძ0(0=-–- 0»თძ-. (40,3) 

აჭ განტოლების ამოხსნა ასე დაიწერება: 

0 =ლიი5%6 9, (40,4) 

როცა 7=0, იმის ალბათობა, რომ დაჯახება არ მოხდება, ერთის ტოლია, ამიტომ 

გვეჟნება 
0=6” "/, (40,5) 

ხოლო ალბათობა იმისა, რო1 თავისუფალი გაზარაებას სიგრჰე ძევს (/, #+ძე)-ს 

შორის, მეიღება ამ ალბათობის წარმოებულის აბსოლუტური სადიჯის აღებით 

»(20)=Vთგ“?, (40,6) 
149



აძ ალბათობის ჩასმით (40,2)-ში და ინტეგრაციით მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორ- 

მულას 

X=--, (40,7) 
Vთ 

რომელსაც, ხშირად, შემდეგი სახით წერენ ხოლმე: 

7#VC> =1. (40,8) 

როცა დაცემული ნაწილაკის თავისუფალი განარბენის საშუალო სიგრძე ძა- 
ლიან მცირეა, მაშინ ადგილი ექნება მრავალჯერად დაჯახებას. რადგან ჩვენ შემო- 

ვისახღვრეთ მხოლოდ ერთჯერადი დაჯახებებით, ამიტომ ყველა ადრე მიღებული 

ფორმულა სამართლიანი იქნება იმდენად თხელი სამიზნეებისათვის, რომ მრა- 
ვალჯერადი გაფანტვის უგულებელყოფა შეიძლებთდეს. „სქელი“ სამიზნეების შემ- 
თხვევა განსაკუთრებულ განხილვას მოითხოვს,



თავიVII 

მცირე რხევები 

ამ თავში ჩვენ შევისწავლით სისტემის მცირე რხევებს, მცირე რხევებთან 
საქმე გვაქვს ყოველდღიურ ცხოვრებაში. მდგრადი წონასწორობის მახლობლად 
რხევად ნაწილაკს ოსცილატორს უწოდებენ. წონასწორობის მახლობლად მცირე 
რხევებს აწარმოებენ ატომები და მოლეკულები, ამიტომ ისინი შეგვიძლია გახნვი- 
ხილოთ როგორც ოსცილატორები. ოსცილატორის ამოცანა ფუნდამენტური ამო- 
ცანაა და იგი დიდ როლს ასრულებს არა მხოლოდ მექანიკაში, არამედ ფიზიკის 

სხვა მრავალ დარგშიაც. აღსანიშნავია, რომ გარკვეული განზოგადებული კოორ- 
დინატების შემოღებით ნებისმიერი სისტემის მცირე რხევები შეგვიძლია წარმო- 
ვიდგინოთ როგორც წრფიე, ერთმანეთზე დამოუკიდებელ, ოსცილატორთა ერთო- 

ბლიობა, ამიტომ მცირე რხევებში ოსცილატორის ამოცანა ძირითად ამოცანას 

წარმოადგენს. ქვემოთ განვიხილავთ თავისუფალ და იძულებით რხევებს სიცარიე- 
ლეში. იმ თავისებურებებს კი, რომლებიც დაკავშირებულია გარემოში მოძრაო- 

ბასთან, მივუძღვნით შემდეგ თავს. 

§ 41. წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორი 

წონასწორობის პირობები. განვვ;ხილოთ იზოლირებული სისტემა, რომელსაც 
აქვს მხოლოდ ერთი თავისუფლების ხარისხი და შევისწავლოთ მისი რხევითი მოძ- 
რაობა წონასწორობის მახლობლად. წონასწორობის წერტილში განზოგადებული 

ძალა ნულის ტოლია, ამიტომ გვექნება 9-0, ე. ი. წონასწორობის პირობაა 

/4 
პოტენციალურე ენერგიის წარმოებულის ნულთან ტოლობა 

(5; )–ი. (41,1) 

ძი “=ძი 

მაგრამ წონასწორობა შეიძლება გვქონდეს სამი სახისა. პირეელი –– როცა შესრუ- 
ლებულია (41,1) პირობა და, გარდა ამისა, წონასწორობის წერტილში პოტენცია- 
ლური ენერგიის მეორე წარმოებული უარყოფითია, ე. ი, როცა პოტენციალურ 
ენერგიას აქვს მაქსიმუმი. ასეთ წონასწორობას არამდგრადს უწოდებენ. არამდგრად 
წონასწორობაში, მაშასადამე, გვაქვს: 

2 · 

(5. )=9, (2 <0, (41,2) 
ძლ /ე=თი 99“ /0=ძ 

საკმარისია ასეთ სისტემას მივანიქოთ მცირე გადაადგილება, რომ იგი წონასწო- 
რობის #=ქე მდებარეობას აღარ ღაუბრუნდეს. მეორე სახე წონასწორობისა არის 
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გან ურჩევე ლი წონასწორობა, როდესაც პოტენციალური ენერგია მუდმივია და ყო- 

ქელი მდებარეობა განურჩევლად წონასწორობის მდებარეობას წარმოადგენს; ამ 

შემთხვევაში გვაქვს წონასწორობის წერტილთა უსასრულო სიმრავლე. დაბოლოს. 

1 ონასწორობის მნიშვნელოვან სახეს წარ- .” 

მოადგენს მდგრადი წონასწორობის მდგო- ' 9/ 

მარეობა, როდესაც წონასწორობაში მყო- > 

ფი ნაწილაკი მცირე გადახრის შემდეგ 

კელავ წონასწორობაში ბრუნდება. ეს 

შემთხვევა ხორციელდება მაშინ, როდე–- 

საც პოტენციალურ ენერგიას წონასწო- 

რობის წერტილში გააჩნია მინიმუმი (ნახ. 

42). ამგვარად, მდგრადი წონასწორობი- 

სათვის დაცული უნდა იყოს პირობები: 

წვ (2: )>“' (41,3 
ძ4 /ჯ) ძი” 

ამასთან, პოტენციალური ენერგიის წარმოებულის ნულთან ტოლობიდან შეგვიძ- 
ლია განვსახღვროთ წონასწორობის კოორდინატი ჟე. ზოგადობის დაურღვევლად 

დავუშვათ ყძ-=0, ე. ი. ნაწილაკი ირხეოდეს სათავის მახლობლად. 

წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორი, რადგან ვიხილავთ მცირე რხევებს, ამი- 

ტომ პოტენციალური ენერგია შეგვიძლია გავშალოთ ხარისხოვან მწკრივად და 

შევინარჩუნოთ რამდენიმე პირველი წევრი 

ულ 6... (41,4) 
3! ი 

2 

0 )= ხრ +V(27 )+2 ი.) + -ა 
« ძე? 

V (0) =ლ0I15ს მნიშვნელობა არა აქვს, რადგან პოტენციალური ენერგია განსაზღვ- 

რულია მუდმივის სიზუსტით. თუ პოტენციალური ენერგიის ათვლას დავიწყებთ 
V(0)-დან, ეს უკანასკნელი შეგვიძლია ნულად ჩავთვალოთ. მდგრად წონასწო- 

რობაში მეორე წევრიც ნულის ტოლია, ამიტომ დაგვრჩება 

  

1 /ი'ყ 1 /ძყ9V სთV(ყ)ლ=–-|–-> |) ი? –(5>) .+L... (41,5) 
«თ 2 C 9 + 6 იი) “ 

ჯერჯერობით შემოვისაზღვროთ კვადრატული გადახრებით. თუ შემოვიღებთ 

აღნიშენას 
2 

L= (->). 97) 0, (4L,6) 
ძე? 

ზივიღებთ 
ემ 

თფ)=”-. (41,7) 

სისტემას (ნაწილაკს), რომელიც ირხევა ასეთი პოტენციალური ენერგიით, ეწოდე- 
ბა წრფივი პარმონიული ოსცილატორი. რხევა ჰარმონიულია იმის გამო, რომ 
(41,7) პოტენციალური ენერგია სიმეტრიულია წონასწორობის წერტილის მიმართ 
V(C2)C=V(– თ). როგორც ვიცით, მოქმედი ძალა დაკავშირებულია პოტენციალურ 

ენერგიასთან ფორმულით ჯ=- 99. ჩვენს შემთხვევაში გვექნება #=-- #ყ. 
რი“ 

ჩვენ ვხედავთ, რომ მდგრადი წონასწორობიდან გამოყვანილ წერტილზე მოქმე- 

143



დებს ძალა, რომელიც პროპორციულია გადაადგილებისა და მიმართულია მდგრა- 

დი წონასწორობის მდებარეობისაკე5. ასეთ ძალას დრეკადი ძალა ეწოდება, 

წრფივი ჰარმონიული ოსცეალატორი ფუნდამენტურ როლს ასრულებს ფიზი- 

კის თითქმის ყველა დარგში. მექანიკაში იგი მნიშვნელოვანია იმდენად, რამდენა- 

დაც ნებისმიერი თავისუფლების ხარისხის მქონე სისტემის მცირე რხევები ”შეგვიძ- 

ლია წარმოვიდგინოთ როგორც წრფივ ოსცილატორთა ერთობლიობა. 

ახლა შევადგინოთ ოსცილატორის ლაგრანჟის ფუნქცია. ამისათვის დაგვჭირ- 

დება კინეტიკური ენერგიის მოძებნა. განმარტებით კინეტიკურ ენერგიას, ერთი 

თავისუფლების ხარისხის შემთხვევაში, განხოგადებულ კოორდინატებში აქვს სახე 

თ= “რეი, (41,8) 

თ(ი) კოორდინატების ფუნქციაა, გავშალოთ იგიც წონასწორობის მახლობლად 

მწკრივად 2 
«თ=«თ+(5%- ) ი+... (41,9) 

ძძ /ა 

იმისათვის, რომ წონასწორობიდან გამოყვანილი ნაწილაკი დაუბრუნდეს საწყის 

მდებარეობას, საჭიროა ი სიჩქარე მცირე სიდიდე იყოს, ამიტომ (41,9) გაშლაში 

თუ შევინარჩუნებთ მხოლოდ პირველ წევრს თ(0), კინეტიკური ენერგია იმავე 

რიგის მცირე სიდიდე იქნება როგორც პოტენციალური ენერგია. შემოვიღოთ 

აღნიშვნა 

თ (0)=#. (41,10) 

მაშინ კინეტიკური ენერგია მიიღებს სახეს 

ჯ- იი. 41,11 2 ( ) 

კერძო შემთხვევაში, როცა რხევა ხდება დეკარტის სისტემაში, ჯგ მასას წარმოად- 
გენს, ზოგადად კი იგი რაღაც მუდმივია. 

ამგვარად, ოსცილატორის ლაგოანჟის ფუნქციას ექნება მნიშვნელობა 

»C2-%V #6. (41,12) 

სანამ შესაბამის ლაგრანჟის განტოლებას დავწერდეთ, შევნიშნოთ, რომ +ლაგრან- 

ჟიანი უცვლელი რჩება, თუ მოვახდენთ შეცვლას 

ძ= :LMVაძ, (41,13) 

+ თა=I/ უ-. (41,14) 

სადაც შემოღებულია აღნიშვნა 

მაშასადამე, ლაგრანჟიანი ინვარიანტული რჩება “მემდეგი გარდაქმნისას: 

· 1. 
ძ=+1სიე და 0=+ –-ე. (41,15) 

თე 

წრფივი პარმონიული ოსცილატორის განტოლების ამონახსნების სხვადასხვა 

სახე. დავწეროთ ლაგრანჟის განტოლება 

4 2ს _ % “ იX#- ი, (41,16) 
იძი ძყ



აქედან, (41,12)-ის თანახმად, მივიღებთ ოსცილატორის რხევის დიფერენციალურ 
განტოლებას 

ძ+C20=0. (41,17) 
ამ განტოლების ამოხსნა ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

/=V", (41,18) 
შევიტანოთ (41,17) განტოლებაში და შედეგი შევკვეცოთ #"/-ზე. მივიღებთ 

ვ?) ა1=0, (41,19) 
საიდანაც §= +წთე. ხოლო ზოგადი ამონახსნისათვის გვექნება 

0= C00'%ი! -L 76 რი. (41,20) 
სოლ ოლეაეეეეეეევეეე– 

C და #) ნებისმიერი, საზოგადოდ კომპლექსური, მუდმივებია. | ცხადია, რომ 0 

კოორდინატი ნამდვილი სიდიდეა #=იე7”, ამიტომ საჭიროა დაცული იყოს პირობა 

C90ი/-L ჩი“ !ძი! = 07% -/თი! | 7ე%107, (41,21) 

საიდანაც დავასკვნით, რომ 7)=C?. მაშასადამე, (41,20) ზოგადი ამონახსნი მი– 

იღებს 'შემდეგ სახეს: · 

9(0= 00'%ი L 0%--/0/, L (41,22) 

(41,17) ამონახსნი სხვა ფორმითაც შეგვიძლია ჩავწეროთ, მართლაც, კომპლექსუ- 

რი 0 რიცხვი წარმოვიდგინოთ მოდულითა და არგუმენტით C=ძ040!ბ, სადაც ძ 

და 6 ნამდვილი რიცხვებია, მაშინ (41,22) ასე გადაიწერება: 

ი(0) = ძი'(0ი/+0) + ც-–I(თი--ბ) (41,23) 

თუ შემოვიტანთ ახალ მუდმივს ძ=ი/2 და გავიხსენებთ ეილერის ფორმულას,. 

ზოგადი ამონახსნისათვის გვექნება შემდეგი წარმოდგენა 

9(I)=0 005 (იეL-+L9). (4 1,24) 

ცხადია, რომ (41,24) ეკვივალენტურია გამოსახულების 

9C)) =ხ 510 (თეჯ-–- 8). (41,25) 

ხშირად ხელსაყრელია (41,24) ამონახსნი წარმოვიდგინოთ შემდეგი სახითაც: 

ძ(()== 86 ( 40'%!|, (41,26) 

სადაც 4 კომპლექსური მუდმივია, ხოლო #6 (1621) აღნიშნავს რეალური ნაწი– 

ლის აღებას. მართლაც, თუ 4-ს გამოვხატავთ „#4=ჯგ(0!ბ სახით, მაშინ (41,26) 

დაიყვანება (41,24) ამონახსნზე. სრულიად ანალოგიურად (41,25)-იც შეგვიძლია 
წარმოვიდგინოთ, როგორც 

9(0)=I%! (80%), (41,27) 

სადაც ის (Iი 221087) აღნიშნავს წარმოსახვითი ნაწილის აღებას, ცხადია, რომ 

8=წხდღლჩ სახით წარმოდგენით (41,17) დაემთხვევა (41,26) ზოგად ამონახსნს. 
აღვნიშნოთ, რომ გარკვეული მიზეზების გამო ექსპონენციალური ამონახსნე- 

ბით სარგებლობა უფრო მოსახერხებელია, ვიდრე სინუსებით და კოსინუსებით, 

ამიტომ მომავალში ზოგადი ამონახსნისათვის ვისარგებლებთ ფორმულით 

ი0)= 40%, (4=ძ0'ბ) (41,28) 

ოღონდ უნდა გვახსოვდეს, რომ კოორდინატი ნამდვილია და, ამიტომ საბოლოო 
შედეგებში, ამონახსნიდან უნდა ავიღოთ ნამდვილი ან წარმოსახვითი ნაწილი. 
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შევნიშნოთ, რომ ჩვენ მიერ სხვადასხვა ფორმით დაწერილი ზოგადი ამო- 
ნახსნი შეიცავს ორ ნებისმიერ ნამდვილ მუდმივს, რომელთა განსაზღვრა შეიძლება 

საწყისი პირობებით, ე. ი. ი(,)) და ი(() სიდიდეების მნიშვნელობებით (=0 მო- 
მენტში. 

ოსცილატორის სისშირე, ფაზა, ამპლიტუდა და ენერგია. ჩვენ დავინახეთ, 

რომ წრფივი ჰარმონიული ოსცილატორი ირხევა კანონით 

0=0თC005 (სსე(+ თ) (4!1,29) 

კოსინუსის მაქსიმალური მნიშვნელობა ერთის ტოლია, ამიტომ ე,...=თ, ე. ი. ი 

ყოფილა მაქსიმალური გადახრა წონასწორობიდან, ამ სიდიდეს ამპლიტუდას უწო. 

ღებენ. სიდიდეს 
Cდ(()= თეL+ თ (41,30) 

რხევის ფაზა ეწოდება. ხოლო 

დ(0)=თC (41,31) 
საწყისი ფაზა ჰქვია. რადგან კოსინუსი 2» პერიოდის ფუნქციაა, ამიტომ რხევის 

პერიოდი 

ჯ=-, (41,532) 

ანდა 
2% 

თე:= ჯ =2>V, (41,33) 

თეს რხევის წრიულ სიხშირეს უწოდებენ, V-ს კი –- სიხშირეს. ჩვენ შემდგომში 

ვისარგებლებთ თე-ით და მას, უბრალოდ, სიხშირეს ვუწოდებთ. 

ახლა ვიპოვოთ ოსცილატორის ენერგია; აშკარაა, რომ ენერგიას ექნება სახე 

>. 

8-7 კ ჩ, (41,34) 
2 2 

რადგან ძ=–ითე 810 (თე + >), ამიტომ სრული ენერგიისათვის მივიღებთ 

წე? 
8=5%-, (41,35) 

ამგვარად, ოსცილატორის ენერგია დამოკიდებულია სიხშირეზე და რხევის ამპლი- 

ტუდაზე. 
“ აღსანიშნავია, რომ იგივე შედეგს მივიღებთ, თუ ნაცვლად ლაგრანჟის (41,16) 

განტოლებისა ამოვხსნით (41,15) განტოლებებს, რომლებიც წარმთადგენს პირვე– 

ლი რიგის დიფერენციალურ განტოლებებს. 

დაბოლოს, მივუთითოთ ერთ მნიშვნელოვან გარემოებაზე. გამოსხივების თეო–- 

რიაში გამომსხივებელი სხეული განიხილება როგორც დამუხტული ოსცილატორე- 

ბის ერთობლიობა. (41,35)-დან ჩანს, რომ ოსცილატორები ენერგიას გამოასხივე- 

ბენ უწყვეტად. ეს გარემოება წინააღმდეგობაში აღმოჩნდა მთელ რიგ ექსპერიმენ- 

ტულ ფაქტებთან. თეორიისა და ექსპერიმენტის შერეგების მიზნით პლანკმა შე- 

მოიღო ჰიპოთეზა, რომლის თანახმად ოსცილატორის (41,35) ფორმულით განსა- 
ზღვრულ=0 ენერგია სინამდვილეს არ შეესაბამება და რომ ოსცილატორის ენერგია 

ტოლია 

  

სე= C + >) ჩი, (41,36) 
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სადაც #=0, 1, 2,... მთელი დადებითი რიცხვია. ჩ= 2#.=1,05 · 10-27 ერგი სეკ. 

ე. წ. პლანკის მუდმივია, ჩთი-ს უწოდებენ ენერგიის კვანტს. მაშასადამე, ოსცილა– 
ტორის ენერგია უწყვეტი კი არაა, არამედ წარმოადგენს კვანტების ჯერად სიდი- 
დეს. ამ ჰიპოთეზამ საფუძველი ჩაუყარა თანამედროვე კვანტურ თეორიას, 

§ 49, ოსცილაბორის იძულებითი რხევები 

წინა პარაგრაფში განვიხილეთ ერთგანზომილებიანი ოსცილატორის მცირე 

რხევები. აღნიშნულ შემთხვევაში ოსცილატორზე გარეშე ძალა არ მოქმედებდა, 
ამიტომ ასეთ რხევებს თავისუფალი რხევები ეწოდება. როგორც დავინახეთ, თავი– 

სუფალი რხევების დროს წერტილზე მოქმედებს მხოლოდ დრეკადი ძალა, რომე. 

ლიც გამოწვეულია რხევად სხეულში არსებულ ნაწილაკებს შორის კავშირებით. 

ახლა განვიხილოთ ისეთი შემთხვევა, როცა ოსცილატორი განიცდის გარეშე 

ძალის მოქმედებას, ე. ი. როცა ოსცილატორი იზოლირებული აღარ არის, ცხა- 

დია, არაიხოლირებული ოსცილატორისათვის ენერგიის შენახვას ადგილი აღარ 

ექნება. ჩვენ შემოვისაზღვრებით ისევ მცირე რხეყებით, ამიტომ მოვითხოვთ, რომ 

ოსცილატორზე მოქმედი გარეშე ძალა მცირე იყოს. ამგვარად ოსცილატორი, გარ- 

და შინაგანი VI) პოტენციალური ველისა, რომელიც დაკავშირებულია სისტემი– 

სათვის დამახასიათებელ დრეკად ძალასთან, განიცდი სუსტი გარეშე ველის მოქ- 

მედებასაც. დავუშვათ, გარეშე ძალის პოტენციალი არის I(ე, L) და გავშალოთ 

იგი წონასწორობის ე:=0 წერტილის მახლობლად მწკრივად 

X7(თ ()=IMC9, ი+ი(“>“) +...+ (42,1) 
ძი «»0 

ცხადია, რომ თუ ამ უკანასკნელ მწკრივში დავკმაყოფილდებით მხოლოდ პირვე– 

ლი ორი წევრით, მაშინ 

_ (2920) =XX) (42,2) 
ძი «50 

წარმოადგენს გარეშე ძალას წონასწორობის მახლობლად, დამოკიდებულს მხო- 

ლოდ ჯ დროზე. რაც შეეხება X(0, /)-ს, იგი დროის ფუნქციაა და კოორდინატებ- 
სა და სიჩქარეებზე დამოკიდებული არ არის, ამიტომ ლაგრანჟის განტოლებაში 
არავითარ როლს არ შეასრულებს. ამგვარად, გარეშე ველის პოტენციალური ენერ- 
გია განისახღლვრება სიდიდით 

V7Vყ, ს=-–-0XXV» (42,3) 

ლაგრანჟის ფუნქციისათვის კი მივიღებთ 

ე? „ე? 
L=5> ხი ე იჯ. (42,4) 

ლაგრანჟის განტოლება მოგვცემს 
. 1 
ძ-+LVთ:0ი= =–- XC. (42,5) 

" 

ამ განტოლებას ოსცილატორის იძულებითი რხევის განტოლება ეწოდება. 
განვიხილოთ მეტად მნიშვნელოვანი კერძო ”შემთხვევა, როცა გარეშე იძულე- 

ბითი ძალა პერიოდულია და დროის ჰარმონიულ ფუნქციას წარმოადგენს 

X#(V)=ძ0 008 (თLჯ-L8), (42,6) 
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სადაც თ იძულებითი ძალის რხევის სიხშირეა, ძი დან ამპლიტუდა და საწყისი 

ფაზაა. (42,5) განტოლების ამოხსნი დროს ხელსაყრელია იძულებითი ძალა ასე 
წარმოვიდგინოთ: 

XC)= ჯ2(»ი'ბ)), (42,7) 

სადაც კომპლექსური ამპლიტუდა 

#=C0C. (42,8) 

იპულებითი რხევის (42,5) განტოლება მიიღებს სახეს 

-. 1... 
0+თაძ= –- იC'", (42,9) 

” 

ამასთან ამ განტოლებიდან მიღებული საბოლოო შედეგებიდან უნდა ავიღოთ რეა- 

ლურე ნაწილი. 

იძულებითი რხევის განტოლება წარმოადგენს მეორე რიგის არაერთგვარო- 
ვან დიფერენციალურ განტოლებას. ცნობილია, რომ ასეთი განტოლების ამოხსნა 
წარმოადგენს ჯამს შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნისა და 

არაერთგვაროვანი განტოლების რომელიმე კერძო ამონახსნისა 

0მ=ძას+90,, (42,109) 

სადაც ძე არის ამონახსნი 

ძა+Cთ20ძე:=0 (42,11) 

ერთგვაროვანი განტოლებისა, 0, კი წარმოადგენს (42,5)-ის კერძო ამონახსნს. ჩვენ 

ვიცით, რომ (42,11)-ის ზოგად ამონახსნს აქვს სახე 

ძე = „0%/, (42,12) 

ამიტომ საკმარისია კერძო ამონახსნის მოძებნა. კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შემდე– 

გი სახით: 

0:=.80'"!. (42,13) 

აქ 8 ისე უნდა განვსაზღვროთ, რომ (42,13)-მა დააკმაქოფილოს (42,9) განტო- 
ლება, შევიტანოთ ეს ამონახსნი (42,9)-ში. 6Xწ% (1(ჩჯ)-ზე შეკვე:კის შემდეგ გვექნება 

C-«შ+იჟე 8=“ », (42,14) 
2 

საიდანაც 

» = 2 _ 42,15) 
თ) (თე –– თზ) ( 

თვით კერძო ამონახსნისათვის გვექნება 

= ი0?C შო%50V"V 42,16 (/ ” (თ? _ თ?) · ( , ) 

(42,9) დიფერენციალური განტოლების ზოგადი ამონახსნი კი იქნება 

ე= კიი, L 2 გს”, (42,17) 
თ? (თვ –– (ა?) 

ამგვარად, გარეშე იძულებითი ძალის მოქმედების პირობებში ოსცილატორი ორ- 
გვარ რხევას ასრულებს: პირველია ჰარმონიული რხევა, მეორე კი –– იძულებითი. 

რეზონანსის მოვლენა. როცა გარეშე ძალის სიხშირე დფ მიისწრაფვის ოსცი- 

ლატორის საკუთარი თე სიხშირისაკენ, მაშინ იძულებითი რხევის ამპლიტუდა უსა- 
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სრულოდ იზრდება. ამ მოვლენას რეზონანსს უწოდებენ. ფიზიკურად ნათელია, 

რომ, ამპლიტუდა მართლაც უნდა იზრდებოდეს, მაგრამ არა ისე, რომ უსასრუ- 

ლობის ტოლი ხდებოდეს. ამიტომ ცხადია, რომ თ=თე რეზონანსის წერტილში 

(42,17) ამოხსნა სხვანაირად უნდა ჩაიწეროს. 

(42,17) ამონახსნში მუდმივები ისე შევცვალოთ, რომ ადგილი ჰქონდეს გამო– 

სახულებას 

ძ= 4 ერი! + ხს (”Iი!__ ტ'თი/) . (42,18) 

#(0გ-– თ”) 

ახლა უკვე, როცა თ –> თე მეორე წევრში გვაქვს განუსაზღვრელობა ნული ნულ- 
ზე, რომლის გახსნა ლოპიტალის წესით მოგვცემს 

#X 

ძ= 4" (19! -L გ-ი ერი! , (42,19)   
MIთე 

გადავიდეთ რეალურ ნაწილებზე; ნებისმიერი მუდმივების ხელახალი შერჩევით მი–- 

ვიღებთ შემდეგ ზოგად ამონახსნს: 

ძ 
ძ=Cთ" 005 (თეL+ თ )-L 

20 
  80 (თე(-2). (42,20) 

აქედან ჩანს, რომ იძულებითი რხევის ამპლიტუდა დროის მიხედვით წრფივად 
იზრდება. იგი უსასრულობა გახდება მხოლოდ ჯ=0CC-სთვის, მაგრამ ამ შემთხვე · 

ვაში რხევები მცირე აღარ იქნება და ჩეენი განხილვა საზოგადოდ აღარ იქნება 

სწორი. 

ძგერა. გამოვარკვიოთ, როგორი საზე ექნება რხევას რეზონანსის უშუალო 

მახლობლობაში, როცა გარეშე ძალის თ სიხშირე ოსცილატორის საკუთარი სიხ- 

შირისაგან მცირე სიდიდით განსხვავდება, ე. ი. 

დს –– თე=9. (42,21) 

სადაც §' მცირე სიდიდეა. 

ამ შემთხვევაში ზოგადი ამონახსნი იქნება 

ძ= 40%! .L 180'(9ი+ 9), (42,22) 
8 განსაზღვრულია (42,15) ფორმულით. (42,22) ამონახსნი შეგვიძლია ასე წარ- 

მოვადგინოთ: 

«(0=CV)0, (42,23) 
სადაც 

CC0)= 4+8C'“, (42,24) 

(42.23)-დან ჩანს, რომ რეზონანსის მახ–ოობლად რხევა კვლავ შეგვიძლია მცირე 
რხევად ჩავთვალოთ, ოღონდ ამპლიტუდა წარმოადგენს დროის ფუნქციას. აღსა- 
ნიშნავია, რომ ამპლიტუდა დროის მიხედეით ნელა ცვლადი ფუნქცია იქნება §)-ს 

სიმცირის გამო. ვიპოვოთ C() ამპლიტუდის (კვლილების საზღვრები, გვაქვს 

|C()|?=| 4 |1+| 8 |?1+27%0(478% (წი. (42,25) 

შევიტანოთ C(/)=0C(ჯ) 67, ,(=06!“ და 13 =ხM0)ჩ. მივიღებთ 

| (I) /მ= ი?1+ხ?-C2იხ 005 (6 + 8 –– თ), (42,26) 

საიდანაც აშკარაა, რომ 

(თ–- ხ)1=0? -I(6-Lხ)?. (42,27) 
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ამგვარად, რეზონანსის მახლობლად ამპლიტუდა პერიოდულად იცვლება შუა- 

ლედში 
|ი–-ხI<0<0-+Lხ. (42,28) 

ამ მოვლენას ძგერას უწოდებენ, რხევის §<+=C –- თე სიხშირეს კი –– ძგერის სიხ- 
”ირეს, 

§ 4ვ. იძულებითი რხევები ნებისმიერი ბარემე ძალის 

შემთხვევაში 

ახლა განვიხლოთ მცირე იძულებითი რხევები ნებისმიერ გარეშე დროზე 
დამოკიდებული ძალის შემთხვევაში. ამოსახსნელია განტოლება 

.. 1 

ძ+ი:ძ= –- წC. (43,1) 
7 

ამ განტოლების შესაბამის ერთგვაროვან განტოლებას აქვს ზოგადი ამონახსნი 

09C) =.40!რ%/, (43,2) 

სადაც 4 კომპლექსური ამპლიტუდაა. (43,1)-ის კერძო ამონახსნი ვეძებოთ მუდ- 

მივის ვარიაციის მეთოდით. ჩავთვალოთ, რომ (43,2) გამოსახულებაში „4 = #4(I) 
დრთის ფუნქციაა და ვიპოვოთ წარმოებულები: 

9მ= 4 გ'რი? + ჯე 40107, 
(43,3) 

ძ=(4-+2ჯ0თე 4 –– Cა2.4)6/9ი”, 

ეს წარმოებულები შევიტანოთ (43,1) განტოლებაში; მივიღებთ 

“ .·. 1 . 
4+2:თ0ა4=: –- #C)6--!0ი”, (43,4) 

” 

რომელიც შეგვიძლია ასე წარმოვადგინთთ: 

4 (4-+2:თ, 4)>-“- #(ე- თი; (3,5) 
| ” 

ამ განტოლების ინტეგრაციით მივიღებთ 

(4 
· 1 )ა/ 

4+2:თა 4= –– /IV)6 I ი +0, (43,6) 
ი გ 

სადაც C ნებისმიერი მუდმივია, (43,2) და (43,3) ფორმულების გათვალისწინებით 

გვექნება 
(კ 

· 1 : ქ. / 

9-++თე0=--- გ'%I | XI )6--/%იI ქ”, (43,7) 
” მ 

დავუშვათ, რომ საწყის მომენტში ჯ=0, როგორც თ, ისე ძ ნულის ტოლია, მა- 

შინ (43,7)-ში C=0 და მივიღებთ 

წ 

0-Lწაემ= -- ირ | 76 ტ-/რი” გ”, (43,8) 
” 8 
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ამ განტოლების დამატებით, ინტეგრაცია საჭირო აღარაა, რამდენადაც მისი სა- 

შუალებით ვიპოვით როგორც 4ძ-ს, ისე 4«-სა და ენერგიას. (41,8) განტოლება გა- 
დავწეროთ შემდეგნაირად: 

  

გ (4 
".. 1 . , 
9+1000= –– | XV)0/%(I–/) ძი, (43,9) 

#აი 

საიდანაც ნამდვილი და წარმოსახვითი ნაწილების გატოლებით მივიღებთ 

/ 
1 , . , , 

40) = | #0”) 5Iი Iთი(-–/9019ძL”, (43,10) 
სე ქ 

· 1.7 
9(0)=-–– | XC") 605 (თი(( –– (1 «L". (43,11) 

გ 

ამგვარად, ვიპოვეთ კერძო ამონახსნი ნებისმიერი XV) «ალის შემთხვევაში. ზოგა- 

დი ამონახსნის მისაღებად საჭიროა (43,10)-ს დავუმატოთ (43,1)-ის შესაბამისი 
ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნი რომელიც ძეა(ფ)-თი აღვნიშნოთ. 

(43,1) დიფერენციალური განტოლების ზოგად ამონახსნს ექნება შემდეგი სახე: 

(ქ 

«თ=9,(0+--'- I §1ს თე(L –– L”) XL”) ძი“. (43,12) 
I. 

ამ ამონახსნს ის თვისება აქვს, რომ იგი ჯ=0 მომენტში ტოლია ძე(0)-ის, ხოლო 

მისი დროითი წარმოებული ძე(0)-ის. პირველი პირობა ავტომატურად უზრუნ- 
ქელყოფილია ინტეგრალის საზღვრებით, მეორის დასამტკიცებლად კი საკმარისია 

(43,12) გავაწარმოოთ დროთი; გვექნება 

1 

2 

  90)=9()+-–--–-9Iი (ით 6-–-/1XV9I„_/ (43,13) 

საიდანაც, მართლაც, ჩანს, რომ ILV(/)1, = I9ე()1ი: ამგვარად, (43,12) ზოგად ამო- 

ნახსნში გათვალისწინებულია შემდეგი საწყისი პირობები: 

ძ(0=ძაი(); 9(0=00(), როცა #=0. (43,14) 
როგორც ვხედავთ, აქ გვაქვს შერჩეული სპეციალური საწყისი პირობები. საწყისი 

კოორდინატი და სიჩქარე რაღაც ნებისმიერი სიდიდეებით კი არ განისაზღვრება, 
არამედ (43,1)-ის შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ზოგადი ამონახსნისა და 

მისი დროითი წარმოებულის მნიშვნელობით L=0 მომენტში. 

შევნიშნოთ, რომ გამოსახულებას, რომელიც შედის (43,12)-ში 

_510 IV (| –– LL 
7IC0ე 

CV(ჯ, I) = (43,15) 

უწოდებენ (43,1) განტოლების გრინის ფუნქციას და, მაშასადამე, (43,1) დიფე- 

რენციალური განტოლების კერძო ამონახსნი ამ ფუნქციის დახმარებით ასე გამო- 

იხატება: 
I 

«00=| 66 (1XVე)VV. (43,16) 
0 
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ახლა ვიპოვოთ ენერგია. ცხადია, რომ ენერგია სისტემისა რომელიც განი- 

ცდის დროზე დამოკიდებული გარეშე XC) ძალის მოქმედებას, არ ინახება; გარეშე 

ძალის მოქმედებით ოსცილატორი უწყვეტად იძენს ენერგიას. გამოვთვალოთ ეს 

ენერგია. ამასთან, რადგან საწყისი პირობის თანახმად #=0 მომენტში ძ=ძ=0, 
ამიტომ ოსცილატორის სრული ენერგია 

8=- 61+იგ0" (43,17) 

ნულის ტოლი იქნება. (43,9) ფორმულის თანახმად # დროის განმავლობაში 

ოსცილატორის მიერ შეძენილი ენერგია ტოლი იქნება გამოსახულების 

2 (ქ 

=> ((-+(იემ)ბ=-- I X#C0ე6 ძი ქ | (43,18) 
2 9/ | 3 

  

გამოვთვალოთ ის ენერგია, რომელიც ოსცილატორმა შეიძინა ძალის მოქმედებით 
0-დან ჯ=C დროის განმავლობაში. ამისათვის საკმარისია (43,18)-ში ავიღოთ 

L=C. გარდა ამისა, ინტეგრალის ქვედა საზღვარი შეგვიძლია გავაგრძელოთ 

ჯ= – «%-მდე, რამდენადაც ჯ<0 მომენტში X#(I) სულ ერთია ნულის ტოლია. 

ამგვარად, საძიებელი ენერგიისათვის მივიღებთ 

  

  

1 | 2 ” 
»=-|) | #6 თ -Iთი/ კჯ) . (43,19) 

9 | _7_ 

გავიხსენოთ XV) ფუნქციის წარმოდგენა ფურიეინტეგრალად 

1 #= 
IXC0=- | /(C) იძი, (43,20) 

2»X > 

სადაც ფურიეკომპონენტი განისაზღვრება შემდეგი ინტეგრალით: 

+თ= 

/#(ი)= | XC) 9” !%ი. (43,21) 

მაშასადამე, (43,19) ენერგიისათვის გვექნება 

:=-! | /(თე 1, (43,22) 
9/! 

სადაც /(თა) არის XLI) ძალის ფურიეკომპონენტი, რომელიც შეესაბამება ოსცი- 

ლატორის საკუთარ თე სიხშირეს. 

ახლა ვთქვათ, რომ თ,ეL4.1, მაშინ ისეთ მცირე დროში, რომლისთვისაც 

დაცულია პირობა ჯC« +, ექსპონენტი #6““!9ი! შეგვიძლია შევცვალოთ ერთიანით 
ი 

6--Iთრი(/=-1; შედეგად, ენერგიისათვის გვექნება 

1 +თ გ 

5-::( | #0 «|, (43,23) 
ა” 

საიდანაც ჩანს, რომ, თუ ძალა მოქმედებს დროის ძალიან მცირე შუალედში, იგი 

ოსცილატორს ანიჭებს იმპულსს IC თ 
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ახლა ვაჩვენოთ, რომ კერძო შემთხვევაში, როცა ძალა დრთის პერიოდული 

ფუნქციაა, მიიღება წინა პარაგრაფში განხილული შედეგები. ვთქვათ ძალას აქვს 
(42,7) სახე, შევიტანოთ იგი (43,10) ამონახსნში; მივიღებთ 

, 

ე=- 7 I გ! ფე (იე (L –– (”)) ძ!”. (43,24) 
ოე ე 

  

მასთან, იგულისხმება, რომ საბოლოო შედეგებში უნდა ავიღოთ რეალური ნაწი- 

ლი. შემოვიღოთ ამ ინტეგრალში ახალი ცვლადი (-–-ჯ=X; გვექნება 

I 

ი! I გ -(9X81ე თეXთX. (43,25) 
L) 

  ძ = 

თ) 

ინტეგრაცია მოგვცემს 

#ჩ 1 

თ.ე თეთ 
(–- (თ 510 (ბეს –– (ბე 005 თეL+ (ერ! შ|. (43,26)     

რეალურ ნაწილზე გადასვლით კერძო ამონახსნისათვის საბოლოოდ მივიღებთ გა- 

მოსახულებას 

ყ>2- 9? _ –- 005 თეჯ 005 8+-”” 810 თე 810 +003 (იL+2)|· (43,27) 
თ! (0) –– (ა?) ჟ.% 

ზღვარში, როცა თ –+ თე მივიღებთ განუზღვრელობას 0/0. გავხსნათ იგი ლოპი- 

ტალის წესით; გვექნება 

  

ი= რ (5 თე! 510 2 _ (819 C,(+2 | . (43,286) 

_- 2M00ე თეი 

მაშასადამე, კერძო ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

ძ= « 810 (თე(+2) –– 959 5. 510 6)ეჭ. (43,29) 
9/თე 9/1C0ე 

მეორე განსხვავებული წევრი გაგვიჩნდა განსხვავებული საწყისი პირობების გამო. 
იგი შეიძლება გავაერთიანოთ ზოგად ამონახსნთან. როგორც ეხედავთ, (43,29) 

ამპლიტუდა უსასრულობა არ ხდება დროის სასრულ მონაკვეთში, 

§ 44. ნაწილაკთა სისტემის მცირე რხევები 

ზემოთ ჩვენ შემოვისაზღვრეთ ისეთი რხევებით, როცა სისტემას აზასიათე(= 

და ერთი თავისუფლების ხარისზი. ახლა განვიხილოთ სისტემა მრავალი თავისუფ- 
ლების ხარისხით. ვთქვათ, ასეთი სისტემა აწარმთებს მცირე რხევებს წონასწორო- 
ბის მახლობლობაში. აშკარაა, რადგან სისტემის წონასწორობისათვის საჭიროა 

ყოველ 1-ურ ნაწილაკზე მოქმედი განზოგადებული ძალის ნულთან ტოლობა, სის. 
ტემის წონასწორობისათვის საჭიროა დაცული იყოს პირობა 

წვი (1=1, 2... #) (44,1) 
ძი, ),=0 ი 

# სისტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვია, 0,0(01, ძე .-.0ს) წონასწორობის 
მჯებარეობის კოორდინატებია; ისინი განისაზღვრება (44,1) განტოლებებიდან. ზო - 
გაჯობის დაურღვევლად ვიგულისხმოთ, რომ 4ძ,)=0. ამას მივაღწევთ, თუ განზო- 
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გადებულ კოორდინატთა სისტემის სათავეს მოვათავსებთ წონასწორობის წერტილ- 

ში (# განზომილებიან სივრცეში). 

პოტენციალური ენერგია გავშალოთ მწკრივად წონასწორობის წერტილის 

მახლობლად და შემოვისახღვროთ მხოლოდ კვადრატული წევრებით 

მძ; წ-ხთ+2(97 ')ი '(++ (=> თშ) 442 2 2 ჯ22 929 ქ თ%იი (44,2) 

წონასწორობის წერტილში დაცულია (44,1) პირობა, ამიტომ, თუ შემოვიღებთ 
აღნიშვნას 

ძ?ი” „=(-90.) = 44,3 VI» (> ში, , VI (44,3) 

და მივიღებთ, რომ V(0)=0, გვექნება 

155 
V(C,, 0,..., ძ,)=-– 2) VI 7, ი (44,4) 

2 21:95 

ახლა ვიპოვოთ კინეტიკური ენერგია. განმარტებით სისტემის კინეტიკურ 

ენერგიას განხოგადებულ კოორდინატებში შემდეგი სახე აქეს: 

1) 26,209, 9,- (44,5) 
(1 #=1 

გავშალოთ მწკრივად «,„(0) ფუნქციაც წონასწორობის წერტილში 

იც =ი,(0+%)ი, ( 27) +... (44,6) 
1 · 9, ი 

+X= 

ა
.
 

თუ ამ გაშლაში შემოვისაზღვრებით მხოლოდ ი,,(0) წევრით, მაშინ კინეტიკურ 

ენერგიაში იმავე რიგის მცირე სიდიდეებთან გვექნება საქმე, რაც პოტენციალურ 

ენერგიაში. შემოვიღოთ აღნიშვნა 

თ,I(0) = M,,==0015L. (44,7) 

«,, კოეფიციენტის (20,6) განმარტება გვიჩვენებს, რომ ყოველთვის შეგვიძლია 

ვიგულისხმოთ 

VI, ის,“ (44,8) 

ამგვარად, კინეტიკურ ენერგიას მცირე რხევებისათვის ექნება შემდეგი სახე: 

185.<. ... 

7 =-- 2, , ბჯ 9( 9ს- (44,9) –“ 
(=1 #5=1 

კინეტიკური ენერგია ასევე დადებითად განსახღვრული კვადრატული ფორმა იქნე– 

ბა. ლაგრანჟიანისათვის კი მივიღებთ გამოსახულებას 

1 .. 1 
=> 2 უე9ი9V - > 2) 79, მ, (44,10) 

2 “““; ( #V 

ახლა საჭიროა შევადგინოთ ლაგრანჟის განტოლებები. თუ გავითვალისწინებთ მ,, 

სიმბოლოს თვისებას, გვექნება 
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ძმ 1 ძი, · 1 მძ, 
“ილ == 2 ის“ 0+-- ბიწი = 

მიე, 2 +: ძი, "2 2, ' ძმ, 

1. 
2 

_– 1 . 1 · 1 , 
გაზი თი + 2, 00% 7 ფ,=-–> ?, 7, “+ უირი (44,11) 

” ჩ ! 

რადგან თ, =Mზსი ამიტომ ბოლო ორი ჯამი ერთმანეთის ტოლია. ამაში ადვილად 

დავრწმუნდებით, თუ მეორე ჯამის ინდექსად 1-ს ნაცვლად დავწერთ ჯ-ს. ამგვარად, 

0L - 
ი, _ 2 1, მჩ. (44,12) 

ახლა ვიპოვოთ 5, ცხადია, რომ რამდენადაც 4“,,-ც სიმეტრიულია ინდექსების 
ძი, 

გადასმის მიმართ, სრულიად ანალოგიურად მივიღებთ 

მძჯL –==-V%VV7/.4,. (44,13) 

ძი, » 

ამის შემდეგ ლაგრანჟის განტოლებების შედგენა ადვილია. ავიღოთ დროითი წარ- 

მოებული (44,12)-დან და მას გამოვაკლოთ (44,13) გამოსახულება. გვექნება 

ჯთი მ.+I,.V)ა=0 (1=1, 2... #). (44,14) 

;3 

მივიღეთ დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემა მუდმივი კოეფიციენტებით. გა- 

შლილად ეს სისტემა ასე დაიწერება: 

თია, 9) + 9ე+... + წი+790+VV9+--+Xჯთ მა=0, 
თბი, 611-ე მ:+ + მი+VI 9 +-VV2+-.+- ი წი=0, (44,15) 

თი მ+- იჩი:მე 1 + მიი მი +V თ +IMი:რ0+-. +”, წა=0. 
ამ სისტემის კერძო ამონახსნი ვეძებოთ შემდეგი სახით: 

ძ„= 746", (#=1, 2... II) (44,16) 

სადაც «4ჯ და თ ჯერჯერობით უცნობებია. ისინი ისე უნდა შეირჩეს, რომ დაკმა- 
ყოფილდეს დიფერენციალური განტოლება. (44,16)-ის (44,14) განტოლებებში 
შეტანით მივიღებთ შემდეგ ალგებრულ ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას: 

13.0» – თბ) 4,=0, (ჯ=1, 2... #) (44,17) 
# 

არატრივიალური ამოხსნების მისაღებად აუცილებელია სისტემის დეტერმინანტის 
ნულთან ტოლობა, ე. 0. 

XI თ" თხე /8– ნა, მხვ ააოთოთი ევ ი ი 

ა სა VI 32 ნ მეე თათი ოაი ასას =0. (44,18) 

: 2 2 ბელ თბ ზე) ევ (I? ედ თათით შვ თში,



ამ განტოლებას საუკუნეობრივ განტოლებას უწოდებენ. რადგან იგი წარმოადგენს 

თ“-ის მიმართ /„ ხარისხის განტოლებას, ამიტომ მას საზოგადოდ ექნება ჯ ერთ- 

მანეთისაგან განსხვავებული ფესვი 

ფ?ზ?=პი. (თ=1, 2,... #) (44,19) 

თ =დთეც-ს ეწოდება სისტემის საკუთარი სიხშირე. ვიპოვით რა (44,8) საუკუნეობ- 
რევი განტოლების ამონახსნებს: C;, (1... 02 და შევიტანთ მას (44,7)-ში, მივი- 

ღებთ „ რაოდენობის განტოლებათა სისტემას: 

+ თი – იწ იყ) 40 0=0. (C6=L, 2,..., #) (44,2თ 
#91 

დავამტკიცოთ, რომ საოღკუნეობრივი განტოლების ფესვები ნამდვილი სიდი- 

დეებია, ამისათვის (44,17) განტოლება გავამრავლოთ 4; და აეჯამოთ (-თი. გეექ- 
ნება 

გამი 494 
'# 

ცი -- (44,21) 
21. 494. 
წს” 

ამ გამთსახულების როგორც მრიცხველი, ისე მნიშვნელი ნამდვილი სიდიდეებია. 

მართლაც, დავამტკიცოთ ჯერ, რომ მრიცხველი ნამდვილია. ამისათვის ავიღოთ 

მისი კომპლექსურად შეუღლებული, რის შემდეგ ჯამში § შევცვალოთ #-თი და 

გავითვალისწინოთ XI, =7,, ტოლობა 

(2> თ, 4. 4)=22 ე 4; 4-= + 9, 4 4;- (44,22) 
(# LL ი. 

ასევე დამტკიცდება მნიშვნელის ნამდვილობაც; ასე რომ, მართლაც, (თ?)" = CI?, 
როგორც ცნობილია, როცა (44,10) სისტემის ყველა ფესვი განსხვავებულია 

ერთმანეთისაგან, ამ სისტემის 4(! ამონახსნები პროპორციულებია (44,8) დეტერ- 
მინანტის მინორების, რომლებშიაც თ შეცვლილია საკუთარი თ, სიხშირეებით. 

აღვნიშნოთ ეს მინორები 4,.–-თი. მაშინ 

40=თ4ბ»ა, (ს, =1, 2,..- #1) 

სადაც ი არის მუდმივი. 

ამგვარად, დიფერენციალური განტოლების კერძო ამონახსნისათვის გვექნება 

(იხ. (44,16)) 
0029= ბ მამ” (2, თ=1, 2... ») (44,23) 

აქ 7), ნებისმიერი კომპლექსური კოეფიციენტებია. განტოლებათა სისტემის ზო- 
გადი ამონახსნი კი კერძო ამონახსნების ჯამი იქნება; ამასთან, თუ გადავალთ რეა- 
ლურ ნაწილზე, მივიღებთ 

ძ.ლ=1% C, ბ.» ია ბი! ) · (44,24) 
თო) 

აქედან კი ჩანს, რომ თითოეული კოორდინატის ცვლილება შეესაბამება მოძრაო- 
ბას, რომელიც წარმოადგენს » ჰარმონიული რხევის სუპერპოზიციას საკუთარი 

თკ სიხშირით, 
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რადგან 4, მინორები ნამდვილი რიცხვებია, ამიტომ 

თ. =1ებ..# (ჩა. თ ი”). (44,25) 
თო»1 

შემოვიღოთ აღნიშვნა 

0» == (7-ი'%ი! ), (44,26) 
მაშინ 

“ =2,ბM რი. (44,27) 
ღო 

ჩვენ ვხედავთ, რომ მოძრაობა, რომელიც შეესაბამება თითოეული განზოგა- 
დებული 9, კოორდინატის ცვლილებას, წარმოადგენს “7 მარტივი ჰარმონიული 

ი, რე,-.- რც რხევების შეკრების შედეგს. ამ რხევების ფაზა და ამპლიტუდა 
ნებისმიერია, სიხშირე კი სავსებით განსაზღვრული სიდიდეა. 

ნორმალური კოორდინატები. ადვილია იმის ჩვენება, რომ შეიძლება განზო– 

გადებული კოორდინატების ისე შერჩევა რომ თითოეული მათგანი ასრულებდეს 
თითო მარტივ რხევას. ამისათვის საკმარისია (44,27) განვიხილოთ როგორც გან- 

ტოლებათა სისტემა 0,, 0.,... დგ სიდიდეების მიმართ. ამ განტოლებათა სისტე- 

მის ამოხსნით მიღებული 0. 0ე,-.- 0, შეგვიძლია განვიხილოთ ახალ განზოგა–- 
დებულ კოორდინატებად. ამ კოორდინატებს ნორმალური კოორდინატები ჰქვია, 

მათ ჰარმონიულ რხევებს კი-- მთავარი რხევები, (44,26) ფორმულიდან ნათელია, 

რომ ნორმალური კოორდინატები აკმაყოფილებენ ჰარმონიული რხევების განტო- 

ლებას 

0.-+ი% 0-=0. (+=1, 2,... ») (44,28) 
აქედან გამომდინარეობს, რომ ნორმალური კოორდინატების შემოღებით მოძრაო- 

ბის განტოლებათა სისტემა იშლება ერთმანეთზე დამოუკიდებელ » განტოლებად, 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ნებისმიერი ნორმალური რხევა ისე შეგვიძლია ვიპოვოთ, 

რომ არ ვიცოდეთ დანარჩენი. 

ნორმალური კოორდინატების მთავარი მნიშვნელობა სწორედ იმაში მდგო- 

მარეობს, რომ რხევები ერთმანეთზე დამოუკიდებელია. 
ამგვარად, ნებისმიერი თავისუფლების ხარისხის მქონე სისტემის მცირე რხე- 

ვები დაიყვანება თ, საკუთარი სიხშირეებისა ღა 0,ც ნორმალური კოორდინატე- 
ბის მოძებნაზე, ნორმალურ კოორდინატებზე გადასვლით სისტემის რხევა შეგვიძ- 
ლია დავიყვანოთ გ დამოუკიდებელ წრფივ ჰარმონიული ოსცილატორის რხევაზე. 

ნორმალურ კოორდინატებს დიდი გამოყენება აქვს ფიზიკისა და ტექნიკის 

სხვადასხვა დარგებში. მაგალითად, მრავალატომიან მოლეკულათა და კრისტალთა 
თეორიაში, ელექტროდინამიკაში და სხვა. 

საინტერესოა შევნიშნოთ, რომ ნორმალურ კოორდინატებზე გადასვლა შეგ– 

ვიძლია წარმოვიდგინოთ სხვა სახითაც. ჩვენ გვაქვს ორი კვადრატული ფორმა: 

კინეტიკური ენერგიისა 

VV –ჯუთი 9,9. 

და პოტენციალური ენერგიისა 

1 
V->-2 VIM 9; 4»· 

უო



მათემატიკიდან ცნობილია, რომ როცა ერთ-ერთი ფორმა დადებითადაა განსაზღვ- 
რული), მაშინ ყოველთვის შეგვიძლია მოეძებნოთ კოორდინატების ისეთი გარდა- 

ქმნა რომ ორივე ამ ფორმამ ერთდროულად კანონიკური სახე მიიღოს, ე. ი. 

ფორმაში შევიდეს მხოლოდ კვადრატული წევრები. მაშასადამე, კინეტიკური და 
პოტენციალური ენერგიები მიიღებენ შემდეგ მარტიე სახეს: 

1 - 
7=-- 2, 2 62, (44,29) 

1 “ 9 =-- 2ეა დ (44,3თ 

სადაც # და L, დადებითი მუდმივებია. თუ შემოვიღებთ ახალ ნორმალურ კოორ- 

დინატებს, რომლებიც ძველებთან დაკავშირებულნი არიან ფორმულით 0;=V/ »Iა0,, 
მაშინ ლაგრანჟის განტოლება ამ ახალ კოორდინატებში მოგვცემს 

0:+- თ? 0:=0, (§=1, 2...7) (44,31) 

ე· ი. ნორმალური რხევების განტოლებებს. 

§ 45. ამალიტუდების ნორმირებისა და ორთოგონალობის 

პირობა 

ახლა გამოვიყვანოთ ზოგადი თანაფარდობები, რომლებიც დიდ როლს ასრუ- 
ლებენ # განხოგადებული კოორდინატებიდან 0 ნორმალურ კოორდინატებზე გ:- 

დასვლის დროს. დავამტკიცოთ, რომ (ა ამპლიტუდები, რომლებიც წარმოად- 

გენენ 
ი 

2), თ, 08) 419 =0 (45,1) 
§51 

განტოლებათა სისტემის ამოხსნას, გარკვეულ პირობებს აკმაყოფილებენ. დავწე- 

როთ (45,1) განტოლება თგ-ის შესაბამისი ამპლიტუდებისათვისაც 

” 

2.0 –– თი 98) 4(01=0. (45,2) 
L=1 

პირველი განტოლება გავამრაუელოთ 40, მეორე /#1(-.ზე, თითოეული ავჯამოთ 

1-თი და პირველს გამოვაკლოთ მეორე. გვექნება 

2, LV, 4," 40) –- /,, 412) 408) – თ, იგ 41) 4(9+ 
.# 

+, თგ 4(9) /(8)1=0. (45,3) 

ამ გამოსახულებაში პირველი ორი წევრი ერთმანეთს აბათილებს. მართლაც, თუ 

პირველ წევრში ჯ-ს შევცვლით #ჯ-თე და პირიქით, ამით, ამკარაა, ჯამის მნიშენე– 

ლობა არ შეიცვლება, რადგან +,,=7,,, მაშინ პირველი წევრი დაემთხვევა მეორე 

წევრს. ამგვარად, (45,3) გამოსახულებიდან დაგვრჩება 

1 ნამდვილ კვადრატულ ფორმას ეწოდება დადებითად (უარყოფითად) განსაზღვრული, თუ 
ნებისმიერი ნამდვილი ძე), 0;,... მი მნიშვნელობებისათვის, რომლებიც ერთდროულად ნულს არ 

უფრიან, ამ ფორმას აქვს დადებითი (უარყოფითი) მნიშვნელობა, 
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»” იგ 4() 4 – ფის თგ 40) ქლ=0. (45,4) 
CL #9 

რადგან 71 1, = ,, ამიტომ მეორე ჯამ«ი ინდექსების შეცვლით 1=>+>/; მივიღებთ 

» 

(იგ -–- იგ) 3) თ, 4() 40) =0. (45,5) 
§.#51 

7 როცა თ X 8, მაშინ Cთ8გ -- თგ > 0, და გვექნება! 

3ეთი 4(0 480 =0. (45,6) 
“.. 

ამ პირობას ამპლიტუდათა ორთოგონალობის პირობა ეწოდება. როცა თ=ვჯ, 
(45,5)-ში ჯამი ნებისმიერია. რადგან 4; ამპლიტუდები ერთგვაროვან განტოლება- 

თა სისტემის ამონახსნებია, ამიტომ ისინი ისე შეგვიძლია შევარჩიოთ, რომ ეს ნე- 

ბისმიერი სიდიდე ერთის ტოლი გავხადოთ, მაშინ 

2. 46) 4(6)=1.. (45,7) 

IL. 

ამ პირობას ამპლიტუდების ნორმირების პირობას უწოდებენ. 9,, სიმბოლოს დახ- 

მარებით (45,6) და (45,7) ერთად ასე ჩაიწერება: 

2, ის 40 40 =6იგ: (45,8) 
(L 

ამ პირობას კი ამპლიტუდების ორთო-ნორმირების პირობა ეწოდება, 

ახლა გავამრავლოთ (45,1) განტოლება #I)-ზე და ავჯამოთ §-თი, მივიღებთ 

229 4040=2 290 % 40 4. (45,9 
( #/ ( # 

თუ გავითვალისწინებთ (45,8) ორთო-ნორმირების პირობას, მივიღებთ კიდევ ერთ 

მნიშვნელოვან დამოკიდებულებას: 

21% 4) 4#!=0% ბიგ (45,10) 
”M 

მიღებული პირობები დიდ როლს ასრულებენ პრაქტიკული მაგალითების გადა- 

წყვეტის დროს, 

§ XV. ლაგრანჟის ფუნქცია ნორმალურ კოორდინატებში 

ამ პარაგრაფში ჩვენს მიზანს შეადგენს სისტემის მცირე რხევების ლაგრან- 

ჟიანის გამოსახვა ნორმალურ კოორდინატებში როგორც თავისუფალი, ისე იძუ- 

ლებითი რხევებისათვის. ჩვენ აღვნიშნეთ, რომ (“! კოეფიციენტები პროპორ- 

ციულია 4, მინორების, ე. ი. 400=04%,-, სადაც დფ ნებისმიერი მუდმივია, ვი- 

ნაიდან (2! კოეფიციენტები ერთგვაროვან განტოლებათა სისტემას აკმაყოფილებს, 
შეიძლება მივიღოთ ტ=1, ამიტომ (44,27) მიიღებს სახეს: 

1 ყველგან ეგულისხმობთ, რომ ყველა თ, საკუთარი სიხშირე ერთმანეთისაგან განსხკა. 

ვებულია, 

15ყ



–=24რი.. (4, 
გამოვსახოთ კინეტიკური ენერგია 

1 .. 

7=5-2ში 9,9 (46,2) 

ნორმალურ კოორდინატებში. ამ მიზნით (46,1) გამოსახულება შევიტანოთ კინე- 
ტიკური ენერგიის ფორმულაში 

1 2 == · 1 – 
7=->- 28 2 4) 9ი 2, 40) 00=5– 2, 0ი 0 2: თ 4(9 40, _ (6,3) 

2 2: თ-1 გ51 225 

მაგრამ, თანახმად ორთო-ნორმირების (45,8) პირობისა, ბოლო ორმაგი ჯამი მაგ-ს 

ტოლია; ასე რომ, 

1 ი 2 - 
ჟ7'= >210 Cგ 5აგ, (46,4) 

2 თ,ჩ 

საიდანაც ეღებულობთ 

I) 

7=-- ს 01. (46,5) 
შთ = 

გამოვსახოთ ნორმალურ კოორდინატებში პოტენციალური ენერგიაც. განზოგადე- 

ბულ კოორდინატებში 

1 
22” 9,9, (46,6) 

ამიტომ (46,1X-ის თანახმად, 

1 
0=- ი? 40 2, 4V) თ. (46,7) 

, ჩ 

მა მასადამე, 

=1. (თ) კ(ჩ) => 29% თ 2,» 40) 4!) (46,8) 

ახლა თუ გავითვალისწინებთ (45,10) პირობას, მივიღებთ 

V--2209 Cთ თგ ბიგ= 2 C§. (46,9) 

ამგვარად, ლაგრანჟის ფუნქციისათვის გვვქნება 

1 · 
L=-- 2,(01-– თ). (46,10) 

ასევე მარტივი სახე ექნება სისტემის მცირე რხევების შესაბამის ენერგიას ნორმა– 
ლურ კოორდინატებში; სახელდობრ, 

=-- 2(01+ი! თა. (46,11) 

160



დავწეროთ მოძრაობის განტოლებები. ამისათვის ვიპოვოთ განზოგადებული იმპულ- 

სი და ძალა შლი რომლით გვექნება: 

= "მში. %. “. 
= ი“ “== 0, ==: 7. 46,12) 29 პი, 2 ჯემა მ == ( 

და 

9”, – · 
= თა დ ?თო= რთი, , 46,13 თუ 2 0 მი (46,13) 

ხოლო ლაგრანჟის განტოლებებს ექნება სახე 

ინა+იხია=0 (:=1, 2,... #) (46,14) 
ჩვენ ვხედავთ, რომ ყოველი ნორმალური საარორი დამოუკიდებელ ჰარმო– 

ნიულ რხევას ასრულებს. 

ნორმალური კოორდინატები იძულებითი რხევის შემთხვევაში დაბოლოს 

ეაჩვენოთ, რომ ნორმალური კოორდინატები %ეგვიძლია შემოვიღოთ მცირე იძუ- 

ლებითი რხევების შემთხვევაშიაც. სისტემის გარეშე ძალით გამოწვეული იძულე- 

ბითი რხევების დროს ლაგრანჟიანს ექნება Lახე 

6=+X თიარრი–.V9)+> ძ, XII). (46,15) 
დხ 23 ჩა 2 

ამ გამოსახულების პირველი ორი წევრის წარმოდგენა ნორმალური კოორდინ»ს „ე- 

ბით მოგვცემს (46,10)-ს, ნორბაღურ კოორდინატებში გამოვსახოთ (46,15)-ის 

ბოლო წევრიც. თანახპად (46,1)-ისა მივიღებთ 

> ი, XMXI= ჯ LM ჯ 480, = ჯი" დე(0 0». (46,16) 
851 ლ ლ 

სადაც 

და()= V, XVI) 4XC. (46,17) 
“ 

მაშასადამე, ნორმალურ კოორდინატებში იძულებითი რხევების შესაბამისი ლაგ– 

რანჟის ფუნქციისათვის გვექნება 

1 ., 
#-- (01– თგ C1)+ 2:9%აCთ ძი, (46,18) 

ხოლო შესაბამის ლაგრანჟის განტოლებებს ექნება სახე 

0ი=+თ%0ა=რთკა(), (9«=1, 2,... #) (46,19) 
როგორც ვხედავთ, ყველა კოორდინატი დამოუკიდებელ იძულებით რხევას შეესა- 

ბამება. 

სისტემის რხევითი მოძრაობის თავისებურებათა საილუსტრაციოდ განვიხი- 

ლოთ მარტივი მაგალითი, ვთქვათ, მოცემული გვაქვს სისტემა ორი თავისუფლე- 

ბას ხარისხით, რომლის ლაგრანჟიანი განისაზღვრება ფორმულით 

–” 1... · 
#= 2 (ძ1-+0:) –– 2. (01 – 0, ძკ+ ძუ). (46,20) 
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უიპოვოთ სისტემის საკუთარი სიხშირეები და ნორმალური კოორდინატები. შემ- 
დეგ კი სისტემის ლაგრანჟის ფუნქცია და სრული ენერგია გამოვხატოთ ნორმა- 

ლურ კოოლდინატებში. 

თუ ლაგრანჟის ფუნქციის (46,20) გამოხატულებას შევადარებთ (44,10)-ს 

დავინახავთ, რომ 

მ)1== == 1, ბ: ბე, ==0; V)1 == V:2=1, /სი=%:1= –-- 1/2. (46,21) 

კოეფიციენტების ამ მნიშვნელობებისათვის საუკუნეობრივი განტოლება მიიღებს 

სახეს 
1- თ? –- 1/2 

–1/2 1-იც? 

ამ განტოლებას ექნება ორი ფესვი: თ1=1/2, თ2=3/2, მაშასადამე, სისტემის 

საკუთარი სიხშირეებია: 

=0. (46,22) 

1 

#2” 
ლაგრანჟის განტოლებების ამონახსნებს კი ექნება შემდეგი გამოხატულება: 

თე= I/ 372. (46,23) ფთ), = 

ძ,= 40) ით! -L 4(2) ც'თ:! , 

ძე, = ,4)) თი/ + კლ გ'თა( . 

ვეპოვოთ 4ჰ 0! ამპლიტუდები. ამ მიზნით საჭიროა ამოიხსნას (44,20) ალგებრულ 

განტოლებათა სისტემა: პირველი ფესვის შემთხვევაში გვექნება 

(46,24) 

1 თ. 1 400=0, 

2 2 (46,25) 

1 ჭ4ი+1. 00, 
2 2 ” 

საიდანაც 4(1)= 4ჰ). მეორე ფესგისათვის კი (44,20) დაიყვანება შემდეგ სისტე- 

მაზე: 

1 ითი 1 40=–0 
–_ (46,26) 

1 45 – L 4:7=0; 
2 2. 

აქედან „1 =-- 467), 
გამოვიყენოთ ამპლიტუდების ნორმირების (45,8) პირობა. მივიღებთ 

ტიბო =1, „0 + 45 =1, (46,27) 
საიდანაც 

1 1 
4=4=:X>. ქ(ა=-–- /00= 72.“ (46,28) 

მაშასადამე, (46,24) ამონახსნი მიიღებს შემდეგ სახეს: 

1 1 
თ= > (0 +0», ძ:= >> (0 -– C,), (46,29) 

სადაც 0მა=6'%” ნორმალური კოორდინატებია, ცხადია, რომ პირიქით, ნორმა- 

ლური კოორდინატები განხოგადებულ ძ, და #, კოორდინატებთან ასე იქნება 
დაკავშირებული: 
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1 1 
C-==>> (91+მა), 0,= V/ » (თ – რე). (46,30) 

შევიტანოთ 4, და ძე-ის გამოხზატულებები (46,29)-დან ლაგრანქის ფუ-ქციის 
(46,20) გამოხატულებაში; შედეგად მივიღებთ ლაგრანჟიანს ნორმალურ კოორდი- 

ნატებში 

ჩ= + (01+86 – > (2-I+-> თ). (46,31) 
2." 2L2“''' 2.“ ' 

მარტივად დაიწერება სრული ენერგიის ფორმულაც. მართლაც, განმარტებით 

ა: ძL 6=%ი, <> 2 0 პ0, 

თუ ამ ფორმულაში შევიტანთ ლაგრანჟის (46,31)) ფუნქციას, გვექნება 

–/ (46,312) 

„.--.-. 3 
=- ი)+-– –-C+ –C1:I. 46,33 2 (0+09+2-(2-თ+ >6C) (46.33) 

გამოვიყენოთ ლაგრანჟის განტოლებები ნორმალურ კოორდინატებში 

4 9L _ ძL 
““ ძის, ძლ, 

და დავწეროთ მოძრაობის განტოლებები ნორმალური კოორდინატებისათვის 

=0 ((=1, 2) (46,34) 

- 
0, + 0,=0, 

(46,35) 

0:+-- 0. =0. 

როგორც მოსალოდნელი იყო, ამ განტოლების ამონახსნები განისაზღვრება 

თ =ი"!? და 0:=ი! I 9/2/ ფუნქციებით. თითოეტლი 0, და 0, ნორმალური 
კოორდინატი ასრულებს თითო მარტიე რხევას. 

ახლა იგივე ამოცანას შევხედოთ სხვა ასპექტში. კერძოდ, “შევეცადოთ პო- 
ტენციალური ენერგიის კვადრატული ფორმა დავიყვანოთ კანონიკურ სახეზე (კი–- 

ნეტიკურ ენერგიას ისედაც კანონიკური სახე აქვს!) ამ მიზნით, ნაცვლად ყ, და 

4, კოორდინატებისა, შემოვიღოთ ახალი 0, და 0, კოორდინატები 

0,=0, C05დ –– 0151 დ, (46,36) 

93= 0) 310 დ+ 0; 603 დ. 

შედეგად, პოტენციალური ენერგია ასე გადაიწერება: 
1 : : : 

V(0,, 0.) =--- I(1 –– §10 დ ლივ დ)” 1+(1 +310 დ Cს§ დ)" 0: – 

– 0, 0:C052დ) (46,357) 

მობრუნების დ კუთხე ისე შევარჩიოთ, რომ პოტენციალური ენერგიის გამოზატუ- 

ლებიდანწ ამოვარჯდზეს 0,0; წევრი. ცხადია, ამისათვის საჭიროა დ=--- მაშინ 

(46,37) მიიღებს შემდეგ გამოხატულებას: 

Iნპ



- 1 1 2:1 3 ი: 
ხ(0C,. C,)=-- | 2. C:1+ 2 თ) (46,38) 

ამასთან, ჩვენ ვხედავთ, რომ საკუთარი სიხშირეები ყოფილა თ,= ჯ> და 

თე=1/ 3/2, ხოლო (46,36) დაემთხვევა (46,290) ფორმულებს (გავითვალისწინოთ, 

რომ (46,20) ლაგრანჟიანი სიმეტრიულია ძ, == 0. შეცვლის მიმართ). 

§ 47. სამატო მიანი მოლეკულის რხევები 

მოლე ბის მიერ გამოსხივებული შესწავლა გვიჩვე- 
"ნებს რემ ალე ეეი ლელი აეს ააა ნვ სს მსწელა გეორვე“. 
რობის წერტილს მიმართ: მოლეკულა; განდი. რხევითი მოძრაობისა; შეუძლი. 
აგრეთვე ორი სხვა ტიპის მოძრაობაც. ესენია. მოლეკულის როგორც მთლიანის 
გადატანითი მოძრაობა და ბრუნვითი მოძრაობა, 

თუ გვაქვს მოლეკულა, რომელიც შედგება » ატომისაგან, მაშინ მისი 3, 
თავისუფლების ზხარისხთა რიცხვიდან სამი იქნება გადატანითი მოძრაობის შესაბა- 
მისი თავისუფლების ხარისხი. ზოგად შემთხვევამი ბრუნვასაც სამი თავისუფლე- 
ბის ხარისხი შეესაბამება, ასე რომ, რხევით მოძრაობაზე მოვა 3, ––- 6 თავისუფ- 

ლების ხარისხთა რიცხვი. შეიძლება შეგკხვდეს ისეთი მოლეკულაც, რომლის ატო- 
მები ერთ სწორ ხაზზე არიან დალაგებული. ასეთ მოლეკულებს წრფივ მოლეკუ- 

ლებს უწოდებენ. რამდენადაც წრფივ მოლეკულაში ატომების შემაერთებელი 
წრფის ირგვლივ ბრუნვას არავითარი აზრი არა აქვს, ამიტომ მას ექნება მხოლოდ 

ორი ბრუნვითი თავისუფლების ხარისხი და, მაშასადამე, წრფივი მოლეკულის რხე- 
ვითი მოძრაობის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვი (3 -–- 5)-ის ტოლი იქნება. 

როცა საინტერესოა მოლეკულის მხოლოდ რხევითი მოძრაობის შესწავლა, 
საჭიროა განხილვიდან გამოვრიცხოთ ბრუნეითი და გადატანითი მოძრაობანი. გა- 
დატანითი მოძრაობის გამოსარიცხავად საკმარისია დავუშვათ, რომ მოლეკულის 
სიმძიჭის ცენტრის იმპულსი ნულის ტოლია, ბრუნვითი მოძრაობის გამორიცხვა კი 
შეიძლება მოლეკულის იმპულსის მომენტის ნულთან გატოლებით. 

სიმარტივისათვის შემოვისაზღვრებით სამატომიანი წრფივი მოლეკულების 
განხილვით და ვიპოვით ასეთი სისტემის შესაძლო სიხშირეებს. ფიზიკურად გასა- 
გებია, რომ წრფივ მოლეკულას ექნება როგორც გასწვრივი, ისე განივი რხევები, 
მაგრამ დავკმაყოფილდებით მხოლოდ გასწვრივი რხევის შესაბამისი სიხშირეების 

მ-,ძებნით. 

ვთქვათ, მოლეკულის კიდურა 
ატომების მასები ერთნაირია და 
ტოლია ჯ-ის, შუა ატომის მასა კი 
IM -ით აღვნიშნოთ. ვიგულისხმოთ, 
რომ კიდურა ატომები შუა ატომ- 

თან დაკავშირებული არიან დრეკა- 
ნახ. 43 დი ძალით, რომელიც უხეშად შეგ- 

ვიძლია წარმოვიდგინოთ ზამბარის 
სახით. ვთქვათ, ატომებს შორის მანძილები ერთნაირია და მათ შორის თანატოლი 
დრეკადი ძალები მოქმედებს დრეკადობის ჯX კოეფიციენტით, 

ასეთი მოლეკულის გასწვრივი საკუთარი რხევების შესასწავლად შევადგინოთ 
ლაგრანჟის ფუნქცია. ვიგულისხმოთ, რომ რხევა ხდება ჯX ღერძის გასწვრივ. პირ- 
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ველი, მეორე და მესამე ატომის წონასწორული კოორდინატები “შესაბამისად აღვ:- 

ნიშნოთ X,ი: X:ც და Xეე-ით, მაშინ 

0 = Xიგე –– X6| ='X03““ Xევ, (47,1) 

თუ წონასწორობიდან გადახრას შესაბამისად აღვნიშნავთ 

_ %=X-X%ი . (7,2 
პოტენციალური ენერგიისათვიL გვექნება 

0=- IV, წ)'+6ა ა)", (47,3) 
–._____ 

ხოლო კინეტიკური ენერგიისათვის 

ლიე 5 MI ·. =2 601+9) + -V. (47,4) 

  

ჩვენ ვსწავლობთ მხოლოდ რხევით მოძრაობას, ამიტომ საჭიროა გამოირიც- 

ხოს გადატანითი მოძრაობა. ამისათვის, როგორც აღვნი–ნეთ, ნულს უნდა გავუ- 

ტოლოთ მოლეკულის სიმძიმის ცენტრის იმპულსი. ეს მოგვცემს 

2)(X,-+-Xვ) -L 1” Xე = 00§§L. (47,5) 
 L_- ==!" 

თუ კოორდინატს წარმოვიდგენთ Xს=XიL0, სახით, მაშინ პირობა 
---ა 

9)(X0--Xვე) + I X-ე =1(X, -L Xვ) + 1” X2 (47,6) 
მოგვცემს “სსე 

MI(9) + ძვ) + 1#0:=0. (47,7) 

ამ განტოლების საშუალებით კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიებიდან შეგ- 

ეიძლია გამოვრიცხოთ ძ, კოორდინატი. მივიღებთ 

თ =   

  

   

2 8. 

I ი+5 +272 · თ+4)| + ძა+ –-(9,+ ი) | (47,8) 
      და 

7=> (1+00+;' ' რ +რჩ.. (47,9) 
ეე | 2 | 

შემოვიღოთ ახალი კოორდინატები: 

_0=თ+რ, თ=თ-/“ . ა (47,10) 

ამ კოორდინატებში Lამატომიანი წრფივი მოლეკულის გასწვრივი რხევების შესა– 

ბამის ლაგრანჟის ფუნქციას ექნება სახე 

ჯა (27L-+ 7/) · M “იჯ # (2)L+L 11) L L- თი 2ი ფე ეც 50010 დ 1 47,11 
4ე,? გ 90 რ/ა 

გვექება ლაგრანჟის შემდეგი გნნტოლებები  .. _ “ჰ”ჰ”_' 

/: (221 + MI) 
0,+ თ# 0, =0, (47,12) 

–_-------–ითითიხგი6)ჰჩ„ 97იეC-CC 

2 XL 
09.-+-–- C0,=0, (47,13) 

”M · 

_--_–_–_ 3C- 
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აქედან კი ვხეჯავთ, რომ რხევის სიხშირეები შესაბამისად ტოლია 

ა X /1 2X), (47,14) 
' ” + ” 

–-____ 

ჯ# 

თ:=- , (47,15) 
21. =--–_-–-ეეეაეაეაეურ.- 

როგორე ვხეღლავთ, თითოეული 0) კოორდინატი დამოუკიღებელ რხევას შეესაბა- 

შება, ე. ი. ისინი ნორმალური კოო“დინატები ყოფილან. C2= წ. სიხშირე გვაძ- 
“ 

ლეეს 0=0, ე 9,= – ძე, ხოლო, თანხმად (47,7) პირობისა, ძ:=0. მაშასა- 

დამე, ამ შემთხეევაში შუა ატომი უძრავია, კიდურა ატომები კი ირხევიან საწი- 

ნააღმდეგო ფაზებით. თ, სიხშირეს შეესაბამება C0,=0, ე. ი. ძ,=ძე. ამ დროს 
კიდურა ატომები ერთნაირი ფაზებით ირხევიან და აქვთ შუა ატომის საწინააღმ- 

დეგო ფახა. 

როგორც დავინახეთ, გასწვრივ რხევებს შეესაბამება ორი სიხშირე. მაშასა- 

დამე, რამდენადაც წრფივი სამატომიანი მოლეკულისათვის უნდა გვქონდეს ოთხი 

თავისუფლების ხარისხი, ორი სიხშირე დაკავშირებული იქნება განივ რხევებთან. 

§ 418. სივრცითი ოსცილატორი 

განვიხილოთ სამგანზომილებიან ოსცილატორი ღეკარტის კოორდინატთა 

სისტემაში. VL(X, ყ, 2) პოტენციალური ენერგია გავშალოთ მწკრივად წონასწო- 

რობის X=V= 2=0 წერტილის მახლობლობაში. გაშლის პირველი წევრი V/(0, 0, 0) 

შეგვიძლია გადავაგდოთ როგორც მუდმივი, რომელსაც პოტენციალური ენერგიი- 

სათვის მნიშვნელობა არა აქვს. მწკრივად გაშლაში შემოვლენ შერეული წარმოე- 

ბულების მნიშვნელობანი წონასწორობის წერტილში. მაგრამ ისინიც შეგვიძლია 

ნულად ჩავთვალოთ, რამდენადაც მიღებული კეადრატული ფორმა კოორდინატე- 

ბის შერჩევით ყოველთვის შეგვიძლია კანონიკურ სახეზე დავიყვანოთ, მაშასადამე. 

შეგვიძლია დავწეროთ 

წC ყ, უ=5-+ +5%+1 თ (48.1) 
სადაც 

ა? 2 2 

ჩ=(5%) , #:= (>) 8) ' #ვ= 9-9 (48,2) 

ძX” /ი ძყ? ძ?” /ი 

მინიზუმისათვის (48,1) კვადრატული ფორმა დადებითად უნდა იყოს განსაზღვრუ- 

ლი, ამისათვის კი საკმარისია XL, #, და ჯ.კ სიდიდეები დადებითი იყოს. 

(48,1) პოტენციალური ენერგიით განსაზღვრულ რხევად ნაწილაკს სივრცით 

ანიზოტროპიულ ოსცილატორს უწოდებენ, ანი–ზოტროპიულობა გამოიხატება იმა- 

მი, რომ რხევა სხვადასხვა ღერძის გასწვ ვრივ სხვადასხვა სიხშირით ხდება, ამასთან, 

სიხ–ირეები ღერძების გასწვრიე განისაზღვრება ფორმულით 

ო= 

” 
(1=1, 2, 3). (48,3) 

ნათელია, რომ ეკვიაოტენციალუ «ირი ფართედ ულები ანიზოტროპიული ოსცი- 

ლატორის შემთხვევაში წარმოაჯგენენ სამღერძა ელიფსოიდებს 
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2 · 2 
_“ წ. ბ? ჰშშუშეე. (48,4 

(+ / 2). (+ / 2) (+ / 2») 
თ »”! თ, # თვ ” 

ანიხოტროპიული ოსცილატორის ლაგრანჟის ფუნქციას შემდეგი სახე ექნება: 

=< ც2+/+29 – > (თ12+ი?ე 4-2, (48,5) 

საიდანაც მივიღებთ ლაგრანჟის სამ განტოლებას: 

X+6LX=0, ყ+თ:ყ=0, #+0§7=0· (48,6) 
ჩვენ ვხედავთ, რომ ყოველი ღერძის გასწვრივ ხდება დამოუკიდებელი ჰარმონიუ- 

ლი რხევა, ასე რომ, ანიხოტროპიული ოსცილატორის რხევა დაიყვანება სამი 

სხვადასხვა სიხშირით რხევად წრფივ ოსცილატორზე. 

გვექნება შემდეგი ზოგადი ამონახსნები: 

X=0C 0605(0),ჯ+0თ), 

ყV=ხ 005 (თე(+8), (48,7) 

2=>0 005 (ისკL+47). 

ვიპოვოთ სრული ენერგია. ამისათვის გამოვთვალოთ სიჩქარეები და შევიტანოთ 

ენერგიის ფორმულაში 

5=2- (XI +ყ? + 23+> 61” +თ; ყ"-- თვ 2”). (48,8) 

მივიღებთ 

_ 110701 1)1ხ”0)2 + თ.6?იჭ . 
(48,9) 

2 2 2 

ენერგია წარმოადგენს სამი წრფივი ოსცილატორის ენერგიათა ჯამს. კერძო შემ- 
თხვევაში, როცა თ,=.ო,=თაე=V), მივიღებთ სივრცით იზოტროპიულ ოსცილა- 

ტორს; მისი ენერგია ტოლი იქნება 

– აა <=“ (++. (48,10) 

ვიპოვოთ მოძრაობის ტრაექტორია იზოტროპიული ოსცილატორის პოტენ- 

ციალური ენერგია, თანახმად (48,1) ფორმულისა, ტოლია 

0=4+% 02+/0+ე= +- ბ, (48,11) 

რაც იმაზე მიგვითითებს, რომ მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიისაა; ნაწილაკზე 

მოქმედებს დრეკადი ძალა, რომელიც ტოლია 

ი” 
#=--=-M5  (L=1(ს?) (48,12) 

0; 

ჩვენ კი ვიცით, რომ ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაობა ბრტყელია, ამი- 

ტომ საკმარისია შემოვისაზღვროთ ჯიყ სიბრტყით. მივიღებთ ორ ამონახსნს: 

X= 4 0ს5 (ი(+თ), I = 8 005 (თ(+ვგ8). (48,13) 
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მოძრაობი” ტრაექტორიის საპოვნელად ამ ტოლობებიდან გამოვრიცხოთ დრო. 

რადგან თ და 3 ნებისმიერი მუდმივებია, საწყისი პირობები ისე შევარჩიოთ, რომ 

(48.13)-დან დროის გამორიცხვა რაც შეიძლება მარტიეად მოხდეს. როცა L=0, 

მოვითხოვოთ, რომ »ჯ>:: 4 დღა ყ=0. მაშინ თ=0 და 8=->. გვექნება: 

X= 40050, 

· (48,14) 
ყ= 1 005 («I + 2) =–-7830V/, 

საიდანაც კვადრატში აყვანითა და შეკრებით მივიღებთ განტოლებას 

8, I 
XL M ==). (48,15) 
4 წ: 

ამრიგად, ტრაექტორია წარმოადგენს ელიფსს, რომლის ცენტრი ემთხვევა კოორ- 

დინატ»თა სათავეს, როგორც ეს აღენიმნეთ § 26-ში, მართლაც, ჯ1-ის პროპორ- 

ციული პოტენციალური ენერგიის დროს ტრაექტორია ჩაკეტილი მრუდია, როცა 

#4=71ჯ8, მივიღებთ წრეს. ადვილია ჩვენება, რომ კერძო შემთხვევაში (48,13) იძლე- 

ვა წრფეზე მოძრაობასაც. ამაში დასარწმუნებლად საკმარისია მოვითხოვოთ, რომ 

როცა (-=:0, X= 4 და ყ= 78, მაშინ მივიღებთ თ=83=0, და გვექნება 

X ყ %-V#, (48,16) 
428 

საიდანაც მართლაც მივიღებთ წრფეს 

#ჩ# 
ყლ–ლ–7». (48,17) 

4 

გამოვრიცხოთ ახლა დრო (48,13)-დან ზოგად შემთხეევაში. ამ მიზნით, დროებით 

შემოვიღოთ აღნიშენა თ(+თ=0 და 3-- თ=8. მაშინ (48,13)-დან გვექნება: 

Xჯ= 40050, X=7(ლ-ლ0500055–-5)იმვ)ი§). (48,18) 

პირველიდან ვიპოვოთ C60§?10. მეორედან §)ი?ი და "შეეკრიბოთ. შედეგად გამო– 

ირიცხება 0, მაშასადამე, ( დროც; ასე რომ, მიიღება 

· 3 
+219 22 
4“ #7? 48 

გაზოვიკვლიოთ ეს მრუდი და ვაჩვენოთ, რომ იგი წარმოადგენს კთნუსურ კეე- 

თებს ცენტრით სათავეში. როგორც ცნობილია, როცა გვაქვს მრუდი 

00§ 6 = 51#” 9. (48,19) 

«ი, X+ 2,2 XV 4- თე ყ?=ხ (48,20) 

ერთგვაროვან კოორდინატებში ჯ= >» ,· ყ= X , იგი ასე გადაიწერება: 
Xჯვ X3 

ძ,, XX+20),):1X,X:+ ძია X2 –– ხX3§=0. (48,21) 

მაშინ, როცა დეტერმინანტი 

C)ჯ 03 ძევ 
#= თეჯ ძე: ძვ | #0, (48,22) 

  

  

თვ, თვე ძვე



ხოლო მინორი 

მ). რვ ბეე= >0, (46,23) 

    

05; 02 

მრუდი ელიფსია. როცა 4=0, მრუდი 'შმლადია. ჩვენი მრუდისათვის 

_ ვშეზმე ,„ _ 81026 

(48. " (48/ 
მაშასადამე. თუ 2 « 0,», (48,22) და (48,23) პირობები დაცულია, და მრუდი 
ელიფსს წარმოადგენს. თუ 2=0 ან 2=ჯ, მაშინ 5 =4, =0, და მრუდი ელიფ- 
სური შლადი ტიპისაა. 

აღვნიშნოთ, რომ განხილულ შემთხვევაში მოძრაობის ცენტრალური ხასია- 
თის გამო ტრაექტორია უშუალოდ შეგვიძლია ვიპოვოთ (26,24) ფორმულით, რო- 

მელიც ამ შემთხვევაში მოგვცემს 

დ". .. (48,25) 
” I/ თ85-თთ- 34 

, 

თუ შემოვიღებთ ჯ= 2 აღნიშვნას, მივიღებთ 
(> 

(48,24) 

დდ -- >“ => 
ე 2 ქ //2ა,5X – უნ IX 

ამ ინტეგრალს ადვილად ამოვხსნით, თუ ფესვქვეშა გამოსახულებას შევავსებთ 

სრულ კვადრატამდე 

(48,26) 

1 "IX ––_–_!. ._–_?შ” 
?) (3) -ა-C0-%))“ 

ინტეგრაცია მოგვცემს 
I. ) 

ს-– 
' 

  

    2(დ –– დე) = 8I6 605 –––– 2-2 ' (48,28) 

V (3. )“” ( 

საიდანაც საბოლოოდ მივიღებთ ტრაექტორიის განტოლებას 

1 _ »XL | / თLV· I –-= 1 + 1“ |“ |ლილ§2.– , 48,29) თით | (» )და26 –%| ' 
ეს კი წარმოადგენს კონუსურ კვეთებს ცენტრით სათავეში. როცა 1L=1C, მივი- 

ღებთ წრეს. 
ახლა განეიხილოთ შემთხვევა, როცა ნაწილაკზე მოქმედ ძალას აქეს სახე: 

X=»თ”. სათანადო ამოცანის გადასაწყვეტად საკმარისია ზემოთ განხილულ 

ფორმულებში ყველგან თ შევცვალლოთ ჯი-თი, მაშინ, მაგალითად, ნაცვლად 

(48,14)-ისა, გვექნება 

X= # 0035 (§VI) = 4 0ყ CV”, 

ყ=– # 51 (+თI) =§18 §ხ,ი(, 
(48,30) 
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რადგან CI" XL – §ხს” X= 1, (48,30)-დან მივიღებთ: 

#- – V =1, 

““ ჩნ: 

რომელიც გამოხატავს ჰიპერბოლის განტოლებას ცენტრით სათავეში. 

(48,31) 

§ 40. ანჰარმონიული რხევები 

ჩვენ ზემოთ განვიხილეთ მცირე რხევები ჰარმონიულ მიახლოებაში, როდე- 

საც პოტენციალური ენერგიის მწკრივად გაშლაში ვისაზღვრებოდით კოორდინა- 
ტის კვადრატული წევრებით, მთელ რიგ პრაქტიკულ შემთხვევებში ეს მიახლოე– 
ბა საკმარისი აღარაა და საჭიროა მიახლოების გაუმჯობესება პოტენციალურ ენერ– 

გიაში შემდგომი, კვადრატულზე უფრო მაღალი რიგის, წევრების გათვალისწინე- 
ბის თვალსაზრისით. სიმარტივის მიზნით განვიხილოთ წრფივი ერთგანზომილებია–- 

ნი რხევა დეკარტის მართკუთხოვანს სისტემაში. ლაგრანჟის ფუნქციას ექნება შემ- 

დეგი სახე: 

ა? 
L=-> – ყი, (49,1) 

სადაც », წარმოადგენს რხევადი ნაწილაკის მახას. 

პოტენციალური ენერგიის მწკრივად გაშლა X=0 წონასწორობის წერტილის 

მახლობლად, როგორც ვიცით, გვაძლევს 

LX. ყლა=ძ+4+9% 1.4 (49, 83) 2 3 ·-+, ს" 

“28 -:0ე ' იX /, 2 ს ძ» /, 

ამასთან იწკრივად გაშლაში გავითვალისწინეთ კუბური ხარისხის წევრიც. ლაგ- 
რანჟიანი ახლა უკვე განისაზღვრება ფორმულით 

სადაც 

    

ბბ ლელ. (49,3) 

რხევებს, რომელიც შეიცავს კოორდინატის მაღალ ხარისხებს და, მაშასადამე, სი- 
მეტრიულნი არ არიან წონასწორობის წერტილის მიმართ, ანჰარმონიულ რხევებს 

უწოდებენ. ანჰარმონიული რხევებისათვის ლაგრანჟის განტოლება მოგვცემს 

MIX-+XX+1IX“ = 0. (49,4) 

გავყოთ ეს განტოლება მასაზე და შემოვიღოთ აღნიშვნები 

== V= L. (49,5) 
წ” ” 

მივიღებთ · 
X+Cთ? X= -- VX?. (49,6) 

ეს დიფერენციალური განტოლება არაწრფივია. რადგ.ნ უცნობი ფუნქცია შედის 
კვადრატში, ამიტომ კერძო ამონახსნების ჯამი აღარ იქნება ამოხსნა, რაც დამახა- 

სიათებელი იყო აქამდე განხილული წრფივი განტოლებებისათვის. მიღებული დი- 
ფერენციალური განტოლების ზუსტი ამოხსნა არ ხერხდება, ამიტომ მიმართავენ 
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მიმდევრობითი მიახლოების მეთოდს. ამ მეთოდის შინაარსი გადმოცემული იქნება 
გზადაგზა (49,6) განტოლების ამოხსნისათვის. 

ვეძებოთ (49,6) განტოლების ამოხსნა შემდეგი მწკრივის სახით 

»=X)+-X9+X9)+.. (49,7) 

სადაც XV) იქნება პირველი მიახლოების ფუნქცია. გრ. მეორე მიახლოების და ა, შ. 

ამასთან ყოველი შემდგომი მიახლოება წინასთან შედარებით უსასრელოდ მცირე სი- 

დიდეა. (49,7) მწკრივის (49,6) დითერენციალურ განტოლებაში შეტანით მივიღებთ 

"ეი მნ... + თ§ (#0 +XM+ ...+)=–- ს + 9-7 ...+)1 (49,8) 
მიღებულ განტოლებაში გავითვალისწინოთ პირველი რიგის მცირე სიდიდეები. ეს 
იმ:ს ნიშნავს, რომ მარცხნივ უნდა შევინარჩუნოთ XI) და მისი მეორე რიგის წარ- 

მოებული, მარჯვენა მხარეში კი 40) პირველ მიახლოებაზი უნდა გადავაგდოთ, რად- 
გან იგი შედის კვადრატში. ამგვარად. დაგვრჩება განტოლება 

ჯის + თე XII =0. (49,9) 
ეს კი წარმოადგენს ჰარმონიული რხევის განტოლებას და აქვს ზოგადი ამონახსნი 

X0I)=თ 005 (თე(+თ). (49,10) 

ახლა გავითვალისწინოთ მეორე რიგის მცირე წევრებიც; (49,8) მოგვცემს 

ჯი) 94 თ? XVI > თ; X9 = -- XI . (49,11) 
მაგრამ #,) აკმაყოფილებს (49,9) განტოლებას, ამიტომ (49,11) მიიღებს სახეს 

ჯ9 + თ? 9შ= –- VX0?. (49,12) 

მიმდევრობითი მიახლოების არსი იმაში მდგომარეობს, რომ ამ განტოლების მარჯ- 
ვენა მხარეში ჯ-ის ნაცვლად შეგვაქვს (47,9) განტოლების ამონახსნი 

9) + (08 XI) = –– VC" (0853 (თ). -I- თ). (49.13) 

მოხერხებულობის მიზნით მარჯვენა მხარე გამოვსახოთ ორმაგი კუთხის კოსინუ- 

სით. გვექნება 
· ყყ? : 

X9+61X9= ––-2 6ი5 (2თე/ + 2). (49,14) 

ადვილად შევამოწმებთ, რომ ამ განტოლებას აკმაყოფილებს ფუნქცია 
ყემ. ყე? 

ყუ რ კ 7 ცივ 2(თე(4+თ). (49.15) 
2ს: რ6C=% 

თუ მესამე მიახლოებაც გვაინტერესებს, (49,8) განტოლებაში უნდა შევინარჩუნოთ 

მესამე რიგის მცირე სიდიდეებიც., გავითვალისწინოთ (49,9), (49,12) განტოლებე- 

ბი და მარჯეენა მხარეში XI. და X-ის ნაცვლად შევიტანოთ (49,10) და (49,15) 

მნიზვნელობები. ასევე ვიპოვით მეოთხე, მეხუთე და ა. შ. მიახლოების ფუნქციებ- 

საც. ჩვენ შემოვისაზღვრებით მხოლოდ მეორე მიახლოებით. (49,7) ფორმულის 

თანახმად, განტოლების მიახლოებითი შონსმიათვის გვექნება 

X=XV) +XC-) =ც 008 (თე + რ-ეი+2 – ცად 2(რკ/ +თ)- (49,16) 

ჩვენ ვხედავთ, „რომ ანჰარმონიულობამ შემოიტანა დამატებითი რხევები გაორკე- 
ცებული სიხშირეებით. შემდეგი მიახლოება შემოიტანდა უფრო მაღალი ჯერადო- 
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ბის სიხშირეებს. თავისუფალი –- --- - წევრი აპირობებს რხევის ანჰარმონიულო- 

ბას -– გადახრა სათ ავის ხვადასხვა: მარეს სხვადასხვა იქნება. ანჰარმონიულ რხე- 

ვებს განიხილავენ მოლეკულათა თეორიაში. 

§. 50. ანპარმონიული პერიოდული რხევების დაშლა 

ჰარმონიულ რსხევებად 

წინა პარაგრაფში ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ ანჰარმონიული რხევების დროს ამო- 

ნახსნი გამოხატულია რხევებით, რომელთა სიხშირეებია: თე, 2თე, 3თე და ა. შ. 

(49,16) ამოხსნას ახალი მუდმივების შემოღების ხარჯზე მარტივად შეიძლება მიე- 

ცეს შემდეგი სახე: 

XCI)= 46 + 4, 005 თეზ+ „#4, 605 2თეL-L 44ვ 605 3თეL+... 

+278, 510 თაჯ+ 718; 51ი 2თღაL-L :8ვ 310 3თეჯ-+... (50,1) 

ეს ფორმულა, რომელიც ჩვენ კერძო შემთხვევაში მივიღეთ, წარმოადგენს მათემა- 

ტიკაში კარგად ცნობილ ფურიეს თეორემის შინაარსს, რომელიც სამართლიანია 

ნებისმიერი პერიოდული ფუნქციისათვის. კერძოდ, ეს თეორემა გვეუბნება, რომ 

თუ X=XC) 22 პერიოდის ფუნქციაა, მაშინ ადგილი აქვს შემდეგ მწკრივად გაშ- 

ლას: 

XI )=<5“+ VI 005 #L-+V, 510 დ) (L=თCე/) (50,2) 
Mი=1 

ნახევარი პირველ წევრში შემოღებულია მოხერხებულობის მიზნით. (50,2)-ს უწო- 

დებენ ნებისმიერი, საზოგადოდ ანჰპარმონიული, პერიოდული თუნქციის გაშლას 

ფურიეს მწკრივად. ამ მწკრივის თვისებები მათემატიკაში კარგად არის 'შესწავლი- 

ლი და ამიტომ მათ ყოველგვარი დამტკიცების გარეშე გამოვიყენებთ. ფიზიკურად 

ფურიეს მწკრივი გვიჩვენებს, რომ ყოველი ანპარმონიული რხევა შეგვიძლია გამო- 

ვხატოთ მარტივი ჰარმონიული რხევების ჯამად, ამასთან ძირითადი რხევა ხდება 

ა სიხშირით. იგი იძლევა ძირითად ტონს. დანარჩენი რხევების სახშირეები ჯერა- 

დია ძირითადი ტონის სიხშირისა და განსაზღვრავენ ე. წ. ობერტონებს. ფურიეს 

მწკრივში შემავალ ჰარმონიულ რხევებს პარმონიკებს უწოდებენ. თე, ძ, და ხა 

სიდიდეებს ფურიე-კოეფიციენტები ეწოდებათ. მათი განსაზღვრა ადვილია X(<) ფუნქ- 

ციის საშუალებით. ამესათვის დაგვჭირდება ზოგიერთი მარტივი ინტეგრალის აღე- 

ბა სინუსებიდან და კოსინუსებიდან ადვილად შევამოწმებთ, რომ ადგილი აქვს 

შემდეგ ტოლობებს: 

1 %# - , 
– | თი§ I 605 11 ძL=6,„ ი, (2, 1 #0) (50,3) 
დ 9 

ასევე 
ჩ 

1. I5I ს §10 IC ძ=06,„ა (), #550) (50,4) 

“ 

და 

810 11+ 605 + ძ+=0. (50,5) 

I
I
 – 
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ამ პირობას სინუსისა და კოსინ-სის რრთოგონალობის პირობა ჰქვია! გარდა 
ამისა, ცხადია, რომ 

·. 

I 810 )I< 04% =0 (50,6) 
–-2> 

4: 

0051) (1=0, #80 (50,7) 
–-. 

უკანასკნელ ინტეგრალში »=0 დროს მიიღება 2». 

ამის შემდეგ ადეილია ფურიე-კოეფიციენტების განსაზღვრა. ჯერ განვსაზღვ- 

როთ თე. ამ მიზნით ავიღოთ (50,2) მწკრივიდან ინტეგრალი (– », >) შუალედ–- 

ში. ამასთან მწკრივის თანაბრად კრებადობის გამო შეგვიძლია აჯამვისა და ინტეგ- 

რაციის გადასმა. (50,6) და (50,7) ფორმულების თანახმად ყველა ინტეგრალი 

ნული იქნება, გარდა პირველი წევრისა. ამგვარად, 
+-2 ი .'2 

I XC) 02= -> I ძ:, (50,8) 
<<: –-2 

საიდანაც 

1... 
ძე=– I X(=) ძ8- (50,9) 

= 7 

განვსაზღვროთ დანარჩენი კოე:ფიციენტებიც. ამისათვის ფურიეს (50,2) მწკრივი 

გავამრავლოთ ლ0§ ჯ/<-ზე, Lად 0 #»=1, 2, 3,... და ავიღოთ ინტეგრალი იმავე 

საზღვრებში, გვექნება 
ი·2 + 

I XC) 665 502 = 2 I 005 III> 0< + 
-» -2 

–4-: ა: “. 

+X(«“ I 005 )#< C05 I) IL+ ხი | ფ8თ5<90 505). (50,10) 
-2 –-” 

ზემოთ მოყვანილი ფორმულების თანახმად, ნულისაგან განსხვავდება მხოლოდ 
ძე-თან მდგომი ინტეგრალი, ამიტომ, თანახმად (50,3) ფორმულისა, გვექნება 

+ « 

I X(=) 005 IC 0<=> 2, ძამოი, (50,11) 
-ჯ 8=0 

რომელიც მ,ფე-ის ფილტრაციის თვისების გამოყენებით მოგვცემს 

“7” 

ია=+- I X(CC) ლ05 IC თ+ (#1=1, 2,...) (50,12) 
# –-.' 

ცხადი, რომ, თუ ამ ფორმულაში დავუშვებთ #=0, მივიღებთ ითუე-ის (50,9) 

ფორმულას. ამიტომ შემდგომში ყველა «ფ კოეფიციენტს განვსაზღვრავთ (50,12) 

  

1 საზოგადოდ, ორი Vი(X) და 'თ(X) ფუნქციაა ორთოგონალუერია, თუ | V(X)დი(X) ძჯ=0. 
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ფორმულით, რომელშიაც »! მიიღებს »L=0 მნიშვნელობასაც. ასეთი ერთიანი გან- 
მარტების მიზნით იყო შემოღებული მამრავლი 1/, ფურიეს მწკრიეში. 

სრულიად ანალოგიურად ვიპოვით სე, კოეფიციენტებსაც. ამ მიზნით საჭი- 
როა ფურიეს მწკრივი გავამრავლოთ »ჯL0 #<-ზე და ავიღოთ ინტეგრალი. გვექნება 

+ 

I XC) 810 »!% ი. (50,13) 
–-X 

ხია= 

I|
-–

 

ფურიეს მწკრივი მარტივ სახეს ღებულობს. როცა XC) ფუნქციას განსაზღვრული 

ლუწობა გააჩნია. ვთქვათ, მაგალითად, X(-–- +)=X(+X), ე. ი. ფუნქცია ლუწია, მა- 

მინ (50,2) მწკრივში ყველა ხ,„=-0, და დაგვრჩება 

X95=5%+ ჯ თა 605 +. (50,14) 
== 

ამ შემთხვევაში ფურიე-კოეფიციენტები შეგვიძლია ასეც წარმოვიდგინოთ: 

2 2 

ო=-I X XC+) 003 I” ძ%. (50,15) 

8 % 

როცა X(X) კენტი ფუნქციაა, ე. ი. XC-- 9) => –– X (2), მაშინ, თანახმად (50,12)-ისა, 

ყველა «„= 0, და ფურიეს მწკრივს ექჩება გამოხატულება 

XC = %' ს, 51) #=, (50,16) 
2 
I=1 

ფურიე-კოეფიციენტი კი ტოლია 
2 #7 

ს„=- I X (<) 810 #)< ძ4. (50,17) 
X# 8 

ფურიეს მწკრივად გაLლას უდიდესი მნიშვნელობა აქვს ფიზიკადი. აღსანიშნავია, 

რომ ფურიეს მწკრივად შეგვიძლია გავშალოთ ნებისმიერი არაპერიოდული ფენქ- 

ციაც, რომელიც გარკვეულ პირობებს აკმაყოფილებს. ამასთან გაშლა აუცილებე- 

ლი არაა სინუსებისა და კოსინუსების მიხედვით მოვახდინოთ. ზოგად შემთხვევაში 

ეს გაშლა ხდება ნებისმიერი ორთო-ნორმირებული ფუნქციების მიხედვით, რომ- 

ლებიც აკმაყოფილებენ, ე. წ. ჩაკეტცილობის პირობას. ხშირად ფუნკციის გაშლას 

ახღენენ ე. წ. ფურიეს ინტეგრალადაც. ამას ადგილი აქვს მაშინ, როცა ის ფუნქ- 

ციები, რომლის მიხედვითაც იშლება ნებისმიერი ფუნქცია, დამოკიდებულია რაი- 

მე პარამეტრზე (ჩვენს შემთხვევაში სიხშირეზე) უწყვეტი სახით. 

გავშალოთ, მაგალითად, ნებისმიერი XLC(,) ფუნქცია (0 ფუნქციების ფუ- 

რიეინტეგრალად, ამისათვის ხელსაყრელია წინასწარ შემოვიღოთ მეტად მნიშვნე- 
ლოვანი ფუნქცია, რომელიც დიდ როლს ასრულებს თანამედროვე ფიზიკაში. ეს 

არის ე. წ. ღი“აკის დელტა ფუნქცია, რომელიც ”ემდეგნაირადაა განმარტებული:! 

I 0, როცა X >%X (50,18) 
თ, როცა X=X 

2.,,=9(X-–-ჯ)= 

  

1 დირაკის ბ(X) ფუნქციის შესახებ ეფრო დაწერილებით იხილეთ ი, ვაშაკიძე, ე. მამასახ- 

ლისოვი, გ. ჭილაშვილი, კეანტური მექანიკა, თსუ გამომცემლობა, 1978, გე, 43. 
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ამავე დროს 

ხ 

I ნX-–-XძX=1, (თ<X<ხ) (50,19) 
4 

სადაც X” დაფიქსირებული წერტილია; კერძო შემთხვევაში, X» “შეიძლება ნულის 

ტოლიც იყოს; მთავარია, რომ ჯ»” იდოს საინტეგრაციო 'შუალედში. 

განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ დირაკის დელტა ფუნქცია ლუწია 

98(-–-X)=98(X); (50,20) 
მას აქვს ფილტრაციის თვისება 

ხ 
I #005-–-X)ძX=/ (X), (50,21) 

რომლის დამტკიცება ადეილია. მართლაც, C(X) ყველგან ნულია, გარდა ჯ=X" წერ- 
ტილისა; ამ წერტილში კი იგი უსასრულობის ტოლია, ამიტომ X=X” წერტილში 

#C>) შეგვიძლია ინტეგრალის ნიშნის გარეთ გავიტანოთ; თუ ამავე დრ.-,ს გამოვი- 

ყენებთ (50,19) განმაCტებას, გვექნება 

ხ ხ 

I #(%) 8(L–- XI) /X= /(X) |2C– #0) ძ»ჯ= /(X). (50,22) 

ასევე შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ დირაკის ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 

შემდეგი ინტეგრალის სახით: 
+თ 

I MX ძL. (50,23) 
–თ 

  %X)=-– 

როგორც ვხედავთ, დირაკის 6(X) ფუნქცია უწყვეტი X, XV” პარამეტრების შემთხ- 

ვევაში ისეთივე თვისებებით ხასიათდება, რითაც კრონეკერის 2, სიმბოლო #7, 

მთელი რიცხვებისათვის. 

მართალია 6(X) ფუნქციის (50,18) განმარტება მათემატიკური თვალსაზრისით 

ერთობ უცნაურია, მაგრამ თურმე შესაძლებელია შემოვიღოთ ისეთი უწყვეტი 

ფუნქციები, რომლებიც პარამეტრის ზღვრული მნიშვნელობისათვის დირაკის დელ– 

ტა ფუნქციაზე დაიყვანება. ე. ი' ჩვენ შეგვიძლია არ ვუღალატოთ მათემატიკურ 

„სიწმინდეს“, გამოთვლების დროს დირაკის ფუნქციის ნაცვლად ვისარგებლოთ ამ 

უწყვეტი ფუნქციებით, ხოლო საბოლოო პასუხებში გადავიდეთ ზღვარზე. მივი- 

ღებთ ზუსტად ისეთსავე შედეგებს, როგორსაც მივიღებდით დირაკის დელტა ფუნქ- 

ციის უშუალო გამოყენებით, 

XC) ფუნქციის ფურიეინტეგრალად გაშლას შემდეგი სახე აქვს: 

+თ 

XI)=-- I X(CV) დ“! ით, (50,24) 
2» 1. 

სადაც X(თ)-ს ფურიეკომპონენტი ეწოდება. მისი განსახლერა არ არის ძნელი, 
თუ (50,24)-ს გავამრავლებთ #-!0”-ზე და ავიღებთ ინტეგრალს (-თი –- Cთ-ჯან 

+C-მდე. გვექნება 
–+თ , += 1 +თ 

/ –ჯთ”, – V _ ((Cა – ს” · I XC) 6-!9”/ძჯ I X(CV) ით ( I ი “I, (50,25) 
2. 
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გავითვალისწინოთ დირაკის 2(თ -–– ს”) ფუნქციის (50,23) განმარტება, მაშინ (50,25) 

ასე გადაიწერება: 

+=.= –=9 

I XC#) 6“19 7 ჯ= I X(>) 8(თ –– თ”) ძთ, (50,26) 

ხოლო დირაკის ფუნქციის (50,21) ფილტრაციის თვისების გათვალისწინებით სა- 

ბოლოოდ მივიღებთ 

+თ 

XLCV)= | XC) 6 იჯ. (50,27) 

ნებისმიერი ფუნქციის გაშლას ფურიემწკრივად (ან ინტეგრალად) დიდი გა- 

მოყენება აქვს ფიზიკის სხვადასხვა დარგებში. 

§ 61. ბრტყჟყელი მათემაბიკური საკანი 

ამ თავის დასასრულს განვიხელოთ ბრტყელი მათემატიკური საქანის ამოცა- 

ნა, რადგან მან ისტორიულად დიდი როლი "შეასრულა რხევის თანამედროვე თეო- 

რიის ჩამოყალიბების საჟმეში. საქანის რხევის კანონები ჩამოყალიბებული იყო 

გალილეის მიერ. |მათემატიკური საქანი ეწოდე- 

ბა მატერიალურ წერტილს, რომელიც დაკი- 

დულია |! სიგრძის უჭიმავი ვიწრო ძაფით და 

რხევას განიცდის სიმძიმის ძალის გავლენით. 

შევადგინოთ ლაგრანჟის ფუნქცია. რხევის სი- 

ბრტყედ ავიღოთ ჯიყ სიბრტყე. თუ ნაწილაკის 

მასა 1-ია, მაშინ მისი პოტენციალური ენერ- 

გია სიმძიმის ძალთა ველში იქნება ს =–– CX, 

ხოლო ლაგრანჟიანი 

ჯს= % (C++ X9X, (51,1) 

  

ხელსაყრელია რხევა დავახასიათოთ წონასწო- 

რობის მდებარეობიდან გადახრის მ კუთხით. 

იხ. 44 44-ე ნახახიდან აშკარაა, რომ X=100§50 ღა 
ყ=135)0 0, ამიტომ 

  

202? 

სL= ი +თ81005 0. (51,2 

ლაგრანჟის განტოლებას 

4 2 ბი 
ძ, იხ ძი 

უქნება სახე 

ს++- §Iი0=0. (51,3) 

ამ განტოლებაში საძებნი ფუნქცია შედის სინუსის ნიშნის ქვეშ, ამიტომ იგი წარ- 
მოადგენს რთულ არაწრფივ დიფერენციალურ განტოლებას, ზოგადად მისი ამო- 
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ხსნა არ ხერხდება. კერძო შემთხვევაში ძალიან მცირე კუთხეებისათვის, როცა 
510 09220, გვექნება 

91% 90 =0., (51,4) 

მივიღეთ მცირე რხევების ცნობილი განტოლება; მისი ამოხსნა იქნება 

მ=ი ლ05 (იL+თ), (51,5) 

=)/ 5 51,6 თ I/ 3 (51,6) 

რხევის სიხშირეა. ამპლიტუდა თ განსაზღვრავს მაქსიმალურ გადახრას, თ=0„ი>= 
=მე; თ –- საწყისი ფაზაა, თანახმად (51,6)-ისა რხევის პერიოდისათვის მივიღებთ 

კარგად ცნობილ ფორმულას 

თ2=2 / +. (5,7) 

მივიღეთ საქანის ცნობილი კანონი, რომ პერიოდი მასაზე არაა დამოკიდებული. 

გარდა ამისა, მცირე რხევის პერიოდი არც ამპლიტუდაზეა დამოკიდებული. ეს კა- 

ნონი რხევის იზოქრონიზმის სახელწოდებითაა ცნობილი, 

უფრო ზუსტი ამონახსნის საპოვნელად ხელსაყრელია არა (51,3) განტოლე- 

ბის ამოხსნა, არამედ ენერგიის ინტეგრალიდან გამოსვლა, რადგან, როგორც ვიცით, 

ერთგანზომილებიანი მოძრაობის დროს ენერგიის ინტეგრალი სავსებით განსაზღვ- 

რავს მოძრაობას. ენერგიის ინტეგრალს მათემატიკური საქანისათვის ექნება მნიშვ- 

ნელობა 

სადაც 

0ც2 
#= კანს” –-– #89 009 მ=ლ0-5L. (51,8) 

განვსაზღვროთ მუდმივი #. როცა 0 მიაღწევს თავის მაქსიმალურ მე მნიშვნელო- 

ბას, მაშინ სიჩქარე ხ=0 და (51,8) მოგვცემს #= ––- #77 005 მე. მაშასადამე, 

იც? 
ალ (C0§ 0 –– 005 8ე), (51,9) 

აქედან განისაზღვრება დრო 

– 9 
; ძმ (=/ > | ==. 51,10 

9ით ) I ლ050-– ი08მე ( ) 
0 

დრო, რომელიც საჭიროა მ კუთხის ცვლილებისათვის 0-დან მე-მდე, გამრავლე– 
ბული ოთხზე, მოგვცემს რხევის პერიოდს 

7=4I/ + 
ე 

იზ 
'აუ–ღღეღეუეუღუ== 51,11) 

9ფ I M 009 0 –– 05 მე ( 

რადგან 1–-0080=2§)ი? + , ამიტომ 

12 ე. მამასახლისოვი, გ. ჰილაშვილი 147



(51,12) 

% 

§. I/ თით - ფი?-- 
6 2 2 

    

  

შემოვიღოთ აღნიშვნები 

#=5ი 9, 810 –– =7/. (51,13) 
2 2 

მაშინ 

ძს > 206 _. (51,14 
V1- 2,9 

(51,15) 

და პერიოდისათვის გვექნება 

=> 
V + 1 /ი-–უ0ი–/=5 

ეს ინტეგრალი დამოკიდებულია /;-ზე და, მაშასადამე, რხევის ამპლიტუდაზე; რაც 

"ია, აღვნიშნოთ ეს იმას ნიშნავს რომ ზოგად შემთხვევაში რხევა არაიზოქრონულია 

(51,16) 

“§ტეგრალი 6 (7:)-თი 

ძ2 §)= | · 
Vი-–- ოი. 

ამ ინტეგრალს ელიფსურ ინტეგრალს უწოდებენ. მისი ზუსტად ამოხსნა არ ხერხ- 

(I 
დება. განვიხილოთ მცირე რხევების შემთხვევა, როცა #=51ი 1 « , მა- 

შინ შეგვიძლია (51,16)-მი შემავალი ფესვის მწკრივად გაშლა 

(1.– ს, =1+2 00+> 80 L...- (51.17) 

სიმარტივისათვის შევინარჩუნოთ მწკრივში მხოლოდ ორი წევრი და შევიტანოთ 

(-1,16) ელიფსურ ინტეგრალმი. მივიღებთ 

1 

262 +...+ (51,18) 3(ფ0ე= 2 # თ C- IV-> 

პირველი ინტეგრალი – „ის ტოლია, მეორეს კი ადვილად ამოვხსნით გ= 517 დ 

  

აღნიშვნის შემოღებით 

(51,19 
    

ძ 

(51,2თ 

ამგვარად, 

#)ლ=–- 6 C ) : 

123



ხოლო რხევის პერიოდისათვის გვექნება 

V + ( # ჯX=2»XI/ -- |1+ 4-+-) (51,21) 
წ 4 

V + 61 ჯX=2ჯX +() + 2+-). (51,22) 
წ 16 

ამ ფორმულიდან ნათლად ჩანს რხევის იზოქრონულობის მიახლოებითი ზასიათი. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ როცა L -> 0, რაც (51,13)-ის თანახშად ნიშნავს 

მცირე კუთხეებს, (51,16) მოგვცემს §(0)= >. ხოლო როცა L->1, ე. ი, როცა 

გადახრა ხდება ვერტიკალურ მდებარეობამდე, §(1)1=Cფ. 

რადგან #=-2 , ამიტომ



თავიVIII 

სიჩქარეზე ღამოპიღებული ძალები 

ამ თავში შევისწავლით ისეთ მოძრაობას, როდესაც მოქმედი ძალები სიჩქა- 

რეზე არის დამოკიდებტცლი. სიჩქარეზე დამოკიდე-ული ძალები ფისიკამი უდიდეს 

როლს ასრულებენ. ამ ძალების ტიპიური მაგალითია ხახუნის ძალები. ზოგად შემ- 

ოხვევაში ხახუნის ძალების დაყვანა მექანიკურ ძალებზე შეუძლებელია, ამიტომ 
მექანიკას შეუძლია შეისწავლოს ხახუნის ძალების მხოლოდ გარკვეული კლასი, 

რომლებიც შეიძლება გამოვხატოთ როგორც სიჩქარეების უმარტივესი ფუნქციები. 
ხახუნის ძალების შემთხვევაში მექანიკური სისტემის ენერგია იფანტება, იგი იხარ- 
ჯება სი.ტემის არამექანიკურ მოძრაობებზე ღა ამიტომ მექანიკური ენერგიის შე- 
ნახვას ადგილი აღარა აქვს, რა თქმა უნდა, ენერგიის შენახვას უფრო ფართო 
გაგებით, რომელიც შეიცავს სითბურ მოვლენებსაც, კვლავ ექნება ადგილი, მაგ- 

რამ ეს შემთხვევა თერმოდინამიკის საგანს წარმოადგენს და აქ არ განვიხილავთ. 
ქვემოთ განვიხილავთ ნაწილაკის მოძრაობას გარემოში და რხევებს ხახუნის ძალე- 
ბის გათვალისწ: ნებით. ეს საკითხები განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია იმდენად, 
რამდენადაც გამოიყენებიან ფიზიკის სხვადასხვა დარგებში. 

§ 5, სიჩპარეზე დამოკიდებული ძალები ლა 

დისიპაციური ფუნქცია 

აქამდის ჩვენ ვიხილავდით ისეთ მოძრაობას, როცა განზოგადებული კოორ- 

დინატები და შესაბამისი განხოგადებული სიჩქარეები მოძრაობას სავსებით ახასია- 
თებდნენ. როგორც თავის დროზე აღვნიშნეთ, ეს წესაძლებელია წმინდა მექანი- 

კური მოძრაობისას, როცა სისტემეს შინაგან ცვლილებებს უგულებელვყოფდღით. 
ძალიან ხშირად კი საქმე უფრო რთულადაა და ზოგად შემთხვევებში მოძრაობის 
აღწერისათვის საჭირო ხდება მექანიკის ფარგლებიდან გამოსვლა. მართლაც, სხეუ- 
ლის მოძრაობის დროს შეიძლება ადგილი ჰქონდეს ხახუნს და, მაშასადამე, სით- 

ბოს გამოყოფას, რაც შედეგია ატომებისა და მოლეკულების რთული მოძრაობე- 
ბისა. ამ დროს ხდება ენერგიის გაფანტვა ––- დისიპაცია და ენერგია მოძრაობის 
“ნტეგრალს აღარ წარმოადგენს. ამ შემთხვევამი ლაგრანჟიანი აზრს ჰკარგავს, 
რაღგ.ნ პოტენციალური ენერგია შეიძლება კოორდინატების გარდა სიჩქარეე?ის 
რთული ფუნქციაც აღმოჩნდეს. 

სიჩქარეზე დამოკიდებულ პოტენციალებს დიდი პრაქტიკული მნიშვნელობა 
აქვს და ხშირად გვხვდება ფიზიკის სხვადასხვა დარგებში, მაგალითად. ელექტრო- 

დინამიკაში. ცნობილია, რომ ელექტრომაგნიტურ ველში მოძრავი მუხტის პოტეს- 

ციალური ენერგია უდრის 
M(” V)=0 – --(ჩ, V), (52,') 

C 

(LV)



სადაც დ და # სკალარ- და ვექტორპოტედუციალებია, გ მუხტია, 6 -- სინათლის 
ს-ჩქარე, V კი მუხტის სიჩქარეა. როგორც ვხედავთ, პოტენციალური ენერგია 
სიჩქარის ფუნქციაა, ამიტომ ასეთი პოტენციალური ენერგიების შესწავლას დიდი 

მაიშვნელობა ენიჭება. 

სიჩქარეზე დამოკიდებული ძალები გვხვდება ჰიდროდინამიკაში და დეფორ- 
მადი სხეულების მექანიკაში. ცნობილია, მაგალითად, რომ გემის წინააღმდეგობის 

ძალა პროპორციულია გემის მოძრაობის სიჩქარის სხვადასხვა ხარისხისა. მცირე 

სიჩქარეებზე წინააღმდეგობის ძალა პროპორციულია სიჩქარის პირველი ხარისხის, 

ხოლო სიჩქარის გაზრდისას ძალა პროპორციული ხდება სიჩქარის კვადრატის და 

კუბისაც კი. ბლანტ სითხეში (პაერში) ჩაძირული სფეროს წინააღმდეგობის ძალა, 

მცირე სიჩქარეების შემთხვევაში, როგორც ცნობილაა, განისაზღვრება სტოქსის 
კანონით 6”უძთი), სადაც წ სითხის (ჰაერის) სიბლანტის კოეფიციენტია, თ სფეროს 
რადიუსი, ხოლო ყც –- მისი მოძრაობის სიჩქარე. 

სიჩქარეზე დამოკიდებული ველები საზოგადოდ არაპოტენციალურია. ამიტომ 
ლაგრანჟის განტოლებებს იმ სახით ვეღარ დავწერთ, როგორც აქამღის ვწერდით. 
ზოგად შემთხეევაში ლაგრანჟის განტოლებებს ექნებათ (19,20) სახე 

2 21 ში (-),2 »” (52,2) 
“«„”” 

სადაც 7. სისტემის კინეტიკური ენერგიაა, 0, კი -–– განზოგადებული ძალა. რო- 
გორც აღვნიშნეთ, ლაგრანჟიანით სარგებლობას ზოგად შემთხვევაში აზრი აღარა 
აქვს. მაგრამ ხშირად ისეთი მდგომარეობა გეაქვს, როცა სისტემაზე მოქმედი ძა- 
ლებიდან ზოგს გააჩნია პოტენციალი, ზოგს კი – არა, ვთქვათ, მაშასადამე, სისტე- 
მეს ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედ ძალას აქვს სახე 

ნ, %კი, (52,3) 
მ, 

სადაც ნ; ის ძალაა, რომელსაც პოტ.ნციალი არა აქეს. მაშინ, (19,22) ფორმუ- 

ლის თანახმად, განზოგადებული 0, ძალისათვის გვექნება 

ყC 
=-- 4+C, (52,4) 9, 2, 0, 

სადაც 
”M 

:=%(წ, 2) · (52,5) 
თ” ძი, 

ამ შემთხვევ:ში ლაგრანჟის (52,2) განტოლება ასე გად'იწერება: 

ძ ძL ძL _ თვი –=0ჯ. (52.6) 
რ მი ძი ს 

#L კვლავ კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების სხვაობას წარმოადგენს. 0, 

ის განზოგადებული ძალაა, რომელსაც პოტენციალი არა აქვს. აღნიშნული შემთხ- 
ეევა გვხვდება ხახუნის ძალების დროს. ამასთან (+და გვიჩეენებს, რომ ბევრ შემ- 
თხვევაში ხახუნის ძალა სიჩქარის პირველი ხარისხის პროპორციულია: 

X=-ILX, LI=-1 90 7=-12, (52.7) 
სადაც X, X, 2 ხახუნას ძალის კომპონენტები), #,, ა. ვ კი –– დადებითი მუჯ- 

მივები. ხახუნის ძალის დასახასიათებლად ხელსაურელია შემოვიყვანოთ რელეის 

+, 19)



ე· წ. დისიპაციუ ი ფუნქცი. რელეის დისიპაციურ ფუნქციას უწოდებენ გამოხა- 

ტუელებას 

1 CV) X+VX, V/:+X, 2), (52,8) 

(=1 

ჯამი აიღება სისტემის ყველა ნაწილაკის მიხედვით. აქედან ნათელია, რომ ხახუნის 

ძალა განისახღვრება ტოლობით: 

ჯ=- “+, I=- 9, 2-- %, CM. (2,თფ 
მX, მ", მ” ძ_, 

ხახუნის შესაბამისი განხოგადებული ძალები კი ტოლი იქნებიან 

ძ ძ 
C=2:(M 2) – 2( + # 8-2, (52,10, 

ძი, ძძ, 

(19,14) ტოლობის გათვალისწინება ს სბოლოოდ მოგვცემს 

0თ=-9%, თ=I, 2... ») (52,11) 
ძმ» 

9“ 9L _მძL_ _ მშ (52,12) 
ძ მიი ძი“, ძი, 

ეს განტოლება გამოიყენება სიჩქარის პროპორციული ხახუნის ძალების შემთხ- 

ვევაში. 
დისიპაციურ ფუნქციას შეიძლება მივცეთ ფიზიკური "შინაარსი. ვაჩვენოთ, 

რომ იგი წარმოადგენს ენერგიის გაფანტვის სიჩქარეს. ვიპოვოთ სისტემის სრული 

ენერგიის 

–=%)0V,0,“-L (52,13) 
ჯ 

წარმოებული დროით 

თ 29 ნ+269% – 2 V– აიმი (52,14) 
ჯ 7 ძი, 

(52,12) განტოლებიდან 

„9 _ მ/., (52,15) 

ამიტომ (52,14) ბილი მიიღებს სახეს 

ი + '(> – +) 2. (52,16) 
მძ, ძი, 29 

ძI 0მ/ · ძX _ §2,17 7 ლ, 20, მ, C ) 

საიდანაც 

დელეის ფუნქცია სიჩქარეების კვადრატული ფუნქციაა, ამიტომ ეილერის თეო- 
რემით 

3 9,=2/, (52,18) 
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და 

თL #4M_ ა». 52,19 # / ( ) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ენერგიის გაფანტვის სიჩქარე გამოიხატება დისიპაციური ფუნქ- 

ციის საშუალებით. ენერგიის გაფანტვის შედეგად სისტემის როგორც მთლიანის 

ეზერგია მცირდება, რადგან # არსებითად დადებითი ფუმქციაა და ისეთივე კონ- 

სტრუქციისაა, როგორც კინეტიკური ენერგია. 

§ აე. თეორემა ვირიალის შესახებ 

როცა ნაწილაკთა სისტემა მოძრაობს "შემოსახღვრულ არეCი, მაშინ გვაქვს 

პერიოდული, ანდა თითქმის პერიოდული მოძრაობა. ასეთი მოძრაობებისათვის 

სამართლიანია ერთი მეტად მნიშვნელოვანი თეორემა, რომელიც დიდ როლს ასრუ- 

ლებს არა მხოლოდ მექანიკაში, არამედ სტატისტიკურ ფიზიკაშიაც. ეს თეორემა 

თავისი შინაარსით სტატისტიკური ხასიათისაა, რადგან იგი აკავშირებს დროს 

მიხედვით გასაშუალოებულ ფიზიკურ სიდიდეებს. 

ვთქვათ, სისტემის 1-ური ნაწილაკის რადიუსკექტორია L|,, ხოლო მასზე მო- 

ქმედი ძალა L,. განვიხილოთ სიდიდე 

M 

#=გ(ი ჩე). (53,1) 

ამ სიდიდეს უწოდებენ სისტემის კლაუზიუსეს ვირიალს. იგი ასეც შეგვიძლია წარ- 

მოვიდგინოთ: 

თ ა. ჩაკს ავლას ი (ე). (53,2) 

ეს ტოლობა გადავწეროთ იგივურად 

I) ა - 
2, (დ, CL,))= რ“ 2 (ი. I) – 2 დ. L). (53,3) 

აშკარაა, რომ ბოლო წევრი წარმოადგენს სისტემის გაორკეცებულ კინეტიკურ 

ენერგიას, მართლაც, 

ჯრი წა=X თ, V)= % თ, 1=27. (53,4) 

გავასამუალოთ (53,3) განტოლება დროის მიხედვით 

დენ. აკე» “თ 
(ჩ,, #)+27=-- MC, I), (53,5) 2 თი 

ამასთან, რაიმე თ(ჯ) ფუნქციის დროის მიხედვით საშუალოში იგულისხმება შემ- 

დეგი: 

_ !' 
ს%Cთ= IIთ -'- წ) ი. (53,6) 

/(–თ | ბ 

როცა დCდ) ფუნქცია პერიოდული ფუნქტციაა, მაშინ იგი შეგვიძლია გავასაშუალოთ 
ერთი პერიოდის მანძილზე. | 
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(53,5) C მულა საინტერესოა იმ შემთხვევაში, როცა მექანიკური სისტემა 
აწარმოებს კვაზისტაცკიონარულ მოძრაობას, ე. ი. როცა მოძრაობა ხდება შემო- 

საზღვრულ არეში და კოორდინატები და სიჩქარეები არ იზრდება უსასრულოდ. 
ადვილად დავენახავთ, რომ თუ «(/) წარმოადგენს რაიმე /(,) ფუნქციის წარმოე- 

ბულს #(0= /(), სადაც /() შემოსაზღვრული ფუნქციაა, მაშინ «(C)=0. მართ- 
ლაც, 

' 
4) =11Mი +L ი«/ ძI=Iი #0-–-/0) _ 0, (51,7) 

(თ 1 აუ ი (–-თ ჯ 

თე /(0 ზუსტად პერიოდული ფუნქციაა, მაშინ ჯ შეგვიძლია ავირჩიოთ პერიო- 

დად და /(ჯ) გავხადოთ /(0)-ის ტოლი; შედეგად კვლავ მივიღებთ «X=0. კვა- 
ზისტაციონარული მოძრაობის დროს სიდიდე 2,C. რე შემთსაზღვრულია და 

ამიტომ (53,5)-ის მარჯვენა მხარე ნულის ტოლი იქნება, მაშასადამე, 

= M 

27=–--%) (წ #). (53,8) 
#51 

ეს ფორმულა გამოხატავს ძალის ვირიალის თეორემის შინაარსს. ამასთან LV ნე- 
ბისმიერი ძალაა და იგი შეიძლება შეიცავდეს პასიურ ძალებსაც, განსაკუთრებით 
მნიშვნელოვანია პოტენციალური ძალების შემთხვევა, მაშინ 

= ძV 
27=2(> ' 3 · (53,9) 

თუ, გარდა ამისა, პოტენციალური ენერგია კოორდინატების ერთგვაროვანი ფუნქ- 

ციაცაა და ერთგვაროვნების რიგი »„-ის ტოლია, მაშინ (53,9)-ის მარჯვენა მხარე 

მოგვცემს »CV, და ვირიალის თეორემა მიიღებს იმ სახეს, რომელიც ხშირად გა- 

მოიყენება პრაქტიკულად; კერძოდ, 
2ჯX=»ყ. (53,10) 

რადგან იზოლირებული სისტემისათვის სრული ენერგია # მოძრაობის ინტე– 

გრალია, ამიტომ ხელსაყრელია კინეტიკური და პოტენციალური ენერგიების სა- 

შუალო სიდიდეების #-ს მიხედვით გამოხატვა. ფორმულიდან 

  

#=7#=X1+V. (53,11) 
(53,10)-ის გამოყენებით მივიღებთ: 

== #?2 > 2# 
#= , ყლ=---.. (53,12) 

2+2 #+2 

როცა პოტენციალური ენერგია წარმოადგენს კოორდინატების კვადრატულ ფუნქ- 
ციას, მაშინ »=2, და გვექნება: 

ჯX=V,. (53,13) 

ასეთი მდგომარეობა გვაქვს რხევის ამოცანებში, ჩვენ გვქონდა, რომ ჰარმონიული 
რხევის დროს ჯ=ძ ლივ (თა(+ თ). მაშასადამე, კინეტიკური და პოტენციალური 
ენერგიების საშუალო მნიშვნელობებისათვის მივიღებთ: 

–. IX” _ MC” ()გ ჯ#” 
2 

8107? (თე L+Vთ' (53,14) 

164



და 
  

2 2 
  

– “ა: 2 LM – 72) 0X” _ 00 გC 09% (0 (+C). (53,15) 

მაგრამ 

 __ “17 1 
810” (თე #-I-თ) = –– | 610? (თეL+ CV) ი§:= –– ; (53,16) (თე L--თ »I (თე(+4) #= > 

ასევე 005? (ი)ე L+- თ) = – , ამიტთმ, მართლაც, 

»10? (აგ 
–. 7=წV=   (51,17) 

როცა »X=-1, მაშინ 27= – წ. ასეთი შემთხვეეა გვაქვს კულონერი ველის 

დროს VI) –- 1, ცხადია, ამ შემთხვევაში, #7+I#=0, რაც მხოლოდ და მხო- 

ლოდ მაშინ შეიძლება, როცა #<0, ე. ი. ფინიტური მოძრაობის დროს. ეს ადრე 
სხვა გზითაც დავამტკიცეთ. 

გამოვიყენოთ ვირიალის თეორემა და ვაჩვენოთ, როგორი ენერგია შეესაბამება 
პლანეტის მოძრაობას წრეხაზზე, წრეზე მოძრაობის შემთხვევაში ექსცენტრისიტეტი 

X=0 და მოძრაობის ტრაექტორიას ექნება სახე ჯ-=/, სადაც ე=+ პარამეტ- 
სთ 

რია. პოტენციალური ენერგიის საშუალო, ამგვარად, ტოლია: 7=---, ხოლო 
წ 

ვირიალის თეორემა მოგვცემს 27= –- . მაშასადამე, (53,12) ფორმულების თა- 
თ 

ი 

ნახმად, 6=-- +, ე. ი. 

20 
სი 8=-ხ-. §3,18 
28 ( ) 

ენერგიის ასეთი მნიშვნელობა ადრე მიღებული გვქონდა სხვა გზითაც. 

აღნიშნული მაგალითებიდან ნათლად ჩანს, რომ თეორემას ძალის ვირიალის 

შესახებ დიდი გამოყენება აქვს. 

§ 54, წრფივი ოსცილატორის მილევადი რხევები 

წინა თავში განვიხხილეთ ოსცილატორი სიცარიელეში, მაგრამ ხშირად უფრო 

საინტერესოა ის “შემთხვევა, როცა რხევა ხდება რაიმე გარემოში. გარემო იწვევს 

ხახუნს, რის შედეგადაც ნაცვლად ჰარმონიული რჩხევებისა, რომელსაც ადგილი 

ჰქონდა სიცარიელეში, გვექნება მილევადი რხევები, ე. ი. რხევები, რომლებიც ხა- 

ხუნის ძალების მოქმედების გამო თანდათან სუსტდება და, შესაძლებელია, სავსე– 

ბითაც მოისპოს. ცხადია, ამ შემთხვევაში გვეჟნება ენერგიის დისიპაცია და მოძ- 

რაობა შეგვიძლია აღვწეროთ ლაგრანჟის (52,12) განტოლებით. განვიხილოთ 
წრფივი ოსცილატორი, ამ შემთხვევაში დესიპაციური ფუნქცია იქნება 

/=--, (54,I) 
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სადაც 6 მუდმივი სიდიდეა და განისაზღვრება ექსპერიმენტის დახმარებით. მას ხა- 

ხენის კოეფიციენტს უწოდებენ; ხახუნის ძალა კი ტოლი იქნება 

LI" =-5X (54,2) 

როგორც ვხედავთ, ხახუნის ძალა სიჩქარის პროპორციულია და მიმართულია მოძ– 

რაობის საწინააღმდეგოდ. ლაგრანქის მოძრაობის განტოლება, თუ გავიხსენებთ, 

რომ 

გამი ა 
სჯა, 54,3 2 2 (54,3) 

მოგვცემს 
»X+6X-+L#LX=0. (54,4) 

შემოვიღოთ აღნი შენები: 

ოგ= # ' 27=-–+ · (54,5) 
2# ” 

ამ აღნიშვნებში (54,4) მიიღებს სახეს 

X+27X+-დ2 X=0. (54,6) 

აქ თე არის ოსცილატორის სიხშირე, როცა ხახუნის ძალა არა გვაქვს; #7 კი და- 
კავშირებულია საზუნის კოეფიციენტთან. მის ფიზიკურ შინაარსს ქვემოთ გამო- 

ვარკვევთ. (54,6)-ს მილევადი რხევის დიფერენციალური განტოლება ეწოდება. იგი 

წარმოადგენს წრფივ ერთგვაროვან განტოლებას. მისი ამონახსნი ვეძებოთ ):==6"/ 

სახით, შევიტანოთ განტოლებაში და შევკვეცოთ ექსპონენტზე. მივიღებთ 

§?.L2-+/5+(0)2=0, (54,7) 
საიდანაც 

ვ=--+> I 7 თე. (54,ზ) 
მევიღეთ ორი კერძო ამონახსნი. ზოგად ამონახსნს კი ექნება "შემდეგი სახე: 

»=”=# „ა 1 0ა– წ-ი? (| , ფ4.თ 

ან, რაც იგივეა, 

X=C46“ 7! ცხ (1/ 7?– თი2#+8). (54,10) 

C, C,, ისევე როგორც C და 8, ნებისმიერი მუდმივებია, რომლებიც განისაზღვ- 

რება საწყისი პირობებიდან. (54,10)-ს აღვილაჯ დავიყვანთ (§5§4,9) სახეზე, თუ 

გავიხსენებთ ჰიპერბოლური კოსინუსის განმარტებას. 

იმის მიხედვით, რომელია მეტი, + თუ თე, ზოგად ამონახსნს სხვადასხვა სახე 

ექნება. გვექნება სამი შემთხვევა. პირველი, როცა + < თე, მაშინ M 7? – Cთ2 = 1რ/, 

სადაც 

თ”=1/ თ”. /?. (54,11) 

(54,9) ზოგადი ამონახსნისათვის კი მივიღებთ გამოსახულებას 

»X»ჯ=6” (0,020 + Cა6“!%). (54,12) 

ე» ამონახსნი შეგვიძლია ასეც წარმოვადგინოთ !: 

X=ძ06“ I! 605 (თ -I-თ). (54,13) 

  

1 ჯ ნამდვილია, ამიტომ # ღა C ნებისმიერი მუდმივებიც ნამდე«ლებია, 
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როგორც ვხედავთ, ამ შემთხვევაში რხევა კვლავ ჰარმონიულია, ოღონდ ამალი- 

ტუდა ახლა დროის მიხედვით კლებულობს ექსპონენციალურად, ე. ი. 

4()=ძთ6““!, (54,14) 

გარდა ამისა, თ” სიხშერე მცირეა, ვიდრე თე, რაც იმას გვიჩვენებს, რომ ხახუნის 

შეჯეგად რხევა გაძნელებულია და რხევ· უფრო ნაკლები სიხშირით წარმოებს, 

ვიდრე ჰარმონიული ოსცილატორის შემთხვევაში. 
როგორც დავინახეთ, მილევადი რხევის ამპლიტუდა განისაზღვრება (54,14) 

ფორმულით, ამასთან თ იქნება ამპლიტუდის მნიშვნელობა, როცა (=0, ე. ი. 

#«= 4#(0). ამპლიტუდის მილევის საზომად შემოჰყავთ ლოგარითმული დღეკრემენტი. 

(54,14)-დან 

#=1ი 2C2), (54,15) 
40 

თუ ავიღებთ ერთ პერიოდს ჯ#=7', გვექნება 

„= 1 140) , (54,16) 
ჯL 40) 

ამგვარად, # განსაზღვრავს ამპლიტუდის ლოგარითმულ შემცირებას ერთი პერიო- 

დის მანძილზე, ამიტომ მას ლოგარითმულ დეკრემენტს უწოდებენ. შემოჰყავთ, 

აგრეთვე, რხევის ამპლიტუდის შემცირების სხვა ზომაც. ეს არის ის დრო, რომ- 

ლის განმავლობაში ამპლიტუდა #-ჯერ დაეცემა, იგი განისაზღვრება ტოლობით 

+:=1, საიდანაც 

2-1. (54,17) 
ჯ 

ამ სიდიდეს რელაქსაციის დროს უწოდებენ. 
მილევადი რხევის დროს ოსცილატორის საშუალო ენერგია მცირდება, რად- 

გან ენერგია იხარჯება ხახუნის ძალების დაძლევაზე. ვთქვათ, + <: თე. ამ შემთხვე- 
ვაში ერთი პერიოდის მანძილზე მილევადი რხევეს ამპლიტუდა თითქმის არ იცვ- 

ლება და აზრი აქვს (54,13) გამოსახულებისა და მისი დროითი წარმოებულების 

კვადრატების საშუალო მნიშვნელობებს, ამასთან გასაშუალოებისას 6-ს ცვლი- 
ლება შეგვიძლია მხედველობაში არ მივიღოთ. თანახმად (53,17) ფორმულებისა, 

  

2 ე? 

7-6= ““. რი გ-(V, (54,18) 
საიდანაც _ _ 

XM=72-06“V. (54,19) 
_ 2? 

აქ წა=- წარმოადგენს ენერგიის საშუალო მნიშვნელობას (=0 მომენტ- 

ში. ცხადია, რომ (54,19) ფორმულის თანახმად, ლოგარითმული დეკრემენტი შე- 

გვიძლია განვსაზღვროთ ენერგიის საშუალო მნიშვნელობის საშუალებითაც. მართ- 

ლაც, (54,19) ფორმულიდან ვღებულობთ 

1 4. ბიო #=-2, (54,20) 
99. თ 

ხოლო (59,19) ფორმულის თანახმად ოსცილატორის საშუალო ენერგია დისიპა- 

ციურ ფუნქციასთან შემდეგ კავშირშია: 

#=7-. ფ4,21) 
IM 
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ახლა განვიხილოთ მეორე შემთხვევა: 7 > თე. ზ“” გად ამონახსნს ექნება (54,9) 

სახე, სადაც | ჯ'– თ: არსი დადებითი სიდიჯეა და თანაც ნაკლებია +«-ზე. ამი- 
ტომ დიდი დოოის გავლის შემდეგ (| –> თ) X ექსპონენციალურად მიუახლოვდება 

ნ-:ლს ყოველგვარი რხევითი მოძრაობის გარეშე. ასეთ მოძრაობას ეწოდება არა- 
პერიოდული მილევა –– ოსცილატორი რხევის გარეშე ბრუნდება წონასწორობის 
მდებარეობაში. 

მესამე შემთხვევაში » რე. ამ დროს |/ 7?ზ-–– თ; .-0, და ადვილად შევამოწ- 
მებთ, რომ ზოგადი ამოხსნისათვის გვექნება 

X=(/+180 6“, (54,22) 
რომელიც აგრეთვე არაპერიოდულ მილევას იძლევა: როცა ჯ-> C, მაშინ ჯ-–>0. 

აქაც), როგორც წინა შემთხვევაში, წონასწორობიდან გამოყვანილი წერტილი რხ;- 

·ის გარეშე უბრუნდება საწყის მდებარეობას. 

§ 55. იძულებითი მილევადი რხევები 

მილევადი რხევების ყველაზე საინტერესო შემთხვევას წარმოადგენს იძულე- 
ბითი მილევადი რხევები. ვთქვათ, ოსცილატორზე, ხახუნის ძალის გარდა მოდე- 

ბულია გარეშე ძალაც, რომელიც დროის ფუნქციაა. იძულებითი ძალა შეეცდება 

დაძლიოს ხახუნის ძალების მოქმედება და რხევა მუდმივად შეინარჩუნოს. ამიტომ 
ამ ორი ძალის, ერთდროული მოქმედებით გვექნება რხევის მეტად საინტერესო 
შემთხვევა, რომელსაც დიდი პრაქტიკული მნიშვნელობა აქვს ფიზიკის სხვადასხვა 

დარგში. იძულებითი ძალა, რომელიც დროის მიხედვით პერიოდულად იცვლება, 

ავიღოთ შემდეგი სახით: 

# = X% 005 (0V-L+-26); (55,1) 

სადაც Xა იძულებითი ძალის ამპლიტუდაა, 6 –– საწყისი ფაზა, თ კა -- სიხშირე. 

იძულებითი მილევადი რხევის განტოლებას ექნება სახე 

X+2VX+CთLX=>% 005 (0( 4+წ)- (55,2) 
” 

ხელსაყრელობის მიზნით გადავიდეთ კომპლექსურ ფორმაზე 

X4+2/X+0§ჯ= + იM, (55,3) 
“ 

სადაც 

თ = Lე 0)ზ. (55,4) 

თუ (55,3) განტოლების რეალურ ნაწილს ავიღებთ, იგი დაემთხვევა (55,2) გან. 
ტოლებას, ამიტომ (55,3) განტოლების ამოხსნის რეალური ნაწილი (55,2) განტო- 

ლების ამოხსნა იქნება, 

(25,3) განტოლება წარმოადგენს არაერთგვაროვან დიფერენციალურ განტო– 

ლებას, მისი შესაბამისი ერთგვაროვანი განტოლების ამოხსნა წინა პარაგრაფში 

ვიპოვეთ. კონკრეტულ შემთხვევაყი, როცა 7<0კ, მას შემდეგი სახე ჰქონდა: 

X»ლ=V6“ 7! 005 (ი -LCთ), M/ თ:–+: (55,5) 

თუ ამ ამოხსნას დავუძ:ტებთ (55,3) განტოლების რომელიმე კერძო ამონახსნს, 

მივიღებთ განტოლების ზოგად ამონახსნს. 
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კერძთ ამოხსნა ვეძებოთ „შემდეგი სახით: 

X= I3ი!“, (55,6) 

სადაც 8 ჯერჯერობით განუსახღვრელი კოეფიციენტია. შევიტანოთ (55,3) განტო- 

ლებაში და შევკვეცოთ (!9/-ზე. მივიღებთ 

ჯ =-- –?ბ–პ–” ,, 55,7 
თ! (იგ –– თ?-+2//0თ) (55,/ 

თუ კომპლექსურ 8 ამპლიტუდას წარმოვიდგენთ როგორც 

  

1 =ხი!ზ. 
(55,8) 

მაშინ, ცხადია, რომ 
XL 

”–_–-
 55,9 

I8 » I/ (თ? –– თ9)? + 43? ა? ( ) 

და 

წირი (55,10) 
(ე? –-– (ე)? 

ამრიგად, (55.6) კერძო ამონახსსისათვის გვექნება 

I% ((იI+«ჩ) XC-- - –=–===->- #(."!?, (55,11 
MI (იგ – ა”) + 44“ (აზ ) 

ჩვენთვის საჭირო ამონახსნის მისაღებად ამ გამოსახულებიდან რეალური ნაწილი 

უნდა ავიღოთ; გვექნება 

ს–--–=== ?– C605 (თ -L8). (55,12) 
I (თე –– თ5)? + 47" ს” 

ამ გამოსახულებისა და (55,5) ფუნქციის ფპეკრებით მივიღებთ (55,2) განტოლე- 

ბის ზოგად ამონახსნს 1 

15% =ცჟყი“!! , ---ლ-=–> X=Vძ46 20858 (თს L+თ) + I (თ2 – 5)? -L 4? ლ 008(ი|+მ).)  (55,13) 

  

ღიდი დროის გავლის შემდეგ პირველი წევრი პრაქტიკულად მოისპობა და დაგვ- 
რჩება მხოლოდ იძულებითი თოხევა, რომელიც განისაზღვრება (55,12) ფორმულით. 

ადვილად შემოწმდება, რომ როცა თ= I თ1-- 27, მაშინ იძულებითი რხევის 
ამპლიტუდას ექნება მაქსიმალური მნიშვნელობა 

21% 
ჰმოი = 2იწ M ი1-–47?. · (55,14) 

როგორც ვხედავთ, განსხვავებით სიცარიელეში რხევისა, რეზონანსის წერტილში 
რხევა სასრული სიდიდეა. როცა 7 «: თე, მაშინ რეზონანსს ექნება ადგილი C) == CIე 
მნიშვნელობაზე. 

შევისწავლოთ რხევის ყოფაქცევა რეზონანსის წერტილის უშუალო მახლობ- 
ლობაში. ამისათვის მივიღოთ 

თ=თე+9, (55,115) 

1 თუ გვაქვს 7 > თე ან 7=თე შემთხეევები, მაშინ პირველი წევრის ნაცვლად უნდა ავ“- 
ღოთ (54,10) ან (54,22) ამონახსნები. 
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სადაც § მცირე სიდიდეა. დავუშვათ, რომ,/,4 თა, უგულებელვყოთ §4-ს„ მაღალი 
ხარისხები და (55,13)-ის ფესვში პირველი წევრი (თე –– (ა2)%= (თე –– Cა)მ (თე -L დ)? 
შევცვალოთ 4თე §ა'-ით, ხოლო მეორე წევრში თია ავიღოთ თე-ის ტოლად. გვექნება 

#”% 1 

2410 1 0947 +V? 605 (სე/ხჩ). ლ590 

იძულებითი ძალების მოქმედებისას ენერგიის შენახვას, საზოგადოდ, ადგილი არა 

აქვს. მაგრამ გარკვეული დროის გავლის შემდეგ იძულებითი მილევადი რხევა 

დამყარდება და ენერგია საშუალოდ შეინახება, ე. ი. ენერგიას, რომელსაც ოსცი- 

ლატორი ხარჯავს ხახუნის ძალების დასაძლევად, აღადგენს გარეშე ძალებიდან. 

ჩვენი მიზან-ა ენერგიის შთანთქმის ს-კითხის განხილვა. ვიპოვოთ ოსცილატორის 

მიერ ერთ სეკუნდში შთანთქმული ენერგია, რომელიც იხარჯება ხახუნის ძალების 

დაძლევაზე. როგორც დისიპაციური ფუნქციის ფიზიკური შინაარსის გარკვევის 

დროს ვაჩვენეთ, ეს ენერგია გაორკეცებული დისიპაციური ფუნქციის ტოლია და 

დამოკიდებუ ლი იქნება გარეშე ძალის სიხშირეზე. I(თ)-თი აღვნიშნოთ შთანთქმუ- 

ლი ენერგიის საშუალო ინტენსივობა თ სიხშირის იძულებითი ძალის მოქმედები- 

სას. მაშინ, (52,19) ფორმულის თანახმად, 

  

ICV)C “9-5 (55,17) 
თ 

სადაც ხაზი თავზე აღნიშნავს დროის მიხედვით გასაშუალებას. 

ვიპოვოთ დისიპაციური ფუნქციის საშუალო. როგორც ვიცით, 

  #=45- აი, (55,18) 

ამიტომ, (55,16) გათვალისწინებით, მივიღებთ 

- ო” 
7 2. კებ(4+ტ. (55,19) 

_ 4 (0? -L+”) 

ფუნქცია პერიოდულია, ამიტომ საშუალო მნიშენელობა შეგვიძლია ვიპოვოთ 

ერთი პერიოდის მანძილზე; რადგან 8101 (თი#-L8)=1/2, შთანთკმული ენერგიის 

ინტენსივობისათვის, თანახმად (55,17)-სა, გვექნება 

IV . 
4/M(§0?-L+7?) 

ინტენსივობის სიხშირეზე ასეთი ტიპის დამოკიდებულებას უწოდებენ დისპერსიულს !). 

ინტენსივობა სწრაფად იზრდება რეზონანსის წერტილში თ=– თე. გარეშე ძალა 
მით უფრო ადვილად გადასცემს ოსცილატორს ენერგიას, რაც უფრო მცირეა §), 

ე. ი. რაც უფრო ახლოსაა მისი სიხშირე ოსცილატორის თე საკუთარ სიხშირესთან. 

(CV) მრუდს, რომელსაც უწოდებენ მთანთქმის რეზონანსულ მრუდს, აქვს 

ნახ. 45-ზე მოყვანილი სახე. რეზონანსულ მრუდს ახასიათებენ ე. წ. მრუდის ნა- 

ხევარსიგანით, ნახევარსიგანე წარმოადგენს იმ #0: სიდიღეს, რომელზედაც 7(6)) 

მნიშვნელობა ინტენსივობასთან შედარებით 9=0 წერტილზე ორჯერ მცირდება, 

ამასთან 

16)= (55,20) 

  

1 ალბათობათა თეორიაში ასეთი ტიპის განაწილება ცნობილია კოში-ლორენცის განაწილე- 

ბის სახელწოღებით. 
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9 

1Cთ-( >) 1, (55,21) 
2 7 

ამგვარად, ნახევარსიგანე განისაზღვრება პირობით 

I(C40) = 2-IC). (55,22) 

(55,20) და (55,22) ფორმულების გამოყენებით მივიღებთ 

(40)1+ /?2= 2, (55,23) 
საიდანაც 

V+= = 40. (55,24) 

(55,21) გვიჩვენ ებს, რომ, როცა 4 მცირდება, მრუდის სიმაღლე იზრდება, (55,24)-ის 

თანახმად კი მრუდი ვიწროვდება, ე. ი. 4-ს შემცირებით რეზონანსული მრედი 

ვიწროვდება და მაღლდება და, პი- 

რიქით, ჯ-ს გაზრდით მრუდი დაბ- I)! 

ლდება და განიერდება. აღსანიშნა =. 

ვია, რომ თურმე ეს ცვლილება ისე- / I) 

თი თანაფარდობით ხდება, რომ რე- 

ზონანსული მრუდის მიერ შემოწე– 

რილი ფართი მუდმივია და არაა 

დამოკიდებული მილევის ლოგარით- 

მულ დეკრემენტზე. მართლაც, აღ- 

„ეუ 
!    

   
, 

ი ას ' 
1 / II 8%ი 
17 შთთღ." 

' 
  

ნიშნული ფართი ტოლი იქნება 2 ' -– 
ს L 

§= | I(0.იი.  (55,25) ნახ. 45 
“თ 

რადგან §:=Cთ – თე და თი იცვლება 0-დან C-მდე, ამიტომ ინტეგრალის საზღვ- 
რები აღებულია -- თე და თ-ს შორის. მაგრამ ინტეგრალქვეშა ფუნქციას მაქსი- 
მუმი აქვს §–:=0-ში, სხვაგან კი სწრაფად მცირდება, ამიტომ ინტეგრალის მნიძვ– 

ნელობა არსებითად არ შეიცვლება, თუ ქვედა საზღვარს – C-მდე გავავრცელებთ, 

მაშინ (55,20)-ის შეტანით ინტეგრალში ფართისათვის მივიღებთ მნიშვნელობას 

+ 

2 0 § 
კ= (29) 1. 5” > (+) (55,26) 

2/» +“+ა ჯL2 

ჩვენ ვხედავთ, რომ 7(0) მრუდით შემოსაზღვრული ფართი არაა დამოკიდებუ- 

ლი +-ზე. 

ვიპოვოთ ახლა შთანთქმული ენერგია. დამყარებული მოძრაობის დროს სა- 
შუალო ენერგია, რომელსაც ჰარმონიული ოსცილატორი დახარჯავს ხახუნის ძა- 
ლებზე, ტოლი იქნება იმ საშუალო ენერგიის, რომელსაც გარეშე ძალა აწვდის 

ოსცილატორს იძულებითი რხევის შესანარჩუნებლად. თანახმად (54,21) და (55,17) 

ფორმულებისა, ეს ენერგია ტოლია 1 

%=- IC), (55,27) 
2 

1 შეგვიძლია, აგრეთვე, ეისარგებლოთ (54,21) ფორმულით. 
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საიდანაც (55,20) ფორმულის გათვალისწინებით გვექნება 

#(9)= 21 _ 1 _ , (55,28) 
მუ: §I?-+V? 

როცა 9-0, შეიჭლება ავიღოთ თ =თ,კ, და მაშინ 

#60)=(21 => (55,29) 
2” / ში 

§ 56. მოძრაობა გარემოში 

განვიხილოთ ნაწილაკის მოძრაობის ისეთი შემთხვევა, როცა მასზე მოქმე- 
დებენ ხახუნის და გარე ძალები. იგულისხმება. მაშასადამე, რომ დრეკადი ძალები 
არ მოქმედებენ. სიმარტივის მიზნით შემოვისაზღვროთ ერთგანზომილებიანი მოძ- 

რაობით და, ვთქვათ, დისიპაციური ფუნქცია, რომლითაც გარემო ხასიათდება, 

სიჩქარის კვადრატული ფუნქციაა . 
§ჯ' 

=-–-. 56,! 2 (56,!) 

განვიხილოთ სამი მარტივი შემთხვევა: როცა ნაწილაკზე მოქმედი გარე ძალა #' 

ნულის ტოლია, როცა იგი მუდმივია და როცა მხოლოდ სიჩქარის ფუნქციაა. 

ზოგადი ერთგანზომილებიანი მოძრაობისათვის ლაგრანჟის განტოლება 

949 92L _ მL_ _ 9 2 > (56.2) 
წ... .. ძX 

მოგვცემს 
რიის წე 

»ოX+66X == –. (56,3) 
” 

შემოვიღოთ აღხიშვნა 

+... (56,4) 
” 

მაშინ მოძრაობის განტოლებას ექნება სახე 

X+X= >. (56.5) 
7 

დავუშვათ პირველად, რომ #=0, მაშინ 

Xჯ+%XX=0. (56,6) 

ამოხსნა ვეძებოთ »ჯ=(6' სახით. განტოლებაში შეტანით მივიღებთ §(§-X)=0, 

საიდანაც §=0 და §<–%7, ამიტომ ზოგად ამონახსნს ექნება სახე 

X=4+ 82” (56,7) 

სიჩქარე კი იქნება 

X=-–-%86“”,. (56,8) 

(/=0 დროს მოვითხოვოთ: X =Xე: და X=XV, მაშინ (56,8)-დან 8=-2+L, ხო- 
» 

ლო (56,7)-დან 4=Xე-+ %. ამგვარად, 
%X 
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X-X= 2) (1 –-/-4) (56,9) 
X 

და 

X=X)6“”, (56,10) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ ხახუნის ძალების გამო გარკვეული დროის გავლის შემ- 

დეგ სიჩქარე ნული გახდება (კერძოდ ექსპონენციალურად) და ნაწილაკი გაჩერ- 

დება Xე-დან “9 მანძილზე. 
X 

დავუშვათ ახლა, რომ მატერიალურ წერტილზე მოქმედებს მუდმივი გარეშე 
ძალა X =0003ს. ამ შემთხვევაში საჭიროა ამოიხსნას (56,3) მარტივი არაერთგვა- 

როვანი განტოლება, დავწეროთ ეს განტოლება ი=Xჯ სიჩქარისათვის 

ე-Xი= >. (56,11) 
7” 

ნათელია, რომ ამ განტოლების კერძო ამონახსნი იქნება ყ= # , ხოლო ზოგაჯი 
MX 

ამონახსნისათვის, თანახმად (56,8)-ისა, გვექნება 

= # | -M, (56,12) 
#7 

6 მუდმივი განესაზღვროთ საწყისი პირობით: 0= C, როცა (=0; მივიღებთ 

ი=ძ.– >, (56,13) 
+“ 

მაშასადამე, 

= ”+ (ყა– - )ი-«, (56,14) 
1)I# ჯ»”#» 

დიდი დროის გავლის შემდეგ მეორე წუვრი ნული გახდება და მოძრაობა იწარ- 

მოებს უ= # მუდმივი სიჩქარით. განვლილი მანძილის მისაღებად საჭირო იქნება 
I% 

(56,14)-ის ინტეგრაცია. 
დაბოლოს, განვიხილოთ შემთხვევა, როცა გარეშე ძალა ფუნქციაა სიჩქარის 

X= XV). მაშინ (56,11)-ს ექნება სახე 

ძი , „ყ= -! Xდ), (56,15) 
თ ჯ” 

ან 

ძი _ XV _ +, (56,16) 
ი ს 

საიდანაც 

ხ 

_– (56,17) 

+ დდ) – ს 
-% ” 

საწყისი პირობა ისეა შერჩეული, რომ როცა (=0, დ =ყე:. ინტეგრალის ამოხსნით 
ვიპოვით (= /(V), საიდანაც V-=დ(/), ხოლო »ჯ-ს ეიპოვით ამ განტოლების ინტეგ- 
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რაციით. კერძო შემთხვევაში, როცა #=0, მივიღებთ: X=Iი -> , რაც ემთ- 
ზ%ი 

ხვევა (56,10) ამოხსნას. ასევე მარტივად მივიღებთ #=00ს3L შემთხვევას. მართ- 
ლაც, (56,17) მოგვცემს 

= I –- ი , (56,18) 

# ) IX – %ყეი 
–_-”ჯი 

–-% თ. 

რომელიც გამარტივების შემდეგ დაიყვანება (56,14; ამონახსნზე. 

როცა ძალა სიჩქარის პირველი ხარისხის პროპორციულია X= 7X, მაშინ 
(56,17) ინტეგრალის გამოთვლით მივიღებთ (56,10) აძონახსნს, სადაც X შეცვლი- 

  

ლი იქნება C – 2) -ით. :მავე გზით შეგვიძლია განვიხილოთ მრავალი საინ- 
” 

ტერესო შემთხეევა.



მყარი სხეულის გექანჩკა 

ქვემოთ ორ თავს მივუძღვნით მყარი სხეულის მექანიკას. მყარი სხეულების 

მექანიკას დიდი მნიშვნელობა აქვს როგორც თეორიული, ისე პრაქტიკული თვალ- 

საზრისით. პრაქტიკაში ყოველი დანადგარი თუ მანქანა მყარი სხეულებისაგან 

შედგება და ყველგან საქძე გვაქვს მათი წონასწორობის ან მოძრაობის საკითხებ- 

თან. ამიტომაც მყარი სხეულების ფიზიკას ცალკე გამოეყო მთელი რიგი ტექნი- 

კური მნიშვნელობის დარგები, რომელთა გარეშე წარმოუდგენელია თანამედროვე 

საინჟინრო მეცნიერებანი. ჩვენ შევეხებით მყარი სხეულის მოძრაობის» და წონას- 

წორობის მხოლოდ ზოგად თეორიულ საკითხებს, რომელთაც დიდი მნიშვნელობა 

აქვთ ფ..ზიკის სხვადასხვა დარგში, 

თავი IX 

მყარი სსეულის კინემადიაა 

§ 57, თავისუფალი მყარი სხეული 

იდეალური მყარი სხეული წარმოადგენს ნაწილაკთა სისტემის ერთ მეტად 

მნიშვნელოვან შემთხვევას, როდესაც ნაწილაკთა ჯორის მანძილები უცვლელი სი- 

დიდეებია. ბუნებაში, რა თქმა უნდა, იდეალური მყარი სხეული არ არსებობს, 

ყოველი სხეული, რომელსაც ჩვენ ჩვეულებრივად „მყარს“ ვუწოდებთ, ყოველ- 
თვის განიცდის დეფორმაციასა და სხვადასხვა ცვლილებებს, მაგრამ პირველ მეახ– 

ლოებაში ხშირად შეგვიძლია დავუშვათ, რომ მის წერტილებს შორის მანძილები 

უცვლელია. მყარი სხეულის ყოველგვარ შინაგან ცვლილებებს დ.ა მის ფიზიკურ 

თვისებებს, რომელთაც უდიდესი მნიშვნელობა აქვთ თან-მედროვე ფიზიკაში, შე- 
ისწავლის სპეციილური დარგი, რომელსაც მყარი სხეულების ფიზიკა ეწოდება. 
ჩვენ დავკმაკოფილდებით მყარი სხეულის, როგორც მთლიანის, მექანიკური მოძ- 

რაობების შესწავლით. ამასთან შემდგომში, ზედმეტი მითითების გარეშე, მყარ 

სხეულებში ვიგულისხმებთ იდეალურ მყარ სხეულებს. 

მყარი სხეულის მდებარეობა სივრცეში შეგვიძლია დავახასიათოთ მისი სამი 

არაკოლინიარული წერტილით. ერთი წერტილით მის მდებარეობას ვერ დავახა– 

სიათებთ, რადგან შესაძლებელი იქნებოდა მყარი სხეულის ბრუნეა ამ წერტილის 

ირგვლივ; ორი წერტილის შემთხვევაში მყარ სხეულს “მეუძლია ბრუნვა ამ ორი 

წერტილის შემაერთებელი წრფის ირგვლივ. მესამე წერტილის დამატებით კი მისი 

მდებარეობა სივრცეში სავსებით დაფიქსირდება. ეს სამი წერტილი თავისუფალი 
რომ ყოფილიყო, გვექნებოდა ცხრა თავისუფლების ხარისხი. რამდენადაც ისინი 

ერთმანეთისაგან უცვლელი მანძილებით არიან დაცილებული, ამ (,ხრა სიდიდეს 
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ედება სამი ბმა, ამიტომ სულ დაგვრჩება ექვსი თავისუფლების ხარისხი, ამგვარად, 
თავისუფალი მყარი სხეული უნდა დავახასიათოთ ექვსი განზოგადებული კოორდი- 
ნატით. აღსანიშნავია, რომ ეს გარემოება დამოკიდებული არაა მყარი სხეულის 
შემადგენელ მატერიალურ წერტილთა რაოდენობაზე და ძალაში რჩება მაშინაც 
კი, როცა მყარი სხეული შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც უწყვეტი გარემო. 

როცა თვით მყარ სხეულზეა დადებული ბმები, მაშინ მისი თავისუფლების 
ხარისხთა რიცხვი ექვსზე ნაკლები იქნება. მაგალითად, როცა მყარი სხეული ისე 

მოძრაობს, რომ მასში აღებული ყოველი სიბრტყე თავისი თავის პარალელური 

რჩება, მაშინ მას ექნება სამი თავისუფლების ხარისხი. ხოლო როცა უძრავია მყა- 

რი სხეულის ორ წერტილზე გამავალი რაიმე წრფე, მაშინ მყარ სხეულს მხოლოდ 

ერთი თავისუფლების ხარისხი ექნება. კერძოდ, ეს იქნება ამ წრფის ირგვლივ 

ბრუნვის თავისუფლების ხარისხი, რომელიც განისაზღვრება ერთი მობრუნების 

კუთხით. 

განვიხილოთ თავისუფალი მყარი სხეული და გამოვარკვიოთ, როგორ უნდა 
შევარჩიოთ განზოგადებული კოორდინატები. ცხადია, ეს კოორდინატები შეიძლე. 
ბა შევარჩიოთ სხვადასხვანაირად. ნათელია, რომ მყარი სხეულის მდებარეობის 

დასახასიათებლად დაგვჭირდება ათვ- 
ლის ინერციული სისტემა Xი/?, 

რომლის მიმართაც განვიხილავთ 
მყარი სხეულის მოძრაობას. ამ სის– 

ტემას ვუწოდოთ უძრავი ათვლის 
სისტემა. როცა მყარი სხეულის მა- 

გიერ მატერიალურ წერტილს ვიხი- 
ლავდით, მაშინ ერთი ათვლის სის- 

ტემის შემოღება სავსებით საკმა- 

რისი იყო. მყარი სხეულის მოძ- 

რაობი აღსაწერად ხელსაყრელია 

დამატებით კიდევ ერთი სისტემის 

შემოღება, რომელიც უძრავად იქნე- 
ბა დაკავშირებული მყარ სხეულ- 
თან. მყარ სხეულს ბრუნვა რომ 

ნახ, 46 არ შეეძლოს, მაშინ მისი მდებარეო- 

ბის დასახასიათებლად უძრავი სის- 
ტემის მიმართ საკმარისი იქნებოდა სამი კოორდინატი, ე. ი. მდებარეობა განსა- 
ზღვრული იქნებოდა მყარი სხეულის რომელიმე ერთი წერტილით. მაგ“ამ მყარ 

სხეულს შეუძლია ბრუნვა ამ ერთი წერტილის ირგელიე, ამიტომ დამატებით და- 
გვჭირდება სამი პარამეტრი, რომლებიც განსაზღვრავენ მყარი სხეულის ორიენტა- 
ციას. ამ მიზნით ხელსაყრელია მყარ სხეულში ავიღოთ მეორე ათვლის სისტემა, 
რომელიც უძრავადაა დაკავშირებული მყარ სხეულთან და მასთან ერთად მონაწი- 

ლეობს ყოველგვარ მოძრაობაში. ამ ათვლის სისტემას ვუწოდებთ მოძრავ Lისტე- 

მას დ» აღვნიშნავთ X იყ” ასოებით, ამის შემდეგ ნათელია, რომ მყარი სხეულის 

ექვსი თავისუფლების ხარისხიდან სამი ახასიათებს მყარი სხეულის რომელიმე ერთი 
წერტილის (რომელშიაც მოთავსებულია მოძრავი სისტემის სათავე) მდებარეობას 
უძრავი სისტემის მიმართ, სამი კი განსაზღვრავს მოძრავი სისტემის ღერძების ორი- 
ენტაციას უძრავი სისტემის მიმართ. პირველი სამი კოორდინატი ახასიათებს მყა- 
რი სხეულის გადატანით მოძრაობას, მეორე სამი კი –– მის ბრუნვას. თუ ჩვენ 
გვაინტერესებს მყარი სხეულის მხოლოდ ბრუნვითი მოძრაობა, ამისათვის საკმა- 
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რისია მოძრავი და უძრავი სისტემების სათავეების დამთხვევა. ღერძების ურთი- 
ერთორიენტაციის განსასაზღვრავად ვიგულისხმოთ, რომ გადატანითი მოძრაობა 

არა გვაქვს და ორივე სისტემის სათავე ერთმანეთს ემთხვევა. ცხადია, ამ შემთხვე–- 

ვაში, მყარი სხეულის სივრცული ორიენტაციის განსაზღვრის საკითხი დაიყვანება 
მყარი სხეულის რომელიმე წერტილის კოორდინატებს შორის, მოძრავ და უძრავ 

სისტემებში, კავშირის დამყარებაზე. ანალიზური გეომეტრიიდან ცნობილია, რომ 

ასეთ კავშირს ამყარებს წრფივი ორთოგონალური გარდაქმნები. რომლებიც ხორ- 
ციელდება მიმართულების კოსინუსებით. 

წერტილის კოორდინატები მოძრავ და უძრავ სისტემებში შეგვიძლია დავა- 

კავშიროთ წრფივი ორთოგონალური გარდაქმნით 

3 

=3 ი, ი: (=1, 2, 3) (57,1) 
#-1 

სადაც ი, კოეფიციენტები წარმოადგენენ მიმართულები» კოსინუსებს; ისინი 

აკმაყოფილებენ ორთო-ნორმირების პირობებს 

სა > ია=2) რეი 0,,=6,ჯ: (57,2) 

' ( 

მაშასადამე, ცხრა მიმართულების კოსინუსს ედება ექვსი პირობა, ე. ი. მათგან 

დამოუკიდებლად შეგეიძლია ავირჩიოთ მხოლოდ სამი, 
მიმართულების კოსინუსები ადგენენ გარდაქმნის მატრიცას 

0)1 01 ძ)ვ 

4=| 0ი., იჯ თავ | · (57,3) 

რეჯ რეი ძევ 

შევნიშნოთ, რომ შებრუნებულ გარდაქმნას ექნება შემდეგი სახე: 

ვ 
=%6M- (C=1, 2, 2) (57.4) 

L91 

შესაბამისი გარდა)მნის მატრიცა იქნება 4 მატრიცის ტრანსპონირებული 

- თ.) ძვ თვ) 

2 ძვ რვ | · (57,5) 

0კვ ძავ ძვვ 

კერძო შემთხვევაში, როცა გარდაქმნის მატრიცას აქვს სახე 

ლ0§5დ §5)ხდ ი) 

4-(- ყ§(იდ იი5დ 0 

0 0 1. 

(57.6) 

შესაბამის წრფივ ორთოგონალურ გარდაქმნას ექნება გამოხატულება 

X.=X 605დ+X, 510 დ, 

Xე=–-- X, 510 დ+X, :05C, (57,7) 

Xვ = Xვ. 

რომელიც წარმოადგენს შტრიხიანი სისტემის მობრუნებას Xა ღერძის, ირგვლივ დ 
კუთხეზე სა-აათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით, შებრუნებუ- 

ლი გარდაქმნის მატრიცას ექნება, სახე., 
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ლ05დ – არდ 0 

>» C0§ დ ი). (57,8) 

0 0 1 

შესაბამისი წრფივი გარდაქმნა კი იქნება 

X,=X, 005 დ –– X: 511 დ, 

Xგ=X, 8511 დ -++Xე 00§ C, (57,9) 

+X=Xე, 

აღსანიშნავია, რომ (57,1) გარდაქმნა საკოორდინატო ღერძების მობრუნების 

გარდა შეაცავს ინვერსიასაც – არეკვლას სისტემის სათავის მ-მართ!. ამ ”შემთხვე- 

ვაში ი,,=–- 0, და 

“ა
 

X=- მზზაილ–-%. (57,10) L 
აღვნიმნოთ, როე ამ ორი გარდაქმნის (მობრუნება და ინვერსია! შესაბამისი გარ- 

დაქძნის მატრიცის დეტერმინანტები #(ი) ერთმანეთისაგან განსხვავდება ნიშნით; 

კერძოდ 

» ”- 

#(თ)= +1, მობრუნებისათვის, 

4(თ)=–-1, ინვერსიისათვის. 
(57,11) 

დაბოლოს შევნიშნოთ, რომ, თუ გვაქვს ორი თანმიმდევრული მობრუნება, 
რომელთაგან პირველს შეესაბამება 4 მატრიცა, მეორეს კი 8, საერთო მობრუ- 
ნება კვლავ წრფივი ორთოგონალური გარდაქმნით გამოიხატება, რომლის ”ესაბა- 

მისი გარდაქმნის მატრიცა იქნება C=# 4. ამასთან, შეენიშნოთ, რომ #4 1.8. 

რამდენადაც შტრიხიანი სისტემის ღერძების ორიენტა(იის განსაზღვრა ეკვი- 

ვალენტურია მყა”ი სხეულის სივ-ცული ორიენტაციის განსახღვრისა (გავიხსე- 

ნოთ, რომ შტრისიანი სისტემა უძ“ავადაა დამაგრებული მყარ სხეულში). იმდენად 

მყარი სხეულის ორიენტაცია უძრავი ათვლის სისტემის მიმართ “შეგვიძლია დავა- 

ხასიათოთ ცხრა მიმართულების კოსიწუსით. მაგრამ მიმართულების კოსინუსების 

გამოყენება განზოგადებული კოორდინატების სახით მოუხერხებელია, რასდენადაც 

ისინი ერთმანეთისაგან დამოუკიდებელნი არ არიან. ამიტომ მიმართულების კოსი- 

ნუსხების ნაცვლად მყარი სხეულის Lიერცეში ორიენტაციის დასახასიათებლად იყე- 

ნებენ სხვა სიდიდეებს. ასეთი სიდიღეებია, მაგალითად, ეილერის კუთხეები, რო- 

მელთაც ”მემდეგ პარაგრაფში განვიხილავთ. 

§ 58. ეილერის კუთხეები 

როდესაც მოძრავი და უძრავი ღერძების ურთიერთორიენტაციას მიმართუ- 

ლების კოსინუსებით ვახასიათებთ, მაშინ, როგორც დავინახეთ, საქმე გეაქვს გარ- 

კვეულ სირთულესთან, რომელიც ხელს გვიშლის მყარი სხეულის მოძრაობა აღვ- 

წეროთ ლაგრანჟის განტოლებებით, რამდენადაც მიმართულებას კოსინუსები და- 

მოუკიდებელი სიდიდეები არაა. ჩვენ გვჭირდება სამი პარამეტრი, იმ დროს, როცა 

გვაქვს ცხრა მიმართულების კოსინუსი. ამიტომ საჭიროა სხვა სიდიდეების შემო- 

ღება ღერძების ურთიერთორიენტაციის დახასიათება შეიძლება მრავალნაირი 

გზით, მაკრ:მ მათგან ყველაზე მოსახერხებელი არის ეილერის კუთხეებით სარგებ- 

ლობა. რადგან ახლა ჩვენ გვაინტერესებს მხოლოდ ღერძების ურთიერთორიენტა- 

1 უნდა აღინიშნოს, რომ ინვერსიას მყარი სხეულის არაეითარი მოძრაობა არ ”შეესაბამება, 
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ციის საკითხი, ვიგულისხმოთ, რომ უძრავი და მოძრავი სისტემის სათავეები ერთ- 

მანეთს ემთხვევა. გარდა ამისა, ეილერის კუთხეებს, როგორც წესი, განმარტავენ 

მარჯვენა სისტემაში, ამიტომ ჩვენც ეს სისტემა ავირჩიოთ. ეილერის კუთხეები გან– 
საზღვრავს სამ მობრუნებას, რომელთა თანმიმდევრული გამოყენებით ერთი ნების– 

მიერი დეკარტის სისტემიდან გადავალთ მეორეზე. ვთქვათ, მოცემულია X”, ყ”, 2” 

სისტემა, რომელსაც აქვს გარკვეული ორიენტაცია X, ყ, 7 სისტემის მიმართ. და- 

საწყისში დავუშვათ, რომ უძრავი და მოძრავი სისტემის ღერძები ერთმანეთს 

ემთხვევა და ვაჩვენოთ, როგორი ბრუნეები უნდა განვახორციელოთ, რომ მოძრავ- 

მა სისტემამ მიიღოს X»”, ყ”, 2? ღერძების ნებისმიერი მოცემული ორიენტაცია. ჩვენ 

ვაჩვენებთ, რომ ამისათვის საკმარისია თანმიმდევრობით განვახორციელოთ ეილე– 

რის სამი დ, 0, სტ კუთხით გარკვეული წესით მობრუნება. 

     ა) 
ნახ. 47 

მოვაბრუნოთ მოძრავი სისტემა « ღერძის ირგვლივ დ კუთხეზე საათის ისრის 

საწინააღმდეგო მემართულებით. მივიღებთ მოძრავი "ღერძების წ. უ, 2 ორიენტა- 
ციას (ნახ. 47). შემდეგ მიღებული სისტემა მოვაბრუნოთ წ6 ღერძის ირგვლივ 0 
კუთხეზე, საათის ისრის საწინააღმდეგო მიმართულებით. შედეგად უძრავი და მო- 
ძრავი სისტემების Xიყ და =იუ სიბრტყეები ერთმანეთს გადაკვეთენ 6 ღერძზე, 

რომელსაც კვანძთა ღერძს უწოდებენ. მისი მიმართულება განისაზღვრება ი= IV, III 
ვექტორული ნამრავლის მიმართულებით, LX და LV” უძრავი და მოძრავი სისტემების 
2 ღერძების ორტებია, 

დაბოლოს მოძრავი სისტემა მოვაბრუნოთ 2” ღერძის ირგვლივ ს კუთხეზე, 
კვლავ საათის ისრის მოძრაობის საწინააღმდეგო მიმართულებით. მივიღებთ 
Xს ყ”, 2 სისტემის საძიებელ ორიენტაციას. 47-ე ნახაზზე ეს მობრუნებები გამო- 
ხატულია ცალკეული ოპერაციების სახით. უძრავი და მოძრავი სისტემების საბო- 
ლოო ორიენტაცია მოცემულია გ) შემთხვევაზე. დ, მ, დ-ს ეილერის კუთხეები 
ეწოდება. ცხადია, ისინი იცვლება შემდეგ ფარგლებში: 

0<0<» 0ჯ:დთდ-2», 0-4%..2», (18,1) 

აღსანიშნავია, რომ ავტორთა ერთე ნაწილი ამ კუთხეებს მარცხენა სისტე- 

მაში განსაზღვრავს, მეორე კი –– მარჯვენაში. ამასთან, ხშირად პირველი მობრუ- 

ნება აითვლება ყ ღერძიდან, კუთხეთა ათვლა კი საათის ისრის მოძრაობის მიმარ- 
თულებით ხდება. ამიტომ, ასეთი სხვადასხვა გზით განსაზღვრული ეილერის კუთ- 
ხეებით გამოთვლილი შედეგების შედარებისას გარკვეული სიფრთხილე გვმართებს. 

დავაკავშიროთ ახლა ეილერის კუთხეები მიმართულების კოსინუსებთან. ამი- 
ხათვის საკმარისია ზემოთ განხილული. მობრუნებების ანალიზურად ჩაწერა. მობ- 
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რუნება 2 ღერძის ირგვლივ დ კუთხეზე, რომლის შედეგად ვიღებთ ახალ #. წ, » 
ორიენტაციას, ასე ჩაიწერება: 

ნ=Xჯილ00§დ-LV5I0«. 

თ=-– X5)ს დ-+V005%, (58,2) 

#=წ7. 

ეს წრფივი გარდაქმნა ხასიათდება მატრიცით 

ლიად §)0Cდ 0 

ი -(– ყიდ ილ005დ ი) · (58,2) 

0 0 1 

შემდეგ მობრუნება მოვახდინოთ § ღერძის ირგვლივ მ კუთხეზე, მივიღებთ ღერ- 

ძების „”, 6”, თ» ორიენტაციას, ამიტომ გვექნება გარდაქმნის ფორმულები 

C=ნწ, 
თ» =»I)6050+7/310 80, (58,3) 

2 =-–7წ73500+7008 80. 

ამ მობრუნებას შეესაბამება მატრიცა 

1 0 0 

ლს -(ი 00950 810 '| · (58,3') 
0 – 500 იძი§ჩ 

და ბოლოს 2? ღერძის ირგვლივ მობრუნებისას ვღებულობთ მოძრავი სისტემის 

X', MV, დ საბოლოო ორიენტაციას 

X =ხ005თ+%' §IM 8, 

ყ'=– 6510 დ+»” 6039, (58,4) 
, 

2 =72. 

სათანადო მობრუნებას შეესაბამება შემდეგი მატრიცა: 

ლივსეტ ვ800ტ 0 

თა=| –-ვსტ ლ0§ს 0|I. (58,5) 

თ 0 0 1 

(58,2 ფორმულებიდან §, უ, ხხ შევიტანოთ (58,3)-ში, იქიდან განსაზღვრული 

C 79, 2 კი (58,4)-ში. მარტივი დაჯგუფების შემდეგ, თუ მიღებულ შედეგს 

შევადარებთ (57,1) ფორმულებს, მივიღებთ 

0ი,1=005C 0050 –– §)იდ0090 51) თ, 

ი)= 510 დ 005 (ს + (05 დ 005 0 31ი დ, 

ისავ=815 0510 0, 

ძა,=– 0089Cთ 510 ს -– 510 დ0050005V, 

ძა:ე==–– 510 დ 810 დ-I- C05 დ 00§ 0 005 V. (58,6) 

ძე:ვ=8510 0 ლი5C, 

ძვ) = 5) დ §10 0, 

თვე= –– 009595109 0, 

თვვ= 00380,



მაშასადამე, სრული გარდაქმნის მატრიცას ექნება სახე: 

– 008C 810 თ-–51იდ 6050 იივს –81იდ §1ი0+ (0§დ C050 (09) 8100 C09“ 

810იდ 510 0 –- 20056 51ი 0 ლ088 

ეს მატრიცა ახასიათებს მყარი სხეულის ნებისმიერ ბრუნვას წერტილის ირ– 

გვლივ. თუ გავიხსენებთ მატრიცათა გამრავლების წე:ს, ადვილად შევამოწმებთ, 

რომ (58,7) მატრიცა წარმოადგენს ღერძების ირგვლივ ცალკეული მობრუნების 

შესაბამისი მატრიცების ნაჭჰრავლს. სახელდობრ, 

0 =Cა თე). (58,8) 

აქვე აღვნიშნოთ, რომ ეილერის კუთხეების გარდა მყარი სხეულის ორიენ– 

ტაციის დასახასიათებლად გამოიყენება სხვა პარამეტრებიც, რომელთა შმორის გან–- 

საკუთრებული მნიშვნელობა აქვს კეილი-კლეინის პარამეტრებს. ჩეენ ამ პარამეტ- 

რებს არ განვიხილავთ, ოღონდ აღვზიშნავთ, რომ ისინი ეილერის კუთხეებთან შემ- 

დეგნაირად არიან დაკავშირებული: 

( 003 დ 005%- 9IIდ 0050 )იტ §1I0Cთ0090+005C00§0581ის §1ი0 თX) 

(58,7) 

»-დ 
2 

  | + I 3 _. 
თ=4 005 ---, 8=16 

.. მ 
შხ 

(58,9) 
% 22 -|Xა-დ =4242: 

ყი, ხ=ტ ' 89 

2 2 

კეილი-კლეინის ამ ოთხი თ, 3, /, 6 პარამეტრიდან დამოუკიდებელია მხო– 

ლოდ სამი. ამ პარამეტრებს დიდი გამოყენება აქვთ ჯგუფთა თეორიასა და კვან- 

ტურ მექანიკაში. 

§ 59, მყარი სხეულის ბადატანითი ლდა ბრუნვითი 

მოძრაობანი 

მყარი ს ეულის ყოველი მოძრაობა დაიყვანება ორ უმარტივეს მოძრაობაზე: 

გადატანით და ბრუნვით მოძრაობაზე. 
მყარი სხეულის გადატანითი მოძრაობა ეწოდება ისეთ მოძრაობას, როცა 

სხეულის ნებისმიერ ორ წერტილზე გავლებული სწორი გადაადგილდება თავის 

  

ნახ. 48 

პარალელურად. ვთქვათ, § მომენტში 48 სწორს, რომელაც მყარი სხეულის 4 
და 8 წერტილებზე გადის, უკავია მდებარეობა, რომლის ბოლო წერტილები გან- 

20)



საზღვრულია #, და „ვ რადეუსვექტორებით. 4, დროის გავლის შემდეგ სხეული 
გადაადგილდება და 48 სწორი დაიკავებს ახალ #-”/,8' მდებარეობას. რადგან მყა- 

სხეულის განმარტებით 2478 = 48, ხოლო გადატანითი მოძრაობის განმარ- 

ტებით 4,8 პარალელურია 4” 8”-ის, ამიტომ 

    

    

    

ა, = ბე. (59,1) 

ოლობას ორივე მხარეს გაკყყოფთ გავლილ 2 დროზე და გადავალთ 

ცა M --0, მივიღებთ 
V.=Vე, (59,2) 

სადაც V„ და V, 4 და” 8 წერტილების სიჩქარეებია. რადგან ,#4 და ჯ მყარი 
სხეულის ნებისმიერი წერტილები იყო, ამიტომ მივიღეთ შედეგი: მყარი სხეულის 

გადატანითი მოძრაობის დროს ყოველ მომენტში ყველა წერტილის სიჩქარე ერთ- 
მანეთის ტოლია. ამიტომ M/, თავისუ კალი ვექტორია და შეგვიძლია მოვდოთ 

მყარი სხეულის ნებისმიერ წერტილში. მყარი სხეულის გაღატანითი მოძრაობის 

დროს მისი ყოველი წერტილი აღწერს კონგრუენტულ ტრაექტორიებს, ე. ი. ყველა 
ამ ტრაექტორიის დამთხვევა შეიძლება პარალელური გადატანის საშუალებით. 

(59,2 ტოლობის გაწარმოებით დროთი მივიღებთ 

9V.. _ ძVი 
ძ თ! 

ამრიგად, ყველა წერტილის სიჩქარეთა ტოლობიდან გამომდინარეობს, რომ გადა- 

ტანითი მოძრაობის დროს მყარი სხეულის ყველა წერტილის აჩქარებებიც ტოლია. 
ამის გამო მყარი სხეულის გადატანითი მოძრაობა სავსებით შეგვიძლია დავახასია- 
თოთ მისი მხოლოდ ერთი წერტილის, მაგალითად, სიმძიმის ცენტრის მოძრაო- 

ბით, მყარი სხეულის სიმძიმის ცენტრი ისევე განიმარტება როგორც) ნებისმიერი 
მექანიკური სისტემის სიმძიმის ცენტრი, სახელდობრ, სიმძიმის ცენტრის რადიუს- 

ვექტორისათვის გვექნება 

(59,3) 

ჩ,-=V, (59,4) 
–/ 

მაგრამ, ხშირად, მჟალ სხეულს განიხილავენ უწყვეტი გარემოს სახითაც. ამ შემ- 

თხვევაში საკმარისია სხეულის მატერიალური წერტილის ჯ»), მასა შევცვალოთ ი/IV” 

ელემენტარულ ძ»” მოცულობაში მოთავსებული მასით (6 არის მასის სიმკვრიეე), 

ხოლო ჯამი –– ინტეგრალით. ასე რომ, უწყვეტი მყარი სხეულის შემთხვევაში მისი 

სიმძიმის ცენტრი განისაზღვრება ფორმულით 

/ 0(0) წიV 

#00» 

მჟუარი სხეულის ბრუნვა ღერძის ირგვლივ. თუ მყარი სხეული ისე მოძრაობს, 

რომ მისი რომელიმე ორ წერტილი უძრავია, მაშინ უძრავი დარჩება ყველა ის 

წერტილიც, რომლებიც მდებარეობენ ამ ორ წერტილზე გამავალ წოფეზე. ასეთ 
მო4რაობას უწოდებენ მყარი სხეულის ბრუნვას ღერძის გარშემო, აღნიშნულ წრფეს 

კი –– ბრუნვის ღერძს ადვილად დავამტკიცებთ, რომ ღმ შემთხვევაში მყარი სხეუ 

ლის ყოველი წერტილი მოძრაობს წრეზე, რომელიც მდებარეობს ბრენვის ღერ- 

ძის მართობ სიბრტყეში და რომლის ცეტრი ძევს ბრუნვის ღერძზე. 

მყარი სხეულის ხრუნვის სიჩქარე შეგვიძლია დავახასიათოთ ორწახნაგა კუთ- 

ხის ცვლილებით დრო ში, ეს ორწახნაგა კუთხე შექმნილია სიბრტყეებით, რომლე- 

(7. 

L. = (59,5)



ბიც ბრუნვის ღერძზე იკვეთება. ამასთან, ერთი სიბრტყე უძრავია, მეორე კი სხეულ- 

თან ერთად ბრუნავს. ამ კუთხეს მობრუნების კუთხეს უწოდებენ. სიდიდეს 

თ=99% (59,6) 
V/) 

უწოდებენ ბრუნვის კუთხურ სიჩქარეს. ძდ არის კუთხის უსასრულოდ მცირე 
ნაზრდი, რომელიც სიდიდით ახასიათებს შემობრუნების ზომას, მიმართულებით 

კი ბრუნვის ღერძს ემთხვევა. ძდ (და რაც 
იგივე· თ) მიმართულება განისაზღვრება 

ბურღის წესით. სახელდობრ, მისი მი- 

მართულება და ბრუნვის მიმართულება 

უნდა შეესაბამებოდეს ბურღის მოძრაო- 
ბას, ამასთან, მარჯვენა სისტემაში თ-ს 

მიმართულება განისაზღვრება მარჯვენა 

ბურღის წესით, მარცხენა სისტემაში კი–– 

მარცხენათი (რადგან იგი აქსიალური ვექ- 
ტორია). 

ახლა ვიპოვოთ, რის ტოლია მყარი 

სხეულის ნებისმიერი წერტილის ხაზოვა- 

ნი სიჩქარე, როდესაც იგი ბრუნავს ღერ- 

ძის გარშემო. რადგან ყოველი წერტილი 

მოძრაობს ღერძის მართობ სიბრტყეში 

მოთავსებულ წრეზე, ამიტომ ნახ. 50- -დან 

  

  
ნახ. 49 

ნათელია, რომ ღერძის ნებისმიერი წერტილიდან გავლებული სხეულის ნებისმი- 

ერი წერილის რადიუსვექტორის ნაზრდი ძI სიღი- 

ძX დით ტოლია 

სიბრტყისა, 

  

  

I 0C|=ჯ 5)0 0 I ძდI. (59,7) 

აშკარაა, რომ #L მართობია L და ძდ-ზე გამავალი 

ამიტომ 

ი+;=Iძდ, LI, (59.8) 

საიდანაყ), თ(-ზე გაყოფის შემდეგ, მივიღებთ 

V =IC), LI. (59,9) 

ეს ფორმულ ა განსაზღვრავს მყარი სხეულის ნების- 
მიერი წერტილის ხაზოვან სიჩქარეს, ცხადია, ეს 

სიჩქარე სხვადასხვა წერტილისათვის სხვადასხვაა. 

თუ (59,9)-ს გავამრავლებთ სკალარულად თ-ზე. 

ნახ. 50 მივიღებთ (V. თ)-=ე. ასევე გვექნება (L, V) =0, ე. ი. 
სიჩქარე მართობია როგორც ბრუნვის ღერძისა. ისე 

L-ისა. როკა სხეული ბრუნავს მუჯმი,ი კუთხური სიჩქარით, ამბობენ, რომ 

სხეული ბრუნავს თანაბრად. ცხადაია, რომ ამ შემთხვევაში მობრუნების კუთხე 

მოიძებნება ფორმულით 

დ=V/+დე. (59,10) 
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სადაც დე საწყისი მობრუნების კუთხეა. მყარი სხეულის არათანაბარი ბრუნვის 
დასახასიათებლად შემოაქვთ კუთხური აჩქარების ცნება. მყარი სხეულის კუთხურ 
აჩქარებას უწოდებენ კუთხური სიჩქარის წარმოებულს დროით, ე. ი. 

იი 50 59,11 ჯ მ! ( ) 

ვინაიდან თი ვექტორი ყოველთვის ბრუნვის ღერძზე მდებარეობს, ამიტომ ჯX ვექ– 
ტორიც ბრუნეის ღერძზე მოთავსდება, ამასთან მისი მიმართულება დაემთხვევა თ 
ვექტორის მიმართულებას, როცა თ სიდიდით ზრდადია, ხოლო მისი საწინააღმდეგო 

მიმართულება ექნება, როცა თ სიდიდით კლე- 

ბადია. როცა სხეული ბრუნავს მუდმივი აჩქა- 

რებით, ამბობენ, რომ სხეული ასრულებს თა- 

ნაბრადაჩქარებულ ბრუნვას. ცხადია, რომ ამ 

შემთხვევაში მობრუნების კუთხე ასე გამოიხა- 

ტება: 

ჯ" დ= 2 I ძი“ თი, (59,12) 

სადაც X მუდმივი აჩქარებაა, თე საწყისი კუთ- 
ხური სიჩქარეა, ხოლო თე –- საწყისი მობრუ- 
ნების კუთხე. ახლა მოვნახოთ მბრუნავი სხეუ- 

ლის ნებისმიერი წერტილის აჩქარება. აღებული 

ნახ. 51 წერტილი სხეულის ბრუნვის დროს შემოსწერს 

წრეხახს, რომლის რადიუსი 7:-ით აღვნიშნოთ. 

ვისარგებლოთ აჩქარების დაშლით მხებ ღა ნორმალურ მდგენელებად. ვიპოვოთ 

  

2 
ჯებ ნორმალური მდგენელი. იგი, როგორც ვიცით, უდრის IV7V„= + ან, რად- 

გან ყე = 770) =ჯთ §1VM, 
II”, = 1201. (59,13) 

მხები აჩქარებისათვის კი გვაქვა 

I, 49 ურ > იი (59,14) 
თ რ 

ნორმალური აჩქარება-მიმართულია წრის რადიუსის გასწერიე, ბრუნვის ღერძისა- 

კენ (ნახ. 51), მხები აჩქარება კი –– წრისადმი მხების გასწვრივ; ამასთან, იგი გა- 

ჰყვება სიჩქარის მიმართულებას, როცა ეს უკანასკნელი სიდიდით მატულობს (აჩ- 

ქარებული ბრუნვა) და მისი საწინააღმდეგო იქნება, როცა სიჩქარე სიდიდით კლე- 

ბულობს (დაზმული ბრუნვა). ცბაადჯია, რომ მბრუნავი მყარი სხეულის აღებული 

წერტილის სრული ახქარება სიდიდით განისაზღვრება შემდეგნაირად: 

IV |= 7 I/ თ1+7?, (59,15) 

ხოლო იმ კუთხისათვის, რომელსაც აღებული წერტილის აჩქარება ქმნის ამ წერ- 

ტილის სიჩქარესთან, გვექნება 
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  = -, (59,16) 

აღებული 4# წერტილის აჩქარების მოსაძებნად შეიძლებოდა გვესარგებლა (59,9) 

ფორმულითაც, მართლაც, გვაქვს 

V=9% – 4 I, ი- ჯ. '+ I. ძ I. (59,17) 
ძ! ძ! ძ! თ! 

მ:გრამ + -V, ამიტომ, იგივე (59,9) ფორმულის გამოყენებით, გეექნება 

V =I#X. IL)+Lთ, (თ, LII. (59,18) 

ვექტორული ანალიზიდან ცნობილია, რომ (თ, (CV, II) = 9, L) –– წო?, ამიტომ 

VV = (IV. L)+Cთ(თ, L) –– ”თ?. (59,19) 

შემოვიღოთ ერთეულოვანი ვექტორი თე, მიმართული თ კუთხური ეექტორის გა- 
სწვრივ, მაშინ 

თ (თ, ”) –– #C1= CV? (იე (თე, I) –– I), (59,20) 

მაგრამ (თ.ა, 7) წარმოადგენს L ვექტორის გეგმილს ბრუნვის ღერძზე, ხოლო 

სხვაობა 

«ე (თე, ს) –– „=0C -– 0#= #C. (59,21) 

ამიტომ 

VV = (X, LI) + #Cთ", (59,22) 

პირველი წევრი გამოხატავს მხებ აჩქარებას, რომელიც სიდიდით უდრის X' §|ი 0 = #X 
დღა მიმართულია: X და L ვექტორების მართობულად, ე. ი. მიმართულია წერტი- 
ლის მიერ შემოწერილი წრისადმი მხების გასწვრიე, ხოლო მეორე წევრი კი ნორ- 
მალური აჩქარებაა. იგი სიდიდით უღრის IV" და მიმართულია წრის რადიუსის 

გასწვრივ ბრუნვის ღერძისაკენ. 

მჟარი სხეულის ბრუნვა წერტილის ირგვლივ. განვიხილოთ მყარი სხეულის 

ისეთი მოძრაობა, როცა მისი ერთი წერტილი უძრავია. შეიძლება დამტკიცდეს, 
რომ ყოველგვარი ასეთი მოძრაობა შეგვიძლია დავიყვანოთ ამ წერტილზე გავლე- 
ბული ღერძის ირგვლივ მობრუნებაზე. ამ დებულებას დალამბერის თეორემას უწო- 

დებენ. 
დამტკიცების მიზნით ავიღოთ მყარი სხეული და ვიგულისხმოთ, რომ მისი 

რომელიმე 0 წერტილი უძრავია. აშკარაა, მაშინ მყარ სხეულს შეუძლია მხოლოდ 

ბრუნვა ამ წერტილის ირგვლივ. 0 წერტილიჯან, როგორც ცენტრიდან შემოვწე- 
როთ სფერო და ამ სფეროზე ავიღოთ ორი ,I, და 8, წერტილი. მაშინ ამ ორი 
წერტილითა და 0 ცენტრით სავსებით განისაზღვრება მყარი სხეულის მდებარეო- 

ბა სივრცეში. რადგან პირობით 0 წერტილი დამაგრებულია, ამიტომ მყარი სხეუ- 
ლის მდებარეობის განსასაზღვრავად საკმარისია #,8, რკალის მდებარეობის ცოდ- 
ნა, ვთქვათ, სხეული ამოძრავდა და #, 9, რკალმა მიიღო 4:18: მდებარეობა. შე- 

ვაერთოთ .4,, 4გ და ასეეე 18, 8; წერტილები დიჯი წრის რკალებით და ამ რკა- 
ლების შუა 4” და #” წერტილებზე ორთოგონალურად გავატაროთ დიდი წრეები. 
მაშინ ეს წრეები გადაიკვეთება ს ფეროს ზეჯაჰირზე რაიმე 0, წერტილში. ეს წერ– 
ტილი თანატოლი მანძილით იქნება დაცილებული როგორც „I, და 4, ისე XI, 

და 9კე წერტილებიდან. გარდ. ამისა, რადგან 4,8, დ: 2.8; რკალები ტოლია, 

ამიტომ ნახ. 52-ხე 0' 48. და 0” 4,8, სფერული სამკუთხედები ერთმანეთის 
ტოლი იქნება. 
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თუ 4,0” 8, მთლიან კუთხეს რიგრიგობით გამოვაკლებთ თ კუთხეს, მივრ- 

ღებთ ერთხელ 4,0” 4, კუთხეს, მეორედ კი 18.0” #.-ს, ე. ი. გეექნება 410” 4, 
და 8,0“.4, სფერული კუთხეების ტოლობა. აქედან კი ნათელია, რომ, თუ მყარ 

სხეულს მოვაბრუნებთ 00” ღერძის ირგვლივ 4,C 4ე ან, რაც იგივეა, 1,0" 8» 
კუთხით, მაშინ „(,: წერტილი დაემთხვევა 27, წერტილს, ხოლო #, წერტილი 

ს.ს და, მაშასადამე, სხეულის ახალი 

მდებარეობა მიღებული იქნება ერთი მო–- 

ბრუნებით 00” ღერძის ირგვლივ, რაც 

ამტკიცებს დალამბერის თეორემას. 

ნათელია, რომ მყარი სხეულის რაი- 

მე სასრულ კუთხეზე მობრუნება უძრავი 

წერტილის ირგვლივ შეგვიძლია განვიხი- 

ლოთ, როგორც მთელი რიგი უსასრუ- 

ლოდ მცირე მობრუნებების ერთობლიო- 
ბა. თითოეული ასეთი მცირე მობრუნება, 

დალამბერის თეორემის თანახმად, წარ- 

მოიდგინება როგორც ბრუნვის წერტილ- 

ზე გამავალი ღერძის ირგვლივ უსასრუ- 

ლოდ მცირე მობრუნება. ბრუნვის ღერძს, 

რომლის ირგვლივაც წარმოებს აღებულ მომენტში ასეთი უსასრულოდ მცირე მო- 

ბრუნება, მყარი სხეულის მკისა ღერძს უწოდებენ, შესაბამის კუთხურ სიჩქარეს 
კი – ბრუნვის მყისა კუთხურ სიჩქარეს. ცხადია, რომ ამ ღერძის მიმართულება, 

საზოგადოდ, ცვალებადია როგორც უძრავი სისტემის, ისე სხეულში მოთავსებული 

სისტემის მიმართაც, ამიტომ მას მვისა ღერძს უწოდებენ, აქ ჩატარებული მსჯე- 

ლობიდან აშკარაა, რომ მყარი სხეულის წერტილის ირგვლივ ბრუნვის შემთხვე- 
ვაში მისი ნებისმიერი წერტილის სიჩქარე 

ყოველ მომენტში განისაზღვრება ისევ 

(59,9ეყ9( ფორმულით, სადაც თ-ში უნდა 

ვიგულისხმოთ ბრუნვის მყისა კუთხური 

სიჩქარე. 

მყარი სხეულის ნებისმიერი მოძ- 

რაობა, ახლა განვიხილოთ მყარი სხეუ- 

ლის ნებისმიერი მოძრაობა. მყარი სხეუ- 

ლის ნებისმიერი მოძრაობა ყოველ მო- 

მენტში შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ რო- 

გორც შემდგარი ორი მოძრაობისაგან. 

ერთია მისი სიმძიმის ცენტრის (ან სხვა 

რომელიმე წერტილის) გადატანითი მოძ- 

რაობა და მეორე – სიმძიმის ცენტრის 

ირგვლივ მობრუნება. ავიღოთ მყარი სხეუ- 

ლის რომელიმე 4 წერტილი და მისი ნახ, 53 

რადიუსვექტორები უძრავი და მოძღავი 
სისტემების მიმართ, შესაბამისად, აღვნიშნოთ L” და I. მაშინ 4 წერტილის სივრ- 

ცეში უსასრულოდ მცირე გადაადგილება წარმოადგენს ორი გადაადგილების შე- 

დეგ». ერთია ინერციის ცენტრის უსასრულოდ მცირე ძის გადაადგილება და მეო– 

რე –– ინერციის ცენტრის მიმართ უსასრულოდ მცირე მობრუნებით გამოწვეული   

ნახ. 52 
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გადაადგილება (ძდ, +), სადაც ძდ არის მობრუნების უსასრულოდ მცირე კუთხის 

ვექტორი მყისა ღერძის მიმართ. ამგვარად, 

ძ”= ძM+ Iძდ, LI, (59,23) 

რაც ძI-ზე გაყოფის შემდეგ გვაძლევს: 
V=V+-L(C), II). (59,24) 

V არის მყარი სხეულის ინერციის ცენტრის სიჩქარე. ამგვარად, მყარი სხეულის 

ნებისმიერი წერტილის სიჩქარე უძრავი სისტემის მიმართ შეგვიძლია წარმოვიდგი- 

ნოთ როგორც სხეულის გადატანითი მოძრაობის სიჩქარისა და ბრუნვის ხაზოვანი 

სიჩქარეების ჯამი, უნდა გვახსოგდეს, ჯრომ (59,243 ფორმულაში V-ში შეგვიძ- 

ლია გიგულისხმოთ მყარი სხეულის ნებისმიერი წერტილის გადატანითი მოძრაო- 

ბის სიჩქარე და არა მაინცა და მაინც ინერციის ცენტრის სიჩქარე, მაგრამ მაშინ 

ბრუნვაც უნდა განვიხილოთ ამ წერტილში გამავალი ღერძის ირგელივ. ) 

თუ ჩვენ მყარი სხეულის იმავე 4 წერტილის რადიუსვექტორს უკვე სხვა 

მოძრავი სისტემის 0” სათავის მიმართ აღვნიშნავთ L|”-ით, გვექნება წ=L”+მ, 

სადაც მ, C' და 0” წერტილების შემაერთებელი რადიუსვექტორია. მაშინ 

(59,24) ფორმულა მიიღებს სახეს: 

V=V+(თ, 21+(თო, L”I, (59,25) 

მეორე მხრივ, თუ ჩვენ 0” წერტილის სიჩქარეს V”-ით აღვნიშნავთ, ხოლო მასში 

გამავალი ღერძის ირგვლივ სხეულის ბრუნვის კუთხურ სიჩქარეს –– თ”-ით, მაშინ, 

თანახმად (59,24)-სა, შეიძლება დავწეროთ 

V =V” +L+Iთ”, 9. (59,26) 
აქედან ვღებულოC%თ, რომ 

V” =V-+Iი, მე (თ =Cთ”, (59,27) 

ამ ფორმულის მეორე ტოლობა გვიჩვენებს, რომ კუთხური სიჩქარე არ არის და- 

მოკიდებული 0” წერტილის არჩევაზე. იგივეს ვერ ვიტყვით ამ წერტილის გადა- 

ტანითი მოძრაობის სიჩქარეზე, რადგან V” «V. 

გავამრავლოთ (59,27 ტოლობის ორივე მხარე სკალარულად თ-ზე. თუ 

გავითვალისწინებთ, რომ თ =C”, მივიღებთ 

(V”, ით”)=(V, თ)+(Iთ, მ), თ), (59,28) 

მაგრამ, ცხადია, რომ ( (თ, 2), ი)=0, ამიტომ 

(V”, თ”) =(V, C). (59,28) 

მიღებული ფორმულა გვიჩვენებს, რომ თუ 0” კოორდინატთა სათავეს ისე ავირ- 

ჩევთ, რომ (V, C)=0, მაშინ (V”, თ”)1=0, ე. ი. თუ ერთ რაიმე წერტილში სიჩ- 

ქარე V მართობია თ ვექტორისა, მაშინ ყოველ სხვა წერტილშიაც V და C ურ- 
თიერთმართობი იქნება. (59,26) ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ განხილულ 

შემთხვევაში სხეულის ყველა წერტილის სიჩქარე V ძევს ერთსა და იმავე სიბრ– 
ტყეში, რომელიც მართობია თ კუთხური სიჩქარისა. ასეთ შემთხვევაში ყოველ- 

თვის შეიძლება 0” წერტილი ისე ავირჩიოთ, რომ V' =0. მაშინ, როგორც (59,26)- 

დან გამომდინარეობს, სხეულის მოძრაობა დაიყვანება ი” წერტილზი გამავალი 

მყისა ღერძის ირგვლივ ბრუნვაზე. მაშინაც კი, როცა სხეული მხოლოდ გადატა- 

ნით მოძრაობას ასრულებს, შეიძლება ყოველ მომენტში იგი განვიხილოთ როგორც 
ბრუნვა უსასრულოდ დაშორებულ მყისა ღერძის გარშემო. 
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თავი X 

მყარი სსეულის დინამიკა 

მყარი სხეულის დინამიკა იკვლევს სხეულის მოძრაობას იმ ძალებთან დაკავ- 

შერებით. რომლებიც მოქჰედებენ ამ სხეულზე. დინამიკის ამოცანა მდგომარეობს 

სხეულის მდებარეობის, ე. ი. ჟველა მისი ექვსი პარამეტრის განსაზღვრაში, როცა 

ცნობილია მასზე მოქმედი ძალები. მყარი სხეული წერტილთა სისტემის კერძო 

შემთხვევას, წარმოადგენს, სახელდობრ, შემთხვევას, როცა წერტილებს შორის 

მანძილები უცვლელია. ეს გარემოება ბევრად ამარტივებს ამოცანას, რადგან სის- 

ტემის თავისუფლების ხარისხთა რიცხვს ამცირებს ექვსამდე და იძლევა თვალსა- 

ჩინო და დასრულებული შედეგების მიღების საშუალებას. 

§ იი. მყარი სხეულის კინეტიკური ენერგია, 

ინერციის ტენსორი 

დავწეროთ თავისუფალი მყარი სხეულის ლაგრანჟის ფუნქცია. მყარი სხეუ- 

ლი განვიხილოთ როგორც მატერიალურ წერტილთა ერთობლიობა, ამიტომ ლაგ- 

რანჟის ფუნქციას ექნება შემჯეგი სახე: 

M 2 

L=2 9%–ყ0ს დ, 0, 2; ი. (60,1) 
ჯი 

ჯამი აიღება მყარი სხეულის ყველა მატერიალური წერტილის მიხედვით. შემდეგ- 
ში, წერის გამარტივების მიზნით, ჯამს ნაწილაკთა რიცხვის მიხედვით ინდექსს 

აღარ გავუკეთებთ. V წარმოადგენს პოტენციალურ ენერგიას; იგი დამოკიდებული 

იქნება იმ ექვს პარამეტრზე, რომელნიც მყარი სხეულის მდებარეობას ახასიათე- 

ბენ, ე. ი. სამი იქნება სიმძიმის ცენტრის კოორდინატი ს, სამი კი განსაზღვრავს 

უძრავი და მოძრავი სისტემების ღერძების ურთიერთორიენტაციას, რომელიც მო–- 

ცემულია ეილერის კუთხეებით დ, მ, დ. (60,1)-ში LI ახასიათებს გარეშე ველს, 

რომელშიაც მყარი სხეული მოძრაობს. რაც შეეხება მყარი სხეულის შემადგენელი 

ნაწილაკების ურთიერთქმედების პოტენციალურ ენერგიას, იგი, როგორც ადრე 

აღვნიშნეთ, ნულის ტოლად შეგვიძლია ჩავთვალოთ. მართლაც, მყარი სხეულის 

წერტილებს შორის მანძილები უ:,ვლელია, უცვლელი მანძილის შესაბამისი პოტენ- 
ციალური ენერგია კი მუდმივის ტოლია. რადგან პოტენციალური ენერგია ყოველ- 

თვის მუდმივის სიზუსტით განისაზღვრება, ამიტომ, ზოგადობის დაურღვევლად, 

ეს მუღჯმივი ჩვენ შეგვიძლია ნულის ტოლად მივიჩნიოთ. 
გამოვთვალოთ (60,1)-ში შემავალი კინეტიკური ენერგია უძრავი სისტემის 

მიმართ 
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თდ= 2. (0,2) 

აქვე აღვნიშნოთ, რომ თუ მყარი სხეული შეგვიძლია უწყვეტი გარემოს სახით 

განვიხილოთ, მაშინ კინეტიკური ენერგია ასე დაიწერება: 

= 1 2 , 7=-> I ი(=) ი?1იX, (60,2”) 

სადაც 0(C) სხეულის სიმკერივეა. 
როგორც ვიცით, მყარი სხეულის ნებისმიერი წერტილის სიჩქარე უძრავი 

სისტემის მიმართ გამოიხატება ფორმულით 

V=V+VLთ, I), (60,3) 

სადაც თ ბრუნვის კუთხური სიჩქარეა და ერთი და იგივეა მყარი სხეულის ყველა 

წერტილისათვის. სიჩქარის ეს მნიშვნელობა შევიტანოთ კინეტიკური ენერგიის 
(60,2) ფორმულაში 

” წ 
“ა 5 (V+IV, LI. (60,4) 

კვადრატში აყვანის შემდეგ მივიღებთ 

1 – 
7 =: > 2)M7+%, (V, Iთ. LI) „+ > (Iთ, LI, Iს, LI). (60,5) 

რადგან V და თ მყარი სხეულის ყველა წერტილისათვის ერთი და იგივეა, ამიტომ 
შეგვიძლია მათი ჯამის ნიშნიდან გარეთ გატანა; ჯამი ა –- კი იქნება სხეულის 

მთელი მასა. აღვნიშნოთ იგი ე/-ით. მეორე წევრი ასე შეგვიძლია გარდავქმნათ 

(თუ ვისარგებლებთ (#4, (8. C)) გამოსახულების ციკლური გადასმადობით): 

სX> (V, (ი, +) – 27 (,, IV, თ) )=(IV, თ), 1, I) (60.6) 

ამ მომენტამდე (60,3) ფორმულაში, სავალდებულო არ იყო მყარ სხეულთან უძრა- 

ვად დამაგრებული სისტემის სათავე ინერციის ცენტრში მოგვეთავსებინა. ახლა კი, 

თუ ამას გავაკეთებთ, (60,3) ფორმულა კვლავ ძალაში იქნება, სადაც V ინერციის 

ცენტრის სიჩქარეა, (60,6) გამოსახულება კი ნულად გადაიქცევა. რამდენადაც აა. 

ნულის ტოლი გახდება. ამგვარად, ვიგულისხმოთ, რომ მყარი სხეულის ინერციის 

ცენტრი და მოძრავი სისტემის სათავე ათმუი ემთხკევა, მაშინ 

ჩჯ= 2: 2-5. _ L ათი, (1. (60,7) 

გარდავქმნათ მეორე წევრი. სექტორული #გრაელის განმარტებით 

  

(თ, #)?= (ა? 7? 510“ (თ, -0= ფე? ე?“ დ)?” ც0§? (ს, , ი), (60,8) 
საიდანაც 

Iს, ”)2= (ა?ე –- (თ, L)?. (60,+” 

ამის გამო (60,7) მიიღებს სახეს 

ჩ7=ჟ/ა,+7”, (60,9) 
სადაც 
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შა = 7 > · (60,10) 
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ხოლო 

1 + 2 ა 
2" = > ბე” (თ? ებ –- (თ, I. (60,11) 

როგორც ვხედავთ, მყარი სხეულის კინეტიკური ენერგია ორი წევრისაგან შედგე- 

ბა! პირველი 7”'კად, გამოხატავს მყარი სხეულის გადატანითი მოძრაობის კინეტი- 

კურ ენერგიას. მეორე წევრი 7” წარმოადგენს, მყარი სხეულის ინერციის ცენტრ- 

ზე გამავალი ღერძის ირგვლივ თ კუთხური სიჩქარით, ბრუნვის კინეტიკურ ენერ- 

გიას, რამდენადაც, როცა (6=0, 71” =0. 

ბრუნვითი კინეტიკური ენერგიის უფრო მოხერხებულად ჩასაწერად გადავი- 

დეთ ტენზორულ აღნიშვნებზე და ვისარგებლოთ მუნჯი ინდექსებით. ტენზხორულ 

აღნიშვნებში თ და L ვექტორების გეგმილები იქნება თ, და X,, ამასთან X, – », 

X.=ყ, Xა=%, მაშინ 

1 ა 1 =-- 2.M (თ: XV –– თ; X, თ, XII. (60,12) 

აქ 0, 7 და7# მუნჯი ინდექსებია, რაც იმას ნიშნავს, რომ იგულისხმება აჯამვა ერ- 

თიდან სამამდე. რადგან თ, შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ თ, = თ, 0,ჯ სახით. ამიტომ 

1 2. 
1 =-- ჯგ ” (C, თ,, 5, X, –– თი, თ, X, X,I. (60,13) 

ან 

1 
2 =-- თ,თ, XV (20, X, XI). (60,14) 

შემოვიღოთ ტენზორი 

I. = % #7 (X 0, – XXI), (60,15) 
– 

მაშინ ბრუნვის კიჩეტიკური ენერგიისათვის გვექნება 

1 
2=5-IVი9ი, თ,. (60,16) 

მყარი სხეულის სრული კინეტიკური ენერგია კი მიიღებს სახეს 

#7? 1 
უ=MM5 + I, თ. (60,17) 

როცა მყარი სხეული მხოლოდ ბრუნვით მოძრაობას ასრულებს, მაშინ V.=0 და 
დაგვრჩება მხოლოდ ბრუნვითი კინეტიკური ენერგია. 

ლაგრანჟიანს მივიღებთ, თუ (60,17)-ს გამოვაკლებთ პოტენციალურ ენერგიას 

L+ 1 L=4%XC-I+ 21, ი, – 0, დ. 0, (ს, 0. (60,18) 

(60,15) ფორმულეთ განსაზღვრულ ტენზორს მყარი სხეულის ინერციის ტენ- 

ზორი ეწოდება. აშკარაა, რომ 1 და 7: ინდექსების გადასმით ეს ტენზორი არ იცვ- 

ლება (გავიხსენოთ, რომ 8,„=:8,,), მაშასადამე, ინერციის ტენხორი არის მეორე 

რანგის სიმეტრიული ტენზორი. ვიპოვოთ ამ ტენზორის კომპონენტები. გვექნება 

1„= 2,960 –– X) = 2) CX+ 7. (60,19) 

  

1 შეადარეთ კენიგის ფორმულას, 
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ანალოგიურად 

7:= 3) ი XV LX), Iა= 3) თ 004). (60,20) 
ასევე 

I,=- 2 XX, 1,ვ=– > MIX, Xვ, 1ევ=– ? თIX, Xგ. (60,21) 

ამრიგად, ინერციის ტენზორს ექნება შემდეგი ცხადი სახე (დეკარტის კოორდინა- 

ტების აღნიშვნებში): 

2 MI (ყწ+#") – 5 MXVყ – XX 

–აX/ = ML (X1-+ 2?) – 5 2 (60,22) 

– 2 9)X2 – 2 XIV2 2» ი (XV? +Vყ”) 

გამოთვლებისათვის ხშირად უფრო ხელსაყრელია მყარი სხეულის უწყვეტ 

გარემოდ წარმოდგენა, რამდენადაც ამ შემთხვევაში აჯამვის ნაცვლად აიღება ინტე– 

გრალი. ინერციის ტენზორი უწყვეტი გარემოს შემთხვევაში ასე განიმარტება: 

I. =| 20 (XV 0, – XX.) 9X, (60,23) 

სადაც 0 მასის სიმკვრივეა და ინტეგრალი ააღება მყარი სხეულის მთელ მოცუ- 

ლობაზე. ტენზორის დიაგონალურ ელემენტებს 1,,=9#„», 7,ა=”ყ, 1ვკ=47; უწო- 

დებენ ინერციის მომენტებს შესაბამისი ღერძების მიმართ, რაც შეეხება I,» ტენ- 
ზორის არადიაგონალურ ელემენტებს, მათ ცენტრგამშორ ინერციის მომენტებს 

უწოდებენ. 
ამგვარად, ინერციის მომენტები ღერძების მიმართ, თუ მყარ სხეულს განვი– 

ხილავთ უწყვეტი გარემოს სახით, ასე განიმარტება: 

/,=| 2(ო("+იზ ი, (60,24) 

V.=| 90 (C +250”. (60,24”) 

ძა=|2(007+Vყი ი”. (60,24”) 

იხილავენ აგრეთვე ინერციის მომენტს რაიმე წერტილის მიმართაც; იგი შემდეგი 

ფორმულით განიმარტება: 

ჰა= I იცა) 2 ძ/ == I 0(0 (#+ყ1+ 29) ძI. (60,25) 

როგორც წესი, ეს მომენტი აიღება კოორდინატთა სათავის მიმართ. საინტერესოა 

აღვნიშნოთ, რომ ღერძების მიმართ ინერციის მომენტისა და წერტილის მიმართ 

ინერციის მომენტს შორის არსებობს დამოკიდებულება 

2ჰა=#/,+9,+V/- (60,26) 

თუ გამოვიყენებთ (14,117) ტოლობას და გავითვალისწინებთ (14,13) პირო– 

ბას, (60,25) ფორმულიდან შეგვიძლია გამოვიყვანოთ მნიშვნელოვანი დამოკიდებუ– 

ლება. კერძოდ, სათავის მიმართ ინერციის მომენტი 

ძა= 9 6+21772 (60,27) 

ე. ი. ინერციის მომენტი სათავის მიმართ წარმოადგენს ორი წევრის ჯამს: 
ერთია ინერციის მომენტი სიმძიმის ცენტრის მიმართ, ხოლო მეორე -– სიმძიმის 

ცენტრის, რომელშიაც თავმოყრილია მყარი სხეულის მთელი მასა, ინერციის მო- 
მენტი სათავის მიმართ. 
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ჩვენ ვიცით, რომ მეორე რანგის სიმეტრიული ტენზორი შეგვიძლია დავიყ- 

ვანოთ დიაგონალურ სახეზე. ამისათვის საჭიროა ღერჭები დავამთხვიოთ ტენზო- 
რის მთავარ მიმართულებებს. ამ ღერძებს ინერციის მთავარ ღერძებს უწოდებენ, 

შესაბამის დიაგონალურ ელემენტებს კი –- ინერციის მთავარ მომენტებს. აღენიშ- 
ნოთ ისინი „/,, 7, და ჰე-ით. მაშასადამე, ინერციის მთავარი ღერძების სისტემაში 

ინერციის ტენზორს აქვს მხოლოდ “ე 7. ძვ დიაგონალური ელემენტები, ამი- 

ტომ ბრუნვის კინეტიკური ენერგია მიიღებს მარტივ სახეს 

1 
7=-- (017) + -7ა-- თე ყვ). (60,28) 

აღვნიშნოთ, რომ თითოეული ინერციის მთავარი მომენტი არ შეიძლება მეტი 

იყოს დანარჩენი ორის ჯამზე. მართლაც, 

7.+9ძ,= მ CL +X-+2X) > ზე თ (X(+ X9 =ჰ:- (60,29) 

და ა. შ. 

სხეულს, რომელსაც სამივე მთავარი მომენტი ერთმანეთისაგან განსხვავებული 

აქეს, ე. ი. 7) -ძე=ძჩე=V), ასიმეტრიულ ბზრიალას უწოდებენ. თუ #,=ძ:%Vე, 

მაშინ მყარ სხეულს სიმეტრიული ბზრიალა ეწოდება. ამასთან 2 იქნება სიმეტრიის 

ღერძი და მთავარი მამართულებეს არჩევა X,0X,: სიბრტყეში ნებისმიერია. როცა 

ყველა მთავარი მომენტი ერთმანეთის ტოლია #,=.7,=9ძვ3=V, მაშინ ყოველი სამი 

ურთიერთმართობული მიმართულება მთავარი იქნება, ამ შემთხვევაში მყარ სხეულს 

სფერულ ბზრიალას უწოდებენ. თანახმად ზემონათქვამისა, (60,298) გამოხატავს 

ასიმეტრიული ბზრიალას ბრუნვით კინეტიკურ ენერგიას. სიმეტრიული ბზრიალას 

ენერგია, მივიღებთ ორი რომელიმე მომენტის გატოლებით. სფერული ბზრიალას 

კინეტიკ;ე,რი ენერგია კი ტოლი იქნება 

2 

7 => C4+01+9ე=7“ (60,30) 

ინერციის მთავარი ღერძების მოძებნა საკმაოდ მარტივდება, როცა ერთგვა- 

როვან მყარ სხეულს ახასიათებს ესა თუ ის სიმეტრია. ამასთან ნათელია, რომ 

ინერციის ცენტრისა და მთავარი ღერძებისათვის იგივე სიმეტრია გვექნება. ასე 

მაგალითად, თუ სხეულს აქვს ინერციის ცენტრი, მაშინ ინერციის ცენტრი დაემ- 

თხვევა სიმეტრიის ცენტრს. ხოლო როცა სხეულს გააჩნია სიმეტრიის სიბრტყე, 

მაშინ ინერციის ცენტრი ამ სიბრტყეში იქნება. ამავე სიბრტყეში იქნება ორი მთა– 

ვ:რი ღერძი, მესამე კი მათი მართობული იქნება. ასეთი მდგომარეობა გვაქვს, 

მაგალითად, ბრტყელი მყარი სხეულისათვის, რომელსაც მესამე განზომილება არა 

აქვს Xკ = 0. ამ დროს 

I», = 2, IX, „:= X «თ1X:, 7ა= 2, 2# (XI +-X2). (60.31) 

აქ მომენტებს შორის გვექნება დამოკიდებულება ./,-+.#2=V3. 

თუ სხეულს აქვს სიმეტრიის ღერძი, მაშინ ინერციის ცენტრი ამ ღერძზე 

იქნება, ამავე ღერძს დაემთხვე;ა ერთი მთავარი მიმართულება, დანარჩენი ორი კი 
ბის მართობ სიბრტყეში იქნება მოთავსებული. 

განვიხილოთ ერთგანზომილებიანი ღეროს ტიპის მყარი სხეული. ვთქვათ, ეს 

ღერო ემთხვევა 2 ღერძს, მაშინ X=ყ=0, და ამიტომ 

ძ,ე=ძ,=2»!, ჰXე=0. (60,32) 
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ასეთ სხეულს უწოდებენ როტატორს, როტატორს აქეს მხოლოდ ბრუნვის ორი 
თავისუფლების ხარისხი. მას შეუძლია ბრუნვა X და ყ ღერძების ირგვლივ. ბრუნ- 

ვას # ღერძის ირგვლივ აზრი არა აქვ. როტატორს დიდი გამოყენება აქვს ორ- 

ატომიანი მოლეკულების თეორიაში. 

ცხადია რომ როტატორის ბრუნვის კინეტიკური ენერგია განისაზღვრება 

ფორმულით 

ძთ; , /#V: 

22“ 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ჩვენს მიერ განმარტებული ინერციის მომენტი რაიმე 
ღერძის მიმართ ემთხვევა ელემენტარუ= მექანიკაში მოცემულ განსაზღვრას, რომ- 

ლის მიხედვით ინერციის მომენტი წარმოადგენს ცალკეული ნაწილაკის მასისა და 
მისი ღერძამდე მანძილის კეადრატის ნამრავლთა ჯამს. თანახმად (60,7) ფორმუ- 

ლისა, მყარი სხეულის ბრუნვითი კინეტიკური ენერგია ტოლია 

#'= (60,33) 

1 
27=> 2, ი (ა, ILI3, (60,34) 

რომელიც შეგვიძლია ასე წარმოვიდგინოთ: 

დმი, (60,35) 

სადაც 
/ => 7 (#9), LI3. (60,36) 

ი= = – ბრუნვის ღერძის ორტია. მაგრამ |(ი, ”II სიდიდით წარმოადგენს წერ- 
L”) 

ტილის დაშორებას ბრუნვ:ს ღერძიდან, ამიტომ ინერციის მომენტი რაიმე ღე“ძის 
მიმართ ტოლი ყოფილა ცალკეული ნაწილაკის მასისა და მისი ღერძამდე მანძი– 

ლის კვადრატის ნამრავლთა ჯამის. 
შევნიშნოთ, რომ ინერციის მომენტის (60,32) ფორმულა შეგვიძლია სხვ) 

სახითაც გამოვხატოთ. სახელდობრ, რამდენადაც III LI2:-/? §1ი?თC=I2 –– (ი, C)?, 

ამიტომ 

ჰ=თსქლ– (ი, უმ). (60,37) 

ინერციის მომენტი დამოკიდებულია ბრუნვის ღერძის მიმართულებაზე. რამ- 

დენადაც წერტილის ირგელივ ბრუნვისას თ იცვლის მიმართულებას სხეულის მი– 
მართ, ამიტომ ინერციის მომენტი დროზე იქნება დამოკიდებული. გამონაკლისს 
წარმოადგენს შემთხვევა, როცა სხეული ბრჯ-ნავს უცვლელი ღერძის ირგელივ, 

მაშინ ინერციის მომენტი მუდმივი სიდიდეა. 

ჰიუგენსის თეორემა. ნათელია, რომ ინე–ციის მომენტი (ტენზორი) დამოკი- 
დებულია მოძრავი სისტემის სათავის არჩევაზე. მაგრამ როცა ცნობილია ინერციის 

მომენტი ინერციის ცენტრზე გამავალი ღერძის მიმართ, ადვილად ეიპოვით ინერ- 

ციის მომენტს ამ ღერძის პარალელური ნებისმიერი ღერძის მიმართაც. 

დავუშვათ. ცნობილია ინერციის ცენტრზე გამავალი ღერძის მიმართ ინერ- 
ციის მომენტი ყ-. ავიღოთ მყარი სხეულის რომელიმე წერტილი და მისი რადიუს- 
ვექტორები რაიმე 0 წერტილიდან და ინერციის ცენტრიდან აღვნიშნოთ L და L, 

ინერციის ცენტრისა კი –– ი-თი (ნ-ხ. 54). მაშინ L=0+L და ინერციის მოზენტი 

0 წერტილზე გამავალი ღერძის მიმართ იქნება 
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ძა= 26 ი)1= X1L0, MI1+ 9 CL, ი)?+ 

+2 2,%(10, ი), II”, ი1). (60,38) 

ბოლო წევრში 0 და ი=- მუდმივებია, ამიტომ ჯამი შეგვიძლია ვექტორული 
თ 

ნამრავლის შიგნით შევიტანოთ. მაშინ უკანასკნელი წევრისათვის გვექნება 

2 (ჯი, ი1| 2 LI", ი|): (60,39) 

ეს წევრი კი ნულის ტოლია, რამდენადაც 2IL=0. მაშასადამე, დაგვრჩება 

ძა= X,II0, ი)2+ 38) III", ი1?. (60,40) 

პირველ წევრში ვექტორული ნამრავლი ჯამის ნიშნის გარეთ გავა, დარჩენილი 
გამოსახულება =)ჯ სხეულის მთელ მასას მოგვცემს, გარდა ამისა | (0, ი1| იქნება 

მანძილი ორ 4# და C7) ღერძებს შო- 

რის რაც “შეეხება (60,40)-ის მეორე 

წევრს, განმარტებით იგი წარმოადგენს 

ინერციის მომენტს 077) ღერძის მიმართ. 

იგი აღნიშნული გვაქვს „”„.-თი, მაშასა- 

დამე, 
ძი=9ძი+17ი“. (60,41) 

ამგვარად, თუ ცნობილია ინერციის მო–- 

მენტი ინერციის ცენტრზე გამავალი რაი- 

მე ღერძის მიმართ, მაშინ ამ ღერძის პჰა- 

რალელური ნებისმიერი ღერძის მიმართ 

ინერციის მომენტის მისაღებად საჭიროა, 

რომ ინერციის ცენტრზე გამავალი ღერ- 

ძის მიმართ მომენტს დავუმატოთ წევრი, 

რომელიც წარმოადგენს სხეულის მთელი 

მასასა და ამ ღერძებს შორის მანძილის კვადრატის ნამრავღს. ეს დებულება ერთ- 

მანეთისაგან დამოუკიდებლად აღმოაჩინა ჰიუგენსმა. შემდეგ კი – შტეინერმა. 

  

ნახ. 54 

დაბოლოს განვიხილოთ რამდენიმე მაგ.ლითი ერთგვაროვანი მყარი სხეულების ინერციის 

მომენტის გამოთვლისა. 

სფეროს ინერცი+ს მომენტი. განვიხილოთ / რადიუსის ერთგეაროვანი სფერო. სფეროს 

ცენტრი დავამთხვიოთ კოორდინატთა სისტემის სათავეს, მაშინ სიმეტრიის გამო #1 = ჰე = ჰუ და, 

1 
რადგან ინერციის მომენტა სათავის მიმართ ტოლია #აე = ლი ს+%-V>-+I9 ამიტომ საკმარისია 

ვიპოეოთ აე. გვექნება 

“გ 7 9: 5 

4ი=0 | /2ძ0=ი (I წი ძ0იძიი = 47X0 2 (60,42) 

41: 
რადგან სფეროს მოცულობა ტოლია = მ, ამატომ საბოლოოდ მივიღებთ 

3 
#ი= “> MI/2I2, (60,43) 

214



რაც შეეხება ინერციის მომენტს ღერძების მიმართ, მათთგის გეექნება 

4#1=#ე=4ე= თ
ა
 

”IIM2",. (60,44) 

ელიფსოიდის ინერციის მომენტი. განვიხილოთ ერთგვაროვანი ელიფსოიდი ძ, ხ ღაC 

ნახევარღერძებით. ვიპოეოთ ინერციის მომენტები X, ყ ღა 2 ღერძების მიმართ. გამოვიყენოთ 

(60,24) ფორმულები, ამ ფორმულებში საჭიროა ინტეგრაცია ჩავატაროთ 

ეტ ცყ. ჯ; 

+++ > 5! (6.45) 
სამღერძა ელიფსოიდის მოცულობაზე. მაგრამ უფრო მარტივია ცელადის შეცვლით ელიფსოიდი 

დავიყვანოთ სფეროზე. ამისათვის საკმარისია შემოეიღოთ ახალი ცვლადები X=0X,, V=ხVყ,, და 

2= 02. ამ ცვლადებში ელიფსოიდი დაიყვანება ერთეულოვანი რადიუსის სფეროზე 

XL+Vყ1+7=1, (60,46) 

ზოლო ცვლადის გარდაქმნის წესის თანახმად 

ძX ძყ ძ2=0ხი ძX, ძVყ, ძ?:,. (60,47) 

შედეგად, მაგალითად, V/#კ-ისათვის გვექნება 

#, = თხიი I (ტ?ყ?-I- C%9) ძ»X, იყ, ძ?,, (60,48) 

სადაც ინტეგრაცია უკვე გავრცელებულია ერთეეცლოვანი სფეროს მოცულობაზე, ამიტომ 

ჰ,=ძხიი (ხ?-LC") I ყ. ძა, ძყ, ძა. (60,49) 

60,42) ფორმულის თანახმად, ერთეულოვანი სფეროს შემთხეევაში, 

4 
I X2ძX, ძე, ძ?2,= I ცნ ძX, ძყ, ძვ = I უძი მყ ძი= (60,50) 

4:ცხC   ამიტომ ელიფსოიდის ინერციის მომენტების:თვის, რამდენადაც მისი მოცულობა 

ტოლია, საბოლოოდ გვექნება 

#,= < (9+Cთ, #:=-(0+Cრ, 7 + < (თ9-Lხ?). (0,5!) 

ქს ფორმულები დაიყვანება (C0,44)-ზე, როცა 0=ხ-==6= 8”. რაც შეეხება ინერციის მოშენტს სა- 
თავის მიმართ, იგი ტოლი იქნება გამოსახულების 

ჰა= < (ი"-Lხ?-LC"), (60,52) 

რომელიც აგრეთვე დაემთხვევა (60,43) ფორმულას, როცა ძ=ხ=0=-/. 

ცილინდრის იწერციის მომენტი. განვიხილოთ // სიმაღლის და # რადღიესის ერთგვარო- 

ვანი ცილინდრი. სისტემის სათაეე მოვათავსოთ ცილინდრის ცენტრში, 7 ღერძი დაეამთხვიოთ 

ცილინდრის სიმეტრიის ღერძს. ვიპოვოთ ინერციის მომენტი 2 ღერძის (სიმეტრიის ღერძის) მი- 

მართ.. სიმკვრივე 0 ტოლი იქნება სიდიდის 0= =» „ ამიტომ ცილინდოული კოორდინატების 1/29/) 

შემოღების შემდეგ გვექნება 
? 21 +#M;2 

წე) ” 
7 = > | (2+/5 ძ/= –-უ- | იშძი | ძთ | (60,53) 

X/2?// ჯLI%"/” ბ ბ _M/2 

საიდანაც მივიღებთ 

ჰა= წ. (60,54) 

ინერციის მომენტები X და ყ ღერძების მიმართ ერთმანეთის ტოლია და, რადგან ცილინდრულ 

კოორდინატებში Xჯ =- 0 005 თ, / =0 §1ი თ, ამიტომ გვექნება, ' 

215



(ჩ 2 #M/2 

2 I 5 _ 3, I, = –=7 IV +2“) ძV” XI9I/ (Iორი| 510“ თძი | ძ?-L 

–”M/2 

2. IM/2 

+ ჩოი | ით | ირ ; (60,55) 
ბ MM 

შედეგაღ მივიღებთ 
#,ლ=#M,=-“- –(დ -L რ), (60,56) 

ზოლო ინერციის მომენტი სათავის მიმართ ტოლი იქნება 

„ #M? 
#ა = IM - (2 +4-) · (60,57) 

წრიული ერთგვაროვანი მილის ინერციის მომენტი. განვიხილოთ /7-სიმაღლის წრიული 

ცილინდრული მილი, რომლის შიგა რადიუსი იყოს #,, ხოლო გარე /2:. 

სისტემის სათავე მოვათავსოთ მილის ცენტრში, ხოლო 2 ღერჭი მივმართოთ სიმეტრიის 

ღერძის გასწვრლიკ. ასეთი მილის სიმკვრივე ტოლი იქნება 

”. 
 “””.. (60,5ზ8) 
X/I(I8 –– #I) 

ვიპოვოთ ინერციის მომენტი 2 ღერძის მიმართ. გვექნება 

ეა -" I (2 L მ) ძV. 60,59 ვლი (C- (ჯ?+LყVყ”) ( ) 

ცილინდრულ კოორდინატებზე გადასელით ეს გახელა შემ დეგნაირად გადაიწერება: 

#. 2 #I/2 
” 

#ე= MMIC8-ჩ0 1, I ი! მძი | (“თ I ძ?, (60,60) 

?, 0 –II/2 
საუღანაც ხივიღებთ 

”. 

#2 = -- (M+ჩუ. (69,61) 

როცა #, = 0, მაშინ (60,61) გამოსახვლება, როგორე ეს მოსალოდნელი იყო, ღაემთხეევა 

(60,54) ფორმულას. 

ასევე გამოითვლება სხვა სხეულების ინერციის მომენტებიც. 

§ 61. მყარი სხეულის იმპულსი, იმპულსისა და 

ძალის მომენტები 

განვიხილოთ მყარი სხეულის იმპულსი და იმპულსის მომენტი უძრავი სის- 
ტემის მიმართ. ნაწილაკთა სისტემის იმპულსისათვის გვაქვს 

ი= MM ჯV. (61 1) 
“ 

როგორც ვიცით, V=V.-+Iთ, LI, ამიტომ 

ჩ=1/IV,+ (თ, 2)7|=2/IV. (61,2) 

სადაც V, ინერციის ცენტრის სიჩქარეა უძრავი სისტემის მიმართ, M კი –– მყარი 
სხეულის მასა. 

განვსახღვროთ ახლა მყარი სხეულის იმპულსის მომენტი 0” წერტილის მი- 
მართ უძრავ სისტემაში, 

«C. L/= XLI ი), (61,3) 
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სადაც იჩ მყარი სხეულის ჯ-ური ნაწილაკის იმპულსია, ხოლო L" -- რადიუსვექ- 
ტორი უძრავი სისტემის მიმართ. თუ ამ გამოსახულებაში შევიტანთ სიჩქარის მნი- 

შვნელობას (59,24) ფორმულიდან ღა გავითვალისწინებთ, რომ I” =: წ.+L, მი- 

ვიღებთ 

სადაც 
L'=|ჩ,, ჩI+L, (61.4) 

L= XVII, IC, §1I. (61,5) 
– 

ამგვარად, L" დაიშლება ორ წევრად, პირველი გამოხატავს მყარი სხეულის. რო- 

გორც მთლიანის, იმპულსის მომენტს. ეს წევრი დამოკიდებულია უძრავი სისტე- 

მის სათავის არჩევაზე. მეორე L წევრი კი წარმოადგენს მყარი სხეულის იმპულ- 
სის მომენტს ინერციის ცენტრის მიმართ; მას მყარი სხეულის „საკუთარ მომენტ- 

საც“ უწოდებენ. როცა ბრუნვა არა გვაქვს თ =0, მაშინ L=0, ცხადია, რომ ინერ- 
ციის ცენტრის სისტემაში „ვექნება მხოლოდ საკუთარი იმპულსის მომენტი. შემდ– 
გომში მყარი სხეულის იმპულსის მომენტში ჩვენ სწორედ L-ს ვიგულისხმებთ, 
ე. ი. ათვლის სისტემად ავირჩევთ C სისტემას. 

თუ გავშლით ორმაგ ვექტორულ ნამრავლს 

(C, (ი, -))=–)1Cთ – ”(თ, ლ”, (6L,6) 

მაშინ იმპულსის მომენტის (ჯ-ური კომპონენტისათვის გვექნება 

IX = 2) MIX ი, – X, თ, X,) =თ- 8)00ფც –-X, X)- (61,7) 

ინერციის ტენზორის განმარტების ძალით /,, მიიღებს სახეს 

ჯI=IIჯსთჯ. (61,8) 

თუ მყარ სხეულში კოორდინატთა სისტემას ისე შევარჩევთ, რომ მისი ღერძები 

ტენზორის მთავარ მიმართუ--ებებს დაემთხვეს, მაშინ /,ჯ ღიაგონალურია და 

L,,=9/ 0 1:=V:. 7ევ=./ვ. ამიტომ 

L=ძეი. L.-ძეს, L,= ძა თა. (61,9) 

როცა სხეული ბრუნავს ერთ-ერთი მოავარი ღერძის ირგვლივ, მაგალითად, X,-ის 

ირგვლივ, მაშინ CI, = თე -:0. და სხეულის იმპულსის მომენტი იქნება 

L=V,თ. (61.10) 
იგივე შედეგს მივიღებთ სფერული ბზრიალასა -ვის, რომლის სამივე ინერციის მო- 

მენტი ერთმანეთს ემთხვევა. ამ შემთხვევაში იომენტის ვექტორი პროპორციულია 
კუთხური სიჩქარის ეექტორიLსა და აქვს იგივე მიმართულება, ზოგად შემთხვევაში 
L და თ-ს მიმართულებები ერთმანეთს არ ემთხვევა. 

ღოცა მყარი სხეული თავისუფალია, მაშინ ძალაშია იმპულსის მომენტის 

შენახვის კანონი, რაც სფერული ბზრიალასათვის მოგვცემს თ = 6009, ე, ი. ასეთი 

ბზრიალა იბრუნებს მუდმივი კუთხური სიჩქარით უცვლელი ღერძის ირგვლივ. 

აღვნიშნოთ, რომ ასიმეტრიული ბზრიალას (60,28) ფორმულით განსაზღვრუ- 

ლი კინეტიკური ენერგია (61,9)-იL დახმარებით ასეც შეგვიძლია გამოვხატოთ: 

LI #L3 L3 ჯ= “+. + “ი LC 35%. 61,11 
2/, 2ძჰე 29 ( ) 

სფერული ბზრაალასათვის (7,=V13 :Vა 24) მივიღებთ 

1=X" =–-. 61,12 27 (დ),12) 
?!



ამ ფორპულას დიდი გამოყენება აქვს მოლეკულათა და ატომგულის თეო- 
რიებში. 

ადვილი დასაკავშირებელია კინეტიკური ენერგია და იმპულსის მომენტი. 

მართლაც (60,17)-ღჯან სოლი რომ 

პ» _ =(ჯ4, თ, I. )= წოლ (61,L3) 
მთ, ძო, 

(61,8)-სთან შედარება კი გვაძლევს: 

ძ7' 
#თ«= – (61,14) 

ძო, 
ან 

L=9. (61,15) 
ძი 

თანახმად (60,16) და (61,8) ფორმულებისა, გვექნება შემდეგი მარტივი დამოკი- 

დებულება 
27=(L, თ). (61,16) 

თუ ამ ტოლობას ჩავწერთ ასეთი სახით: 

: 227= სC 0058თ, (61,17) 

სადაც თ კუთხეა მომენტსა და კუთხური სიჩქარის მიმართულებებს შორის, დავი- 
ნახავთ, რომ რამდენადაც კინეტიკური ენერგია არსებითად დადებითი სიდიდეა, თ 

ყოველთვის მახვილი კუთხე იქნება. ამ დასკვნას, დიდი მნიშვნელობა აქვს ბზრია- 

ლას თეორიაში. 

მყარ სხეულზე მოქმედი ძალის მომენტი. ვიპოვოთ იმპულსის მომენტის 

წარმოებული დროით. გამოყვანის გამარტივების მიზნით ავირჩიოთ ისეთი ინერ- 

ციელი სისტემა, რომლის მიმართაც აღებულ მომენტში მყარი სხეულის ინერციის 

ცენტრი უძრავია V- -: 0, მაშინ L" და L ერთმანეთის ტოლია დ. 

ძიL 
L-.%M ხ)= XL, ნI+ X IC ნI. (61,18) 

რადგან CL და – პარალელური ვექტორებია, ამიტომ მარჯენივ მდგომი პირველი 

"შესაკრები ნულის ტოლია, ი წარმოადგენს მყარი სხეულის ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქ- 

მედ ძალას, ამიტომ 

ი”L 
ი XIს II=M. (61,19) 
“ჯ 

აქ M წარმოადგენს ყველა წერტილზე მოქმედ ძალთა მომენტების ჯამს. მყარი 

სხეულის ნებისმიერ ნაწილაკზე მოქმედი ძალა ორი ძალის ჯამად შეგვიძლია წარ- 

მოვადგინოთ. ერთია შიგა ძალეაი, გამოწვეული ამ სხეულის სხვა ნაწილაკების 

მიერ, მეორე კი –– გარე ძალები. როგორც ნაწილაკთა სისტემის განხილვის დროს 

დავამტკიცეთ, ყველა შიგა ძალების მომენტთა ჯამი ნულის ტოლია, ამიტომ 

(61.19) ფაქტიურად წარმოადგენს მყარ სხეულზე მოქმედი მხოლოდ გარე ძალე- 

ბის მომენტთა ჯამს. 

ძალის მომენტი, ისევე როგორც იმპულსის მომენტი, დამოკიდებულია სის- 

ტემის სათავის არჩევაზე, რამდენადაც იგი შეიცავს რადიუსვექტორს. დავუშვათ, 

სათავე გადატანილია რაიმე 0 მანძილზე. ახალი სათავიდან მყარი სხეულის რომე. 

ლიმე წერტილამდე მანძილი იყოს L", მაშინ ძალის მომენტი ასე წეიცვლება: 
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M=3) (ი 0= LC" I+3(ი, I. (61,20) 

რადგან 0 ყველა წერტილისათვის ერთი და იგიეეა, ამიტომ 

M=M'+ (0, L). (61,21) 

სადაც M' ძალის მომენტთა ჯამია ახალი სათავის მიმართ, ხოლო IL კი –– ყველა 

გარეშე ძალების გეომეტრიული ჯამი. ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ ძალის მომენტ- 

თა ჯამი სათავის არჩევაზე მხოლოდ მაშინ არაა დამოკიდებული, როცა ყველა 

გარეშე ძალის გეომეტრიული ჯამი წ =:0. მიუხედავად ამი! ა, ამ შემთხვევაში სა- 

ზოგადოდ M=M“ 5.0. მაგალითისათვის განვიხილოთ ”შემთხვევა, როცა სხეულის 

ორ სხვადასხვა წერტილში მოდებულია ორი თანატოლი და ურთიერთსაწინააღმ- 

დეგოდ მიმართული ძალა, ე. ი. წ+წ.=0. ამ ძალების მომენტთა ჯამისათვის 

გვექნება 
M=LV, /)+(”, ჩ)=I ს – სჩ). (61,22) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ M # 0, თუმცა L=0, ამასთან IL, – II= L სხვაობა დამოკიღე- 

ბული არაა სისტემის სათავის არჩევაზე და, მაშასადამე, ძალთა M მომენტიც და–- 

მოუკიდებელია სათავის არჩევისაგან ძალთა სისტემას (,, –- წ) ძალთა წყვილს 

უწოდებენ, ხოლო M-ს ამ წყვილის მომენტს. 

განსაკუთრებით მნწიშვჯელოვანია შემთხვევა, როცა მყარი სხეული იმყოფება 

გრავიტაციულ ველში. ამ შემთხვევის მნი შენელობა თავისთავად ცხადია, რამდე- 

ნადაც ჩვენს ირგვლივ არსებული ყველა მყარი სხეული ამ ველში იმყოფება. გრა- 

ვიტაციულ ველში მყარი სხეულის ყოველ წერტილზე მოქმედი ძალა წარმოადგენს 

სიმძიმის ძალას წ=–-»თყი, სადაც ი ორტია ვერტიკალის მიმართულებით. მყარ 

სხეულზე მოქმედი სიმძიმის ძალებით გამოწვეული მომენტი რაიმე წერტილის მი– 

მართ ტოლი იქნება 

M=- 9 VIII ი). (61,23) 

რადგან ი მუდმივი ვექტორია, ამიტომ იგი შეგვიძლია ჯმის ნიშნის გარეთ გავი- 

ტანოთ; ასე რომ, 

M=ყIი, MI. (61,24) 
– 

ეს უკანასკნელი კი ასეც შეგვიძლია გადავწეროთ: 

M=2/ყ(ი, LV, (61,25) 

სადაც ML, ინერციის ცენტრის რადიუსვექტორია. თუ მომენტის ცენტრად მასების 

ცენტრს ავირჩევთ, მაშინ –წ.=0 და M=-60, საიდანაც გამომდინარეობს, რომ გან- 

ხილულ შემთხვევაში სხეულის იმპულსის მომენტი მასების ცენტრის მიმართ შე- 

ონ:ჩხება. 

§ ცა, მჟარი სხეულის მოძრაობის ბანტოლებები უძრავი 

სისტემის მიმართ 

როგორც დავინახეთ, იზოლირებული მყარი სხეულის თავისუფლების ხარისხ- 

თა რიცხვი ექვსის ტოლი:. ეს იმას ნიშნავს, რომ მისი მოძრაობის განსასაზღვრა- 

ვად უნდა დაიწეროს ექვსი განტოლება. აქედან სამი განტოლება (ან ერთი ვექ- 

ტორული განტოლება) დაახასიათებს მყა“ი სხეულის სიმძიმის ცენტრის მოძრაო- 

ბას, სამი კი -– მის მობრუნებას სიმძიმის ცეჩტოის მიმართ. აქედან გამომდინარე, 

მყარი სხეულის ლაგრანჟის ფუნქცი(სათვის ჩვე” ვიპოვეთ 
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: 9 1 

=-M9%6+ – აი ი, V(წ. დ, 0, 4). (62,1) 
სადაც V. ინერციის ცენტრის სიჩქარეა, V კი გამოხატავს გარეშე ველის პოტენ- 

ციალურ ენერგიას; იგი დამოკიდებულია სხეულის ინერციის ცენტრის IL-(X., XC, 2 
კოორდინატებზე და მყარი სხეულის ორიენ კაციის განმსაზღვრელ ეილერის კუთ- 
ხეებზე; თ მყარი სხეულის ბრუნვის კუთხური სიჩქარეა. 

მყარი სხეულის მოძრაობის ლაგრანჟის განტოლებები ასე დაიწერება: 

L   

9 ძმL _ მL_ი, (62,2) 
ი ძ– იძ. 

ი მს ძმXL 
–- ში. “0; 62,3 
იმო ძნ ( ) 

აქ იგულისხმება, რომ ლაგრანჟიანი გამოხატულია ეილერის კუთხეებში. აღვნიშ- 

ნოთ, რომ (62,3) განტოლებაში შემავალი ი§ ვექტორი წარმოადგენს მყარი სხეუ- 

ლის უსასრულოდ მცირე შემობრუნების კუთხეს §=ჯ%(დ, მ, დ), ხოლო 

თ=თ(დ, ს, ფ). 

(62,2) განტოლება აღწერს მყარი სხეულის ინერციის ცენტრის გადატანით 

მოძრაობას. 

მართლაც, რადგან 

  ძL = MVა=#ჩ, 62,4 პV, ი (62,4) 

ამიტომ პირველი წევრი მოგვცემს ძალას ჩ. ვაჩვენოთ, რომ მეორე წევრი => 
6 

07, იV 
აგრ ძალაა, ამასთან ია, რომ –“.= – –– გრეთვე ძალ ცხად 20, კნ, _ 

თუ მყარი სხეულის 1-ურ წერტილზე მოქმედი გარე ძალა /-ის ტოლია, მა– 

შინ ამ ძალის მიერ შესრულებული მუშაობა მყარი სხე„ლის 1-ური წერტილის 

2 მანძილზე გადაადგილებისას, საღაც 

6. =6I%.+(CL,!I, (62.5) 
ტოლი იქნება (წ, 2L)-ის, ხოლო თუ სხეულზე რამდენიმე ძალა მოქმედებს, მაშინ 

ამ ძალების საერთო მუშაობა ტოლი იქნება გამოსახულების 

ს (I, 2 62.6 2,(, 69, (62.6) 

ხოლო პოტენციალური ენერგიის ცელილება კი ტოლი იქნება 

ნს =–-– XC, გო. (62,7) 

ამ უკანასკნელში (62.5) ფორმულის შეტანით მივიღებთ 

ნ0=- M (ნ ნო =>C, (%. LI), (62,8) 

რომლის გადაწერა შეგვიძლია მემდეგნიირადაც: 

იV=--(L 26%) – (%, IM), (62,9) 

სადაც L= 2 ყველა გარე ძალების ჯამია, ხოლო M= 2I- I) ყველა გარე 

ძალების მომენტების ჯამს წარმოადგენს. 
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ცხადია, რომ (62,9) განტოლებიდან გვექნება 

ის კჯ _მ– =- 9, ოM- , 62,10 
ნ რთ ინ, ' 

ე. ი. – მართლაც მყარ სხეულზე მოქმედი ძალა ყოფილა. აღსანი (ნავია, 
C 

რომ ჩ არის მხოლოდ გარე ძალების ჯამი, რამდენადაც ყველა შიგა ძალების 
გეომეტრიული ჯამი ნულის ტოლია, ამრიგად, (62,2) განტოლება, რომელიც ეკვი- 

გალენტურია ი=L განტოლების, ყოფილა მყარე სხეულის გადატანითი მოძრაო- 

ბისათვის დაწერილი ნიუტონის განტოლება. 

ახლა განვიხილოთ (62,3) განტოლება. წინა პარაგრაფში დავინახეთ, რომ 

ძწ_I. (62,1)) 
ძი 

ამიტომ ამ განტოლების პირველი წევრი მოგვცემს 

2(12)= 3. -L (62,11”) 
თ”, სმით ძ! ძი 

ამასთან ვგულისხმობთ, რომ პოტენციალური ენერგია თ.ზე დამოკიდებული არაა, 

(62,10)-ის გათვალისწინებით (62,3) განტოლება მიიღებს სახეს: »CM. 

ამგვარად, მყარი სხეულის მოძრაობა აიწე–ება განტოლებათა შემდეგი სის– 

ტემით: 

იი ს (62,12) 
ი! 

ძL _ V, (62,13) 
V “ 

ამ ორ განტოლებას მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებას უწოდებენ. 

პირველი, როგორც უკვე აღვნიშნეთ, ნიუტონის მოძრაობის გაჩტოლებაა მყარი 

სხეულის სიმძიმის ცენტრთან ერთად გადატანითი მოძრაობისათვის. თუ ათვლის 

სის ტემას ინერციის ცენტრმი მოვათავსებთ, მაშინ დაგვრჩება მხოლოდ (62,13) 

განტოლება, რომელიც აღწერს სხეულის ბრუნვით მოძრაობას. ეს განტოლებაც 

შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც ნიუტონის განტოლება, რომელშიაც იმპულსის 

როლს ასრულებს იმპულსის მომენტი, ძალის როლს კი -––- ძალის მომენტი. 

§ იკ. მქარი სხეულის ლაბრანჟის ფუნქცია ეილერის 

კუთხეებში. ეილერის კინემატიკური განტოლებები 

წინა პარაგრაფში ჩვენ ვგულისხმობდით. რომ ლაგრანჟის ფუნქცია გამოხა- 

ტულია ეილერის კუთხეებში. ახლა საჭიროა ეს გამოხატულება ცხადი სახით მივი- 
ღოთ, ამისათვის საკმარისი იქნება კინეტიკური ენერგიის გამოხატვა ამ კუთხეებ- 
ში. როცა სისტემის ღერძები ინერციის ტენზორის მთავარ მიმართუღებებს ემთხ- 
მევა, ბრუნვის კინეტიკური ენერგია განისაზღვრება ფორმულით 

I 
#7=–V, CI-LV, (CI -L./ვ V3), (63,1) 

აქ თ, თე, რე –– ბრუნეის კუთL+ რი Lიჩქარის კომპონენტებია დეკარტის მოძრავი 

სისტემის მიმართ, საჭიროა მათი გამი.სახვა ეილერის კუთხეებითა და მათი დროით 
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წარმოებულების საშუალებით. ამისათვის საჭიროა დ, 9 და ს დავაგეგმილოთ X”, 

ყ”, 2 ღერძებზე. 55-ე ნახაზიდან ნათელია, რომ კუთხური დ სიჩქარე მიმართუ- 

ლია # ღერძის გასწვრივ, ამიტომ მისი პროექცია მოძრავი სისტემის 2 ღერძზე 

ტოლი იქნება 

დე=დ 0080. (63,2) 

X” და ყ” ღერძებზე დ-ის პროექცი- 

ების მოსაძებნად საჭიროა იგი ჯერ 

დავაგეგმილოთ X იყ სიბრტყეზე, 

შემდეგ კი X” და ყ” ღერძებზე. ცხა- 
დიას, რომ პროექცია აღნიშნულ 

სიბრტყეზე ტოლი იქნება 

დი,=დ 51) მ. (63,3) 

ხოლო ამის შემდეგ X»X და ყ” ღერ- 
ძებზე დაგეგმილებით მივიღებთ: 

დ,= დი, 51L6V = 
=დ 910 0 5)ი თ, (63,4) 

დ.„=დი; 605 0= 

  

ნახ. 55 = დ 810 0 (05 ყ. (63,5) 

6 კუთხური სიჩქარე მიმართულია 

კვანძთა ღერძის გასწვრივ, ამიტომ მისი მდგენელები მოძრავი სისტემის ღერძებზე 

ტოლია 

0,=9 000, მ,ე= –-მ59Iის, მე=0. (63,6) 

რაც შეეხება დ კუთხურ სიჩქარეს, რადგან იგი მიმართულია „' ღერძის გასწვრივ, 

მას ექნება მხოლოდ სგ=C მდგენელი. თუ აქ მიღებულ მდგენელების მნიშვნელო - 

ბებს შესაბამისად შევკრებთ, მივიღებთ: 

თ,=დ 90 09Iით+0ლ005VC, 

თ.ა=დ 510 0 00§ 0 –– 0 §1ი V, (63,7) 

თვ=დ 005 0 + დ. 

ამის შემდეგ უკვე ადვილია ბრუნვის კინეტიკური ენერგიის დაწერა. გვექნება 

= ჟ (დ 910 0 §1IIს-+0 08 ც1+29%C 8|ი 0 6080 –– 0 §1ი დ)2+ 

ძვ · 2 

+ 29 C0§ 0 +)”. (63.8) 

სიმეტრიული ბზრიალასათვის (+1=+#5ა 5 ძვე). ეს ფორმულა მოგვცემს 

  »= , 1 (6? 51010 4 0?) + 5? (დ იი§ 0-L4)1, (63,9 
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ხოლო სფერული ბზრიალასათვის 

7= 5 61 +V1+4! + 260 იხ8 0). (63,10) 

(61,9) ფორმულების გამოყენებით იმპულLის მომენტის მდგენელებს ეილერის კუთ- 

ხეებში ექნებათ სახე: 

Lს.=V, (დ 510 0 51ი დ+ 0 0094), 

L.=ძ:(% 510 სყი80–– მ51ი4), (63,11) 

L3=ძ7ე (დ 0080+ძ). 

ნათელია, რომ ლაგრანჟის ფუნქცია, თანახმად (60,18) ფორმულისა, ეილე– 

რის კუთხეებში ასე დაიწერება: 

2 · : · · 

#-M9+ ი (დ51005I0 დ+0 005 ბე'+ (დ59Iი0მ (00890 –– 8510 6)1+ 

+ 2.6 ი0§0-+2)?–- ჟ(ჩ, დ, ს, 4). (63,12) 

აქ განზოგადებული სიჩქარეების როლს ასრულებს ღ, ცხ და ს. როცა“ გვაინტე- 

რესებს მხოლოდ ბრუნვითი მოძრაობა, მაშინ საკმარისია ლაგრანჟიანიდან გამოვ– 

რიცხოთ სიმძიმის ცენტრის მოძრაობის დამახასიათებელი წევრები (M.=0, V-=0)» 

(63,7) ფორმულიდან ჩანს, რომ თ,, თ,, თკ არ წარმოადგენს რაიმე სიდი- 

ღის სრულ წარმოებულებს დროით; ამ თვალსაზრისით ისინი იდენტური არ არიან 

განზოგადებული სიჩქარეების ჩვეულებრივი განმარტებისა. 

§ 04, თავისუფალი სიმეტრიული ბზრიალა 

განვიხილოთ ერთი წერტილით დამაგრებული სიმეტრიული ბზრიალას თავი– 

სუფალი მოძრაობა ვიგულისხმოთ, რომ ბზრიალას დამაგრების წერტილი არ 

ემთხვევა ინერციის ცენტრს. თავისუფალი ბზრიალასათვის ადგილი ექნება იმპულ–- 
სის მომენტის შენახვას. უძრავი სისტემის > ღერჭი მიემართოთ იმპულსის მომენ– 
ტის გასწვრივ, ხოლო მოძრავი სისტემის „” ღერძი ბზრიალას სიმეტრიის ღერძს 

დავამთხვიოთ. გარდა ამისა ვიგულისხმოთ, რომ მოცემულ მომენტში X ღერძი 

კვანძთა ღერძს ემთხვევა. მაშინ 0 =0 და (53,11) ფორმულები მოგვცემს: 

I=/,ს, X.ა=ძ,დე)სმ. Xვ-==/კ (დ 609 0+4). (64,1) 

მეორე მხრივ, რამდენადაც X ღერძი (კვანძთა ღერძი) გ-ის მართობია და ადგილი 

აქვს მომენტის “შენახვას, L-ის მდგენელებისათვის ჯ”, ყ”, 2 ღერძებზე გვეჟნება: 

L,=0, #:=7ჩ310მ, #ვ= #008 0. (64.2) 

(64,1) და (64,2) ფორმულების შედარებით მივიღებთ: 

ხ=0, #,დ=X, 

ძე (დ 0050 +V0)= #C00§0 (64,3) 

პირველი განტოლება გვაძლევს მ=ლ0იM§L, ე. ი. კუთხე ბზრიალას სიმეტრიის 
ღერძსა და იმპულსის მომენტს შორის მუდმივია. მეორე განტოლება კი გვეუბნე- 
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ბა, რომ ბზრიალა იმპულსის მომენტის ირგვლივ ბრუნავს თანაბრად, კუთხური 

სიჩქარით 

L 
2 

ამ მოვლენას რეგულარულ . პრეცესიას უწოდებენ, ბზრიალას სიმეტრიის ღერძი 

აღწერს კონუსს წვეროთი სათავეში. რაც შეეხება მესამე განტოლებას, იგი გვეუბ- 
ნება, რომ ბზრიალა ბრუნავს საკუთარი ღერძის ირგვლივ კუთხური სიჩქარით 

დ. (64,4) 

თე=დ0050+ #= # ცივ 0. (64,5) 
ძვ 

(64,3)-ის თანახმად დ= #L/V,, ამიტომ დ-ის გამორიცხვით მივიღებთ: 

§-(X-– XI) 0080, (64,6) 
. ”, 

ან (64,5)-ის გამოყენებით, 

ჯ ძე _– ძე 
=-:. 21. (64,7 სჯ » 9 ) 

დედამიწის ღერძის ბრუნვა წარმოადგენს პრეცესიის საუკეთესო მაგალითს. 

მზისა და სხვა პლანეტების მოქმედება დედამიწაზე იმდენად მცირეა, რომ პირველ 

მიახლოებაში დედამიწის ბრუნვა თავისი 

, ღერძის ირგვლივ თავისუფალ მოძრაობად 

' შეგვიძლია ჩავთვალოთ. ამასთან დედამი–- 

წა წარმოადგენს ისეთ ს-მეტრიულ ბზრია- 

ლას, რომლისათეისაც V) მომენტი, იმის 

გამო, რომ დედამიწა პოლუსებთან შებრ- 

ტყელებულია, ნაკლებია Vე-ზე და 

9:-V” 
1 

ამიტომ დედამიწა პრეცესიას განიცდის 

თე 

300 

ამიტომ პრეცესიის პერიოდი დაახლოე- 

ბით 300 დღის ტოლია. დედამიწაზე მყო- 

ფი დამკვირვებელი შეანჩნევს, რომ ბრუნ- 
ვის ღერძი შემოსწერს წრეს ჩრდილო 

პოლუსის ირგვლივ და ერთ ბრუნს მოან- 

დომებს 300 დღეს. ასეთი მოვლენა მართ- 
ლაც შეიმჩნევა, მაგრამ მასზე დაკვირვება ძალზე რთულია, რამდენადაც ბრუნვის 

ღერძი ჩრდილო პოლუსს არასოდეს არ სცილდება ხუთ მეტრზე მეტი მანძილით. 

=0,003. (64,8) 

  სიხშირით, პრაქტიკულად («ავ ==V, 

  

ნახ. 56 

§ 65. სიმეტრიული ბზრიალა ბრავიბაციულ ველფი 

ვთქვათ, ახლა, ერთი წერტილით დამაგრებული სიმეტრიული ბზრიალა იმყო- 

ფება გრავიტაციულ ველში. კელავ ვიგულისხყოთ, რომ უძრავი წერტილი არ 

ემთხვევა ინერციის ცენტრს. წინა პარაგრაფში მოყვანილი ნახაზიდან ცხადია, რომ 
ბზრიალას პოტენციალური ენერგია ტოლია #წნ2, სადაც #M ბზრიალას მასაა, 
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წ კი – სიმძიმის ძალის „ჩქარება. რადგან „=# 0088, სადაც # მანძილია ინერციის 

ცენტრიდაჩ ბზრიალას დამაგრების წერტილამდე, ამიტომ პოტენციალური ენერ- 

გიისათვის გვექნება 

ს =7/ფM06089, (65,1) 

თანახმად (63,9) ფორმულისა კი ლაგრანჟის ფუნქცია მიიღებს სახეს 

ჩ=5 (დ? 51070 –L 02) + თ (დ (05 0-+V)? –– შ/ CI 6089 ხ. (65,2) 

რადგან პოტენციალური ენერგია დროს არ შეიცავს, ამიტომ სრული ენერგია იქნე- 

ბა მოძრაობის ინტეგრალი. გარდა ენერგიისა გვექნება კიდევ ორი მოძრაობის 

ინტეგრალი. მართლაც, ლაგრანჟიანში დ და ს ციკლური კოორდინატებია, ამი- 

ტომ შესაბამისი ჩა და 77 განზოგადებული იმპულსები შეინახება, 

#.გ=41,) 510?0 დ+,კ 005 ი (ჯ 005 0+C) =00ი5ხ. (65,3) 

17ა=9ძე (თ 005 0-+) =ტ0იM8ხ, (63,4) 

თუ ამ ორი უკანასკნელი ტოლობიდან განვსაზღვრავთ დ და ს-ს, მივიღებთ 

2=-7%-- Lა 0080_ C5,5) 
“ე 310“ ს 

· ი სა __ 

4. LV -იაც/დ 790050 (65,6) 
ძე: ძე 510718 

ბზრიალას სრული ენერგიისათვის გვექნება 

ყ,ხ' (ნ, - I',ც 0081): ე 
L=2- +- I. ბთ" 1--V +)”ყMიიანმ. 65,7 

2 1. 27 იის მკს ('ი 
აქედან ჩანს, რომ ენერგია ერთ მწ კოორდინატზეა დამოკიდებული, ამიტომ ამო- 

ცანის ამოსახსნელად შეგვიძლია გამოვიყენოთ ენერგიის ინტეგრალი, ამასთან ეფექ- 

ტური პოტენციალური ენერგიის როლს ასრულებს გამოსახულება 

(ს. –– ჩა 0059)? X#(Cმ)= 
ოთ 2V/, 51070 

+ ჰ/9M 6088, (65,8) 

ხოლო, რადგან ჩ#ა =0005L, ენერგიის როლს შეასრულებს გამოსახულება 

IL 1) =ჩწ- --, (65,9) 
293 

მაშასადამე, 
2 

I/=ი ბ +V(მ). (65,10) 

აქედან გ 
02= “- (II –– 7(0)). (65,11) 

9, 

ამ ტოლობიდან შეგეიძლია განვსაზღვროთ იძ/, 

თ. იძ. _ 
2 /II-–-IC)' 

15. ე. მამასახლისოვი, გ, ქილაშვილი 9 

ი!= I (65,12)



საიდანაც ა ი 

თი წ (=1/ ს) -_-“ _ 65,13 
V 2 1 I II” – XC) · რა 

შევიტანოთ 17(0)-ს მნიშვნელობა და –ემოვიღოთ ახალი ცვლადი X=(C0080. მარ–- 
ტივი გარდაქმნის შემდეგ მივიღებთ 

I; 
(=»I -–“!“-, 65,14 

: | I” თლა ლ_აი 
სადაც ძ9MX) შემდეგი ფუნქციაა 

დთ(C90 =(1 -– X) (2, 17 –– 211ფ8V/) IX) –– (72 –– ა X)?. (65,15) 

ამავე აღნიშვნებში (65,11) განტოლება მიიღებს სახეს 

#26- 1 თლა, (65,16) 
V, 

რადგან ძXX) მესამე ოიგის პოლინომია, ამიტომ (65,14) ინტეგრალი ელიფსური 

ტიპის ინტეგრალია. 

რაც შეეხება ეილერის დ და ს კუთხეებს, მათ ამოვხსნით (65,5) და (65,6) 

განტოლებებიდან. მაგალითად, (65,5)-დან მივიღებთ 

იო იეაღვეი, თი 6517 

97 / ი ძე 51ი” 0 V IV – 7(0) · “ი 

ახალი X=C09 0 (ქვლადის შემოღებით ეს გამოსახულებაც ელიფსურ ინტეგრალზე 
დაიყვანება, 

§-- | (ჩM- (ჩა -- ა X) ძX (65,18) 

0 – »X)/თლი 

ანალოგიურად ვიპოვით ეილერის ” კუთხესაც+ (65,14)-ში შემავალი ინტეგრალის 

ამოხსნა ზუსტად არ ხერხდება, მაგრამ ამის გარეშეც შეგვიძლია გავაკეთოთ მთე- 

ლი რიგი მნიშვნელოვანი დასკვნები ბზრიალას მოძრაობის ხასიათის შესახებ. ცხა- 

დია, რომ (65,11) ფორმულის თანახმად, 0-ის შესაძლო მნიშვნელობები აკმაყოფი– 

ლებენ პირობას I7 > X7 (0). როცა ჩა = ა, მაშინ პოტენციალური ენერგია X (9) 

უსასრულობა ხდება 0 =0 და მ =»-სთვის, მაშასადაზე, მას (0, ») შუალედში ექნე– 

ბა მინიმუმი. შევისწავლოთ ეს საკითხი უფრო დაწვრილებით. ამისათვის განვიხი- 

ლოთ 4#(X) ფუზქეიის ყოფაქცევა. ცხადია, რომ 00(X) =0 განტოლების ფესვები 

განსაზღვრავს იმ მ კუთხეებს, რომელთათვისაც 0 ნიშანს იცვლის. «V(X)=0 წარ- 
მოადგენს კუბურ განტოლებას, ამიტომ მას სამი ფესვი ექნება. დიდი X-ებისათ- 

ვის ამ კუბურ პოლენომში, (65,15) გამოსახულების თანახმად, ყველაზე დიდი წევ- 

რია 2ქ/ყწV ,7:X9, რომელიც, როცა Xჯ<90, იქნება დიდი უარყოფითი რიცხვი, ხოლო 

როცა X>0 – დიდი დადებითი რაცხვი. გარდა ამისა, ცხადია, რომ 

თსძ)=– (# – ჩა), 

«ს––- 11)= – (Mა+ #„ა, 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ დ( 1) ყოველთვის უარყოფითია. აღვნიშნოთ, 

რომ შესაძლებელია განსაკუთრებული შემთხვევაც, როცა X= + 1 არის «X(X)=0 

განტოლების ფესვი. ადვილია დამტკიცებ:, რომ თ(X)=0 განტოლების სამივე 
ფესვი ნამდვილია. რადგან X=00890, ამიტომ ნამდვილი მოძრაობა დასაშვებია 
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–I1=X<I1 შუალედისათვის. მეორე მხრივ, იმის გამო, რომ ჯ უნდა ნამდვილი 

იყოს, –– 1 < X < +1 შუალედის რაღაც მონაკვეთში რ() ფუნქცია დადებითი 

უნდა იყოს, მაგრამ, თანახმ-დ (65,19) ფორმულებისა, როცა X= + 1, #დ(X) ფუნქ- 
ცია უარყოფითია, ამიტომ აღნიშნულ შუალედში «XX)=0 განტოლებას ექნება 
ორი ნამდვილი ფესვი: X, და X,. გარდა ამისა, რამდენადაც 4X-L C2)=C, ამიტომ 
X>1 არეში თდ(X)=0-ს ექნება კიდევ ერთი ნამდვილი ფესვი. ამ ფუნქციის თვი- 
სობრივი გრაფიკი გამოხატულია 

57-ე ნახაზზე. ამგვარად, C(X) პო- #") 
ლინომის ერთი ფესვი მაინც უნდა 

იმყოფებოდეს X>1 არეში, ე. ი. 

არეში რომელიც არ შეესაბამება / 

არს კუთხეებს (აღვნიშნოთ, რომ 

არს 0 კუთხეებს შეესაბამება თ(X) > 0 

არე). 

რადგან – 1 «<ჯ-–1 (ე. ი. 

0-0< X) და (9 >0, ამიტომ ყო- 

ველთვის გვექნება ისეთი ორი X, 
და X, ფესეი, რომელთა შორისაც 

მოთავLდება ჯ-ის ის მნი შვნელობე– 

ბი, რომლებიც დასაშვებია ბზრია- 

ლას მოძრაობისათვის, ე. ი. X=00§ 0 ნახ. 57 
მნიშვნელობები ბზრიალას მთელი 

მოძრაობის დროს მოთავსებული იქნება X, და X, ფესვებს შორის, ან, რაც იგი- 

ეეა, ს კუთხე შეიცვლება ს, და ე მნი”'ვნელობებს შორის, სადაც M,= 8» 605 X, 
და მა = 916 005 X,, ამასოან შესაძლებელია ისეთი შემთხვევაც, როცა ეს ორი ფეს- 

ვი ერთმანეთს ემთხვევა. 

თანახმად (65,5) ფორმულისა, როცა ს, < 0 “ 0,. მაშინ დ-ის ნიშანს გან- 

საზღვრავს 

- - ლს 1 _ 

X |I ”, - 

  

I –- საჯ “(65,20) 

გამოსახულება. ამ გამოსახულები”“ ფესვი აღვნიშნოთ ჯე:-ით, მაშინ ა · 

ვთქვათ, საწყისი პირობები ისეთია, რომ Xა>X, მაშინ (65,20)-დან ნათელია, 

რომ როცა 0 მოთავსებულია 80, და 0,-ს შორის, დ იქნება ერთი და იგივე ნიშ- 

ნის, ასე რომ დ ერთნაირად იქნება მიმართული როგორც 0,-თან, ისე 0,-თან. დ 
კუთხე ამ შემთხვევაში მონოტონურად იცვლება, ამიტომ შეგვიძლია ვთქვათ, რომ 
ბზრიალას ღერძი პრეცესიას განიცღის ვერტიკალთან. მაგრამ ეს არ იქნება რეგუ- 
ლარული პრეცესია, რომელიც ახასიათებს თავისუფალ ბზრიალას, რამდენადაც 
ამ შემთხვევაში ბზრიალა აწარმოებს დამატებით რხევით მოძრაობას –– ნუტაციას, 
ბზრიალას ღერძი ირხევა 0, და მე მნიშვნელობებს შორის. თუ ბზრიალას ცენტ- 
რიდან შემოვწერთ ერთეულოვანი რადიუსის სფეროს, მაშინ ამ სფეროზე ბზრია- 
ლას ღერძი აღწერს მრუდს, რომელიც ნაჩვენებია ნახ. 58-ის ა) შემთხვევაზე. 

როცა ჯე მოთავსებულია X,; და X,-ს შორის, მაშინ თ ნიშანს იცვლის. პრე- 

ცესიის მიმართულება 0, და 0, ზღვრულ კუთხეებთან სხვადასხვა იქნება. სფერო- 
ზე ბზრიალას ღერძი შემოსწერს მარყუჟის ტიპის წირს (ნახ. 58 ბ). ამასთან, სა- 

შუალოდ, დ => 0, ამიტომ გვექნება პრეცესია ამა თუ იმ მიმართულებით. 

357



დაბოლოს ზწესაძლებელია ჯა დაემთხვეს თCX)= 0-ის რომელიმე ფესვს.. მაშინ 

შესაბამის სასაზღვრო ს, და მ: წრეებზე ნული იქნება დ და ყ-ც; მივიღებთ შემ- 

თხვევას. რომელიც ნაჩეენებია გ) ნახაზზე,     
2V / 

ა) 

” (C 

ბ) გ) 

   
   

ნახ. 58 

როცა დ(X)=C განტოლებას –+1 < X< 1 არეში აქვს თანმთხვეული ფესვები 

X,=X- (ე. ი. მკ= წა), მაშინ (65,14) და (65,18) ფორმულებს ვეღარ გამოვიყე- 

  

ნახ. 59 

ნებთ, მაგრამ ეს არცაა საჭირო, რადგან მოძ- 

რაობა აიწერება ელემენტარულად. მართლაც, 
ამ "შემთხეევაში X=Cლ0ი5ს და, მაშასადამე, 

0=ლ005ხს, რაც იმას ნიშნავს, რომ ადგილი 

აქვს რეგულაროლ პრეცესიას. 

გიროსკოპი. სიმეტრიულ ბზრიალას მრა- 

ვალნაირი ტექნიკური გამოყენება აქვს. მოკლედ 

შევეხოთ მხოლოდ გიროსკოპს. გიროსკოპს უწო- 

დებენ სიმეტრიულ ბზრიალას, რომელიც დამაგ- 

რებულია კარდანის დასაკიდზე და რომლის ღერძ- 
საც მეუძლია მიიღოს ნებისმიერი მდებარეობა 

სიერცეში. როგორც § 61-ში დავამტკიცეთ, ამ 

შემთხვევაში ადგილი ექნება გიროსკოპის იმ- 

პულსის მომენტის შენახვას. როცა საწყის მო- 

მენტში ბზრიალას ღერძი უძრავია, მაშინ მისი 

მიმართულება დაემთხვევა L ვექტორის მიმარ- 

თულებას. თუ გიროსკოპს მივანიჭებთ კუთხურ 

სიჩქარეს საკუთარი ღერძის ირგვლივ, მაშინ შემდგომში ეს ღერძი ყოველთვის 

ერთი და იგივე მიმართულებას შეინარჩუნებს. ასეთი გიროსკოპი შეგვიძლია გამო- 
ვიყენოთ მუდმივი მიმართულების საჩვენებლად მოძრავ სხეულზე, რადგან სხეუ- 

ლის (გემის, თვითმფრინავის და სხვა) მოძრაობა გიროსკოპის ღერძის მიმართუ- 

ლებაზე არ იმოქმედებს. 

§ იი. ეილერის დინამიკური განტოლებები 

მყარი სხეულის მოძრაობის (62,12) და (62,13) განტოლებები 

ძL _ ძი ი “+. M 66,1) 
“ “ (



დაწერილია უძრავი (ინერციული) სისტემის მიმართ. ეს განტოლებები განსაკუთ- 
რებულ ნათელ შინაარსს მიიღებენ, თუ მათ ჩავწერთ მყარ სხეულთან უძრავად 

დაკავშირებულ იმ X", ყ', ? სისტემაში, რომლის ღერძები ემთხვევა ინერციის 

ტენზორის მთავარ მიმართულებებს. აღვნიდნოთ რთი #/ ვექტორის ცელილე- 
( 

ბის სიჩქარე უძრავ კოორდინატთა სისტემის მიმართ. ვიგულისხმოთ ჯერჯერობით, 
რომ ვექტორი # უცვლელია მბრუნავი სისტემის მიმართ, მაშინ მისი ცვლილება 

უძრავ კოორდინატთა სისტემის მიმართ გამოწვეული იქნება მხოლოდ მოძრავი 

კოორდინატთა სისტემის ბრუნვით, ასე რომ, შეიძლება დავწეროთ 

რიო, გ), (66,2) 
ი 

სადაც თ არის სისტემის ბრუნვის კუთხური სიჩქარე. 
თუ ვექტორი # ცვალებადია მოძრავი კოორდინატთა სისტემის მიმართა/), 

მაშინ ცხადია, რომ # ვექტორის წარმოებულისათვის უძრავ კოორდინატთა სის= 

ტემაში მივიღებთ 

მჩ ძჩ ა, #), (6,3) 
ძ“ ი 

სადაც ი ნინავს # ვექტორის წარმოებულს მოძრავ კოორდინატთა სისტემა- 

ში. ამ ფორმულით განისაზღვრება ნებისმიერი ვექტორის ცვლილების სიჩქარე 

უძრავი სისტემის მიმართ. იგი შედგება ორი წევრისაგან: პირველი, ი წარ- 

მოადგენს ვექტორის წარმოებულს მოძრავ სისტემაში, ხოლო მეორე, (თ, % წარ- 
მოადგენს # ვექტორის ცვლილებას, გამოწვეულს მოძრავი სისტემის ბრუნვით. 

როცა # გამოხატავს რადიუსვექტორს, მაშინ (66,3) დაემთხვევა სიჩქარის ჩვენ- 
თვის კარგად ცნობილ ფორჰულას. 

ისევე როგორც ყველა ვექტორული ტოლობა, (#6,3)-იც შეგვიძლია დავა- 
გეგმილოთ ნებისმიერი სისტემის ღერძებზე. მაგრამ როცა საქმე გვაქვს წარმშოე- 
ბულის პროექციებთან, მოძრავი სისტემის ღერძებზე უნდა დავიცვათ გარკვეული 

სიფრთხილე. ვთქვათ, უძრავ სისტემაში გვაქვს 8 ვექტორის დროითი წარმოვბული 

ტ= 9, 
ძი! 

ცხადია, ჩვენ შეგვიძლია ვიპოვოთ # ვექტორის გეგმილები როგორც უძრავის ისე 
მოძრავი სისტემის ღერძებზე. მაგრამ პროექციები მოძრავი სისტემის ღერძებზე არ 

ძ 
უდრის 421, არამედ ტოლია (“”). ე. ი. ზ ვექტორი ჯერ უნდა გავაწარ- 

მაოთ და შემდეგ დავაგეგმილოთ მოძრავ ღერძებზე. განვიხიღოთ, მაგალითად, 

მოძრავ სისტემაში რაიმე უძრავი წერტილი, რომლის რადიუსვექტორი იყოს V, 

მაშინ სიჩქარე უძრავა სისტემის მიმართ იქნება V =|C, LI. V წარმოადგენს მბრუ- 

ნავი L ვექტორის სიჩქარეს უძრავი სისტემის მიმართ. ამასთან გასაგებია, რომ სა- 

ზოგადოდ, V ვექტორის მდგენელები ნული არ იქნება მოძრავ სისტემაშიაც. მეო- 
რეს მხრივ, L ვექტორის მდგენელები, ამ ეექტორთან ერთად მბრუნავ სისტემაში, 
მუდმივებია, რის გამოც მათი წარმოებულები მოგვცემს ნულებს. მივიღეთ წინა- 
აღმდეგობა. ამიტომ შეცდომა რომ არ დავუშვათ, თუ ვექტორის დროით წარ- 
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მოებულს ვიღებთ ერთ სისტემაში, მაშინ მისი მდგენელების გამოთვლა სხვა სის. 

ტემაში უნდა მოვახდინოთ იმის შემდეგ, რაც ჩავატარებთ ამ ვექტორის გაწარ- 
მოებას. 

ამის შემდეგ ადვილია დინ:მიკური განტოლებების განოყვანა. (66,3) ფორ- 

მულის გამოყენებით (66,1) მოძრაობის განტოლებები მიიღებენ სახეს 

იი ძი'L 
– +თი, ნ)=L, –“–+I(თ, L1=M. 66,4 
ი ” რ | (69,4) 

რადგან 2 აღნიშნავს წარმოებულს მოძრავი სისტემის მიმართ, ამიტომ ეს გან- 
ჯ 

ტოლებები უშუალოდ შეგეიძლ ია დავაგეგმილოთ მოძრავი სისტემის ღერძებზე, 

თუ დავწერთ . 

(7) - %" (“-) 4 I, -),2, 2) (66,5) 
იც ი თი! /, ( 

მაშინ გვე1ნება: 

რი, – -L (თე ძვ –– იავ 72) = #3, მ 74) ვ /72 1 

მ 0, – თ, მვ)= XL, (66.6) 
( 

ში. +(Cთ, ე –– თ, მ.) = #5. 
ი“ 

გავიხსენოთ, რომ როცა X”, ყ”, > სისტემის ღერძები ტენზორის მთავარ 

ღერძებს ემთხვევა. 7,=C, 7). ს.ა= თე ძა, Lე= ძე (ავ, მაშინ (66,4)-ის მეორე გან– 

ტოლება მოგვცემს: 
რა, 9) “ “+(V73 – წერ) თე ფ)ვ => ს 

“ 

თმ +, – წ) საი, = XI (66.7) 

“ი 

I თ 1Vთი –V/)) ა, 0: = ე. 

(66.7) განტოლებებს, ხშირად, ეილერის დინამიკურ განტოლებებს უწოდებენ. ისი- 

ნი წარმოადგენს მყარი სხეულის ბრუნვის განტოლებებს მოძრავ სისტემაში (მყარ 

სხეულთან უძრავად დაკავშირებულ სისტემაში). განმეორებით აღვნიშნავთ. რომ 
ამ განტოლებებში შემავალი ყეელა პროექცია აღებულია ინერციის მთავარ ღერ- 

ძებზე. 
ამ განტოლებების დაყვანა კვადრატურაზე "შესაძლებელია შემდეგ სამ შემ- 

თხვევაში: 1) X#,=#,= Mე=0 და ნებისმიერი ინერციის მომენტისათვის. ამ 
შემთხვევას ეილერ-პუანსოს შემთხვევს კწოდებენ. 2) სიმეტრიული ბზრიალა 

ძ,= 7; -- ”კ საყრდენი წერტილი ძევს სიმეტრიის ღერძზე. 3) კოვალევსკაიას შემ– 
თხვევა. 1887 წელს ს. ვ. კოვალე-სკაიამ დაამტკიცა, რომ კვადრატურაზე დაიყ- 

ვანება კიდევ ერთი შემთხვევა და ამით ამოიწურება ყველა შემთხვევა. კოვალევს- 
კაიას შემთხვევაში „„,=./: =2/უკ, ამასთან ინერციის ცენტრი მდებარეობს სიბრტ- 

ყეში, რომელიც გადის საყრდენ წერტილზე და პერპენდიკულარულია ბზრიალას 
სიმეტრიის ღერძისა. | 
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(66,7) განტოლებათა სისტემა მეორე რიგის განტოლებებია «, 0, # ეილე- 

რის კუთხეების დროითი წარმოებულების მიმართ. მაგრამ ჩვენ შეგვიძლია ეს მეო- 

რე რიგის სამი განტოლება შევცვალოთ ექვსი პირველი რიგის განტოლებით. ამი– 

სათვის საკმარისია ეილერის დინამიკურ განტოლებებთან ერთად განვიხილოთ 
ეილერის კინემატიკური განტოლებებიც: 

თ,=დ 510 0510 ღს+რ 0089. 

თ.=დ §10 0 0099 –– ყ§Iი, (66,8) 

=დ0050+4%. 

(66,7) და (66,8) ექვსი განტოლება პირველი რიგის განტოლებებია დ, 0მ, ს და 

თ,, თე, თვ ექვსი უცნობი ფუნქციის მიმართ. 

§ 67. მქარი სხეულის პკინებიპური ეწერგბიის ცვლილება 

ბრუნვითი მოძრაობის შემთხვევაში 

დავუშვათ, გვაინტერესებს მყარი სხეულის მხოლოდ ბრუნვითი მოძრაობა. 

(66,7) განტოლებების ორივე მხარე შესაბამისად გადავამრავლოთ V), ძ/, C, ძI, 

თკ C-ზე და ავჯამოთ; გვექნება 

C ძე თ, ით) + ძე თე ითე-L ძე (აკ ძიაკ:= (XV, თ,-++Mე თ,+M#Vგთე)მძ,ი (67,1) 
ა! 

ი(“. 200  49:6%: 25, +229) (M, თ) ი. (67,2) 

მარცხენა მხარეში მივიღეთ ს რენეითი კინეტიკური ენერგიის დიფერენციალი ძ7', 

გამოვარკვიოთ, რას წარმოადგენს მარჯვენა მხარე. რადგან (M, C)იძ01=(X, ძი), 

სადაც ძ8 შემობრუნების კუთხეს ვექტორია, ამიტომ, თანახმად (62,10) ფორმუ- 

ლისა, (M, ძ§)=-– ძ/), სადაც V პოტენციალური ენერგიაა. მაშასადამე, (67,2) 

ტოლობა გვეუბნება, რომ ი7=–- იდ, რაც გამოხატავს კინეტიკური ენერგიის 

ცვლილების კანონს. (67.2) ტოლობის მარჯვენა მხარის უფრო ნათლად წარმო- 

სადგენად, შევიტანოთ მასში თ,. თა. საკ-ის მნიშენელო+ანი ეილერის (66,8) კ“ნე- 

მატიკური განტოლებებიდან. მსგავსი წევრების დაჯგუფების შემდეგ მივიღებთ 

(M, თ) ი1=(V, 51) 0 §1ი M+ Mე 510 0 005 დ ++ Mვ C05 0წჰ1იდ+ 

+(M, 00§0 –– Mე 51ი 0) ძმ+-#აკ ძის. (67,323) 

გავიხსენოთ, რომ #,, #,, #ე გარე ძალების მომენტის პროექციებია მოძრავი 

სისტების ღერძებზე. ადვილი საჩვენებელია, რომ ძCდ-სთან მდგომი გამოსახულება 

ძალის მომენტის პროექციაა 2 ღერძზე (ე. ი. ღერძზე, რომლის ირგვლივაც ხდება 
იდ კუთხეზე მობრუნება), ძმ-ს კოეფიციენტი ძალის მომენტის პროექციაა კეან1- 

თა ღერძზე, M#ვ კი მისი პროექციაა მოძრავი სისტემის თ» ღერძზე. 

ვ ცხადია, რომ M-ის პროექცია რაიმე ი მიმართულებაზე განისაზღვრება ფორ- 

ულით 

#, = IV, 608 (X”, X)+ X- 608 (V/”, ი) 1 M, C05 (2, I). (67,4) 
ეს ფორმულა V-ის პროექციისათვის კვანძთა ღერძზე მოგვცემს 

M#ა=:#, 0080 –– Mა51ი დ, 467,5) 

ხოლო გ ღერძზე პროექციისათვის გვექნება 

M#,.=V, 810 0 8(0 დ + XV §10 0 005 დ + #ვ 005 0. (67,6) 
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ამგვარად, მყარი სხეულის ბრუნვითი მოძრაობისას კინეტიკური ენერგიის (ვლი- 

ლება უდრის 
ძ1= XV, ძდ+ XX, ი0+Mაის. (67,7) 

მარჯვენა მხარე წარმოადგენს პოტენციალური ენერგიის დანახარჯს, ე, ი. შესრუ- 
ლებულ მუშაობას. 

§ იპ. ეილერის განტოლებების ამოხსნა თავისუფალი 

სიმეტრიული ბზრიალასათვის 

გამოვიყენოთ ეილერის განტოლებები თავისუფალი მყარი სხეულის ბრუნვითი 

მოძრაობის შესასწავლად. თავისუფალი მყარი სხეულისათვის #,=X#ა= Mუ=0, 

ამიტომ ეილერის დინამიკური განტოლებები მიიღებენ სახეს: 

ჰი, +Vა–-ძა თე ()ვ=0, 

I, თ:+(9, –– ძა) თე თ, =0, (68,1) 

ძე თე+(7) –V)) ა, ი,=0. 

ამოხსნის ილუსტრაციის მიზნით შევისწავლოთ ადრე უკვე განხილული თავისუ- 

ფალი ბზრიალას შემთხვევა. ამასთან; როგორც ვიცით, არსებობს სამი ტიპის 
ბზრიალა. სფერულს და სიმეტრიულს ამ პარაგრაფში განვიხილავთ, ასიმეტრიულ 

ბზრიალას კი ცალკე პარაგრაფს მივუძღვენით. 

სფერული ბზრიალას შემთხვევაში #,=/,=/ჰევ=V, და (68,1) განტოლება 

მოგვცემს «თ = 600§წ. რადგან ასეთი ბზრიალასათვის L იმპულსის მომენტი პრო- 

პორციულია კუთხური სიჩქარის, ე. ი. L=/Cთ, ამიტომ ბზრიალა იბრუნებს მო- 

მენტის ირგვლივ მუდმივი კუთხური სიჩქარით. 

ახლა განვიხილოთ სიმეტრიული ბზრიალა #,=Vვე :- «ე. მისთვის (68,1) სის- 

ტემა მოგვცემს: 

9, 0ა,= – (ძე –– ძე) თ. თე, 

ძე თე=(ძც – #)თვი,, (68,2) 
თვე=0. 

ბოლო განტოლებიდან თე=ი005ხ. თუ შემოვიღებთ აღ ნიშვნას 

0-9 - MX, (68,3) 
) 

(68,2)-ის წინა ორი განტოლებიდან მივიღებთ: 

ი,=– ათ. თ.= ლთ,. (68,4) 

ეს განტოლებები შეიძლება დავიყვანოთ ერთ მეორე რიგის განტოლებაზე. მართ- 
ლაც. თუ პირველს გავაწარმოებთ დროთე და გამოვიყენებთ მეორე განტოლებას, 

გვექნება 
თ,+90Vთ,=0. (68,5) 

მის ზოგად ამონახსნს ექნება სახე 

თ, = 4 005 (§X-# +), (68,6) 
ხოლო თ, ტოლი იქნება 

თ:= – < = / 51ი (#X-Lთ). (68,7) 

232



ჩვენ ვხედავთ, რომ სიმეტრიის ღერძის (გ ღერძის) მართობ სიბრტყეში კუთ- 
ხური სიჩქარის პროექციები თ, და თ, ჰარმონიულად ირხევიან 2 სიხშირით და 

მათი კვადრატების ჯამი მუდმივი რჩება თL1+თ1= 4? (4 ამპლიტუდა:). რადგან 

თე აგრეთვე მუდმივია, ეს იმას ნიშნაეს, რომ თვით თ ვექტორი თანაბრად ბრუ- 

ნავს ბზრიალას ღერძის მიმართ C სიხშირით ისე, რომ სიდიდით უცვლელი რჩება, 
რადგან L და თ ვექტორები ერთმანეთთან დაკავშირებული არიან, ამიტომ იმპულ- 
სის მომენტი L ეექტორიც იბრუხებს ბზრიალას ღერძის ირგვლივ. ეს შედეგი 

არსებითად ემთხვევა § 64-ში მიღებულ შედეგებს, ოღონდ იქ მოძრაობა უძრავი 

სისტემის მიმართ იყო განხილული, აქ კი –– იმ დამკვირვებლის მიმართ, რომელიც 

უძრავად დაკავშირებულია თვით მბრუნავ ბზრიალასთან; ამასთან, (68,3) და (64,7) 

ფორმულების შედარება გვიჩვენებს, რომ 9 სიხშირესა ღა ს-ს შორის არსებობს 

კავშირი: 0=--ძ. 

§ ცე, ასიმეტრიული ბზრიალას თავისუფალი ბრუნვა 

განვიხილოთ ასიმეტრიული ბზრიალას ბრუნვა იმ შემთხვევაში როდესაც 

მასხე გარეშე ძალები არ მოქმედებენ. ამ შემთხვევაში ეილერის დინამიკური გან– 

ტოლებების ინტეგრაცია შეგვიძლია მოძრაობის ინტეგრალების გამოყენებით. ეს 

ამოცანა შეიძლება ამოიხსნას როგორც ანალიზურად, ისე პუანსოს გეომეტრიული 

მეთოდით, რომელსაც შემდეგ პარაგრაფში განვიხილავთ. რადგან გვაინტერესებს 

მხოლოდ ბრუნვითი მოძრაობის შესწავლა, ამიტომ ბზრიალას ცენტრი უძრავად 

ჩავთვალოთ. პოტენციალური ენერგია თავისუთალი მოძრაობის დროს ნულის ტო- 

ლია, ამიტომ ბზრილას მთელი ენერგია დაიყვანება მას ბრუნვით კინეტიკურ 

ენერგიაზე და ადგილი ევჟნება მის შენახვას. გარდა კინეტიკური ენერგიისა, შეინა- 

ხება იმპულსის მომენტიც. თუ გაორკეცებულ კინეტიკურ ენერგიას დროებით §6-ით 

აღვნიშნავთ, მეგვიძლია დავწეროთ შემდეგი სამი პირობა: 

I: 01+9ძ20:+ძ2 იე = XC" 

ძ, თ; C ა თ: + ძვ თ=8%, (69,1) 

დ? L 0) + თვ =C?, 

სადაც 1, 2, 3 ინდექსი მიუთითებს პროექციებს მოძრავი სისტემის ღერქჭებზე. 

რადგან ბზრიალა ასიმეტრიულია, ამიტომ ყ, =5 #5 ძვ. განსახღვრულობისათვის 

ვიგულისხმოთ, რომ 

#,>:>ძ.. (69,2) 

ამოვხსნათ (69,1) სისტემა თ, თ: და თვ-ის მიმართ. შევადგინოთ სისტემის დე- 

ტერმინანტი, 

ძლ! 9#: 95 

5ა= 9#, ჰ. ჰე|=–- I, – ძე)ე(ძა– ყე) (ძე– 9) (69,3) 

1 1.1 

ცხადია, ამის შემდეგ. რომ 

  

ჩ? ჰ1 ჰ . 
ი1=“ ა კ, „| თრ) სა 608+X7) – # I (69.4) 

ბეა?” – ძაძა 
9ვპ



ანალოგიურ დ ვიპოვოთ თ: და თვ-საც. თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 

  

_ 9 => _ „= 6(7:+ძჩვ3) –– L , ჯ= 5(0+9) L , 3= 6(#/,+ძ.) XI. (69,5) 

9.3 ყძვყ, 9.95 

გვექნება შემდეგი ამონახსნები: 
ა. 

თ=- “აეე მც 9, 69,6 
” (იმს–შ7)ძა–ძ) “ია 
ი ძეშ9 , 

ია=  ბ!სს  ჩკ–- მ, 69,6 
'" რ –ჰათ–ძ) ოი) 

ი- “.!?!% ს ი. ა (69,6” 
(ძე ძვე) ძვ– ძი) 

ეილერის (66.7) განტოლებები (როცა M=0) ”შესაბამისად გავამრავლოთ 

2, 59, <8.ზე და შევკრიბოთ. მივიღებთ მძ, ჰე” ჰე ე და ძექკ ვიღე 

ძე–ძი) (ძა– ძე) (#ვ– 

თ, 09,+ თკ 0,+ თვ დე + ( ჩი» 
197:Vვ 

თ; თე თვ =0. (69,7) 

ამ გამოსახულების პირველი წევრი – 2 (ი-ის ტოლია. თუ მეორე წევრში C,, 

თე: და თკ-ის მნიშვნელობებს შევიტანთ (69,6) ფორმულებიდან, გვექნება 

9 –ო-.მ...ი......ი.იმეიიი. 

+ = =2M/ რს–თ9)0ს-–- თმ) ძე – 9). (69,8) 

(69,8) დიფერენციალური განტოლების დაყვანა შეგვიძლია განტოლებაზე, რომელ- 
საც აკმაყოფილებს ეეიერშტრასის ე. წ. ელიფსური ფუნქცია 0600). ეს ფუნქცია 

წარმოადგენს შემდეგი დიფერენციალური განტოლების ამონახსნს: 

00. 2#C-ნად- რაში. (69,9) 
VI 

ამასთან #,, #,, ტ კუბური პოლინომის ფესვებია და აკმაჟოფილებენ პირობას 

0,+0:+6,=0. განსაზუვრულობისათვის ვიგული',ხმოთ, რომ 0, >06: >6ე: 

ადვილად ვაჩვენებთ, რომ (69,8) განტოლებას დავაკიაყოფილებთ, თუ და- 

ვუშვებთ, რომ 

– ა'=/თ – + 0+2+%). (69,10) 
მართლაც, ამ შემთხვევაში (695,8) განტოლება იღებს სახეს 

ძი Vთრ სადი C- +). (#9) 
სადაც , 

Iს = ფ (რჯ 2), 

M= 2 0ა +2, – 2), (69,12) 

ჩ-ს +2, – 2), 
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ჯამი I ++ Mა= 0. იმისათვის, რომ თ, V,, თე გამოვხატოთ ვეიერშ,რასის 
ფუნქციით, დაგვრჩენია 0,, ი,, დ-ის ზემოთ აღნიშნული მიმდევრობის დადგენა. 

ამისათვის შევისწავლოთ 2., 7, კ სიდიდეები. 
ჯერ ერთი, ყველა ეს რიცხვი დადებითია. მართლაც, განვიხილოთ აშკარა 

უტოლობა 

L?"1=9/1Cთ;+/)ჰ2თ?+ ძვ ია:<710+/ჰ, მთი +ჰ,ძვი=9) 6, (69,13) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ 

ძ,)ხ-- I?>90. (69,14) 

სრულიად ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ 
ძენ 11<0. (69,15) 

რაც შეეხება V, 6 IL? სიდიდეს, იგი მოთავსებული იქნება წინა ორ სიდიდეს 
შორის და შეიძლება მიიღოს როგორც დადებითი და დარყოფითი მნიშვნელობა, 

ისე ნულოვანიც. ჩვენ ვიცით, რომ ორი მომენტის ჯამი მეტია მესამეზე; #;+Vძვ>V). 

ამიტომ 
ზ(ძვ+9,) – LL>9#,% – L1>0, (69,16) 

რაც იმას გვიჩვენებს, რომ (69,5) ფორმულის თანახმად, #,>0, ასევე », და Xვ-() 
დადებითია, რადგან თუ დაცულია (69,16) პირობა, მით უმეტეს დაცული იქნება 
პირობები: 

6(ჰე! ჰ)ეა–-L>0, 6(11+V:) -– L1>0, (69,17) 

რამდენადაც #, >9#:>ჰა. რომ გამოვარკვიოთ, X,, 7, ჯ-ის ფარდობითი სიდი- 
დეები, განვიხილოთ შემდეგი სხვაობები: 

.-  ის–ძაყეაბ–-L) 1 =).=97:-=-9IX9M5-#) 50, (69.18) 
ა! 4 7:9ე 

ს-ა (1-90X0%6- #02, (69,18”) 
ძ9#,ძ.ჰა 

ს 271 ა) 006 #9). (69,18”) 
თთ7:ლძა 

ბოლო სხვაობის ნიშანი დამოკიდებულია ჰე 6-- L? ხიდიდეზე განსაზღვრულობი- 
სათვის დავუშვათ, რომ 

ძან L?1>9, (69.19) 

მაშინ წინა ტოლობები გვიჩვენებს, რომ ადგილი ექნება უტოლობებს 

X>7>X. (69,20) 
ახლა ვიპოვოთ V,, MM. (კ “იცხვების ფარდლობითი სიდიდეები; ამისათვის შევად- 
გინოთ სხვაობები 

ს, – ს =X-–-ს>0, ხა – სა=X- ჯ#>0, სა ს,= ს - »>0, (69,21) 

საიდანაც დავასკვნით, რომ 

#3 > ს, > IM. (69,22) 

ამგვარად ი,, ძ:, იე რიცხვებისათვის გვექნება გარკვეული შერჩევა (8 >0,>ძ)). 

I - 
6,= 3. (.,+ წ –_ 27), (69,23) 
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ფ=-- 0)+X%) 2), (69,235 

1 –=- 0+X, –– 2X). (69,23”) 

ამის შემდეგ, (69,6) ფორმულების თანახმად, კუთხური სიჩქარის კომპონენტები 
ვეიერმტრასის ფუნქციით შემდეგნაირად გამოიხატება: 

წმ ევღლ 
= ( – , 69,24 

+-IV ცემა 0-9“ (99,24) 

ძეა #90 --> , 
= ს)–– მე, 69,24 

ს-I/ უ–-ით-- 70--9% (99,721) 

9.4 #:=> „ ი=I/- ას „უც. (69,24”) 
3 / --592-> ა-ი 

ვეიერშტრასის ი(0) ფუნქცია შეიძლება დავაკავშიროთ იაკობის ცნობილ §, ძ» 
და 0, ფუნქციებთან. ამ ფუნქციების განსასაზღვრავად განვიხილოთ ინტეგრალი 

” გ თ 
–-“_---_ (69,25) 

I V 1 –– M”31ი7თ 

რომელსაც ეწოდება პირველი გვარის ელიფსური ინტეგრალი, # წარმოადგენს 
მოდულს. ეს ინტეგრალი X=8§|10ი თ ჩასმით ასეთ სახეს მიიღებს: 

. V62 =|------ >... 69,26 “ | ე ა” თი თ ( ) 

(69,25) ინტეგრალის ზედა საზღვარი განვიხილოთ როგორც #-ს ფუნქცია. ზედა 

საზღვარს უწოდებენ ამპლიტუდას 

დ=თ/MV, (69,27) 

#-ს კი –– არგუმენტს და მას ასე სწერენ: 
#=8218 %- (69,28) 

შემოვიღოთ ახლა იაკობის ფუნქციები: 
§)/M = 5) დ = 3810 V2)I#, (69,29) 

C1)VL= 608 დ =005 თო!ს. (69,30) 

ძი = ბდ= 1/1 - #807დ= “>. (69,31) 
CI 

პირველ ორ ფუნქციას, სათანადოდ, ჰქვია ელიფსური სინუსი და კოსინუსი, მესა- 

მეს კი –– ამპლიტუდის დელტა. ისინი შეგვიძლია განვმარტოთ ინტეგრალის სა- 

ხეთაც: 

ზით" 7 

“(L 
=>–========–===5:7. 69,32) 

V (1 –-#9) (1 – #9 ' 
M=



თი” 

„= “ _ , L=I/1-X0, (69,33) 
V 0 – 5 (I7+I3/) 

ძის 

“ 
70 60 (69,34) 

–0("' –»ჯX) 
#= 

1 

(69,25) განმარტებიდან ნათელია, რომ როცა დ=0, მაშინ «=-0. (69,29) –– 

(69,31) ფორმულები ამ შემთხვევაში მოგვცემენ: 

ვ)0=0, («)0=1, ძ/0=1. (69,35) 

როცა მოდული #=0, მაშინ (69,25)-დან «=დ და, მაშასადამე, §114= 510, 
CI #=008(V, ზოლო ძ7 VC=1, ე. ი. როცა L= 0, იაკობის ყუ, და 6) ფუნქციები 

ჩვეულებრივ წრიულ ტრიგონომეტრიულ სინუსსა და კოსინუსს ემთხვევა, ამპლი- 

ტუდის დელტა კი ერთის ტოლი ხდება. 
როცა #X=1, მაშინ (69,32)-დან 

1. 14(Mი 1. 1+. 
ი=+I +. “> 1 ყეე314%, (69,36) 

2 1–I/ის 2 1–-ევი“ 
  

საიდანაც 

გ96= 1 +394 (9,37) 
1 –– §M9% 

აქედან კი 

§)ჯ=LხI. (69,38) 

სადაც LI + ჰიპერბოლური ტანგენსია. ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ X= 1-ისა- 

თვის 
1 

ძას=C)6= –---. (69,39) 
იხს 

ადვილად ვიპოვით იაკობის ფუნქციის წარმოებულებსაც. მართლაც, (69,29) 

განმარტებიდან გვაქვს 

ი . ძდ ძჯ 
– 30%=– §5)0დ-– =005დ-, (69,40) 
ძ"« ძღ წ ძი ? ძ“ 

ან, (69,30) და (69,3!)) ფორმულების გამოყენებით, 

4 8)! = 07VI (III. (69,41) 
" 

ასევე ვაჩვენებთ, რომ 
4 0119%==–– §)IM CM, (69.42) 
ი" 

LI ე –- C))1= – #" 8)! 01IM. (69,43) 
” 

დავუბრუნდეთ ახლა კავშირს ვეიერშტრასისა და იაკობის ფუნქციებს შო- 
რის. ცნობილია, რომ ამ კავშირს შემდეგი ფორმულები ახორციელებენ: 

/ 0(0(+0) – 2, =V ძვ – 6, ი (« I თ – თ), (69,44) 

1/ ჩ(M+ი)– 9, = 1/ 6 – 0: CI (VI I/ 0 –031, (69,45) 
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V ი! +იძ)– ტკ = MI ბი–– ფცა” (თ M/ა, –- ძვ ), (69,46) 

სადაც ი არის 2(V) ფუნქციის ძირითადი წარმოსახვითი პერიოდის ნახევარი. ამ 
ფორმულების თანახმად (69,24) ფორმულები მიიღებენ სახეს: 

  

  

  
  

  
  

თ,= 4 CI ((X+თ), (69,47) 

თე = 18 §» (5X« +თ), (69,48) 

“თავ = C C# (§–-X-+თ), (69,49) 

სადაც თ ნებისმიერი მუდმივია, ხოლო 

7, –– ა) ჰენ I, /; -9341% 2 ა (69,50) 
4= | ჰ-ჰ)ა(მვ–ჰ) V 2 ძაე–-ძ)თ. 

ძვძეი(, 2) . 6- I” 
8= პს: 8668 / თ (69,51) 

V (9) – ჰე) (4ვ–V.) V – ჰე), 

9, ჰ:(2ვ-– I V,6--L 
(69,52) 

თ-I/ > 7ა-– წ) (ძე) ს => მ,–ჰე) ძვ 

C= /9,–9= / (მა--)(/6-- #9 (69,53) 
99:93 

მოდულის როლს ჩვენს შემთხვევაძი ასრულებს სიდიდე 

ა-ი ი» (/ვ –.,) (755 –/) #= I/““ 4-6 | / 50=> =I/! ( წ შალახიძთ, (69,54) 

იაკობის ფუნქციები პერიოდული ფუნქციებია. ელიფსური ფუნქციების დ:მახასია- 

თებელი ისაა, რომ მათ ორი პერიოდი გააჩნიათ, ამასთან ამ პერიოდების. ფარ- 
დობა არაა ნამდვილი რიცხვი. 

ცნობილია, რომ არსი პერიოდი უდრის 

4 

  

ჯ=-“ , 69,55 8 ( ) 

სადაც # არის ლეჟანდრის პირველი გვარის ელიფსური ინტეგრალი 

1 Xჯ/2 
ძX ' ძთ MV)= | - =| – ! 69,56) 

ი I MI 1 – X)(1– /2X) I/ 1–#?'§1ი?:თ ( 
0 0 

თუ გავიხსენებთ §)-ს მნიშვნელობას, პერიოდისათვის გვექნება 

12-24X / 2 ძ-+% = (6C,57) 

(ძვ–- ძე (/,6–L) 

ამ დროის გავლის შემდეგ თ ეექტორი უბრუნდება თავის საწყის მდებარეობას 
ბზრიალას ღერძის მიმართ. თვით ბზრიალა უძრავი ღერძის მიმართ თავის საწყის 
მდებარეობას არ უბრუნდება, იგი გადაინაცვლებს სივრცეში. ამ მოძრაობის შესას- 
წავლად განვიხილოთ ბზრიალას მოძრაობა უძრავი სისტემის მიმართ როგორც 

დროის ფუნქცია. უძრავი სისტემის „ ღერძი ავირჩიოთ მომენტის გასწვრივ და L 
დავაგეგზილოთ მოქრავი სისტემის ღერძებზე. რადგან პოლარული კუთხე და ღერ- 

2ან



ძის აზიმუტი მოძრავი სისტემის მიმართ სათანადოდ ტოლია 0 დ #+>/2-–94, 
ამიტომ 

#,=4/#)თ,= #50 0 51ი9%, 

IX:= ე სუ= # 510 0 608 დ, (69,58) 

მვ = ძე 0ვ=# 0080. 

  

აქედან 

(<4=”!.%= V თრ –ჰა თოX19 , (69,59) 
ძეთ ძან, –– ჰე). §1 (56X+თ) 

” თვ _ ” ძვ (/,§ 
00§0=–-2?-. 95(/,5-/უ (01 (97) 69,60 

7 »  V CC, ა  თM+9 (ით 
ამ ფორმულიდან ჩანს, რომ 0 და თ-ს დამოკიდებულება დროზე ასევე პერიოდუ- 

ლია 9? პერიოდით. ამ ფორმულებში დ კუთხე არ წევიდა. მის საპოვნელად გამო- 

ვიყენოთ კინემატიკური განტოლებები: 

=დ51Iი 05Iი9+0 008", 
' ! (69.6!) 

აქედან თ. = დ 60050 0054 – მესი. 

აქედა! . : ა 
გ- 9909 + 0, 05% (69,62) 

5100 

მეორე მხრივ, (69,58) ფორმულების ძალით, 

2 9 
თე 510 დ + თე (05 8 90 + 7:00). (69,63) 

#30 0 

ი მაშასაღამ 1” 5101 0 = #1 თ1+.72 CV. (69,64) 
ა ძასადაძე, ა: _ 2 

C=,) MX +950: _ „ 5 –– ძვ 95. (69,65) 

1 + 2 თ: L" –- ჰეთ 

დ ყოველთვის დადებითია, მაშასადამე, დ იქნება დროის მონოტონურად ზრდადი 

ფუნქცია და იგი არ იქნება პერიოდული. ამგვარად, მაროალია, Cთ, 0, ს სიდი- 

დეები L პერიოდის გავლის შემდეგ დაუბრუნ ჯებიან თავის საწყის მდებარეობას, 

სამაგიეროდ, დ არაა პერიოჯულა და თავისუფლად მოძრავი ბზრიალა პერიოდის 

გავლის შემდეგ სივრცის იმავე ადგილას აღარ დაბრუნდება, თუ, რა თქმა უნ, ა, 

დ-ს ნაზრდი 2X-ს ჯერადი არ აღმოჩნდა, 
ჩვენ განვიხილეთ (69,19) შემთხვევა. საწინააღმდეგო შემთხვევაში, როცა 

ძ26-- L'<0, შეიცვლებოდა ი,, თ, ძე რიცხვების მიმდევრობა შედეგად თ, გა- 
მოიხატებოდა ძჯ;-ით და არა (/-ით, ასევე. თა გამოიხატებოდა ვ) ით, ხოლო თვ 

კი –– აჯ-ით, ე. ი. გადაისმება 1 და 3 ინდექსი. 
როცა #16 –- 7,7=0, ეს შემთხვევა ცალკე განხილვას მოითხოვს. ამ დროს 

7 –- X=0, შესაბამისად «,=6; და L=1. ამ შემთხვევაში კი, როგორც ვაჩვენეთ, 

იაკობის ფუნქციები დაიყვანება ჰიპერბოლურ ფუნქციებზე. შედეგად მივიღებთ: 

1   =4--- 69,66 
4 (0149) (09,66) 

=#LV (9/+თ), (69,67) 
1 .=0--. 69.68 

ი ხ(C+თ (60.8) 
239



დიდი დროის გავლის შემდეგ Lხ (6) + თ) მიისწრაფვის ერთისაკენ, ხოლო 

1 

იხ(CX+თ) 
ღერძი ასიმპტოტურად მიისწრაფვის ყ” ღერძთან დასამთხვევად. 

დაბოლოს, ასიმეტრიული ბზრიალას ფორმულებიდან, როგორც კერძო შემ- 

თხვევა, მივიღოთ სიმეტრიული ბზრიალას შემთხვევა #,=V§ 5 „ვ. ამისათვის უნდა 

მივიღოთ #=0 და იაკობის ა), თ. და იჯ ფუნქციები, სათანადოდ, შევცვალოთ 

სინუსით, კოსინუსით და ერთით, მაშინ, (69,47)–– (69,49) ფორმულებიდან, 

6-– (2 

–– ნულისაკენ, მაშასადამე. განხილულ შემთხვევაში ბრუნეის მყისა 

თ.=60= I/ V =:0005L, (69,69) 
(ძ,––ჰვ) #3 

(69,531) ფორმულის ძალით კი – 

ი-1ე)/ რ ძაძა მს 2-V თე. (69,70) 

V, ძა თV, 

(69,60) ფორმულიდა6 გვექნება 

/ ძა(ძჰ15ნ–- XL9) 
005 0 = =00#8L. (69,71) 

I #" (9, –– ჰვ) 

(69,59) ფორმულა კი მოგვცემს: 

L დ=C6L< (§# -Lთ), (69,72) 

ხოლო დ-სთვის (69,65)-ის თანახმად შეგვიძლია დავწეროთ 

==. ი ყფთ ბს 
== -- მი-”თეძა #6. (69,73) 

2 იან» VI, LLჰ.-_ 
(9/)––ჰვ) ძვ 

მიღებული ფორმულებიდან კი დავასკვნით, რომ 

0 =ლიი9ს, 

L დ=-“ (+დე, (69,74) 
ჰყ. . 

ს-თV4+V-9%-% თეჯ#+თ, 
' 

რაც შეესაბამება თავისუფალი სიმეტრიული ბზრიალას პრეცესიულ მოძრაობას, 
დასასრულ აღვნიშნოთ, რომ ასიმეტრიული ბზრიალას ამოცანა გარეშე ველ- 

ში, კერძოდ გრავიტაციულ ველში, კვადრატურებამდე ჯერ კიდევ არაა მიყვანილი, 

გარდა ზოგიერთი კერძო შემთხვევისა. 

§ 70. ასიმეტრიული ბზრიალას მოძრაობის გეომეტრიული 

ინტერპრეტაცია 

წინა პარაგრაფში მიღებული შედეგები ინერციის ცენტრის ირგვლივ მბრუ- 
ნავი ასიმეტრიული ბზრიალასათვის შეიჰლება მივიღოთ მარტივი გეომეტრიული 
მეთოდითაც, რომელიც დაამუშავა ფრანგმა გეომეტრმა პუანსომ. 
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ინერციის ელიფსოიდს უძრავი 0 წურტილის მიმართ, როცა მოძრავი სის- 
ტემის კოორდინატთა ღერძები ემთხვევა ინერციის მთავარ მიმართულებებს, აქვს 
“შემდეგი სახე: 

ძე» +V#წ,ს” +ჰუე»” =1. (70,1) 

ვთქვათ, მყარი სხეულის ბრუნეის მყისა ღერძი ემთხვევა 0თ მიმართულე- 
ბას (ნახ, 60); ვიპოვოთ იძ სიბრტყის განტოლება, რომელიც თ წერტილში ეხება 

ელიფსოიდს. X”, ყ”, 2 სისტემაში თ ვექტორს ექნება მიმართულების კოსინუსები 

ა, ით, შლ” <4, ხოლო ც წერტილის კოორდინატები იგივე ღერძებზე იქნება: 
ირი თ" 

X=0-+“1, ყ'=6 9, „=606-4, (70,2) 
ი ი ა 

სადაც ი არის თ წერტილის რაჯიუსვექტორის აბსოლუტური სიდიდე. ანალიზური 
გეომეტრიიდან ცნობილია, რომ # (X", ს, „)=0 ფართეულის მხები სიბრტყის 

განტოლება ნებისმიერ X, ყ, 2 წერტილში ასე განიმარტება: 

მL _ 
ძა” 

X-–X) აX +(/–ყ!) მა, 0. (70,2) 
ძX ძყ 

  

  

  

ჩვენს შემთხეევაში 1 =V, X” +I.V' +ჰა/ -- 1, ამიტომ. მხები სიბრტყის გან– 
ტოლება მიიღებს სახეს 

მ) XX + ყა ყყ + ძვ 2” =1, (70,4) 
ან, (70,2)-ის გამოყენებით, 

+ (4, თ, X+ძ, ს /+ძე თე) =1. (0,5) 

რამდენადაც იმპულსის მომენტის მდგენელები ტოლია Xს,=–9ჰ, თე, Lა=ძვ რე და 

#ა=Vა ხვ, ამიტომ (70,5) ასეც გადაიწერება: 

+–-(სX+LV+Lხ9=1. (70,6) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ L (CI, IX, Lა) ვექტორის გეგმილები ამ განტოლების 
კოეფიციენტების პროპორციული სიდიდეებია. ამიტომ L ვექტორი პერპენდიკუ- 

16 ე. მამასახლისოეი, გ. პჭპილაშვილი 94!



ლარულია ამ სიბრტყის. ამგვარად, იმპულსის მომენტი მართობია ინერციის ელიფ- 

სოიდის ბრუნვის ღერძის გადაკვეთის წერტილში გავლებული მხები სიბრტყისა. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ ინერციის ელიფსოიდის ცენტრიდან აღნიშნულ 

მხებ ხიბრტყემდე მანძილი მუდმივი სიდიდეა. როცა სიბრტყის განტოლება მოცე- 

მულია სახით #4X+ 8ყ+C05+70=0, მაშინ მანძილი 7VC,, ყ, 2) წერტილიდან 

ამ სიბრტყემდე, როგორც ცნობილია, განისაზღვრება ფორმულით 

45+#0ყ,+05 +7 

/#L+ 81+C 
ჩვენს შემთხვევაში რამდენადაც მანძილი აიღება კოორდინატთა სათავიდან 

(ი5=ყ9,=2=0, 0=-- თ/ი), იმდენად 

#= (70,?) 

==) _ 1 
ი / L+IL+I. 67, 

თუ (70,2) ფორმულებს შევიტანთ (70,1) ელიფსოიდის განტოლებაში, მივიღებთ 

” (70,8) 

2 

რ<Cთ თ:+/,ი1+/ჰეთე=), უო0,9 

საიდანაც კინეტიკური ენერგიისათვის გვექნება 

თ? 

22 · (70,10) 

ამ ფორმულის გათვალისწინებით (70,8) მოგვცემს 

#2». (70,11) 
# 

რადგან თავისუფალი ბზრიალასათვის ინახება როგორც კინეტიკური ენერგია, ისე 

იმპულსის მომენტი, ამიტომ #=0005L, მიუხედავად ბზრიალას ბრუნვითი მოძრაო– 

ბისა. ეს კი იმას ნიშნავს, რომ მხები სიბრტყე, რომელიც ამავე დროს მართობია 

მომენტის, სხეულის ბრუნვისას უძრავია. გადაადგილებას განიცდის მხოლოდ შე- 
ხების წერტილი. მრუდს, რომელსაც ეს წერტილი შემოსწერს ელიფსოიდის ზედა- 

პირზე, უწოდებენ პოლოდიას, ხოლო უძრავ სიბრტყეზე – ჰერპოლოდიას. ამას- 

თან, რამდენადაც ბრუნვის მყისა ღერძი შეხების წერტილზე გადის, ამიტომ იმ 

წერტილის სიჩქარე, რომელიც დროის აღებულ მომენტში შეხების წერტილს წარ- 

მოადგენს, ნულის ტოლი იქნება. 

ცხადია, რომ პოლოდია წარმოადგენს იმ კონუსის გადაკვეთას ინერციის 

ელიფსოიდთან, რომელიც მთლიანად მოთავსებულია ელიფსოიდში, ხოლო წეერო 

ემთხვევა ინერციის ელიფსოიდის ცენტრს, ზედაპირი კი წარმოადგენს მყისა ღერ- 
ძების გეომეტრიულ ადგილს. ჰერპოლოდია კი არის მრუდი, რომელსაც მივიღებთ 

იმ კონუსის უძრავ სიბრტყესთან გადაკვეთით, რომლის ზედაპირი წარმოადგენს 

მყისა ღერძების გეომეტრიულ ადგილს სივრცეში, წვერო კი ემთხვევა ელიფსოი- 

დის ცენტრს. მაშასადამე, თავისუფალი ბზრიალას მოძრაობას მივიღებთ, თუ პირ- 

ველ კონუსს ვაიძულებთ იგოროს მეორეზე ისე, რომ მყისა კუთხური სიჩქარე 

ყოველ მომენტში (თანახმად (70,101) ფორმულისა ტოლი იყოს სიდიდისა 

თ=ი / 2ჯ ან, სხვანაირად, რადგან შეხების წერტილის სიჩქარე ნულის ტოლია, 

საჭირო მოძრაობას მივიღებთ, თუ ელიფსოიდს ვაიძულებთ იგოროს და იბრუნოს 

უძრავ სიბრტყეზე, ცურვის გარეშე. 
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ადვილად შეიძლება ვიპოვოთ პოლოდიის განტოლება და 'შევისწავლოთ მისი 

ყოფაქცევა. პოლოდიის წერტილები, ერთის მხრივ, იმყოფებიან ინერციის ელიფ– 

სოიდის ზედაპირზე და, მაშასაჯამე. აკმაყოფილებენ (7ე,1) განტოლებას, მეორე 

მხრივ, იმყოფებიან მხებ სიბრტყეზეც (70,4), რომელიც ინერციის ცენტრიდან 

მუდმივ # მანძილითაა დაშორებული. ეს მანძილი, ანალიზური გეომეტრიის თა– 

ნახმად, განისაზღვრება ფორმულით 

ნიშნ M=(01X +#1V +512 )1 (0,129) 
აღვნიშნოთ 

მაშინ ჰ1X” +)1ეყ” +ჰ1?" =X7, (70,13) 
„ა ძო! 

0--- >. (70,14) 2 

(70,1) და (70,131) განტოლების ერთობლივი განხილვა მოგვცემს 

7, C) – 7) X” +479) თა – #) «” +ჰძეფავ – 0) 1=0, (70,15) 

რომელიც წარმოადგენს კონუსის განტოლებას; პოლოდია მიიღება ამ კონუსისა 

და ინერციის ელიფსოიდის გადაკვეთით. კონუსი რთმ არსი იყოს, საჭიროა და– 

ცული იყოს პირობა “ 

97.>X> ყა. (70,16) 

გეომეტრიულად ეს პირობა ნიშნავს იმას, 
რომ მანძილი მხების სიბრტყიდან ინერ- 

ციის ელიფსოიდის ცენტრამდე ნაკლებია, 

ვიდრე დიდი ნახევარღერძი წლი და მე- 

ტია ვიდრე «უმცირესი ნახევარღერძი 

ძ-V, ეს პირობა კი ყოველთვის დაცუ- 

ლია, მართლაც, თუ (70,16) უტოლობას 
§=27'-ზე გავამრავლებთ და გამოვაკლებთ 
#L"-ს, მივიღებთ 

ჰენ LI>0>ძვ6-–- I”. (70,17) 

ეს პირობა კი, როგორც წინა პარაგრაფ- ნახ, 61 

ში დავინახეთ, დაცულია, 

ახლა გამოვარკვიოთ, როგორ იცვლება პოლოდიის სახე, როცა 7) იცვლება 
ყ, და ჰვ-ს შორის. ამ საქმეში დაგვეხმარება პოლოდიის პროექციების მოძებნა 

საკოორდინატო სიბრტყეებზე, ამ მიზნით (70,15) და (70,1) განტოლებებიდან 

რიგრიგობით გამოვრიცხოთ X”, ყ”, 2. მივიღებთ: 

  

თმი–-ძ)ს +/ჰა 0) – ს) =7-წა (70,18) 

ჩი”ნჩხჩ–-ჰ)ა” –-თ(ნს–ძ),” =0-ძ,, (70,19) 

ძო სფე ჰე))X” +ჰა (ძა - ძე)ყ” =9 – წვ. (70,20) 

აქედან ჩანს, რომ პოლოდიის პროექციები ყი” და X "ის სიბრტყეზე ელიფსე–- 
ბია, X გ-ზე კი –– ჰიპერბოლები. სხვადასხვა -თვის პოლოდიის პროექციები 

განისაზღვრება მსგაესი მრუდებით. განვიხილოთ ზოგიერთი შემთხეევა. 
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ვთქვათ 1)1=. , მაშინ (70,15)-ში ყ, და ჯ#”-ის კოეფიციენტები უარყოფი- 

თია (#7,>275>-3) და განტოლება მხოლოდ მაშინ იქნება ძალაში, როცა ყV =- ე, 

  რაც, თანახმად (70,1) განტოლებისა, გვაძლევს XV” = + ული. ამ შემთხვევაში 

პოლოდია გადაგვარდება ორ წერტილად, რომლებიც მცირე ღერძის ბოლოებში 

მდებარეობენ. როცა „#ე= 7), მაშინ XV და ყ-ის კოეფიციენტები დადებითი» და 

განტოლება დაცული იქნება მხოლოდ X” =ყ”=0-სათვის. (70,1)-დან კი ვიპოვით 

,'= -- 1 -- ამ შემთხვევაში პოლოდია გადაგვარდება დიდი ღერძის ბოლოებზე 
ვ 

მდებარე ორ წერტილად. 

თუ 7,>7>ძ;, მაშინ (70,15)-ის პირველი კოეფიციენტი დადებითია, ორი 

შემდეგი კი –– უარყოფითი. კონუსს ამ შემთხვევაში ღერძად ექნება იX ღერძი, 

პოლოდია შედგება ორი შტოსაგან, რომლებიც გარს უვლიან მცირე ნახევარღერძს. 

- ნახაზზე ეს შტოები აღნიშნუ- 

ლია 1-ით. 

როცა #=VM,ე, მაშინ 

ჰძე<»#ა და (70,155) მრუდი 

გადაგვარდება ორ სიბრტყედ, 
პოლოდია კი წარმოადგენს 

ორ გადამკვეთ ელიფსს (იხ. 

2 მრუდი ნახ. 61-ზე). #,> 

>72:>Vყე შემთხვევაში კონუ- 

სის ღერძი იქნება ი,” ღერძი, 
პოლოდიას ექნება ორი შტო, 

რომლებიც გარს უვლიან 

ელიფსოიდის დიდ ღერძს 

(მე-ჭ მრუდები იმავე ნახაზ- 

ზე). რაც შეეხება ჰერპოლო- 

დიის სახეს, მის დასადგენად 
საჭიროა ელიფსური ფუნქციების გამოყენება. მაგრამ აქვე შეგვიძლია დავადგინოთ 

ერთი მნიშვნელოვანი გარემოება, ავიღოთ ჰერპოლოდიის შეხების წერტილი და 

მისი დაშორება უძრავ სიბრტყეზე ინერციის ცენტრიდან დაშვებული პერპენდი- 

კულარის ფუძემდე აღვნიშნოთ ჯ--ით (იხ. ნახ. 62). მაშინ ცხადია, რომ »7?= 0?--/?. 

რადგან ი სიდიდე მოთავსებულია ელიფსოიდის დიდსა და მცირე ღერძების სიდი- 

დეებს შორის, აქედან დავასკვნით, რომ ჰერპოლოდია მთლიანად მოთავსებულია 

ორ კონცენტრიულ წრეხაზს შორის. გარდა ამისა აღვნიშნოთ, რომ იმ დროს, 

როცა პოლოდია ყოველთვის ჩაკეტილი მრუდია, ჰერპოლოდია ყოველთვის ღია 

მრუდს წარმოადგენს. 

  

  

. ნახ, 62 

§ 7), მქარი სხეულის ბრუნვა ღერძის გარშემო. 

ვთქვათ, მყარი სხეული ბრუნავს უძრავი ღერძის გარშემო აქტიური ძალე– 

ბის გავლენით. ბრუნვის ღერძად ავიღოთ ჯ ღერძი. ასეთი მოძრაობის დასახასია- 
თებლად საკმარისია ერთი პარამეტრი, რამდენადაც მყარ სხეულს. ამ შემთხვევაში, 

მხოლოდ ერთი თავისუფლების ხარისხი აქვს. ეს ერთი პარამეტრი იქნება კუთხე 
დ, რომელზედაც მყარი სხეული მობრუნდება დაფიქსირებული მდებარეობის მი- 
მართ. ასეთი მოძრაობისათვის ეილერის დინამიკური განტოლებები მოგვცემენ 
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ძ თა -2=M (71,1) 

ან, რადგან (თგ=დ, 2 

თი >. = 20, - ი, თ)? 

სადაც />, // ძალის კომპონენტებია X და ყ/ ღერძებზე. მიღებული განტოლება 
წარმოადგენს მყარი სხეულის ღერძის გარშემო ბრუნვის დიფერენციალურ განტო- 
ლებას. მისი ინტეგრაციით ვიპოვით 
დ =დC() და ამით ამოცანა სავსებით 

გადაწყვეტილი იქნება. „ან 
როცა სხეულზე ძალები არ “ 

მოქმედებს, ანდა მათე მიმართულე- _ ა.“ 

ბა პარალელურია ბრუნვის ღერძის 

მიმართულებისა, ან ჰკვეთენ მას, 

მაშინ (71,2) განტოლების მარჯვენა 

მხარე ნულის ტოლი იქნება და მი- 

ვიღებთ: დ = თ +ლ0ჰვხ, ე. ი. ბრუნ- 

ვა ხდება თანაბარი კუთხური სიჩ- 

ქარით. ასეთ ბრუნვას ინერციულ 

ბრუნვას უწოდებენ. 

ფიზიკური საქანი. ფიზიკური 

საქანი ეწოდება ისეთ მყარ სხეულს, 

რომელსაც შეუძლია ბრუნვა ღერ- 

ძის ირგვლივ სიმძიმის ძალის გავ- 

ლენით, 

ბოუნვის ღერძი ავღოთ ჰორიზონტალურად და # ღერძს დავამთხვიოთ, 

Xიყ სიბრტყე კი იყოს ვერტიკალური სებრტყე, რომელიც მართობია 2 ღერძის 
და გადის ინერციის ცენტრზე (ნახ. 63). 

გამოვიყენოთ განტოლება 

“ა 
  

  

  

    თ,
 

  

ნახ. 63 

ჰვდ= 22.” (71,3) 

აქ L არის მყარი სხეულის ჯ-ური ნაწილაკის რადიუსვექტორი, ხოლო წ, -– სხეუ- 
ლის ჯ-ური წერტილის წონა. თანახმად (61,25) ფორმულისა, (71,3) განტოლება 

მიიღებს სახეს 

ჰ.ად=1/ყ(ჩ, იI,. (71,4) 

/ =X»#, სხეულის სრული მასაა, ი ორტია ეერტიკალის მიმართულებით, ს კი-– 

სიმძიმის ცენტრის რადიუსვექტორი; ცხადია, რომ 

ძედ= Mწ (თ, – VII) =– 1წწყM.= – 1IIღV, (71,5) 

რადგან #=C§1ს ჯ. სადაც თ არის მანძილი ინერციის ცენტრიდან სათავემდე, 

ამიტომ 

  

ყძედ=–- 1/წ0 510 დ. (71,6) 
ეს განტოლება ასე გადავწეროთ: 

დ+ უზრ 910დ=0, (71,7) 
/ა 

აჰუ



თუ შევადარებთ ბრტყელი მათემატიკური საქანის რხევის განტოლებას 

<+ + 9იდ=0 (1,8) 

დავასკვნით, რომ ფიზიკური საქანი ირხევა ისეთივე კანონით, როგორითაც მათე- 
მატიკური საქანი, რომლის სიგრძე 

«ვ I1= 731, 71,9 
#»თ ( ) 

ასეთ მათემატიკურ საქანს უწოდებენ მოცემული ფიზიკური საქანის სინქრონულს. 
მცირე რხევების დროს §10 დ შეგვიძლია შევცვალოთ დ-ით, მაშინ გვექნება 

დ-4ძი( |/ 2/5წ- (+), (7),10) 
3 

ხოლო რხევის პერიოდი ტოლი იქნება 
  
  ჯ=2» ძა. (7111) 
XIყთ 

როცა გვაინტერესებს ზუსტი ამოხსნა, მაშინ საჭიროა ამოხსნები დავიყვანოთ 
ელიფსური ტიპის ინტეგრალზე, ისე როგორც ამას ვაკეთებდით მათემატიკური 

საქანისათვის. 

აღვნიშნოთ, რომ ფიზიკური საქანის პერიოდის განსაზღვრის საშუალებით 
შეგვიძლია ექსპერიმენტულად ვიპოვოთ ინერციის მომენტი. 

§ ?ა. მძქარი სხეულის სტატიკა 

მყარი სხეულის სტატიკაზე დაწვრილებით არ შევჩერდებით, რამდენადაც 
მისი ელემენტები საკმარისად ფართოდ შეისწავლება ელემენტარული მექანიკის 
კურსში; ამასთან, ზოგ დებულებას ჩვენ დამტკიცების გარეშე ჩამოვაყალიბებთ. 

გამოვარკვიოთ, რაში მდგომარეობს მყარი სხეულის წონასწორობის პირო- 
ბები. მყარი სხეულის მოძრაობის განტოლებებს აქვთ სახე: 

0 ი, ძL კ, (72,1) 
თ! ძ 

სადაც L =>! წარმოადგენს ყველა გარე ძალების ჯამს, M=> (V, () კი ყველა 

გარე ძალის მომენტის ჯამია. ამ განტოლებებიდან ჩანს: როცა წ=0 და M >0, 
სხეულს შეუძლია ბრუნვა, მისი ინერციის ცენტრი ჯი უძრავია; ხოლო როცა პი- 

რიქით, M=0 და წ «0, სხეული ასრულებს გადატანით მოძრაობას ბრუნვის გა- 

რეშე. მაშასადამე, მყარი სხეულის უძრაობისათვის უნდა გვქონდეს: 

–ჩ=M'=0, M=3M=0. (72,2) 
– 

ეს იმას ნიშნაკს, რომ წონასწორობის შემთხვევაში წ ძალებისაგან შედგენილი მრა- 

ვალკუთხედი ჩაკეტილია, ასევე ჩაკეტილია მომენტებისაგან შედგენილი მრავალ- 

კუთხედიც. წონასწორობის (72,2) პირობები შეიძლება ანალიზური სახით,ც დაი- 
წეროს. სახელდობრ, 

ს X == = = > X=0, ბ X =0, ბ 2=9, (22.3) 

202 – 2X) =0, 2) CX – X2)=0, 2, (XX –– /X)=0 
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აქ X, 7, 2 ძალის კომპონენტებია კოორდინატთა ღერძებზე, (72,3) წარმოად- 
გენს სტატიკის ძირითად განტოლებებს. მათი რიცხვი ექვსია. მაშასადამე, შეიძ- 
ლება მხოლოდ ექვსი უცნობი მოიძებნოს. 

მყარი სხეულის წონასწორობის პირობები შეიძლება გამოყვანილ იქნეს დი– 

ნამიკის განტოლებების გამოყენების გარეშეც. 

ვთქვათ, მოცემული გვაქვს მყარი სხეული, რომელზედაც მოქმედებს ნების– 
მიერად განლაგებული ძალები V,, წ,, წვ...წ,. პასუხის «გაცემა იმ კითხვაზე, თუ 
რა პირობებს უნდა აკმაყოფილებდეს სხეულზე 
მოდებული ძალები, რომ სხეული იყოს წონას 

წორობაში, შეადგენს სტატიკის ძირითად ამო- 

ცანას. ამ პირობების გამოსაყვანად დასაწყისში 
გავიხსენოთ წყვილძალის განმარტება. იგი, რო- 

გორც ვიცით, წარმოადგენს სხვადასხვა წერ- 

ტილში მოდებული ორი თანატოლი და თანა- 
წინააღმდეგი ძალის ერთობლიობას (წ, – წ). 

ამ სისტემის მომენტთა ჯამი უდრის 

M= (ე ლ, წ)=(8ზტ, წI. (72,4) 
იგი არ არის დამოკიდებული 0 წერტილზე და 

ატარებს წყვილის მომენტის სახელწოდებას, ნახ 44 
როგორც (72,4) ფორმულიდან ჩანს, წყვილის 
მომენტი უდრის მისი ერთ-ერთი ძალის მომენტს მეორე ძალის მოდების წერტი- 
ლის მიმართ. 

სტატიკა ემყარება სამ აქსიომას. ეს აქსიომებია: 1) ორი თანატოლი, თანა- 

წინააღმდეგი და ერთი სწორის გასწვრივ მოქმედი ძალა ერთმანეთს აწონასწო- 
რებს –– აბათილებს. 2) მყარი სხეულის მდგო- 

მარეობა არ შეიცელება, თუ მოქმედ ძალთა 
სისტემას დავუმატებთ ან გამოვაკლებთ ისეთ 

ძალებს, რომლებიც აწონასწორებენ ერთმანეთს. 

ვ) ერთ წერტილზე მოჯებული ორი ძ.ლის 

ტოლქმედი უდრის ამ ძალებზე აგებული პარა- 

ლელოგრამის დიაგონალს, ამასთან ძალთა სის– 

ტემის ტოლქმედს უწოდებენ ისეთ ერთ ძალას, 
რომელიც მოცემული ძალების მაგივრობას გა– 

სწევს, ე ი. სხეულზე იმოქმედებს ისე, რო- 
გორც მოქმედებს ძალთა სისტემა მთლიანად. 
აღსანიშნავია, რომ ძალთა სისტემას, Lაზოგა– 

დოდ, ტოლქმედი არა აქვს, ტოლქმედი მას 
წას. 65 გააჩნია მხოლოდ კერძო შემთხვევებში. მაგა–- 

ლითად, მე-3 აქსიომის ძალით ერთ წერტილში 
მოდებულ ძალებს გააჩნიათ ტოლქმედი, რომელიც მოიძებნება პარალელოგრამის 

წესის თანდათანობითი გამოყენებით. ძალთა წყვილს კი ტოლქმედი არა აქვს, 
ე· ი. არ არსებობს ერთი ძალა, რომელიც ძალთა წყვილის მაგივრობას გასწევს. 

პირველი ორი აქსიომის გამოყენებით შეიძლება დამტკიცდეს, რომ მყარ 
სხეულზე მოქმედი ძალა სრიალა ვექტორია, ე. ი. ძალის მოქმედება სხეულზე არ 
შეიცვლება, თუ მას გავასრიალებთ თავისი მოქმედების სწორის გასწვრივ. ძალა 

საზოგადოდ ღაბმული ვექტორია, ე. ი. არ შეიძლება მისი მოდების წერტილის 
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გადატანა რაიმე სხვა წერტილში. მხოლოდ იმ შემთხვევაში როდესაც სხეული, 

რომელზედაც მოქმედებს ძალა, მყარია, ძალის მოდების წერტილი შეიძლება გა- 

დატანილ იქნეს (რა თქმა უნდა, მიმართულების და სიდიდის შეუცვლელად) სხვა 

წერტილში, მხოლოდ იმავე სწორზე, რომლის გასწვრივაც მოქმედებს ძალა. ადვი- 

ლად შეიძლება დამტკიცდეს აგრეთვე შემდეგი დებულება, რომელიც შეეხება ძალ– 
თა წყვილებს. ამ დებულების თანახმად ორი ძალთა წყვილი ტოლფასია, თუ მათი 
მომენტები თანატოლია. აქედან გამომდინარეობს, რომ ძალთა წყვილი სავსებით 

განისახღვრება თავისი მომენტით. თუ მოცემულია მომენტი, შეიძლება (ალსახად 

მოიძებნოს ძალთა წყვილი. ამავე დროს წუვილის მომენტი, როგორც დებულები- 

დან .გამომდინარეობს, თავისუფალი ვექტორია, ე. ი. წყვილის მომენტი სხეულის 

ნებისმიერ წერტილმი შეიძლება გადავიტანოთ (რა თქმა უნდა, სიდიდის და მიმარ- 

თულების შეუცვლელად). ეს ნიშნავს, რომ წყვილის მოქმედება არ შეიცელება, 
თუ მას ნებისმიერად ვასრიალებთ თავის სიბრტყეში, გადავიტანთ მის პარალე- 

ლურ სიბრტყეში და ძალას და მხარს ისე შევცვლით, რომ მათი ნამრავლი არ 
შე-ცვალოს (წყვილის მხარს უწოდებენ ძალებს შორის გატარებული მართობის 

სიგოძეს). მტკიცდება, რომ ძალთა წყვილების ტოლქმედი წყვილის მომენტი უდრის 
შესაკრები წყვილების მომენტების გეომეტრიულ ჯამს ამ დებულებების გამოყენე- 
ბით შეიძლება ჩამ.იყალიბდეს ძალთა წყვილების შეკრების წესი: ძალთა წყვილე- 
ბის შესაკრებად საჭიროა გეომეტრიულად შეიკრიბოს მათი მომენტები. მომენტთა 
ჯამის მიხედვით აგებული წყვილი წარმოადგენს მოცემული წყვილების ტოლქმედ 
წყვილს. მომენტის მიხედვით კი წყვილი აიგება სემდეგნაირად: უნდა წარმოვიდ- 
გინოთ მომენტისადმე მართობული სიბრტყე და ამ სიბრტყეში გავატაროთ ძალთა 

წყვილი ისე, რომ ერთ-ერთი ძალისა და მხარის ნამრავლი უდრიდეს მომენტის 
ვექტორის სიდიდეს, ამასთან ძალებს უნდა მივცეთ ისეთი მიმართულება, რომ მო- 
მენტის მიმართულებასთან ქმნიდეს მარჯვენა სისტემას. ცხადია, რომ თუ მოცემუ- 
ლი წყვილების მომენტთა ჯამი ნული აღმოჩნდა, მაშინ ტოლქმედი წყვილის მო- 

მენტიც ნული იქნება, ეს კი იმას ნიშნავს, რომ ან წყვილის ძალებია ნული, ან 

წყვილის ხარია ნული, მაგრამ ამ უკანა– 

ს სკნელ “შემთხვევაში ძალები ერთ წერ- 

ტილში იქნება მოდებული და გააწონას- 

წორებენ ერთმანეთს. აქედან ჩვენ ეღე- 
წ) ბულობთ ძალთა წყვილების წონასწო- 

_1. რობის პირობას. ძალთა წყვილები აწო- “ს. ჯ 

– “ს. / ნასწორებენ ერთმანეთს, როცა მათი მო- 

წ “ს მენტთა გეომეტრიული ჯამი ნულის 

ოა ტოლია. 

ოთ / დავსვათ ახლა ძირითადი კითხვა: 
რა პირობებში ექნება მყარ სხეულზე მოქ- 
მედ ნებისმიერ ძალთა სისტემას ტოლქმე– 
დი, ე. ი. ერთი ძალა, რომელიც ძალთა 

სისტემის მაგივრობას გასწევს. 
ავიღოთ რაიმე ძალთა სისტემა, რო- 

მელიც მოქმედებს მყარ სხეულზე. როგორ უნდა შევკრიბოთ ეს ძალები? ჩვენ 
ვაცით ერთ წერტილში მოდებული ძალებისა და წყვილთა ძალების შეკრება. ახლა 
კი გვაქვს ისეთი ძ-ლები, რომელთა გაგრძელებანი ერთ წერტილში არ გადაიკვე- 

თება და რომლებიც არ მდებარეობენ ერთ სიბრტყეში. მოცემული ძალები რომ 

შევკრიბოთ, მოვიქცეთ შემდეგნაირად: ავიღოთ ნებისმიერი 0 წერტილი და მოვ- 

248 

ნაზ, 6რ



დოთ მას ორი L, ძალის ტოლი, პარალელური და თანაწინააღმდეგი ძალა. ამის 

უფლება ჩვენ გვაქვს მეორე აქსიომის თანახმად. მოცემული L, ძალა და დამატე- 
ბული ორი ძალა შეიძლება განვხილოთ როგორც ერთი ძალა ს,, მხოლოდ მო- 
დებული აღებულ ნებისმიერ 0 წერტილში, და ერთი წყვილძალა, რომლის მომენ- 

ტი უდრის მოცემული ს, ძალის მომენტს 0 წერტილის მიმართ. თუ ასევე მთ- 

ვიქცევით ყველა სხვა დანარჩენი ძალების მიმართაც, მაშინ, ნაცვლად მოცემული 
სისტემისა, გვექნება მისი ეკვიგალენტური სისტემა. ეს სისტემა შედგება აღებულ 

0 წერტილში გადმოტანილი მოცემული ძალებისაგან და შესაფერისი წყვილძალე- 
ბისაგან, რომელთა მომენტები უდრის, სათანადოდ, მოცემულია ძალების მომენ- 

ტებს 0 წერტილის მიმარ». შევკრიბოთ ახლა ყველა ძალა, რომელიც მოდებუ- 
ლია ი წერტილში, ღა ყველა წყვილძალა. ამის შეღეგად მივიღებთ ერთ ძალას, 

რომელიც უდრის მოცემული ძალების გეომეტრიულ ჟამს, ე. ი. 

ნ=ნწ,+წ,L..+წი 

და მოდებულია აღებულ ნებისმიერ წერტილში, და ერთ წყვილძალას, რომლის 
მომენტი უდრის ყეელა მოცემული ძლის მომენტების გეომეტრიულ ჯამს, ე. ი. 

M=M,+M,+...-M,. 

ძალთა გეომეტრიულ ჯამს უწოდებენ სისტემის მთავრ ეექტორს, ხილო ძალთა 

მომენტების ჯამს რა-მე წერტილის მიმართ უწოდებენ სისტემის მთავარ მომენტს 
ამ წერტილის მიმართ. ამრიგად, ჩვენ დავინახეთ, რომ ყოველი ძალთა სისტემა, 

რომელიც მოქმედებს მყარ სხ,ულზე, სა- 

ზოგადოდ, დაიყვანება ერთ ძალაზე და 

ერთ წყვილძალაზე. 
67-ე ნახაზზე ნაჩვენებია მთავარი 

ქეექტორი L და მთავარი მომენტი M, 

კუთხე მათ შორის შეიძლება ნებისმიერი თ 
იყოს. იბადება კითხვა, როდის 'შეიძლება 0==. 2 

რომ ძალთა სისტემა დაყვანილ იქნეს M 

მხოლოდ ერთ ძალაზე, ე. ი. ჰქონდეს ნახ. 67 

ტოლქმედი. ადვილი მისახვედრია, რომ 

ეს მოხდება მაშინ, როცა კუთხე წ-სა და M-ს შორის უდრის 909-ს. მართლაც. 
ამ შემთხვევაში მთავარი ვექტორი L აღმოჩნდება M მომენტის შესაბამისი წყვილ- 

ძალის სიბრტყეში. თუ ახლა წყვილს ისე შევარჩევთ. რომ ძალა უდრიდეს წ-ს, 
ხოლო მხარი კი, ცხადია, იქნება M/წ, და ამ წყვილს მისივე საბრტყეში შევაბ- 

რუნებთ ისე, რომ ერთ-ერთი ძალა წარიმართოს მ»ავარი ვექტორის საწინააღმდე- 
გოდ, მაშინ ეს უკახასკნელი გაბათილდება წყვილის ამ ძალით; ასე რომ, დაგვრჩე- 

ბა მხოლოდ ერთი” ძალა, რომელიც უჯრის სისტემის მთავარ ეექტორს, ბოლო 
მისი მოქმედების სწორი კი დაშორებულია 0 წერტილიდან V/X მანძილზე. თა- 

ვესთავად ცხადია, რომ ძალთა შეკრებით მიღებული საბოლოო შედეგი არ უნდა 

იყოს დამოკიდებული ნებისმიერად აღებულ 0 წერტილზე, თუ სისტემა 0 წერ. 
ტილის რაიმე შერჩევით დაიყვანა ერთ ძალაზე, მაშინ ის ყოველთვის დაიყვანება 

ამ ძალაზე. სადაც არ უნდა ავარჩიოთ 0 წერტილი. 68-ე ნახაზზე სისტემის ტოლ- 

ქმედი უდრის მთავარ ვექტორს და მოდებულ»ა 0” წერტილში. ცხადია, ჩვენ რომ 

0 წერტილი თავიდანვე აგვერჩია (8 სწორ ხა:ზზე, როპელზეჯაც. ძევს მთავარი 

ვექტორი, მაშინ მის მიმართ მთავარი მომენტი ნუ უი იქნებოდა. ამრიგად, როცა 

L) M, მთავარი მომენტი M უდრის ნულს მხოლოდ #8 სწორზე მდებარე წერ- 

აკუ 
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ტილების მიმართ, დანარჩენ წერტილებში კი იგი არ უდრის ნულს. ვთქვათ ახლა 

L=0, ხოლო M = 0. ამ შემთხვევაში ძალთა სისტემა დაიყვანება ერთ წყვილძა- 

ლაზე, რომლის მომენტი უდრის ძალთა სისტემის მთავარ მომენტს ნებისმიერი 

წერტილის მიმართ. ჩვენ ვიცით, რომ, როცა L=>XL, =0, მაშინ მთავარი მომენ- 

ტი M=-X, არ არის დამოკიდებული 0 წერტილის არჩევაზე. სადაც არ უნდა 
ავირჩიოთ ეს წერტილი, ყოველთვის მი- 

ფგ- ვიღებთ ერთსა და იმავე მთავარ მომენტს, 
2 რაც იმას ნიშნავს, რომ მივიღებთ ურთი- 

ერთეკვივალენტურ წყვილებს. 
განმარტებიდნ გამომდინარეობს, 

რომ მთავარი ვექტორი არ არის დამო- 

კიდებული 0 წერტილის არჩევაზე, ხოლო 

მთავარი მომენტი კი, ცხადია, საზოგა- 

დოდ, დამოკიდებულია 0 წერტილის 
არჩევაზე (გარდა იმ შემთხვევისა, როცა 

L =0). შეიძლება დამტკიცდეს, რომ თუმ- 

ცა მთავარი მომენტი იცვლება 0 წერ- 

ტილიდან 0” წერტილზე გადასვლის დროს, 

ნახ. 68 მაგრამ უცვლელი რჩება მისი გეგმილი 
მთავარი ვექტორის მიმართულებაზე. რად- 

გან L-იც უცვლელია, მაშინ აქედან უნდა დავასკვნათ, რომ წერტილიდან წერ- 
ტილზე გადასვლისას უცვლელი რჩება მთავარი მომენტის და მთავარი ვექტორის 

სკალარული ნამრავლი. ამრიგად, მყარ სხეულზე მოქმედ ძალთა სისტემას აქვს, 

როგორც იტყვიან, ორი ინვარიანტი: მთავარი ვექტორი წ და სკალარული ნამ- 

რავლი (ს, M). 

ზოგად შემთხვევაში, როგორც აღვნიშნეთ, კუთხე L-სა და M-ს შორის ნე- 

ბისმიერია. დავშალოთ M ვექტორი ორ მდგენელად ისე, რომ ერთი მიმართული 

იყოს L-ის გასწვრივ, ხოლო მეორე იყოს L-ის მართობი ეს მდგენელები ტოლი 

იქნება სათანადოდ #,=VXV 008თ და M#,:= V 80 თ. მართობი მდგენელის მიმართ 

მოვიქცეთ ანალოგიურად იმისა, როგორც 

  

ზემოთ. მაშინ სათანადო წყვილი მომენ- 

ტით V, და მთავარი ვექტორი დაიყვა- 

ნება ერთ ძალაზე, რომელიც დაშორე- 

ბული იქნება, 0 წერტილიდან 2: მან- 

ძილზე. რაც 'შეეხება მეორე წ მდგე– 

ხელს, რადგან იგი თავისუფალი ვექტო- 

რია, მას გადავიტანთ 0” წერტილში. სა- 

ბოლოოდ გვექნება მთავარი ვექტორი L 

და მომენტი M#,, რომელსაც ექნება L-ის 

მიმართულება. ეს ნიშნავს იმას, რომ 

ძალთა სისტემა დაყვანილ იქნა ერთ ძა- ნახ. 69 

ლაზე და ერთ წყვილძალაზე, რომლის 

სიბრტყე მართობია ამ ძალისა. ასეთ სისტემას ხრახნს უწოდებენ. ამრიგად, შეიძ- 

ლება დავასკვნათ. რომ მყარ სხეულზე მოქმედი ნებისმიერი ძალთა სისტემა დაივ- 

ვანება ხრახნზე. : 
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როცა მთავარი ვექტორიც და მთავარი მომენტიც ნულს უდრის, ე. ი. L=0 
და M=0, მაშინ ძალები აწონასწორებენ ერთმანეთს, სხეული წონასწორობაშია, 
ეს პირობები ჩვენ დინამიკის განტოლებებიდანაც მივიღეთ. 

ამრიგად, მყარი სხეულის წონასწორობის აუცილებელი და საკმარისი პირო- 
ბა იმაში მდგომარეობს, რომ მასზე მოქმედი ძალთა სისტემას მთავარი ვექტორი 
და მთავარი მომენტი ნებისმიერი წერტილის მიმართ ნულს უდრიდეს. 

როცა მყარი სხეული თავისუფალი არ არის, მაშინ ყველა ბმა უნდა შეიც- 

ვალოს სათანადო რეაქციის ძალით, ასე რომ, წონასწორობის პირობებში ძალთა 

სისტემაში უნდა ვიგულისხმოთ მოცემულ ძა- 

ლებთან ერთად რეაქციის ძალებიც. ყველაფე– : 
რი, რაც ჩვენ გამოვიყვანეთ მყარ სხეულზე ' 

მოქმედი ძალთა სისტემის 'შესახებ, შეიძლება | 
გამოვიყენოთ ნებისმიერ ფიზიკურ სიდიდეთა 
შეკრების დროსაც, თუკი ეს სიდიდეები გამო- 

იხატება სრიალა ვექტორებით. მაგალითად, 
მყარი სხეულის კუთხური სიჩქარე თ სრიალა 
ვექტორია, მაშასადამე, ამ სხეულის რთული 

მოძრაობა, რომელიც შედგება რამდენიმე ბრუნ- 
ვისაგან, შეგვიძლია დავიყვანოთ ერთ ბრუნვაზე 

და ერთ ბრუნვის წყვილზე, თუ სხეული ერთ- 
დროულად ასრულებს ორ ბრუნვას კუთხური 
სიჩქარეებით რთ) და –- თ (იხ. ნახ. 70), მაშინ 

ასეთ მოჰრაობას ბრუნვის წყვილს უწოდებენ. ნახ. 70 
ადვილად შეიძლება დამტკიცდეს, რომ ბრუნ- 
ვის წყვილი გადატანითი მოძრაობის ტოლფასია. მართლაც, ავიღოთ სხეულის რაი- 

მე (2 წერტილი და განვსაზღვროთ მისი სიჩქარე (ნახ. 70), პირველი ბრუნვის 

გამო 0 წერტილის სიჩქარე ტოლი იქნებ: V,=(თ,I|,). ხოლო მეორე ბრუნვის 

გაძო წერტილის სიჩქარე Vე=(–თ, LI. ცხადია, რომ მისი სრული სიჩქარე იქნება 

V =V,)-I+-Vე = (თ, „,1+I–– თ, წე) =(Cთ, L, –- წ.) (72,5) 

მაგრამ LI, –– I არ არის დამოკიდებული 0 წერტილის შერჩევაზე, ასე რომ, სხეუ– 

ლის ყველა წერტილის სიჩქარე აღებულ მომენტში ერთი და იგივეა. ეს კი ნიშ- 
ნავს, რომ სხეული ასრულებს გადატანით მოძრაობას, რომლის სიჩქარე, როგორც 

(72,5) ფორმულიდან ჩანს, ბრუნვის წყვილის მომენტის ტოლია. ამის შემდეგ ”შეგ– 
ვიძლია ზოგადი მედეგი ჩამოვაყალიბოთ. თუ სხეული ერთდროულად რთულ მოძ- 
რაობას ასრულებს, რომელიც შედგება რამდენიმე ბრუნვისა და რამდენიმე გადა- 
ტანითი მოძრაობისაგან, მაშინ სხეულის მოძრაობა ყოველ მოძენტში დაიყვანება 

ერთ ბრუნვაზე და ერთ გადატანით მოძრაობაზე, რომლის მიმართულება ემთხვევა 
ბრუნვის ღერძს. ეს შედეგი ადვილად მიიღება, თუ მოცემულ გადატანით მოძრაო–- 

ბას შევცვლით ბრუნვითი წყვილებით, რითაც ამოცანას დავიყვანთ სრიალა ვექ- 

ტორების შეჯამების საკითხზე და გამოვიყენებთ ზემოთ მიღებულ შედეგს. ამრი- 
გად, მყარი სხეულის ყოველი მოძრაობა, რა გინდ რთული არ უნდა იყოს ის, 

ჟოველ მომენტში დაიყვანება სათანადო ხრახნით მოძრაობაზე. 

 



თავი XI 

მოძრაობა არაინერციულ სისრემებში 

ამ კურსის დასაწყისში აღვნიშნეთ, თუ რა დიდი მნიშვნელობა აქვს მექანი- 

კაში ინერციულ ათვლის სისტემებს, რამდენადაც გალილეის ფარდობითობის პრინ- 

ციპით ყველა ინერკიული სისტემა ერთმანეთის ეკვივალენტურია. ინერციული სის- 
ტემა გაოკვეულ იდე:ლიზაციას წარმოადგენს და მისი შემოღება ძალზე აადვილებს 
ამოცანების განხილვას, რამდენადაც ინერციულ სისტემებში აჩქარება განსაზღვრავს 

სხეულზე მოქმედ ძალას. ჩვენ შევნიშნეთ, გარდა ამისა, რომ მკაცრად ინერციუ- 
ლი სისტემა ბუნებაში არ არსებობს. ინერციულ სისტემად ზოგ შემთხვევაში კარ- 

გი მიახლდებით შეგვიძლია ავიღოთ ესა თუ ის სხეული. კერძოდ, დედამიწაც 

დაკვირვების მცირე დროის განმავლობაში შეგვიძლია ინერციულად ჩავთვალოთ, 

თუმცა იგი, საზოგადოდ, ინერციულ სისტემას არ წარმოადგენს. ათვლის სისტე- 
მად ჩვენ აქამდე ინერციულ სისტემას ვიღებდით. იბადება კითხვა, როგორ შეიცვ- 

ლება მექანიკის კანონები არაინერციულ სისტემაზე გადასვლისას? ათვლის სისტე- 
მის არაინერციულობა შეიძლება გამოწვეული იყოს სისტემის როგორც აჩქარე- 

ბული გადატანითი მოძრაობით, ისე ბრუნვით. 

§ 7?ე. ინერციის ძალები 

განვიხილოთ დასაწყისში ათვლის სისტემის გადატანითი აჩქარებული მოძ- 

რაობა, ავიღოთ ორი ათვლის სისტემა, ერთი ინერციული Xიყ2 დღა მეორე არაინერ- 
ციული X'ი'ყ. რადგან, პი- 

. რობის თანახმად, არაინერცი- 

ული სისტემა გადატანით მოძ” 

რაობს ინერციული სისტემის 

მიმართ, ამიტომ მისი ღეოძე- 

ბი ინერციული სისტემის ღერ- 

ძების პარალელური ავიღოთ; 

»' ეს პარალელობა, ცხადია, შემ- 

დეგშიაც დარჩება. განვიხი- 

ლოთ ახლა მოძრავი 4 წერ- 

ტილი. მისი კოორდინატები 

ამ სისტემებში, შესაბამისად, 

აღვნიშუოთ X, ყ, 2 და Xჯ, 

ყ, 2. არაინერციული სის- 

ნახ. 71 ტემის სათავის კოორდინატე- 

ბი ინერციული სისტემის მი. 

მართ აღვნიანოთ X). ყე. 2. ინერციულ სისტემაში მყოფი დამკვირვებელი 4 

წერტილის მოძრაობის განტოლებას შემდეგი სახით დაწერს: 
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თ X=,, =V=1,, II2=X,, ქ3,1) 

სადაც #,, XI, II წერტილზე მოქმედი ძალის პროექციებია », ყ, დ ღერძებზე. 
ეს ძალა გამოწვეულია 4 წერტილზე დანარჩენი სხეულების მოქმედებით. გადავი– 

დეთ ახლა არაინერციულ სისტემაზე. ცხადია, რომ გვექნება: 

X-X-+X” 

ყ=ყი+V”, 

5=7-0+2?”, 

აქედან =%9+> 
ყ= M+V, (73,2) 
2= #ა+2”. 

თუ გავამრავლებთ მასაზე და გავითვალისწინებთ (73,1) ფორმულას, მივიღებთ: 

LX” = I» –- 1X-) 

IV = 1, -- თი: (73,3) 

თ = #7, –- 2 

მაგრამ. X,, წი. #ე. წარმოადგენს (/ წერტილის აჩქარების გეგმილებს ინერციული 

სისტემის ღერძებზე. რადგან არაინერციული სისტემა მოძრაობს გადატანით, ამი- 

ტომ ამ სისტემის ყველა წერტილს ექნება იგივე აჩქარება. მაშასადამე, C" წერტი- 

ლის აჩქარება წარმოადგენს არაინერციუ · 

ლი სისტემის აჩქარებას VVაე; (73,3) გან- 

ტოლებები ვექტორულად შემდ ეგნ:ირად 
გადაიწერება: 

ოIV' =L+IL., (73.4) 

სადაც წა= -- »IVV-. ჩვენ ეხედავთ, რომ 

არაინერციულ სისტემასთან დაკავ?ირე- 

ბული დამკვირვებელი, გარდა უშუალოდ 
მოქმედი ძალისა, წერტილის მოძრაობის 

აღსაწერად შემოიტანს დამატებით წ, ძ.- 
ლას, რომელიც უდრის წერტილის მასის 

და არაინერციული სისტემის აჩქარების 
ნამრავლს, აღებულს მინუს ნიშნით. ამ 

ძალას გადატანითი მოძრაობის ინერციის ნახ. 72 

ძალას უწოდებენ. იგი გამოწვეულია შტრი- 
ხიანი სისტემის არაინერციულობით და მოისპობა, როცა შტრიხიანი სისტემა იმო- ძრავებს თანაბრად (V/,=0). თს | როცა 2ტ ტე 

გადავიდეთ ახლა მბრუნავ კოორდინატთა სისტემაზე, ე, ი. დავუშვათ, რომ 

არაინერციული სისტემა ბრუნავს ინერციული სისტემის მიმართ. ინერციული სის- 

ტემა აღვნიშნოთ „I-თი, ხოლო მბრუნავი –– #-თი. რადგან აქ ჩეენ გვაინტერესებს 

მხოლოდ ჯ სისტემის ბრუნვითი მოძრაობა, ამიტომ დავუშვათ, რომ ამ სისტემე- 

ბის სათავეები ერთმანეთს ემთხვევა, ამასთან 4-სისტემას უძრავი ვუწოდოთ, ხოლო 

8-ს მოძრავი. განვიხილოთ ახლა რაიმე 1/ წერტილი. ცხადია, რომ მისი სიჩქარე 

სხვადასხვა იქნება იმის მიხედვით, თუ რომელი სისტემის მიმართ განვიხილავთ 
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მას. განვიხილოთ ჯერ უძრავი სისტემის მიმართ. აღებული წერტილი რომ უძრავი 

იყოს მბრუნავ სისტემაში, მაშინ მას ექნებოდა მხოლოდ 13-სისტემის იმ წერტი- 

ლის სიჩქარე, რომელსაც ის დაემთხვეოდა აღებულ მომენტში. აღენიშნოთ ეს სიჩ- 

ქარე V”-ით. მას წარმტაც სიჩქარეს უწოდებენ. მაგრამ ვინაიდან აღებული წერ- 
ტილი 18-სისტემის მიმართაც მოძრაობს, ამიტომ V-ს დაემატება წერტილის V-ს 

სიჩქარე მოძრავი სისტემის მიმართ, რომელსაც ფარდობით სიჩქარეს უწოდებენ. 
ამრიგად, აღებული წერტილის სიჩქარე „სისტემის მიმართ უდრის 

V.=V -+Vე. (73,5) 

მაგრამ, ვინაიდან 1-სისტემა ბრუნავს, ამიტომ V/=(თ, #1) და 

V,.=Vე -+I(Cთ, LI, (73,6) 

სადაც ვიგულისხმეთ, რომ წერტილის რადიუსვექტორები როგორც 4, ისე ჯ8-სის- 
ტემაში ერთმანეთის ტოლია და უბრალოდ L-ით აღვნიშნეთ. შევიტანოთ სიჩქა- 

რის ეს მნიშვნელობა ლაგრანჟის ფუნქციაში 

_ »IV2 
ჯL –V (73,6“) 

მივიღებთ 
LV 9 9 

L=- 2 +ILC, IC, ))+- (ი, „ს (თ, L))– თ. (73,7) 

ასეთი სახე ექნება ლაგრანჟიანს მბრუნავ არაინერციულ სისტემაში. აღსანიშნავია, 

რომ სისტემის ბრუნვის გამო ლაგრანჟიანში გაჩნდა სიჩქარის პირველი ხარისხის 

პროპორციული წევრები. 13-სისტემაში ლაგრანჟის განტოლებებს ექნებათ სახე 

– რ... 2-0. (73,8) 
ძL ძVიე ძL 

ლაგრანჟის განტოლებების ცხადი სახით დასაწერად გამოვიყენოთ (60,8') ფორ 
მულა, მაშინ ლაგრანჟიანი მიიღებს სახეს 

  

9 

L=-2 +7# (V, (თ, 01+- ხმთ?-- (თ, 09) –– ჟ, (23,9) 

ამის შემდეგ ადვილია წარმოებულების პოვნა; ცხადია 

-9L _ »V,+»Iთ, I), (73,10) 
V 

ხოლო, რადგან ” 

(VგIთ, LI) =C IVე, თ)), (73,11) 
ამიტომ 

მL IV, თ)+ ა (თმნ- »(თ,ოთ)- ლ. (73,12) 
L იL 

გამოვიყენოთ ვექტორული ალგებრის ცნობილი ფორმულა 

Iტ (8, C))=8(#8, C) ––C (#, 8), (73,13) 
მაშინ 

თზL –– (თ, I) თი=(CთXIC, თ)), 

ამიტომ ლაგრანჟის განტოლებები ასე დაიწერება: 

<-Mა+II0, M)=7%ILV,, C14+#Iთ (C, CII -% (73,14) 
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გავიხსენოთ, რომ L= I =Vე; საბოლოოდ მივიღებთ 

რიVე 
+ =-წ90V+წა+წს,+L., (73,15) 

სადაც . 
ჩე=– »LIთ, II, (73,16) 

ნ,=92» (V,, CI, (73,17) 

L-=#(1Cთ IL, თ!)); (73,18) 

ამ ძალებს, გარდა წ=-- ყწI80 IV ძალისა, უწოდებენ ინერციულ ძალებს. ისინი 

გამოწვეულია #3-სისტემის ბრუნვითი მოძრაობით. მართლაც, როცა თC=0, ყველა 
ინერციული ძალა ნულის ტოლია ჩ,=ნ,= წე=0. ამგვარად, სისტემის არაინერ- 
ციულობის გამო შემოვიდა სამი დამატებითი ძალა. 

განვიხილოთ ეს ძალები ცალ-ცალკე. წე=#!II, თ! 

წარმოადგენს ძალას, რომვლიც გამოწვეულია ჯ8 სის- 
ტემის არათანაბარი ბრუნვით (ე. ი. როცა იგი აჩქა- 

რებულად ბრუნავს). თანაბარი ბრუნვის შემთხვევაში 
«:=0005ს და წე=0. როგორც ცნობილია, დედამი. 

წისათვის ჩე ძალა არა გვაქვს, რამდენადაც, ძალიან 
დიდი სზუსტით, დედამიწა მუდმივი კუთხური სიჩ- 
ქარით ბრუნავს. დანარჩენი ინერციული ძალები მა- 

შინაც გვაქვს, როცა ბრუნვა თანაბარია. 

L, = 2X IV, ი) ძალას კორიოლისის ძალას 

უწოდებენ. იგი ადრე განხილული არადისიპაციური 

ძალებისაგან იმით განსხვავდება, რომ დამოკიდებუ 

ლია მოძრავი სხეულის ფარდობით სიჩქარეზე. აღსა- ნახ. 73 
ნიშნავია, რომ ამ ძალის ჩაწერა რაიმე ფუნქციის 

გრადიენტის სახით არ ხერხდება. როცა V„=0, მაშინ „„=0, ე. ი, კორიოლისის 
ძალა მბრუნავი სისტემის მიმართ უძრავ წერტილზე არ მოქმედებს. ცხადია, რომ 
(§,, Vკ)=0, ამიტომ ცოცხალი ძალის (10,7) კანონის თანახმად, კორიოლისის 

ძალა მუშაობას არ ასრულებს. 

ჩ.=% LC IL, CII ძალას ცენტრგამშორი ძალა ეწოდება. ცხადია, რომ IV 

ძალა მართობია ბრუნვის ღერძისა (L,, თ)=0, სიდიდით კი იგი ტოლი იქნება 

(ნახ. 73). 

  

7 -=ჯ!ს | (L, (ა) |= »1(ა%- 510 თ. (73,19) 

რადგან მბრუნავი წერტილის მანძილი ბრუნვის ღერძამდე ი=»+5Iით, ამიტომ 
ცენტრგამშორი ძალის სიდიდე ტოლია 

I#აა=ჰჯ!ოზი. (73,20) 

ცხადია, რომ წ, მიმართულება ემთხეევა 0-ს და მართობია ბრუნვის ღერძისა. 

ინერციის ძალები განსხვავდებიან სხეულებს შორის ურთიერთქმედების ძალე- 
ბისაგან. ინერციის ძალები გამოწვეულნი არიან ათვლის სისტემის არაინერციულო- 

ბით. ამ თვალსაზრისით ისინი განსხვავდებიან რეალური ძალებისაგან, რომლებიც 
გამოწვეული არიან სხეულებს შორის ურთიერთქმედებით, ანიჭებენ მათ აჩქარე- 
ბას და მოქმედებენ როგორც ინერციულ, ისე არაინერციულ სისტემებში. 
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§ 4. მბრუნავ სისტემაში მოძრავი ნაწილაკის 

ენერგია და იმპულსი 

სიმარტივისათვის განვიხლოთ თანაბრად მბრუნავი სისტემა. ლაგრანჟიანს, 

როგორც წინა პარაგრაფში დავინახეთ, აქვს სახე 

  

2 

L- 2 +» (V, IC, ო)+-> (16, ”, (თ, LI) – წ (74,1) 

ერტილის იმპულსი მბრუნავ სისტემაში, განმარტების თანახმად, ტოლი იქნება ერტილ ულ უხავ სისტე გ ტე დ, ტოლ ე 

ია=5“ ==, +# (თ, I), (74,2) 
0V8 

ხოლო მისი ენერგია, რომელიც გამოიხატება ფორმულით 

#ი=(ჩვ. Vვ) – #, (74,3) 

თანახმად (74,1) და (74,2) ფორმულებისა, მოგვცემს 

#ა= 52 +9- + (თ, LI. (74,4) 

როგორც ვხედავთ, წერტილის სრულ ენერგიას სისტემის ბრუნვის გამო გაუჩნდა 

წევრი 

წ (თ, ი=-+Vი, L?, (74,5) 

რომელსაც ცენტრგამმორი პოტენციალური ესხერგია ეწოდება. როგორც მოსა– 

ლოდნელი იყო, როცა თ =0. (7(თ).> 0 და ნაწილაკის ენერგია დაე”თხვევა ენერ- 

გიას ინერციულ სისტემაში. 

შევნიშნოთ, რომ იმპულსი ინერციული სისტენის მიმართ, თანახმად (73,6) 

ფორმულისა, ტოლია 

„=2MVც-I- I (0), L), (74,6) 

რაც (74,2) ფორმულასთან შედარებით საშუალებას გვაძლევს დავასკენათ, რომ 

ჩს=ი,, ე. ი. იმპულსები როგორც მბრუნავ, ისე ინერციულ სისტემებში ტოლია. 

ცხადია, რომ, რამდენადაც ორივე სისტემაში L„=#.=L, ამიტომ იმპოლსის მო- 

მენტებიც ტოლი იქნება, ე. ი. L„=IL, ჩ„1= IL, ჩე1= LL. რაც შეეხება ენერგიებს 

ამ ორ სისტემაში, ისინი განსხვავებული იქნება. მართლაც, თანახმად (73,6) ფორ- 

მულისა Vგ=V/ ·-- (Cთ, LI. (74,4) ფორმულიდან მივიღებთ 

2: 

-:= “ოსს (C- (თ, LI). (74,7) 

თუ ბოლო წევრ?ი ციკლურ გადანაცვლებას მოვახდენთ, გვექნება 

XI (V„ (თ, I)=(თ IC, ჩ„1)=(ი, L), 

სადაც L იმპულსის მომენტია, ამგვარად, 

#M-=#ა – (თ, L), (74,8) 

სადაც #„ არის ნაწილაკის სრული ენერგია უძრავ (ინერციულ) სისტემაში. როცა 

თ=0, ენერგიები მბრუნავ და უძრავ სისტემაში ტოლია. 
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§ 75. მოძრაობა დედამიწაზე 

მბრუნავი სისტემის ყველაზე უფრო მნიშენელოვან მაგალითს ჩვენი დედა- 
მიწა წარმოადგენს რადგან ჩვენ დედამიწაზე ვცხოვრობთ, ამიტომ მოვლენები, 
რომლებსაც ვაკვირდებით და შევისწავლით, მნიშვნელოვანია განვიხილოთ სწო- 

რედ ღედამიწასთან უძრავად დაკავშირებულ სისტემაში როგორც ცნობილია, 

დედამიწა წარმოადგენს სფეროსმაგვარ სხეულს, რომელიც ორი სახის ბრუნვით 

მოძრაობას ასრულებს. ერთია ბრუნვა მზის გარშემო და ძეორე –– ბრუნვა საკუ- 

თარი ღერძის ირგვლივ, რომელსაც 24 · 60 · 6ე სეკ. =86400 სეკ. ანდომებს. ათვ- 

ლის სისტემად ავირჩიოთ მარჯვენა სისტემა, სათ.ვჯვთ დედამიწის ცენტრში. მაშინ 

დედამიწის ღერძის ირგვლივ ბრუნვის თ კუთხური სიჩქარე მიმართული იქნება 

სამტრეთიდან ჩრდილოეთისაკენ, რამდენადაც მარჯვენა სისტემაში თ.ს მიმართუ- 

ლება მარჯვენა ბურღის წესით განისაზღვრება. სიდიდით კუთხური სიჩქარე ტოლია 

2; 
თ) = 

86400 

  სეკ 1=7,29 · 10“ სეკ“), (75,1) 

რაც შეეხება მზის ირგვლივ მოძრაობის კუთხურ სიჩქარეს, იგი ნაკლები ივნება 

365-ჯერ და ამიტომ მის მიერ გამოწვეულ უმნიშვნელო ეფექტებს ქვემოთ მხედ- 

ველობაში არ მივიღებთ. 

ვთქვათ, გვაქვს სხეული, რომელიც მოძრაობს დედჯამიწის 2?იმართ. ცხადია, 

ამ სხეულზე იმოქმედებს ადრე განხილული ინერციის ძალები. ადვილი საჩვენებე- 
ლია, რომ ამ ძალების მოქმედება გაცილებით ნაკლებია, ვიდრე სიმძიმის ძალისა, 

მაგრამ, მთუხედავად ამისა, ხანგრძლივი 

დროის განმავლობაში მოქმედებისა., ძშათ 

შეუძლიათ საგრძნობი ეფექტებ გამო- 
იწვიონ. 

ინერციის ცენტრიდანული ძალის 

ნა =# IC IC, თ)) სიდიდე, როგო50 ვაჩ- 

ვენეთ, ტოლია 

Xა5= )C)?0, (75,2) 

სადაც 0 არის მანძილი ბრუნვის ღერძი- 

დან სხეულაბდე ვიგულისხმოთ, რომ 

სხეული დედამიწის ზედაპირზე მოძრაობს, 

მაშინ ეკვატორზე 0 ჯედამიწის რადიუსს 

დაემთხვევა, ეს უკანასკნელი კი სიდიდით 

6 · 10% სმ ის ტოლია ამიტომ ინეოციის X%7 

ცენტრიდანული აჩქარები'ათვის გვექნება 

მნიშენელობა C?ე =3,38 5 , რაც სიმძიმის ძალის აჩქარების დაახლოებით 0,394 -ს 

  

შეადგენს. ცენტრიდანული ძალა ყოველთვის ბრუნვის ღერძის მართობია და მი– 

მართულია მისგან. ამასთან იგი კუთხეს შეადგენს წერტილის რადიუსვექტორთან 

ან, რაც იგივეა, სიმძიმის ძალის მიმართულებასთან. რადგან ი სიმძიმის ძალის 

ეფექტური მნიშვნელობა გამოწეეულია წ გრავიტაციული და ჩ. ცენტრგამშორი 

ძალების ჯამით (ნახ. 74), ამიტომ სიმძიმის ძალის აჩქარება განედიდან განედხე 

გადასვლისას იცვლება, მას ეკვატორზე ექნება მინიმალური მნიშვნელობა, რადგან 
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აქ ცენტრიდანული ძალა მაქსიმალურია. პოლუსზე კი «გი მაქსიმალურია, რადგან 
აქ X. ნულის ტოლია (რადგან პოლუსზე IV, თ1=:0). 

ახლა განვიხილოთ კორიოლისის ძალის მოქმედება. ეს ძალა განისაზღვრება 

ფორმულით 

L,=9# IV, ()). (75,3) 

ცხადია, რომ თუ წერტილი უძრავია დედამიწაზე, მასზე ეს ძალა არ მოქ- 
მედებს; მისი მოქმედება მით უფრო მეტია, რაც მეტი ფარდობითი სიჩქარით მოძ- 

რაობს სხეული. მოცემული სიჩქარისათეის ამ ძალას მაქსიმალური ძნიშვნელობა 

ექნება ეკვატორის გასწვრივ მოძრაობისას. ამ დროს #,„=2”ყვი. თუ, მაგალი- 

თად, სხეული დედ-მიწის მიმართ მოძრაობს 10% = სიჩქარით, მაშინ კორიოლი- 
ეკ 

სის აჩქარება ტოლია 14,58 _ , რაც წარმოადგენს სიმძიმის ძალის აჩქარების 
ეკ 

დაახლოებით 1,5%ე-ს. 

ცხადია, კორიოლისის ძალა პერპენდიკულარულია თ და Vე:-ზე გამავალი 
სიბრტყისა. 

განვიხილოთ სხეული, რომელიც ჩრდილო ნახევარსფეროში მოძ“აობს მერი- 

დიანის გასწვრივ. როგორც ჩრდილოეთიდან სამხრეთისაკენ, ისე პირიქით, სამხრე– 
თიდან ჩრდილოეთისაკენ მოძრაობესას კორიოლისის ძალა მოძრაობის მიმართუ- 

ლებიდან მარჯვნივ იქნება მოგეზილი (წ,-ს 
მიმართულების მოსაძებნად ხელსაყრელია 
თ-ს გადატანა სიჩქარის მოდების წერ- 

ტილში). ეს უშუალოდ ჩანს (75,3) ფორ- 

მულიდან და 75-ე ნახაზიდან. ამიტომა- 
ცაა, რომ ჩრდილოეთის მდინარეები, რომ- 
ლებიც ჩრდილოეთიდან სამხრეთით მოე- 

დინებიან, ან პირიქით, უფრო მეტი ძა- 

ლით აწვებიან მარჯვენა ნაპირს, ვიდრე 

მარცხენას. სრულიად ანალოგიურად და- 

ვინახავთ, რომ სამხრეთ ნახევარსფეროში 

მდინარეები აწვებიან მარცხენა ნაპირს, 

როგორც ჩრდილოეთიდან სამხრეთით, 

ისე შებრუნებული მიმართულებით მოძ- 
რაობის დროს. გარდა ამისა, ჩრდილოე- 

ნახ. 75 თის მდინარეების მარჯვენა მხარეს უფრო 
მაღალი დონე აქეს, ვიდრე მარცხენას, 

სამხრეთში კი – პირიქით. ჩრდილოეთში კორიოლისის ძალის მოქმედებით მდინა– 
რის მარჯვენა მხარე უფრო ჩამორეცხილია. ეს წარმოადგენს გეოგრაფიაში კარ- 

გად ცნობილ ბერის კანონს. 

შევნიშნოთ, რომ კორიოლისის ძალის მოქმედებისათვის აუცილებელი არაა 

სხეულის მოძრაობა მერიდიანის გასწვრივ; მაგალითაღ, როცა მოძრაობა ხდება 

პარალელის გასწვრივ აღმოსავლეთისაკენ, კორიოლისის ძალა მიმართული იქნება 
დედამიწის ბრუნვის ღერძისაკენ და, პირიქით,––როცა სხეული მოძრაობს დასავლე– 

თისაკენ. 
კორიოლისის ძალის მოქმედების გამო, ჩრდილო ნახევარსფეროში, როცა 

საქმე გვაქვს ორხაზიან რკინიგზასთან და მოძრაობა თითოეულ ხაზზე ყოველთვის 
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ერთი მიმართულებით წარმოებს, ადგილი აქვს მარჯვენა რელსის (სამხრეთ ნახე- 

ვარსფეროში -– მარცხენა რელსის) ნაადრევად გაცვეთას. 
კორიოლისის ძალის მოკჟკმედება განსაკუთრებით შეიმჩნევა ჰაერისა და წყლის 

დიდი მასების დინების დროს. მაგალათად, გოლფსტრიმის თბილი დინება, რომე- 

ლიც სამხრეთიდან ჩრდილოეთისაკენ მოდის, ამ ძალების გავლენით, მარჯვნივ გა- 

დაიხრება, ე. ი. გადაიხრება აღმოსავლეთით. გოლფსტრიმს მოაქვს 22-ჯერ უფრო 

მეტი წყალი, ვიდრე დედამიწის ყეელა მდინარეს ერთად აღებული. ამის წყალო- 

ბით დასავლეთ ევროპის კონტინენტის ყოველ კვადრატულ სანტიმეტრზე მოდის 

4000 მილიარდი კალორია ერთი წლის განმავლობაში, ამიტომ იგი დიდ გავლენას 

ახდენს ევროპის კლიმატზე. კორიოლისის ძალა აგრეთვე მნიშვნელოვანია ციკლო- 
ნის მიმართულების განსაზღვრისათვის კერძოდ, ეს ძალა რომ არ მოქმედებდეს, 

ციკლონი იმოძრავებდა წნევის გრადიენტის მიმართულებით, მაგრამ კორიოლისის 

ძალა მას გადახრის მარჯვნივ ჩრდილო ნახევარსფერომი და მარცხნივ სამხრეთ 

ნახევარსფეროში. მხოლოდ ეკვატორზე ემთხვევა ქარის ბიმართულება წნევათა 

ვარდნის მიმართულებას. 

კორიოლისის ძალებზე შესწორების მხედველობაში მიღება მნიწენელოვანია 

აგრეთვე ჭურვისა და რაკეტის მოძრაობისათვის და სხვა. 

1 ესაა ე. წ. ბაის-ბალოს კანონი.



თავი XII 

უმცირესი ქმელების პრინციპი 

თავისუფალ ნაწილაკთა სისტემის აღსაწერად ჩვეულებრივად სარგებლობენ 
ნიუტონის მოძრაობის განტოლებებით, ბმების შემთხვევაში კი –– ლაგრანჟის გან– 

ტოლებებით, თვით ეს განტოლებები კი მიღებულია საფუძვლად როგორც ცდების 
მონაცემთა შედეგი. იბადება კითხვა, ხომ არ შეიძლება მოძრაობის ამ განტოლე– 

ბების თეორიული გზით გამოყვანა ბუნების რაიმე უფრო ზოგადი პრინციპებიდან 
გამომდინარე” გამოირკვა, რომ მექანიკაში თურმე შესაძლებელია შევარჩიოთ სხვა– 

დასხვა ეკვივალენტური პრინციპები, რომლებსაც მივყავართ ერთი და იმავე მოძ- 

რაობის განტოლებებზე. 

ამ პრინციპებს შორის განსაკუთრებული მნიშვნელობა ენიჭება ეგრეთ წოდე- 

ბულ ვარიაციულ პრინციპებს. ამ თავში ჩვენ გავეცნობით ჰამილტონის უმცირესი 
ქმედების პრინციპს. ეს პრინციპი მექანიკის კანონების დადგენის თვალსაზრისით 
ახალს არაფერს იძლევა, მაგრამ შეიცავს გარკვეულ ზოგადობას რომელიც 

გვეხმარება აღვწეროთ არა მხოლოდ მექანიკური, არამედ ელექტრომაგნიტური და 

სხვა სახის მოვლენებიც. გარდა ამისა, ამ პრინციპის საშუალებით მთელ რიგ მა- 

ნამდე კარგად ცნობილ მოვლენას შეგვიძლია შევხედოთ სულ სხვა ასპექტში და 
ზოგ შემთხვევაში უფრო ღრმად გავიგოთ იგი. 

ვარიაციული პრინციპების შინაარსს წარმოადგენს ის, რომ მოძრაობის გან– 

ტოლებების მიღება შეიძლება გარკვეული ფუნქციონალის ექსტრემუმის პირობი- 
დან, ე. ი. ამ ფუნქციონალის ვარიაციის ნულთან ტოლობის პირობიდან. ეს პრინ- 

ციპები საშუალებას გვაძლევს გავარკვიოთ, თუ ყველა შესაძლო „ტრაექტორიები- 
დან“, რომლებიც შეიძლება გადიოდნენ ერთსა და იმავე საწყის და საბოლოო 

მდებარეობებზე, ბუნება რომელს „აირჩევს“. 

§ 76. ვარიაციის ცნება 

სანამ მექანიკის ზოგადი პრინციპების განხილვას შევუდგებოდეთ, მიზან შე- 
წონილია ვარიაციის ცნების შემოღება. ვარიაციის ცნება ერთხელ უკვე დაგეჭირდა 
შესაძლო გადანაცვლების პრინციპის განხილვის დროს, ჩვენ მას ახლა უფრო დე- 

ტალურად განვიხილავთ. 
იზოქრონული ვარიაცია. ვთქვათ, ვიხილავთ მატერიალური წერტილის ერთ- 

განზომილებიან მოძრაობას. მისი X კოორდინატი დამოკიდებული იქნება დროზე 

X=X(ჩ). (76,1) 

ამ გამოსახულების დიფერენციალი განისაზღვრება ფორმულით 

ძX=Xძ!. (76,2) 
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მისი გეომეტრიული ”მინაარსი კარგად ჩანს 76-ე ნახაზიდან. აქ ჩვენ საქმე გვაქვს 

ფუნქციის ცვლილებასთან, როცა არგუმენტს (დროს) ვანიჭ,+თ უსასრულოდ მცი– 

რე ნაზრდს. ამასთან დიფერენციალი აიღე- 

ბა ერთი და იგივე ტრაექტორიისათვის XII) 

  
დროის სხვადასხვა მომენტში. მშ; 

ახლა ავიღოთ ორი წერტილი და 

გარდა X=X(I) ტრაექტორიისა, ამ წერ- >“ 

ტილებს შორის გავავლოთ სხვა, მასთან 

უსასრულოდ ახლოს მოთავსებული ტრა- ჯ 

ექტორიაც »,(0 და განვიხილოთ ფუნქ- 
ციის ცვლილება დროის აღებულ ჯ მო- , 

მენტში. ფუნქციის ამ უსასრულოდ მცი- ი L 1+ძ0! | 

რე ცვლილებას უწოდებენ ვა“იაციას და 

მას გ ასოთი აღნიშნავენ (ნახ. 77). 6 სიმ– 

ბოლო ხაზს უსვამს განსხვავებას ვარია- 

ციასა და დიფერენციალს შორის. დიფერენციალი ძ. აიღება ერთი და იგივე ფუნქ- 

ციისათვის დროის სხვადასხვა მომენტში, 6 ვარიაცია კი გულისხმობს განსხვავე- 

ბას სხვადასხვა ფუნქციებს შორის ერთსა 

და იმავე დროს. 

მაშასადამე, 

6XV=X, (L) –– X (I) (76,3) 

(6X შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ როგორც 

§დ (), სადაც 6 უსასრულოდ მცირე სი- 

დიდეა, C (I) კი –– ნებისმიერი დიფერენ- 
ცირებადი ფუნქცია). ზემოთ განხილულ 

ვარიაციას, ხშირად, უბრალო ანდა იზო- 

ქრონულ ვარიაციასაც უწოდებენ, რად- 

გან აქ განიხილება ფუნქციის ნაზრდი 

დროის გარკვეული მომენტისათვის (რო- 

გორც ამბობენ, დროის ვარიაცია არ ხდე– 

ბა). აშკარაა, რომ იზოქრონული ვარია- 

ცია და დროით გაწარმოების ოპერაციები გადასმადია (კომუტატურია), ე. ი. 

      
ნახ. 76 

ჯი 

  

ნახ. 77 

–-ბბX=8--. (76,4) 

მართლაც, (76,3)-ის გაწარმოება დროით გვაძლეეს 

4 ბა=5(0 – XCთ. (6,5) 
ძL 

მეორე მხრივ, ვარიაციის განმარტებით X-ის ვარიაციისათვის გვექნება 

28X=X, (0) –– XC). (76,6) 

უკანასკნელი ორი ტოლობის შედარებით მივიღებთ დასამტკიცებელ (76,4) ტო. 
ლობას, 

სრული ვარიაცია, ახლა შემოვიღოთ სრელი ვარიაციის ცნება. იზოქრონუ- 

ლი ვარიაციის დროს დროის „ცვლილება არ ხდება, 6 =0, განვიხილოთ XC) 

261



ფუნქციის ისეთი ცვლილება, როცა ვარიაციას განიცდის დროც. განსხვავებით 8 

ვარიაციისაგან, სრული ვარიაცია დაკავშირებულია არა მხოლოდ ტრაექტორიის 

ვარირებასთა„ არამე–დ დროის 

ცვლილებასთანაც სრულ ვარია- 
LV. ა ხX. ცის ა (ღიდი დელტა) ასოთი 

აღნიშნავენ. ცხადია, რომ იგი განი- 

X4I საზღვრება ფორმულით 

„ს“, „C ბX=ბX+Xპგპ.. (76,7) 
(#!)) ტაჯ ამ ფორმულის გეომეტრიული ში- 

ნაარსი კარგად ჩანს ნახ. 78-დან. 

ტჯ აღნიშნავს დროის ცვლილებას. 

' როცა 8X=0, მაშინ (76,7) ფორ- 

! I+«2! მულის შედარება (76,2)-თან მოგვ- 

ახ. 78 ცემს #ჯ=0!, ხოლო როცა 4ჯ=0, 

ე- ი. დროის ვარიაცია არ ხღება, 

4X დაემთხვევა უბრალო ვარიაციას. ადვილია დამტკიცება იმისა, რომ სრული 

  

      

ვარი-ცია კომუტატური აღარაა – ოპერაციასთან, ე. ი. 
ჯ 

494 ა» 354 #4. (76,8) 

თL თ“ 

მართლაც (76,7)-ის გაწარმოებით მივიღებთ 

4 გ:=894+XM+X + ტ/. (6,9 
თ ი 

მეორე მხრივ X-ის სრული ვარიაცია განმარტებით ტოლია 

ბX=08X+ X M-. (76,10) 
ამ განტოლებიდან განსაზღვრულ XM წინა ტოლობაში შეტანით მივიღებთ 

0 აა-გ რაას 9 ა, (76,11) 
“« ი ი! 

რაც ამტკიცებს (76,8) ფორმულას. ამ უკანასკნელში + და –·– ოპერაციების გა- 
VI 

დასმას ადგილი მხოლოდ მაშინ ექნება, როცა 4ჯ=0, ე. ი. იზოქრონული ვარია- 

ციის დროს. 

ვთქვათ, გვაქვს რაიმე / (X, 1) ფუნქცია, როგორ ვიპოვოთ მისი იზოქრო- 

ნული ვარიაცია. როცა არგუმენტი განიცდის ვარიაციას X+5X, მაშინ / ფუნკ- 

ციაც შეიცვლება / +6/-ით და გვექნება 

#+25/ =/(X+%, I)= /(X, ი+%7 მX+... (76,12) 
X 

ამგვარად, პირველი რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეების სიზუსტით 

8/=% გ». (76,13) 
ძX 

მრავალი ცვლადის შემთხეევაში სრულიად ანალოგიურად მიეიღებდით, რომ 

> მ/ – , 
== –-06ძ.. 76,13 6/=%) 2, 2 ( ) 
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ფუნქციის სრული ვარიაციის მოსაძებნად საჭიროა დროის ვარიაციაც მოვახ- 

დინოთ. გვექნება 

ა/= % აა+მა+ (76,14) 

თუ შევიტანთ #X=X-LX4/, მივიღებთ 

#ტ#/= +. 2%X+ -. რ“ 2–აჯ= ბ/+ჰ-აV, (76,14”) 

ხოლო მრავალი ცვლადის შემოხვევში. 

#4/= 2 2, მ/ -%,+ +% ტ/. (6,14”') 

ვარიაციული აღრიცხვის ძირითადი ამოცანა, ვარიაკიულ აღრიცხვას დიდი 

პრაქტიკული გამოყენება აქვს. ჩვენთვის განსაკუთრებით მნიშვნელოვანია ექსტრე- 

მუმის მოძებნის ამოცანა. ვარიაციული აღრიცხვის ძირითადი ამოცანა მდგომა- 

რეობს შემდეგში: მოცემულია ინტეგრალი 

ი... 
# 9= | 7 (% X, 04. (76,15) 

წ 

საჭიროა მოიძებნოს ისეთი ჯ·- X(/) ფუნქცია, რომლისთვისაც ამ ინტეგრალს ექნე- 

ბა ექსტრემუმი –- მინიმუმი ან მაქსიმუმი, ამასთან ინტეგრირების სახლვრები და–- 

ფიქსირებულად ითვლება. XC) ფუნქციას, რომელიც (76,15)-ს ექსტრემუმს ანი– 

ჭებს, ექსტრემალს უწოდებენ. ვარიაციული ამოცანის ამოხსნა შეძლება როგორც 
პირდაპირი, ისე არაპირდაპირი მეთოდებით. არაპირდაპირი მეთოდი მდგომარეობს 

ექსტრემუმის ამოცანის დიფერენციალურ განტოლებაზე დაყვანაში. ამ მეთოდს 
განსაკუთრებული მნიშვნელობა აქეს მექანიკაში. 

არაპირდაპირი მეთოდი დაწვრიღ ებით განვიხილოთ ერთი ცვლადის შემთხ- 

ვევაში. სახელდობ=, ვიაოვოთ ფუნქცი:თა ის კლასი, რომელიც #(X) ინტეგრალს 
დაფიქსირებული საზღვრების შემთხვევაში ექსტრემუმს მიანიჭებს. 

მოვახდინოთ X(#) და XCI)-ს ვარირება 

XC) –> X(C,)+5XC(L), 

· · XI... ძ . 
X()–>X(C)+0X=X ი+- 0»ჯ. (76,16) 

ამასთან, უკანასკნელ ფორმულაში გავითვალისწინეთ, რომ იზოქრონული ვარია- 
ცია გადასმადიას დროით წარმოებულთან. ამ ვარიაციის შედეგად მივიღებთ: 

M +6M და დავწერთ 
# 

1L +611 = I #C+» X+49-2» ') ი. (76,17) 
ი 

”“ 

7 ფუნქცია გავშალოთ მწკრივად პირველი რიგის უსასრულოდ მცირე სიდიდეთა 
სიზუსტით და გავითვალისწინოთ (76,13). მივიღებთ 

ჩვ 

ბ) = -|(% =>» #+ 2 ბ) (6.18) 
ძX თ ძX 

ჩ 
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პირველ ინტეგრალში მოვახდინოთ ნაწილობითი ინტეგრაცია 

2 7 /. 2 
IC3- <-შXV() =6»ჯ9-- = C. (5) (76,19) 

მძ» + 0X ” .· თ V მX 
” /, 

  

მაგრამ პირობის თანახმად საზღვრები უცვლელია, ე. ი. 6X ((:)=6X(L,)=0, ამი- 

ტომ უკანასკნელ ტოლობაში თავისუფალი წევრი ნულის ტოლი იქნება და (76,18) 

ტოლობა მიიღებს სახეს 

/- 

ბა | (+. 9. 9 ) ბ». (76,20) 
ძX ი 0Xჯ 

/ 

ექსტრემუმში 681/ =-0 და, რადგან (76,20) სამართლიანია (|, და /„ საზღვრების 

ნებისმიერი მნიშვნელობებისათვის, ინტეგრალი ნულის ტოლი მხოლოდ და მხო- 
ლოდ მაშინ იქნება, როცა ინტეგრალქვეშა გამოსახულება ნულია. ამიტომ, რად- 

გან 5X ნებისმიერი ვარიაციაა 

(9-)– 2-9. (76,21) 
« LV მჯ» ძX 

ამ განტოლებას ეილერ-ლაგრანჟის განტოლება ჰქვია. როგორც ვხედავთ, საძიებე- 

ლი ექსტრემალი ამ დიფერენციალურ განტოლებას უნდა აკმაყოფილებდეს. აღსა- 

ნიშნავია, რომ ექსტრემუმის ეს ამოცანა ადვილად განზოგადდება ნებისმიერი რი- 

ცხვის დამოუკიდებელ ცვლადთა შემთხვევაში. ამ დროს იმდენ ეილერ-ლაგრანჟის 

განტოლებას მივიღებთ, რამდენ დამოუკიდებელ ცვლადზედაც იქნება ” ფუნქცია 

დამოკიდებული. 

აღვნიშნოთ ბოლოს, რომ ხშირად, პირიქით, ხელსაყრელია დიფერენციალუ- 

რი განტოლების დაყვანა ექსტრემუმის ამოცანაზე და შემდეგ ექსტრემუმის პოვნა 

პირდაპირი მეთოდებით. 

§ 77. ჰამილტონის უმცირესი ქმედების პრინციპი 

ლაგრანჟის განტოლებები ჩვენ გამოვიყვანეთ დალამბერის პრინციპიდან. ფი- 

ზაკურად ეს განტოლებები ნიუტონის განტოლებებისაგან არ განსხვავდება. ლაგ- 

რანჟის განტოლებების უპირატესობა ნიუტონის განტოლებებთან შედარებით მდგო- 

მარეობს დინამიური ცვლადების ხელსაყრელად შერჩევარი და მათი მათემატიკური 

ფორმის დამოუკიდებლობაში ამ ცვლადების შერჩევაზე. ამასთან, თვით განზოგა- 

დებული კოორდინატების შერჩევა ნებისმიერია. ლაგრანჟის განტოლებების მიღება 

შე-ძლება იდეალური ბმების შემთხვევაში, ე. ი. მაშინ, როცა მექანიკური ენერგია 

არ გარდაიქმნება სითბურში, წინააღმდეგ შემთხვევაში მექანიკურ სისტემას ვერ 

დავახასიათებდით განზოგადებული კოორდინატებით. 

ახლა ჩვენ მოვიჟვანთ ლაგრანჟის განტოლებების მიღების კიდევ ერთ გზას, 

რომელიც გაცილებით უფრო ზოგადია და ამასთან საშუალებას იძლევა მათი გავრ- 

ლებისა არაკონსერვატული და არამექანიკური მოძრაობებისათვისაც. 

განვიხილოთ ნაწილაკთა სისტეპა, დავუშვათ, რომ სისტემის თავისუფლე- 

ბის ხარისხსთა რიცხვი უდრის „-ს და იგი ხასიათდება ლაგრანჟის ფუნქციიი 

#=X#(ყ, ყ, 0. შემოვიღოთ ახალი ფუნქცია 
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7. 

8=I #(9, 0,.--» წი: ში ძია ძი; 0 0. (7,1) 
ი 

რომელსაც ქმედების ფუნქციას ან, მოკლედ, ქმედებას უწოდებენ. ცხადია, ამ 

ფუნქციას ექნება განზომილება ერგ. სეკ. ინტეგრალი აიღება დროის ორ მო- 
მენტს შორის. 

ვთქვათ, სისტემა L=I, მომენტში იმყოფება კონფიგურაციული სივრცის 4 

წერტილში, ხოლო #=ჯ. მომენტში -–– 8-ში. ე. ი. როცა L=1,, გვაქვს ძ,=(0,)/:. 

ძე= (4:),,--·· ძე = (მა). ხოლო, როცა L=ზე, 0) =(ძკ)ი. 0:= (მა)ე -··მე =(რეი)ი- 
4-დან 8-ში სისტემა შეიძლება გადავიდეს სხვადასხვა გზით. ამ გზებს შესაძლო 

ანდა ვირტუალურ ტრაექტორიებს უწოდებენ, მათგან ერთ-ერთი იქნება ნამდვილი 

ტრაექტორია. საინტერესოა გამოირკეეს ის პირობები, რომლებიც სისტემას აიძუ– 

ლებს იმოძრაოს ნამდვილი ტრაე1ტორიის გასწვრივ. ამ შეკითხვაზე ჰასუხობს ჰამილ– 

ტონის უმცირესი ქმედების პრინციპი, რომელიც) ასე ყალიბდება: ყველა შესაძლო 

ტრაექტორიებიდან, რომლებიც გადიან ერთსა და იმავე საწყის და ბოლო წერტილებ- 

ზე, სისტემა ირჩევს იმას, რომლის გასწვრივაც ქმედებას აქვს ექსტრემალური მნიშვ– 

ნელობა (ფიზიკურად მინიმალური მნიშვნელობა), როგორც ვარიაციათა აღრიცხ- 

ვიდანაა ცნობილი, ექსტრემუმის აუცილებელი პირობა იმაში მდგომარეობს, რომ 

ფუნქციის პირველი ვარიაცია ნულს უნდა უდრიდეს. ამიტომ ჰამილტონის პრინ– 

ციპი მათემატიკურად ასე დაიწერება; 

/: 

25=6I ს(ში 9, ძე; 9), 9.,-··, მ; () ძ(=0. (77,2) 

წ” 

ამ განტოლებიდან მიღებული ძი, განსაზღვრავს ნამდვილ ტრაექტორიას 1. ამგვა– 

რად, ნამდვილი ტრაექტორიის მოძებნის ამოცანა დაყვანილ იქნა ვარიაციული 

აღრიცხვის ძირითად ამოცანაზე: საჭიროა 

მოიძებნოს ისეთი ძ;,=90, (I) ფუნქციები, ი! 

რომლებიც ქმედების ფუნქციას მიანიჭებს 

ექსტრემუმს. ეს მათემატიკური ამოცანა 

ერთი (ევლადისათვის წინა პარაგრაფში 

გადავწყვიტეთ და ვიპოვეთ ის დიფერენ- 
ციალური განტოლება, რომლის ამოხსნა 

იძლევა ამოცანის პასუხს. ამიტომ პირ- 

დაპირ შეგვიძლია დავწეროთ განტოლე- 

ბა, რომელსაც აკმაყოფილებს სისტემის 

განზოგადებული კოორჯინატები, მაგრამ 

მეტი სიცხადის მიზნით მრავალი ცვლა- 
, 0 

დის შემთხვევაში კვლავ გავიჰეოროთ ის 

პროცეჯურა, რომელიც საჭიროა ლაგ- ნახ. 79 

რანუ-ეილერის განტოლების მისაღებად. 

5-ფუნქეიის ექსტრემუმის მოსაძებნად საჭიროა ვი'ოვოთ მისი იზოქრონული 

ვარიაცია და გავუტოლოთ ნულს. (76,13) ფორმულის თანახმად შეგვიძლია და- 

ვწეროთ 

  
1 აქ ლაპარაკია ტრაექტორიაზე კონფიგურაციულ სივრცეში, ჩეენს შემთხეევაში „ განზო- 

მჯ ლებიან სივრცეში. 
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- ((ლმჩე, ლ ეგე 28 , -”“. გი, სი|=0, 77,3 
I IL ძი, LV, 'ლ ძ9, 09, ( ) 

საიდანაც, თუ გავითვალისწინებთ, რომ 20,=4-ბი და მეორე წევრში ჩავატა- 
ჯ 

რებთ ნაწილობით ინტეგრაციას, მივიღებთ 

#M /: 1: ი 

5§=V -9+- “ბი, + XI9% 4 % – 1 6ი,ძ-0 (7,4) 
29 , 1 ლბ, «ძი, 

რადგან საწყისი და ბოლო წერტილების ვარიაცია ნული), ე. ი. 

(ბია, =(99)),, =...=დ9,)/, =0 07.5 
და 

(50,),, =(00,)(, =--.=(60,)+, -=9, (77,6) 
ამიტომ დაგვრჩება 

/: „ 

I (> (2– -“. C330- (77,7) 
7, 1151 ძძ, თ ძძ, 

მიღებელი შედეგი არ არის დამოკიდებული ინტეგრალის საზღვრების შერჩევაზე, 

თუ ეს ასეა, მაშინ ინტეგრალი ნულს შეიძლება უდრიდეს მხოლოდ მაშინ, როცა 

თვით ინტეგრალქვეშა გამოსახულება უდრის ნულს, ე. ი. 

L3 

% 2 => 2. ბ0,=0. (77,8) 
მძ; ი! ძი, 

რადგან 60, ერთჰანეთზე დამოუკიდებელი ნებისმიერი ვარიაციებია, ამიტომ ეს 

ჯამი მხოლოდ და მხოლოდ მაშინაა ნულის ტოლი, როცა 0ძ,-ს წინ მდგომი ყვე- 

ლა კოეფიციენტი ნულის ტოლია, ე. ი. 

ი”, . 4 9 _ %_ი, (1=1, 2,... ”) (77,9) 
ი იძ, ძი, 

მივიღეთ ლაგრანჟის განტოლებები. მაშასადამე, ვარიაციული აღრიცხვის თვალ- 

საზრისით ეს "ის განტოლებებია, რომლებსაც უხდა აკმაყოფილებდეს ძ,=90,(I) 

ექსტრემალები. 
ჩვენ ზემოთ არსად არ გვისარგებლია ლაგრანჟის ფუნქციის კონკრეტული 

სახით. გამოვიყენეთ მხოლოდ ის ფაქტი, რომ იგი ფუნქციაა კოორდინატების სიჩ- 

ქარეებისა და დროსი. იმისათვის, რომ კერძო შემთხვევაში ლაგრანჟის განტოლე- 

ბები დაემთხვეს ნიუტონის განტოლებებს, საჭიროა ლაგრანჟიანისათვის ავიღოთ 

ჩვენთვის უკვე -კარგად ცნობილი გამოხატულება 

#C, 9, ყ8=71(9, 9, 0 –– CV (4, M. (77.10) 
თუ გავითვალისწინებთ ჰამილტონის პრინციპის შესაძლო გავრცელებას ფიზიკის 

სხვა დარგებზე, ყოველთეის უნდა გვახსოვდეს, რომ ლაგრანჟის ფუნქციის არჩევა 

მხოლოდ იმითაა შემოსაზ კვრული, რომ მე+აბამისი ლაგრანჟის განტოლებები სწო- 

რად აღწერდნენ ექსპერიმენტულ ფაქტებს. 
ქმედების ფუნქციის ინვარიანტობა გალილეის გარდაქმნების მიმართ. ვაჩვე- 

ნოთ, რომ ქმედების ფუნქცია ინვარიანტულია გალილეის გარდაქმნების მიმართ, 

ვთქვათ, სისტემას აღვწერთ დეკარტის კოორდინატებში, მაშინ 
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–ი -ჯგომლ თ (77,11) 

გადავიდეო მეორე ათვლის სისტემაზე, რომელიც პირველის მიმართ მოძრაობს 

V =C0M3ს სიჩქარით, მაშინ გალილეის გარდაქმნის კანონს აქვს სახე 

”,=I+VI. (77,12) 

სისტემის პოტენციალური ენერგია დამოკიდებულია წერტილთა მხოლოდ ფარდო- 
ბით მანძილზე L, -- #,, წინააღმდეგ შემთხვევაში პოტენციალური ენერგია დამო- 
კიდებული იქნებოდა სისტემის სათავის არჩევაზე, რასაც ფიზიკური აზრი არა 

აქეს. გალილეის გარდაქმნების მიმართ კი ყ–ჩწ სხვაობა არ იცვლება. ვნახოთ, 

როგორ შეიცლება კინეტიკური ენერგია. ცხადია, 

->- 206 +Vბ= 2-ს, +424. 4 ს %ო,C. VI. (77.13) 

აქ M/ არის ასტ მის მთელი მასა. ეს გამოსახულება ასეც შეიძლება გადავწეროთ: 

) , ი MVVM 7-2 +271 >, ი! (I, V+-–>“ (77,14) 

თუ ამ გამოსახულებას შევადარებთ (77.13)-ს დავინახავთ, რომ ლაგრანჟიანი, გა- 

ლილეის გარდაქმნებისას, შემდეგნაირად იცელება: 

,, 4 1/I2 ს#=L ++ (ა»რ. VI+“->– ' (77,15) 

ჩვენ ვხედავთ, რო3 იგი იცვლება კოორდინატებისა და დროის ფუნქციის სრული 
წარმოებულით, რაც ქმედების ფუნ1ციიდან გამომდინარე შედეგებს არა დცვლის. 

ამგვარად, ქმედების ინვარიანტობა გალილეის გარდაჭმნების მიმართ დამტკიცე- 

ბულია. 

დასასრულ აღენიშნოთ, რა უპირატესობა აქვს ჰამილტონის უმცირესი ქმე- 

დების პრინციპს. ჯერ ერთი, იგი ინტეგრალური პრინციპია და ამიტომ აღარ შე- 

იცავს იმ ნებისმიერობას, რომელიც გვქონდა კოორდინატების არჩევის დროს. 

ინტეგრალის ექსტრემუმის საკითხი სრულიადაც არაა დამოკიდებული იმაზე, განსა- 

ზღვრულ ინტეგრალში რომელი ცვლადებით ვისარგებლებთ. ამიტომ ინტეგრალუ- 
რი პრინციპი საშუალებას გვაძლევს მექანიკური კა:ონზომიერების «ფრო ღრმად 
შესწვლისა, გარდა ამისა, ჰამილტონის პრინციპიდან ლაგრანჟის განტოლებების 

გამოყვანისას ჩვენ არ დაგვჭირდა ლაგრანჟიანის ცხადი სახის ცოდნა, ამიტომ # 

ფუნქციის სათანადოდ შერჩევით, ფორმალურად მაინც, ყოველთვის შეგვიძლია :მ 

პრინციპის განზოგადება არაკონსერვატული და არამექანიკური სისტემებისათვი- 

საც კი. 

§. 78. ჰამილტონის პრინციპი არაკონსერვატული 

სისტემებისათვის 

ჰამილტონის პრინციპი შეგვიძლია განეაზოგადოთ არაკონსერვატული სის- 

ტემებისათვისაც. ამისათვის საჭი”ოა ქმედების ფუნქციის სათანადოდ შერჩევა. ეს 

პრინციპი შეგვიძლია შემდეგი სახით წარმოვიდგინოთ: 

7: 

28=5 | (7+ 4) ი(=0, (78,1) 
: 
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სადაც 7. არის სისტემის კინეტიკური ენერგია, 4 კი წარმოადგენს ენერგიის გან- 

ზომილების სიდიდეს, რომლის ვარიაცია უდრის 

” 
მ84= XV 2L,). (78,2) 

ჯ21 

აქ ს, წარმოადგენს ჯ-ურ ნაწილაკზე მოქმედ ძალას, მ”, კი ვირტუალური გადა- 
ადგილებებია. ცხადია, რომ 6.1 გამოხატავს იმ მუშაობას, რომელსაც სისტემაზე 

მოქმედი ძალები ასრულებენ ვირტუალურ გზაზე. ჩვენ ადრე ვაჩვენეთ, რომ გან- 
ზოგადებულ კოორდინატებზე გადასვლით 

MV ი 
წ 2< LV 2< წ ჯე (წ, ბ) = X.0, ბი,, (78,3) 

მეს #51 

ამიტომ (78,1) განტოლება ასე შეგვიძლია გადავწეროთ: 

1: /: 

| 20V+ I 1», 0)24,0(=0 (78,4) 

/ ჩ 

რადგან სისტემის კინეტიკური ენერგია, ისევე როგორც კონსერვატული სისტემის 

ლაგრანჟიანი, ფუნქციაა განზოგადებული კოორდინატებისა და სიჩქარეებისა, 

ამიტომ 
,. 

6) XCთ, 0 «-/ > ჯმ? 80, «I > თებერ (78,5) 
, C ძი, 

გავიხსენოთ, რომ ბ0,= 4-ბი, და ბოლო ინტეგრალში მოვახდინოთ ნაწილობითი 

ინტეგრაცია; ამასთან, რადგან საზღვრები კვლავ დაფიქსირებულია, თავისუფალი 

წევრი მოისპობა; ასე რომ, 

/, 7: ' 

გ| IVI= | ჯა/მL _ « ძ». 00, CL. (78,6) 
ს ; «სძი, “I ძი, 

მაშასადამე, (78,4) შიღებს სახეს 

ი - #4 9იL ი, ს ბი,ძ(=0. (78,7) 
/ (+ – ძ. ძძ, + )ბ ” 

აქაც ინტეგრალის ნულთან ტოლობა არ არის დამოკიდებული საზღვრების შერ- 
ჩევაზე. მაშასადამე, ინტეგრალქვეშა ფუნქცია ნულს უნდა უდრიდეს. თუ ამასთან 
იმასაც გავითვალისწინებთ, რომ 22, ვარიაციები დამოუკიდებელი სიდიდეებია, 

მივიღებთ 
. ი 9. თ) 9-0, (8,8) 

ძძ, ძძ, 
ამრიგად, (78,1) მეიძლება განვიხილოთ როგორც ჰამილტონის პრინციპის ზოგადი 

სახე, რომელიც გამოდგება როგორ. კონსერვატული, ისე არაკონსერვატული სის– 

ტემებისათვის. ამასთან, კონსერვატულ ოი სის:ტემისათვის + უდრის პოტენციალურ 

ენერგიას C-ს, ხოლო არ:კონსერვატული სისტემებისათჟის 1 არეს სიდიდე, რომ- 

ლის ნაზრდი სისტემის უსასრულო მცირე შესაძლო გადაადგილებისას გავისაზღვ- 

რება (78,2) ფორმულით. 
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§ 79. ქმედების ფუნქციის დამოკიდებულება 

პოორდინატებზე 

ჩვენ დავინახეთ, რომ ქმედების ფუნქციის დახმარებით შეგვიძლია ავაგოთ 
მექანიკა, რამდენადაც ამ ფუნქციის ექსტრემუმის პირობიდან შეგვიძლია გამოვიყ- 

ვანოთ მოძრაობის ლაგრანჟის განტოლებები, გამოვარკვიოთ ახლა ქმედების საშუა– 

ლებით, როგორ "შეიძლება განვსაზღვროთ სხვადასხვა ფიზიკური სიდიდე, მაგალი– 

თად, იმპულსი და ენერგია. როგორც აღვნიშნეთ, ქმედების ფუნქციას აქვს სახე 

ჯ 

8=IX(, ძ; 09. (79,1) 

ჩ 
„» 

ამ ფუნქციის ვარიაციას, როგორც მოძრაობის განტოლებების გამოყვანის დროს 

დავინახეთ, აქვს გამოხატულება 

/ : LV  მჩI-.) 
_–– ძ.. 79,2 

-I ს 3C3 ი ( ) 

მოძრაობის განტოლებების ამრკურს დროს ჩვენ ერთმანეთს ვადარებდით ყველა 

შესაძლო ტრაექტორიებს, რომლებიც ერთისა და იმავე საწყის და საბოლოო წერ- 

ტილებში გადიოდა, ამიტომაც კოორდინატების ვარიაციებს ამ წერტილებში ნუ- 

ლის ტოლად ვიღებდით. შეჯეგად (79,2) გამოსახულების პირველი წევრი ისპო- 

ბოდა, მეორე წევრის ნულთან ტოლობა კი (რადგან უმცარესი ქმედების პრინცი- 

პით 559 =0) მოძრაობის განტოებებს გვაძლევდა. ახლა ჩვენ გვაინტერესებს, რო- 

გორაა 8 ფუნქცია კაორდინატებზე დამოკიღებული; ამიტომ ერთმანეთს შევადა- 

რებთ არა შესაძლო ქ#,რაექტორიებს, არამედ ნამდვილ ტრაექტორიებს. რომლებ- 

საც საწყისი გამოსავალი წერტილი საერთო აქვთ, ბოლო წერტილები კი ერთმა- 

ნეთისაგან უსასრულოდ მცირე სიდიდით განსხვავდება. ცხადია, ამ შემთხვევაში 

ქმედების ფუნქცია დამოკიდებული იქნება საბოლოო მდებარეობის კოორდინატებ– 

ზე. მართლაც, ეთქვათ ცნობილია ნამდვილი მოძრაობა, ე. ი განსაზღვრულია 

ცალკეული კოორდინატი, როგორც დროის ფუ უნქცია. ცხადია, რომ ეს ამონახსნები 

შეიცავენ აგრეთვე 2/ ნებისმიერ შუდმივებს C,, C. .-- 0 ·-- (იი, ე. 0. 

დ მს. 
  (51 

0,=0, (ს, 6ყ 6. შვი). (79,3) 

ეს მუდმიეები განისაზღვრება საწყისი პირობებით: 

ძ#,ი=მყი(ჩი: 0» 0ვ''-, 62ი) (79,4) 

9,ი=9/ (ზე; 01. (2. 63). (79,5) 

განტოლებათა რიცხვი აქ უდრის 2ჯ/-ს. ამ განტოლებათა სისტემიდან შეიძლება 

განვსაზღვროთ ყველა 0), 0:..·-, ლ.გ და შევიტანოთ მათი მნიშენელობა (79,3)-ში, 

ცხადია, რომ გვექნება 

0ძ,=0, (ს, Iი, 0,ი იკის, (1=1, 2...., VI), (9,6) 

აქ ი, ნიშნავს ერთობლიობას 0,ა, წჯე---, მთ ასევე 0,ი ნიშნავს ია, რე.··, მაი 
ერთობლიობას. უკანასკნელი ტოლობების გაწარმოები» მივიღებთ 

9,=9, CI, ხა 0: ძე). (79,7) 
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(79,1) ფო”მულის ინტეგრალქვეშა გამოსახულება დამოკიდებულია (, ძ, და ძ,-ზე. 

ცხადია, რომ თვით ქმედების ფუნქციაც ამავე ცვლადებზეა დამოკიდებული, ე. ი. 

5=585(I, 7ე. 9, ძია. (79,8) 

მაგრამ ამ გამოსახულებაში (79,6) და (79,7)-დან შეიძლება შევიტანოთ 0; და თ, 

მნიშვნელობა. მაშინ გვექნება 

95=5 CI, Lი, 0/ი; შ/ი)- (79.9) 

აქ შემავალი ძი იმავე (79.6)-ის საშუალებით გამოვხატოთ ძ;. L და ჯკ ცვლადებ- 

ში. მაშასადამე, საბოლოოდ ქმედების ფუნქცია გამოხატული იქნება რობორც ჯ 

დროისა და შესაბამისი კოორდინატების ფუნქცია, ე. ი. 

5=5CL, ძკ. ჩი. 9,ი) (79,10) 

თუ მუდმივ ჯე და 0,- სიდიდეებს არ აღვნიშნავთ ფუნქციის გამოხატულებაში, 

შეიძლება დავწეროთ 

§5=5 C, 0, შე..·-, მა). (79.11) 

ვნახოთ ახლა, რა კავშირშია იმპულსი და ენერგია ქმედების ფუნქციასთან. გამო- 

ვიდეთ (79,2) ფორმულიდან. ვთქვათ, ყველა ტრაექტორია, რომელიც გამოდის 

ერთი და იმავე წერტილიდან, ნამდვილ მოძრაობას გამოხატავს, მხოლოდ საბო- 

ლოო წერტილში ერთმანეთისაგან უსასრულოდ მცირედ განსხვავდებიან. სხვანაი–- 

რად რომ ვთქვათ, მოვახდინოთ ვარიაცია მხოლოდ ტრაექტორიის ბოლო წერტი- 

ლისა. მაშინ (79,2) ფორმულაში მეორე წევრი მოისპობა, რა;გან პირობის ძალით 

ყველა მოძრაობა ნამდვილია და ლაგრანჟის განტოლების თანახმად 

06 ძს ძL_0 
თ ძი, ძძ, 

მაშინ, თუ გავითვალისწინებთ იმასაც, რომ (50,),:=0, მივიღები 

»” 

28=V 9% გე, (79,12) 
ლ ძი 

გავიხსენოთ, რომ ჩ,= 9L მაშინ 
მძ, 

65=2)ი, მძ, (79,13) 

მეორე მხრივ, :79,11)-ის ძალით გვექნება 

ლ 05 
გ83=%' –-გე.. (79,13') 2 მძ, 9, 

უკანასკნელი ორი ფორმულიდან განისაზღვრება განხოგადებული იმპულსები 

,=9> (79,14) 
ძმ, 

ე. ი. იმბულსის ცალკეული მდგენელი წარმოადგენს ქმედების ფუნქციის კერძო 

წარმოებულს სათანადო კოორდინატით. ცხადია, რომ ერთი ნაწილაკისათვის დე- 

კარტის კოორდინატებში გვექნება 

ნ=ყIMმძ ა, (79,15) 
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საიდანაც ჩანს, რომ იმპულსი 89 = 5) მუდმივი ქმედების ზედაპირის მართობულია, 

აღსანიშნავია ამასთან, რომ მუდმივი ქმედების ზედაპირს კლასიკურ მექანიკაში 

არავითარი ფიზიკური შინაარსი არა აქვს. რადგან იმპულსი არის ეექტორი, რო- 

მელიც ტრაექტორიას მხებადა აქვს ყოველ წერტილში, ამიტომ ტრაექტოოია 

მუდმივი ქმედების ზედაპირისადმი ორთოგონალურ წირს წარმოადგენს. 

სრულიად ანალოგიურად შეიძლება ქმედების ფუნქციის დაკავშირება ენერ– 

გიასთან, 

ქმედების ფუნქციის განმარტებიდან გვექნება 

– =ჩ. (79,16) 

მეორე მხრივ, როგორც აღენიშნეთ, ქმედება შეგვიძლია განვიხილოთ როგორც 

კოორდინატებისა და დროის ფუნქცია, ამიტომ რთული ფუნქციის გაწარმოების 

წესის თანახმად, 

ძა _ 95 , <ა05 ა · (79,17) 
თი ძნყ <“ძძ, 

(79,14)-ის გათვალისწინებით (79,16) მიიღებს სახეს 

7MI ფ) · “+ V 0,0,=L- (79,18) 

ყ –'“ 
როცა ლაგრანჟიანი დროს ცხადად არ შეიცავს, თუ გავიხსენებთ ენერგიის (23,6) 

განმარტებას, გვექნება 

მა _ _ 2, (79,19) 
ძმ! 

ენერგია ამ "შემთხვევაში წარმოადგენს ქმედების ფუნქციის კერძო წარმოებულს 

დროით შებრუნებული ნიშნით. მოვახდინოთ (79,19) განტოლების ინტეგრაცია 

(0, 0 შუალედში; მივიღებთ 

8(9, )=–- #.+4(მა წ.-ს იის (79,20) 

ამასთან, რადგან (79,19)-ში შედის დროით კერძო წარმოებული, ინტეგრაციის 

მუდმივი ამ შემთხვევაში კოორდინატების ნებისმიერი 4(0) ფუნქცია იქნება. ამ 

4 (9)-ს უწოდებენ შემოკლებული ქმედების ფუნქციას. აშკარაა, «ომ 

ი,2=>=%“. (79,21) 

როგორც (79,21) ფორმულა გვიჩვენებს, იმპულსის განსასაზღვრავად, კონსერვა- 

ტული ველის შემთხვევაში, საკმარისია შემოკლებული ქმედების ფუნქციის ცოდნა, 

§ 80. ვარიაციული პრინციპის სხვადასხვა სახე 

მოპერტუის უმცირესი ქმედების პრინციპი. ჰამილტონის უმცირესი ქმედე- 
ბის პრინციპამდე მოპერტუიმ ჩამოაყალიბ. პრინციპი, რომელიც თვით მოპერ- 

ტუის წარმოდგენით იყო მექანიკის ყველაზე უფრო ზოგადი პრინციპი. თვითონ 

მოპერტუის ამ პრინციპის დასაბუთება არ მოუცია. ამ პრინციპის მათემატიკური 

ფორმულირება და შინაარსი გაარკვია ჯერ ეილერმა, შემდეგ კი –– ლაგრანჟმა. 

ამიტომაც ხშირად ეს პრინციპი ღიტერატურაში გვხვდება ლაგრანჟ-მოპერტუის 

პრინციპის სახელწოდებითაც. 
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ჰამილტონის უმცირესი ქმედების პრინციპი მოითხოვს ქმედების 

( 
8=| L(9. 0; 1)0! (80,1) 

/” 

ექსტრემუმს. იმ დამატებითი პირობით, რომ კოორდინატების ვარიაცია საწყის /, 

და სიბოლოო კ მომენტში ნულის ტოლია, 

29, (L) =60, (I,1)=0 (80,2) 

და დროის ვარიაცია არ ხდება, 

2(=0. (80,3) 
ჩვენ ერთმანეთს ვადარებდით მოძრავი სისტემის ნამდვილ და ვირტუალურ გზაზე 
მდებარეობას დ=ოის ერთსა და იმავე მომე:ტში. არ მოვითხოვდით, რომ ა? მდე- 

ბარეობებში სისტემის ენერგია ყოფილიყო ერთი და იგივე. ახლა კი დავუშვათ, 
რომ ადგილი აქვს სისტემის სრული ენერგიის შენახვას და ვიგულისხმოთ, რომ 

ერთმანეთს ვადარებთ ისეთ შესაძლო ტრაექტორიებს, რომელთათვისაც ენერგიის 

ეარიაცია ნულის ტოლია, რაც იმას ნიშნავს, რომ ნამდვილ და ”შესაძლო გზაზე 

ენერგია ერთი და იგივეა. 

კონსერვატული ველისათვის ლაგრანჟიანს ექნება სახე 

ი 
–--- L= ი, ძ,– IL. (80,4) 

სადაც # არის სრული ენერგია, რომელიც მოძრაობის ინტეგრალია. ამ გამოსა- 

ხულების ქმედების ფუნქციაში შეტანით მივიღებთ 
/. 

§=| Vი,ძი,– 860 -#). (80.5) 
ი 

რადგან ჩვენ მოვითხოვთ, რომ ნამდვილ და ვირტუალუო გზებზე სისტემას ჰქონ– 

დეს ერთი და იგივე ენერგია, ამიტომ სისტემის მდებარეობას ნამდვილ და ვირ- 
ტუალურ გზებზე აღარ შეესაბამება დროის ერთი და იგივე მომენტი. ჰამილტო– 
ნის პრინციპის ჩამოყალიბებისას ჩვენ გვქონდა 21=0, სამაგიეროდ 6#2:- 0. ახლა 

კი ჩვენ გვაქვს 6C#=0 და, მაშასადამე, უნდა მოვითხოვოთ, რომ მ/ « 0. 

სიდიდეს 
4=5+X#! (80,6) 

შემოკლებული ქმეღება ეწოდება, მას ხშირად ლაგრანჟის ქმედების ფუნქციასაც 
უწოდებენ. (80,5)-დან აშკარაა, რომ შემოკლებული ქმედება წარმოადგენს შემდეგ 

ინტეგრალს: 

ი 
4=| 1.0M,ძი. (80,7) 

ჩ 
მოპერტუის პრინციპი კი მდგომარეობს ამ გამოსახულების სრული ვარიაციის 

ნულთან ტოლობაში 
7 „== ა I 3,0, ძი, <9. (80,8) 

პირობის ძალით 4 =0, ხოლო ჯL=ჟ7+ LI, ამიტომ აV=-–-- 47 და ჰამილტო- 
ნის უმცირესი ქმედების პრინციპი მოგვცემს 
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აყ=4 |7X=|6C– თ ძი(=ბ| 22741=0.- (80,9) 

მაშასადამე, მოპერტუის პრინციპი ასეც დაიწერება: 

გ I 7ძ!=0. (80,10) 

ასეთი სახით პრინციპი ჩამოყალიბებული იყო თვით მოპერტუის მიერ, 

იაკობიმ აჩვენა, რომ თუ ჩვენ გვაინტერესებს სისტემის მიერ აღწერილი 

ტრაექტორია და არ გვაინტერესებს კოორდინატების დროზე დამოკიდებულების 

სახე, უმცირესი ქმედების პრინციპიდან დრო სავსებით უნდა გამოვრიცხოთ. ამი- 

სათვის საჭიროა გამოვიყენოთ პირობები: 

_ _9სV, 4) 
იძ, 

მეორე პირობიდან იჯ უნდა გამოიხატოს ძ, და ძ9ი,-ით და შეტანილ იქნეს ი,-ს 
ფორმულაში. რადგან სრული ენერგია 

6 (9, 0)=6ი05L. (80,11) 

#=+- ი Vიასთ)2? ი, +C (80,12 -=- გ “ითიით (0), ,12) 

საიდანაც 

7“ «LM (9) იშ, 9, 

== “_ 57; ., (89,13) 
2(M–V6(49) 

ური ნაწილაკის იმპულსი კი უდრის 

მ/, · 
ჩ, “ძმ, ს %ი,!) მს. 

I # 

ამიტომ (80,13)-დან მივიღებთ 

4=|3/ი, ძი,= | I 28-– V) ბი, (9) ძი, იძ, (80,14) 

აქ ინტეგრალი უკვე აიღება » განზომილებიანი სივრცის ორ მოცემულ წერტილს 
შორის. 4,4=0 გამოსახულება წარმოადგენს იაკობის პრინციპს, ამ პრინციპში 

XM·=0005ს, დროის ვარიაცია ეხება ტრაექტორიის სივრცულ პარამეტრებს და 

დროზე დამოკიდებულების საკითბი საერთოდ არ განიხილება. ამიტომ ეს პრინ- 
ციჰი შეისწავლის მოძრაობის მხოლოდ გეომეტრიულ მხარეს. 

როცა იაკობის პრინციპით ვსარგებლობთ, ამოცანის სრული სურათის მისა- 

ღებად საჭიროა ვიცოდეთ კოორდინატების დროზე დამოკიდებულებაც. (80,6) 
გამოსახულებიდან ნათელია, რომ როლცა ქმედების ვარიაციას ვეძებბთთ უცვლელი 
დროის შემთხვევაში 6/ =0, მაშინ იგი გამოიწვევს სრული ენერგიის ვარიაციას. ე. ი. 

64=655+6#!, (80,1 5) 

საიდანაც მივიღებთ მნიშვნელოვან ფორმულას 

ძ4 
ლ--. 80,16. 236 C ) 

ეს ფორმულა ტრაექტორიის განტოლებასთან ერთად სავსებით განსაზღვრავს მოძ- 
რაობას. 

18. ვ. მამასახლისოეი, გ. ჭილაშვილი 973



§ 51. ლაბრანჟის განტოლებების მილება მოპერტუის 
პრინციპიდან 

მოპერტუის პრინციპიდან შეგვიძლია გამოვიყვანოთ ლაგრანჟის მოძრაობის 
განტოლებები. მოპერტუის პრინციპი გვეუბნება 

<= | 2-9. (81,1) 

მეორე მხრივ, ჩვენ ვიცით, რომ შემოკლებული ქმედება დაკავშირებულია ქმე– 
დების 5 ფუნქციასთან ფორმულით 

-#1:=59-L #I. (81,2) 

ვიპოვოთ ამ გამოსახულების სრული ვარიაცია; რ:დგან 485=0, ამიტომ 

ა4=#0639-L 6#ML. (81,3) 

სრული ვარიაციის განმარტებით 

ტბ8=ბ%5+§4ჩV. (81,4) 

თუ გავიხსენებთ, რომ 8=X, სადაც L ლაგრანჟიანია, (81,3) განტოლება მი- 

იღებს სახეს 

65-(CL-+ I) 51=0, (81,5) 

მეორე მხრივ, Lს+#=297', ამიტომ 

659 +–-27'4ჯ=0. (81,6) 

25 ვარიაცია ჩვენ გამოვთვალეთ § 77-ში. იგი პირდაპირ შეგვიძლია დავწეროთ 
(77,4) ფორმულის მიხედვით 

ძL ღ _ ძი ძL 
ა= -.-6 20, (IL. (81,7?) 

I> ბი, | + +/ > თ. ი ძი) 

აღვნიშნოთ, რომ მოპერტუის პრინციპში, რადგან დროის ვარიაციას აქვს ადგი- 

ლი, საბოლოო წერტილში სხვადასხვა ტრაექტორიაზე მოძრავი ნაწილაკი სხვადა- 
სხვა დროს მოდის და 60, (/) აღარ უდრის ნულს. მოპერტუის პრინციპში ბოლო 

წერტილებში ნულია 49, (1) =#40, (0):= 0, ამიტომ 64, უნდა გამოვხატოთ #ძ,-ს 
საზუალებით. სრული ვარიაციის განმარტებით 

0,ლ=ტ0,–– 0, 4, (81,8) 

ამ გეომედი „ილ (81,7)-ის თავისუფალ წევრში მივიღებთ 

(25 2, %|= 1; ჯ.ბ I - I(> 3-2) V“. (81,9) 

ახლა უკვე პირველი წევრი მარჯვნივ ნულის ტოლია, მეორე წევრში კი შეგვიძ- 
ლია გამოვიყენოთ ეილერის თეორემა ერთგვაროვანი ფუნქციების შესახებ 

ა
 

მL · მძ; · ლ, 2 0,= %ზ' –“- ძ,–27', (81,10) 2 2. ძ,= 2, ძი, ძ, 

ასე რომ 
9. 9L 58= -- 27 ტ(- ე _ ბი, 01. (81,11) 25 + >(> ძი, 7 “9, 9, 
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ამ გამოსახულების შეტანით (81,6) ფორმულაში მივიღებთ 

XV (>- 2 XI ძ!=0, (81,12) 
IX ძი რ მ9/. 

საიდანაც გამომდინარეობს ლაგრანჟის განტოლებები 

9 მსხ _ 9L_ი, (8L,13) 
ი! ძმ, ძძი, 

ცხადია, რომ, პირიქითაც, მოძრაობის განტოლებებიდან შეგვიძლია მივიღოთ მო- 

პერტუის უმცირესი ქმედების პრინციპი,



თავი XIII 

ჰამილტონის პანონიკური განტოლებები 

მექანიკური სისტემის ლაგრანჟის განტოლებებით აღწერის გარდა არსებობს 

მეორე გზაც, რომელიც ჰამილტონმა გამოიყენა ლაკრანჟის განტოლებები წარ- 

მოადგენს მეორე რიგის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემას, რომლებშიაც 

დამოუკიდებელი ცვლადებია განხოგადებული კოორდინატები 0ძ,, 0... მძ, და 
განზოგადებული სიჩქარეები მი ში,---, მ სადაც # სისტემის თავისუფლების ხა- 

რისხთა რიცხვია: 1=3XV – ე (X -- ნაწილაკთა რიცხვია, ე –- ბმათა რიცხვი), 

ჰამილტონი, ნაცვლად 7 მეორე რიგის დიფერენციალური განტოლებებისა, 

განიხილავს 2, პირველი რიგის დიფერენციალურ განტოლებებს; ამასთან, რაც 

მთავარია, დამოუკიდებელ ცვლადებად აღებულია განხოგადებული კოორდინატები 

მძ, 0,···წ, და განზოგადებული იმპულსები ი,, ჯ/ე,---, მ,- 

ჰამილტონის განტოლებების ამოხსნა გარკვეულ შემთხვევაში შეიძლება უფრო 

მარტივი აღმოჩნდეს, ვიდრე ლაგრანჟის განტოლებებისა. ჰამილტონის განტოლე- 

ბების არსებით უპირატესობას ლაგრანჟის განტოლებებთან შედარებით დავინახავთ 

კანონიკური გარდაქმნების განხილვის დროს. 

§ 82. ჰამილტონის განტოლებები 

შევუდგეთ ახლა ჰამილტონის განტოლებების გამოყვანას. ვთქვათ, სისტემა 

ხასიათდება ს= #(0, 0: I) ლაგრანჟის ფუნქციით. ავიღოთ მისი სრული დიფე- 

რენციალი. გვექნება 

პ»= VI 2 «ი,+ 2 9 9,+ +%“ (82,1) 
212, #51 09; 

ან, თუ გავიხსენებთ #0, = 52 და ჩ,= 3- ფორმულებს, მივიღებთ 

4, 9, 

ძLხ= 27, ძი,+ +, ძმ,+ 0 (82,2) 
(51 (21 

ამ ტოლობის ორივე მხარეს გამოვაკლოთ სიდიდე 

«(> ი )– ა ი,ძ,+ ფი შია (82,3) 
(51 («1



მივიღებთ 

ძ(ხ– 30, ი,)=%ი:4ე, – 19, ძი +%+. (82,4) 
შემოვიღოთ ფუნქცია 

# , »# 

9#=%9,ი,- XL =% 5.6. ს (82,5) 
რთ. 2. ი” 

აქ, როგორც ვიცით, L= L(9,, 0,» ძი; 0, წ-·- 0, 0), ასე რომ, ჯერჯერო- 
ბით M” ფუნქცია შეიცავს კოორდინატებს, სიჩქარეებს და დროს, მაგრამ ჩვენ 

შეიძლება ვისარგებლოთ განტოლებათა სისტემით 

ჩჩ,=-- (82,6) 

' ძი, 

და ამოვხსნათ იგი განზოგადებული სიჩქარეების მიმართ (თუ. რა თქმა უნდა, 

ასეთი ამოხსნა შესაძლებელია); მივიღებთ 

ძ,= | (შ.. 0,,--- წი; მ, მ». ა; 0) (82,7) 
თუ სიჩქარეების ამ გამოხატულებას შევიტანთ (82,5)-ში, მაშინ ს” სიდიდე იქნე–- 

ბა ფუნქცია განზოგადებული კოორდინატების, განზოგადებული იმპულსების და 

დროისა, ე. ი. ბ C- +. 
>> აი9ი. 

# (7, შე. მი: მ ჩ-ს მა: მ)= საშე (82,8) 
ჯ5%1 

# სიდიდეს, როდესაც ყველა ჯანზოგადებული სიჩქარე შეცვლილია იმპულსებითა 

და კოორდინატებით (82,6) ფორმულის მიხედვით, უწოდებენ ჰამილტონის ფუნქ- 

ციას ანდა ჰამილტონიანს. 

(82,4) ასე გადაიწერება: 

ძM=% თი, – - 99, – + (82,თ9 
2 2 

აქედან კი ვღებულობთ 
· მყ · ძM ),=9L, ე == - მ#% (82,10) I9! მი, ჩ ძი, 

ასევე ა 
99 _ _ ძს. (82,11) 
ი ი 

(82,10) განტოლებები წარმოადგენს ჰამილტონის განტოლებებს. ჰამილტონის გან- 

ტოლებები, მათი სიმარტივის გამო, კანონიკური განტოლებების სახელწოდებასაც 

ატარებენ. ისინი პირველი რიგის დიფერენციალური განტოლებებია 0 და ი (ვლა- 

დების მიმართ. ამ ცვლადებს კანონიკურად შეუღლებული ცვლაჯები ეწოდება. 
როცა ლაგრანჟიანი დროზე ცხადად არაა დამოკიდებულ ი, მაშინ, (82,8) ტოლო- 

ბის თანახმად, არც ჰამილტონის ფუნქცია იქნება დროზე დამოკიდებული. 

ფაზური სივრცე, როგორც დავინახეთ, ლაგრანჟის მეთოდში მოძრაობის 

გეომეტრიული ინტერპრეტაციისათვის ხელსაყრელი იყო კონფიგურაციუ ელი სივრ- 

ცის ცნების შემოყვანა. ანალოგიურად ჰამილტონის მეთოდში შემოჰყავთ ფაზური 

სივრცის ცნება, რომელიც წარმოადგენს 9), განზომილების ფიქტიურ სივრცეს. ამ 

ა??



სივრცეში ღერძებად აიღება 2) განზოგადებული კოორდინატები და იმპულსები, 
რადგან კოორდინატები და იმპულსები გაჩსაზღვრავს მექანიკური სისტემის მდგო– 
მარეობას, ამიტომ ყოველი წერტილი ფაზურ სივრცეში გამოხატავს გარკვეულ 

მდგომარეობას, სისტემის მოძრაობას კი შეესაბამება მრუდი, რომელსაც ფაზურ 

ტრაექტორიას უწოდებენ. 
მაგალითად, ჰარმონიულ ოსცილატორს, რომლის ჰამილტონიანია რი 

2 ' 2 ზე? ; , 
§ ,შამი ალღ- შოას 

9» 2 I I 

შეესაბამება ისეთი მოძრაობები, რომლის ტრაექტორიები ფაზურ ი, 0# სიბრტყეზე 

თქნებიან ელიფსები ნახევარღერძებით: 

თ=I/ 2», ხ= 1 |/ % 
თ ” 

ფაზური სივრცის ცნება ხშირად გამოიყენება სტატისტიკურ ფიზიკაში. 

§ 83. ჰამილტონის ფუნჭცია 

ადვილად შეიძლება ვაჩვენოთ, რომ იმ შემთხვევაში, როცა ბმები დროს ცხა- 
დად არ შეიცავს და პოტენციალური ენერგია არაა დამოკიდებული სიჩქარეებზე, 
ჰამილტონის ფუნქცია წარმოადგენს სისტემის სრულ ენერგიას; მართლაც, ჰამილ- 

ტონის ფუნქცია უდრის 
9M=2)7V0,-L (83,1) 

ან, თუ გავიხსენებთ იმპულსის განმარტებას, 

ძI, · 9”=%--“ძ0, 7. (83,2) 
– ძი 9 

როცა პოტენციალური ენერგია სიჩქარეებს არ შეიცავს, შეიძლება დავწეროთ 

მL _ პჯ. 
მძ, ძძ, 
შემთხეევაში სისტემის კინეტიკური ენერგია სიჩქარეების მეორე რიგის ერთგვარო– 

ვანი ფუნქციაა 

. გავიხსენოთ, გარდა ამისა. რომ ბმების დროზე დამოუკიდებლობის 

==. – 
1 => »ნ მ, 0,. (83,3) 

ასე რომ, ეილერის ერთგვაროვანი ფუნქციების შესახებ ცნობილი დებულების თა– 

ნახმად, შეიძლება დავწეროთ 

+“ ე,ლ–2/, (83,4) 
4, 

ამიტომ ჰამილტონის ფუნქცია მიიღებს სახეს 

ყ=-9 9, ,=27-თ2+0-7+V. (83,5) 
ძძ, 

ჩვენ ვხედავთ, რომ ჰამილტონის ფუნქციაა განხილლულ შემთხვევაში მართლაც წარ- 

მოადგენს სისტემის სრულ ენერგიას. 

27»



ვიპოვოთ ახლა I-ის “ალ წარმოებული დროთი 

ძIL _ მ · , იIL · C + ჯ 24. , 83,6 მ ძი, «+ 5 8. (83,6) 

თუ 9, და ჩ,-ის ნაცვლად გეა მათ ს ნიშენელობებს ჰამილტონის (82,10) 

განტოლებიდან, მივიღებთ 

M _ პX 
რ“ “V" 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ როცა ჰამილტონიანი დროზე ცხადად არაა ღამო- 

(83,7) 

კიდებული, მაშინ 7-0 და I” =00ს3L. ამ შემთხვევაში სისტემის სრული ენერ- 

გია მუდმივია. ჰამილტონის ფუნქცია დროზე ცხადად დამოკიდებული არ იქნება 

იზოლირებული სისტემისათვის, ან მაშინ, როცა სისტემა უცვლელ გარეშე პირო- 
ბებზი იმყოფება. 

ჰამილტონის ფუნქციის დაწერა ცხადი სახით ადვილია; ამისათვის საკმარი- 
სია კინეტიკური ენერგიის იმპულსებით გამოხატვა. განვიხილოთ ერთი მატერია- 

ლური წერტილის ჰამილტონიანი სხვადასხვა ორთოგონალურ კოორდინატებში. 

ნათელია, რომ დეკარტის კოორდინატებში ჰამილტონიანი ტოლია 

M =–-(:+8+იე+0C ი (83,8) 
<7 

ჰამილტონის განტოლებებს კი ექნებათ სახე: 

§= 49%, ც= MM, ;=#X» (83,9) 
”» ” ” 

და · · ; 

ეღებდჯგაედ” ” ატ (83,10) 
ძჯ ძყ > 

პირველი განტოლებები იძლევიან იმპულსების გეგმილებს, მეორე კი –– ნიუტონის 
განტოლებებს. 

ცილინდრულ კოორდინატებში, თანახმად (5.18) ფორმულისა, 

1 ? - · #M=:-(#+ წ: +6)+ VI, დ, 2). (83.11) ი! 9 

სფერულ კოორდინატებში (22,9) ფორმულა ჰამილტონიანისათვის მოგვცემს 

1 შ=:-(თ+- უგხლლლ = ე MI)+VC მ, დ), (83,12) 

ხოლო პოლარულ კოორდინატებში სიბრტკეში მოძრაობისას) 

1 ტა 

M#- > (+ #)+0C დ. (83,13) 
2” , 

თუ გავიხსენებთ ლაგრანჟის ფუნქციის გამოხატულებას პარაბოლურ კოორდინა- 
ტებში, ამავე კოორდინატებში ჰამილტონიანისათეის მივიღებთ 

2(501+»მა), _ % »ჰ=- აია) («I წI(, უჟ, თ). 93,14 
#I( +») 957 "-C 9 ' ) 

მა მუ ღა ი; იმპულსები განისაზღვრება (22.13) ფორმულებით, 
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ცენტრ. ლური სიმეტრიის ველში მოძრაობისას (სიბრტყეში) 

#=4%+ ჩი ყლ. (83,15) 
9ცს. 9? 

ამასთან, რადგან #.=1, ამიტომ 

9=4%#+ ! “+ყდ. (83,16) 
იუს ლეი 

ამ შემთხვივაში ჰამილტონის თრი აბ სახე 

       „= %, ი=- LL. ჩ.= ც=ო0. (83,17) 
8ბ 22?“ (>> 

ასევე ნათელია, რომ წრფივი პრმონიული ოსცილატორისათვის 

9 აზე? 
=9 1, #09. (83,18) 

971 2 

§ 81. პვლალთა ბარდაქმნის ლეჟანდრის მეთოდი 

ჰამილტონის განტოლებების გამოყვანის დროს ჩეენ ძ, ძ ცვლადებიდან გა– 

დავედით 4«, ი ცვლადებზე, ამასთან ეს გარდაქმნა მოვახდინეთ ფორმალური გზით. 

არსებობს ცვლადთა გარდაქმნის ზოგადი მეთოდი, რომელიც დაამუშავა ლეჟანდრ- 

მა. რადგან ცვლადის გარდაქმნასთ:ნ შემდგომშიაც გვექნება საქმე, ამიტომ მიზა5- 

შეწონილია ამ მეთოდის განხილვა. 

ვთქვათ, გვაქვს რაიმე / (X,, X-.--Xა, V). ML ·ყა, ჯჰ) ფუნქცია, რომელიც 
დამოკიდებულია X,, ყ, ცვლადებზე და დროზე. ვიპოვოთ ამ ფუნქციის დიფე- 

რენციალი 

ბ/ =0/ 0/ ი/= V –-ძ»,+% -“ ძე, + -”- ი. (84,1) 
/ 4». იმ, "თ 

თუ შემოვილებთ აღნიშვნებს 

ი=%4, ი-% (84,2) 
ძX, მყ,” 

მაშინ # ფუნქციას დიფერენციალისათვის გვექნება: 

ი »· ძ/ 

თ/-- 9 V,იX,+ % ს,ძყ,+ -”- რ”. (84,3) » გ ' 2 (იყ ლთ 

ამ ტოლობიდან #, და დ; განისაზღვრებიან როგორც /-ის კერძო წარმოებულები» 

სათანადოდ, X, და ყ, (ქვლადებით, ამიტომ /-ს უწოდებენ წარმომქმნელ ფუნქ - 

ციას X და ყ ცვლადების მიმართ. დავუშვათ ახლა, რომ გვიზდა ახალ «, და კ, 
დამოუკიდებელ ცვლაჯებზე გადასვლა. ამისათვის შემოვიღოთ ახალი წარმომქმნე- 

ლი ფუნქცია #" CV, % ·-. ეს ყა. ყია ჯ) შემდეგი განმარტებით: 

?=%Vი-/ (84,4) 
ვიპოვოთ ძX და გავითვალისწინოთ (84,3) ფორმულა; მივიღებთ 

( „ ლთ . 9 _ 0/. 
ძ;. =>2X, ძი, XXს, ძყ, 27 (/# (84,5) 
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ამგვარად, ჩვენ გადავედით ახალ და ცვლაჯებზე; ამასთან, 

»=9X, 0,= _ მ. მ” _ _ 0/ (84,6) 

0M, მყ, იძ! ი 

საილუსტრაციოდ გავიმეოროო ლაგრახჟიანიდან ჰამილტონიანზე გადასვლა. 

ჩვენ გვქონდა (82,2) განტოლება 

· : -· ის 
ძM= V'ი,ძ0, +V VI იV,+ +ჯ ი! (84,7) 

აქ დამოუკიდებელი ცვლადებია ი, და 0,, გადავიდეთ ახალ დამოუკიდებელ ძ, ღა 
ი; ცვლადებზე. ამისათეის, როგორც ზემოთ აღვნიშნეთ, საჭიროა ახალი წარმო- 

მქმნელი ფუნქციის შემოღება 

8=XCთი,-L (84,8) 
რომელიც ემთხვევა ჰამილტონიანის გამოხატულებას. მაშასადამე. ჰამილტონიანი 

ყოფილა ახალი წარმომქმნელი ფენქცია. მისი დიფერენციალი, თანახმად (84,5)-სა, 

გვაძლევს 
- · იL ; 

იM= X9, ძი, – ი, ძი, –-; % (64,9) 

საიდანაც მივიღებთ ჰამილტონის განტოლებებს. 

§ ავ. ჰამილტონის განტოლებების გამოშვანა 

ვარიაციული პრინციპიდან 

ისევე როგორც ლაგრანჟის განტოლებები, ჰამილტონის განტოლებებიც შეგ. 

ვიძლია მივიღოთ ვარიაციული პრინციპიდან. როგორც ვაჩვენეთ, ქმედების ფუნქ- 

ცია განმარტებულია შემდეგი ფორმულით (აქ ძ-ში იგულისხმება ყველა ცვლადი 

მ, ძა ·>··/,, ხოლო ძ-ში–– ყველა განზოგადებული სიჩქარე) 

1: · 

8=| LV. თ 00, (85,1) 

” 

მაგრამ, თანახმად (83,1) ფორმულისა, 

=3> –_ 2 1= MX, ჩი, IM, (85,2) 

ასე რომ, ქმედების ფუნქციას ჯეიძლება შემდეგი სახე მიეცეს. 

(ა 

§=–| (| სი,ძძ, – III). (85,3) 
> ' 

ვაჩვენოთ, რომ ამ გამოსახულების ექსტრემუმი, თუ კოორდინატებისა და იმპულ- 

სების ვარიაციებს დამოუკიდებლა § ჩავთვლით, მოგვცენს ჰამილტონის განტოლე- 

ბებს. კელავ ვიგულისხმოთ, რომ ტრაექტორიის ბოლო წერტილები დამაგრებუ- 

ლია და გამოვიყენოთ ჰამილტონის პრინციპი 

2 II 2,ი,ძი, –– #91) =0. (85,4) 
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მოვახდინოთ ვარირება 

- - ძIL . 0M . 
I I> ბი, იძ,+ი, 5 (09,)) – (აი + – ში, ბი, | «I 0 (85,5) 

და განვიხილოთ ინტეგრალი 
I + ი, 50ძ,- (85,6) 

ამ ინტეგრალში გამოვიყენოთ პირობა 600,=0060, დღა შემდეგ ჩავატაროთ ნაწი- 

ლობითი ინტეგრაცია. მივიღებთ 

7: 7: 72 == - - 
I 2, ”, 6ძ0,=%ი, ში | –I 2, 0ძ, ძი, (85,7) 

( 1 ჩ 

რადგან 5ძ, ((,) = 90, (() =0, ამიტომ ამ ინტეგრალის პირველი გამოსახულება ნუ- 
ლის ტოლია და (85,5) ასე შეგვიძლია წარმოვადგინოთ: 

IC 
(XI (რ-ი) ბი,– (ბ +% «I ბი, | =9. (85,8) 
ჩ “I ბი, . ძი, 

აქ 1, და (კ ნებისმიერია როგორც არ უნდა ავირჩიოთ ისინი, ინტეგრალის ნულ- 
თან ტოლობა არ დაირღვევა. აქედან კი გამომდინარეობს, რომ ინტეგრალქვეშა 
ჯამი ნულის ტოლა. თუ იმასაც გავითვალისწინებთ, რომ 20, და 69,-ს დამოუკი- 
დებლებად ვიხილავთ, უნდა დავასკვნათ, რომ ჯამი ნულის ტოლი მხოლოდ და მხო- 

ლოდ მაშინ იქნება, როცა 

ძი, 9% =0, ძი,+92 V=0, (85,9 
მი, ძი, 

ოაც იI-ზე გაყოფის შემდეგ გვაძლევს ჰამილტონის განტოლებებს: 
· მბ. · ლ: ი0=9,. უე. 9L. (85,10) ! ძი, ჩ ძი, 

ამ გამოყვანიდან ნათლად გამოჩნდა ერთი მნიშენელოვანი გარემოება, რო- 

მელიც დამახასიათებელია ჰამილტონის განტოლებებისათვის, სახელდობრ ის, რომ 
განზოგადებული კოორდინატები და იმპჰულსებ· ერთმანეთზე დამოუკიდებელი 
ცვლადებია, ე. ი. იმპულსები კი არ წარმოადგენს კოორდინატების მიხედვით გან–- 

საზღვრულ ცვლადებს (მაგალითად, პროპორციული არაა ძმ, სიჩქარეების), არა- 

მედ ისეთივე დ-მოუკიდებელი ცვლაჯებია, როგორიც კოორდინატები. ამიტომ 

ჩ, 0;:,---. მგ ცელადებს ფორმალურად შერჩათ განზ”იგადებული იმპულსების სა- 
ხელწოდება. სინამდვილეში, ჰამილტონის მეთოდში მათი სახით შეგვიძლია ავიღოთ 
ნებისმიერი ჯ რაოდენობის ძ,, 0,.-..მ„ კოორდინატებისაგან დამოუკიდებელი 

სიდიდე. 

§ 86. რაუსის ფუნქცია 

ჩვენ განვიხილეთ მექანიკური სისტემის აღწერის ორი მეთოდი. პირველია 
ლაგრანჟის მეთოდი, სადაც დამოუკიდებელი ცვლადებია განზოგადებული კოორ- 

დინატები. მოძრაობის განტოლება წარმოადგენს ამ ცვლადების მიმართ მეორე 

რიგის დიფერენციალურ განტოლებებს, სისტემას ახასიათებს ლაგრანეის ფუნქცია, 

რომელიც დამოკიდებულია როგორც განზოგადებულ კოოოდინატებზე, ისე განზო- 
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გაღებულ სიჩქარეებზე. მეორე მეთოდი ე კუთვნის ჰამილტონს. ამ მეთოდში დამო- 
უკიდებელი ცვლადებია განზოგადებული კოორდინატები და განზოგადებული იმ- 
პულსები, სამაგიეროდ, მოძრაობის ჰამილტონის განტოლებები პირველი რიგის დი– 

ფერენციალური განტოლებებია. სისტემა ხასიათდება ჰამილტონის ფუნქციით, რო- 

მელიც დამოკიდებულია კოო–დინატებზე და იმპულსებზე. მოძრაობის აღწერის 
პირველი მეთოდიდან მეორეზე გადასვლა ადვილად შეიძლება ცვლადის 'შმეცვლის 
ლეჟანდრის მეთოდის გამოყენებით. კონკრეტული ამოცანების ამოხსნის დროს 

სარგებლობენ როგორც ერთი, ისე მეორე მეთოდით. მაგრამ არის შემთხვევები, 
როცა მეორე მეთოდს პირველთან შეჯარებით გარკვეული უპირატესობა გააჩნია. 

ეს გვაქვს მა”ინ, როცა ზოგიერთი კოორდინატი არ შედის ლაგრანჟის ფუნქცია- 

ში. ასეთ კოორდინატს ციკლეურს უწოდებენ. ლაგრანჟის მეთოდში, როცა 9, 

ციკლური კოორდინატია, ლაგრანჟიანი შესაბამის მ, სიჩქარეზეა დამოკიდებული 

და ჩვენ, მიუხედავად იმისა, რომ ციკლური კოორდინატი გვაქვს, კვლავ გვიხდება 

ს), რაოდენობის დიფერენციალურ განტოლებათა სისტემის ამოხსნა. ჰამილტონის 

მეთოდში კი, როცა ი, ციკლურია, მაშინ ჰამილტონიანი დამოკიდებული არაა 

4,-ზე და ჰამილტონის განტოლება გვაძლევს 

ი =-- 97 =ი, ჩ„=0ჯ= 0018L. (86,1) 
ძი, 

ამიტომ ჰამილტონიანი ფაქტიურად არც #, იმპულსზეა დამოკიდებული და ჩვენ 

დაგვჭირდება ერთით ნაკლები განტოლების ამოხსნა. ციკლური კოორდინატის 

დროზე დამოკიდებულება კი შეგვიძლია ვიპოვოთ განტოლებიდან 

ძ,= 94L · (86,2) 
ძთ, 

ზემოთ ნათქვამიდან ჩანს, რომ ციკლური კოორდინატების არსებობისას უფრო 
მოსახერხებელია ჰამილტონის მეთოდის გამოყენება. მაგრამ ხშირად ყველა გან- 

ზოგადებული სიჩქარის შეცვლა კი არ არის ხელსაყრელი განზოგადებული იმპულ- 
სებით, არამედ მხოლოდ მათი, რომლებიც შეესაბამებიან ციკლურ კოორდინატებს, 

ე. ი. ხელსაყრელია ისეთ შერეულ წარმოდგენაზე გადასვლა. როცა მდგომარეობა 

აიწერება ძ-თი და ნაწილობრივ ძ და #-თი. მექანიკური სისტემის აღწერის ასეთი 

მეთოდი დამუშავებული იყო რაუსის მიერ. 

დავუჰვათ, მაშასადამე. რომ # განზოგადებული კოორდინატიდან პირველი 
§ კოორდინატი (§<V) ციკლურს წარმოადგენს, დანარჩენი # -- § კოორდინატი 

კი არაციკლურია. გადავიდეთ ჰამილტონის მეთოდზე და ნაცვლად ამ ვ ციკლური 

კოორდენატის შესაბამისი მ, მ... ი, სიჩქარეებისა, შემოვიღოთ განზოგადებუ- 

ლი იმპულსები /#,, /#,.,--·, 0,. დანარჩენი „ – ვ სიჩქარე უცვლელი დავტოვოთ. 

ლაგრანჟის ფუნქციის დიფერენციალი 

ა ძს აძ, .- 1ს= V' <=“ ი0/,+ V –““ ძი, (86,3) 
საა ეააბუ 

ასე შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ: 

, · ი § · ი · 

ძL- X იი + X %ი,+ Iი,ძი, + V 9 ინ. (86.4) 
(" (=5§+1 “” /" §9=5+1 VMI 
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გადავიდეთ ახალ ცვლადებზე #ძ,/ 0:.--მ„, /ა /7ე../,. 9,+ჯ·--მე- ლეჟანდრის 
გარდაქმნის თანახმად 7,--ის ნაცვლად უნღა შემოვიღოთ ახალი წარმომქმნელი 

ფუნქცია 

79, მ. ·--მი, ჩა შე. ღლ ძ,)= ზი, ძ, –IL, .(86,5) 

(51 

ამ ფუნქციას რაუსის ფუნქციას უწოდებენ; მისი დიფერენციალისათვის გვაქვს 

ღე დ; აამ» 5 ძL .. 
4#= % 0,ძი, – 3 ძი – X ძი 3 ლ“ ძი, (86,6) 

(1 "1 (55:+1 99! (<0 99; 

ამ ტოლობიდან კი მივიღებთ: 

· ძ»M · ძL . 
=–-, =–--- (:=1,2,..., §), 86,7 

ძ, ბი, ?, პი, ) ( ) 

2 მს 7  % „აყ... (86,8) 
მი. მძ,” ძძ, ძი, 

თუ (86,8) ტოლობებს ლაგრანჟის განტოლებებში შევიტანთ, მივიღებთ 

– აასა'ს'არა–– –<-.=0 (ჯ=38+1,..., ”). (86,9) 

ამგვარად, ჩვენ მივიღეთ: რაუსის ფუნქცია ,, თ... 0,, #7, ძი... ”, (ვლადები- 
სათვის აკმაყოფილებს ჰამილტონის (86,7) განტოლებებს, დანარჩენი ცვლადებისა- 
თვის კი –– ლაგრანჟის (86,9) განტოლებებს. ასე რომ, იგი ასრულებს ნაწილობ- 
რივ ჰამელტონიანის და ნაწილობრივ ლაგრანჟიანის როლს. რადგან არც ლაგრან- 
ჟის და არც ჰამილტონის ფუნქცია ციკლურ კოორდინატებს არ შეიცავს, ამიტომ 

არც რაუსის ფუნქცია იქნებ· მათზე დამოკიდებული, გარდა ამისა, (86,1) განტო- 

ლების თანახმად. ყველა #,=0, ე. ი. #,=0,=ლ00ას. რის გამოც X# ფუნქცია 
დამოკიდებული არაა არც ციკლურ კოორდინატებზე და არც მათ შესაბამის იმ- 

პულსებზე. ამიტომ (86,9) განტოლებიდან სავსებით გამორიცხულია ციკლური 
კოორდინატები და ეს უკანასკნელნი შეგვიძლია ვიპოვოთ მათ გარეშე. ციკლური 

კოორდინატების დროზე დამოკიდებულებას ვიპოვით 

ი,C 5#= 9# (86,10) 
მნ, ძი, 

განტოლებიდან. 
რაუსის მეთოდის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ მარტივი მაგალითი. ვთქვათ, 

მოცემული გვაქვს ლაგრანჟის ფუნქცია 

) თე 1. _ 4: 86,1 =ლ=- ე .– ძეა -––-––ა , 1 L 2 მ: 4 27%“ 2 ( ) 

აქ 0, ციკლური კოორდინატია, ამიტომ 

ი,= 52% = -9#%L=4. (86,12) 

(86,13) 
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რადგან ძ,=0909, ამიტომ 

1 „.· 1. 
#=>-(I+))C – -- #- (86,14) 

დავწეროთ (86,9) განტოლება 0; კოორდინატისათვის; მივიღებთ 

9,+(?+1)0:=0. (86,15) 
ამ განტოლების ამოხსნა მარტივია; სახელდობრ, გვექნება 

ძ::=0 005 (1I/ CV-- 1(+თ). (86,16) 

თ, C და თ მუდმივები განისაზღვრება საწყისი პირობებიდან. რაც შეეხება 0, კო- 

ორდინატს, მისი დროზე დამოკიდებულება განისაზღვრება (86,10) განტოლებიდან 

I! ( 
მ# · = | მ#,= ე (ექ 86,17 მ, | 2 რი! (04 (86,17) 

ამასთან, აქ გამოვიყენეთ საწყისი პირობა, რომ, როცა 1=0, 0,=0. თუ (86,17)-ში 

შევიტანთ ძ,-ს მნიშვნელობას, მივიღებთ 

! –_ 

«,=C" | 008” ( / ი?-+- 1 1+თ) «I. (86.18) 
0 

მარტივი ინტეგრაციის ჩატარების შაკმდეგ ჯგეექნება 

ი=% I! 00 I I/ C--- 1 (+29) §Iი (II 0C'+11) IL (86,19) 

2 IV თC+) 

ამით ამოცანა სავსებით გადაწყვეტილია



თავი XIV 

კანონიკური გარდაქმნები 

ამ თავში ჩვენ შევისწავლით კანონიკურ გარდაქმნებს და შევაფასებთ მათ 
მნიშვნელობას ჰამილტონის განტოლებების მოხერხებულად ამოხსნისათვის. კანო– 

ნიკურ გარდაქმნებში გავაერთიანებთ კოორდინატებისა და იმპულსების გარდაქმნე– 

ბის იმ კლასს, რომელიც კოვარიანტულს ტოვებს ჰამილტონის განტოლებებს. ამ 

თავში დავინახავთ ჰამილტონის განტოლებების მნიშენელოვან უპირატესობას, რო- 

მელიც მათ ახასიათებთ ლაგრანჟის განტოლებებთან ძედარებით, 

§ 87. კანონიკური გარდაქმნები 

ჰამილტონის მეთოდში, ამგვარად, დამოუკიდებელი ცვლადებია განზოგადე- 

ბული კოორდინატები და იმპულსები. ამ მეთოდის მათემატიკურ უპირატესობაზე 
ლაგრანჟის მეთოდთან შედარებით უკვე მივუთითეთ, მაგრამ ეს არაა ძირითადი 

მიზანი ჰამილტონის ფორმალიზმისა. მთავარი ისაა, რომ ამ მეთოდში განზოგადე- 

ბული იმპულსები დამოუკიდებელი სიდიდეებია, რის გამოც გვეძლევა დიდი თავი- 
სუფლება 2, რაოდენობის დამოუკიდებელი ცელადის არჩევისა; გარდა ამისა, ჰა- 

მილტონის მეთოდი თანამიმდევრულად ზოგადდება თეორიული ფიზიკის ისეთი 
დარგებასთვისაც, როგორიცაა: სტატისტიკური ფიზიკა, ველის თეორია და კვან- 

ტური მექანიკა. 

ჩვენ ზემოთ მივუთითეთ ციკლური კოორდინატების მნიშენელობაზე, ციკ- 

ლური კოორდინატებ.ს არსებობა ძალიან აადვილებს ამოცანის გადაწყვეტას, რამ- 

დენადაც შესაბამისი იმპულსი მოძრაობის ინტეგრალს წარმოადგენს. ამასთან, ჩვენ 

ვაჩვენეთ, რომ ციკლური კოორდინატების დროს განსაკუთრებით ხელსაყრელია 

ჰამილტონის განტოლებებით სარგებლობა. რაზეა დამოკიდებული ამა თუ იმ ამო- 
ცანისათვის ციკლური კოორდინატების” არსებობა? აშკარაა, რომ იგი დამოკიდე-· 
ბულია განზოგადებული კოორდინატების ხელსაყრელად შერჩევაზე. მაგალითად, 

თუ კეპლერის მოძრაობას შევისწავლით დეკარტის კოორდინატებში სიბრტყეზე, 
მაშინ არც ერთი ციკლური კოორდინატი არ გვექნება, იმ დროს. როცა ამავე 

ამოცანის პოლარკოორდინატებში განხილვისას დ პოლარკუთხე ციკლურ კოორ- 
დინატს წარმოადგენს. ამიტომ ყოველთვის უნდა ვეცადოთ ამოცანა გადავწყვი- 
ტოთ იმ კოორდინატებში, რომლებშიაც რაც შეიძლება მეტი იქნება ციკლური. 
ამ მიზნით ბუნებრივია ვიპოვოთ კოორდინატების ისეთი გარდაქმნის კანონები, 

რომლებიც. ერთის მხრიე, კოვარიანტულს დატოვებს მოძრაობის განტოლებებს, 
მეორეს მხრივ კი, შეიცავს რაც შეიძლება მეტ ციკლურ კოორდინატებს. ჩვენი 
მიზანია ვიპოვოთ ძველი კოორდინატებისა და იმპულსების ახალ კოორდინატებზე 
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და იმპულსებზე გადასელის კანონების ის ერთობლიობა, რომელიც კოვარიანტულს 
ტოვებს ჰამილტონის განტოლებებს. 

ვთქვათ, სისტემის თავისუფლების ხარისხი არის | და იგი აიწერება 0, ძ....0_ 
და #,. /ე,--·· 0, ცელადებით. შემოვიღოთ ახალი 0,, 0,,..., 0. და 1), I,-- ა» Lი 

5 კანონით: 

0,=/,“ფ,ი, იჩ, (87,1) 

#,=დ, (0, ი, '), (87,2) 

სადაც #, და დ, რაღაც ფ უნქციებია. ხოლო დ და ი წარმოადგენს კოორდინატე- 
ბის და იმპულსების ერთობლიობას. თუ აღმოჩნდა, რომ ახალ #0, C კოორდინა- 

ტებშიაც სამართლიანია ჰამილტონის განტოლებები: 

ი, 9, ი 92%, (87,3) 
მჯ, ძლ, 

სადაც XV0, #. /) წარმოადგენს- ჰამილტონის. ფუნქციას ახალ. () და ) ცვლა- 
დებში, მაშინ (87,1), (87,2) გარდაქმნას კანონიკურ გარდაქმნას უწოდებენ, რად- 
გან ამ გარდაქმნის დროს 0 და L კვლავ კანონიკურ ცვლადებად რჩებიან. მაშა- 
სადამე, კანონიკური გარდაქმნები ეჯუთვნის კოორდინატთა გარდაქმნის იმ კლასს, 

რომელიც ჰამილტონის განტოლებებს კოვარიანტულს ტოვებს. ცხადია, რომ ზო–- 
გად შემთხვევაში ნებისმიერი /, ჯა დ, ფუნქციებისათვის (§7.1) და (07,2) გარ- 

დაქმნები კანონიკური გარდაქმნები არ იქნება. ამიტომ საინტერესოა დავადგინოთ, 
რა პირობები უნდა იყოს დაცული, რომ აღნიზნული გარდაქმნები კანონიკურ 

გარდაქმნებს წარმოადგენდეს. 

კანონიკური გარდაკმნების ფორმულების მისაღებად შეგვიძლია გამოვიყენოთ 
ჰამილტონის განტოლებების ეკვივალენტური უმცირესი ქმედების პრინციპი. თუ 

გვსურს, რომ როჯორც ძ, #0 «სე 0, 7 კანონიკური ცვლადები იყოს (ე. ი. აკმა– 

ყოფილებდეს ერთი და იმავე ფორმის ჰამილტონის განტოლებებს), საჭიროა გვქონ- 
დეს, ერთი მხ“ივ, 

2 I V ჩ,00,–MიI)=0 (87,4) 

და, მეორე მხრივ, 

გ IX #/;ძ0, – M“()=0. (7,5) 

ვინაიდან ორივე ეს ტოლობა დაცული უნდა იყოს ერთდოოულად, ადვილია იმის 
ჩვენება, რომ ინტეგრ-ლქვემა გამოსახულებანი უნდა განსხვავდებოდეს ერთმანე- 
თისაგან რაღაცა ფუნქციის სრული წარმოებულით, ეს იქედან გამომდინარეობს, 
რომ ამ ფუნქციის ვარიაცია ინტეგრალის საზღვრებზე ნულს გაუტოლდება, 

ამრიგად, 

ი » 

2, ' ძი,– MიL= +, ს,0ი0, – M'ძ!+ძრ, (87,6) 

(51 (=1 

სადაც თ არის ნებისმიერი ფუნქცია როგორც დროისა, ისე ყველა ძ, ი, 0 და 
ცვლადის, რომელთა რიცხვი არის 4». მაგრამ ეს ცვლადები დაკავშირებული არიან 

25 გარდაქმნის ფორმულებით. ასე რომ, დამოუკიდებელი მათ შორის იქნება 2». 

ამიტომ ამ ფუნქციებში არგუმენტებად შეიძლება ავირჩიოთ თ,(ძ, 0, 1), #/0, X, ს), 

თ,(ი, 0, 0, თ,(ი, I, ). 
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ჩვენ ჯერ ავირჩიოთ «)=0, (0, 0, I). უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ 

ს) 

იდ, (9. 0, 0= %) ი,ძ0,– 1) 1#00,+(M – #0 ძL, (87,7) 
–“« 

საიდანაც გვექნება: 

ჯა (51 

ოში #=--9%, (87,8) 

გვალია 99% 

დ, ფუნქციას კანონიკური გარდაქმნის სვა C ფუნქციას უწოდებენ. როცა 
იგი დროზე ცხადად არაა დამოკიდებული, მაშინ (87,9)-ში 0”7= #M და ძველიდან 

ახალი ჰამვილტონიანის მისაღებად საკმარისია #-ში ძ# და 0 შევცვალოთ ახალი 
0 და ჩ ცვლადებით!, (87.8)-ის პირველი განტოლების დახმარებით 'ძეიძლება 
ყველა 0; გამოვხატოთ ი,. 0, და L-ს საშუალებით. ამით მივიღებთ (87,1) გარ- 

დაქმნებს. თუ ნაპოვნ გამოსახულებებს ჩავსვა?2თ (87,8)-ის მეორე განტოლებაში, 

მივიღებთ (87,2) გარდაქმნის ფორმულებს; (87,9) განტოლებიდან კი განისაზღე- 

რება ახალი ჰამილტონიანი. 

განვიხილოთ მარტივი მაგალითი, რომელსაც ყოველთვის იხილავენ კანონი- 

კური გარდაქმნების საილუსტრაციოდ. ვთქვათ, გვაქვს წრფივი ჰარმონიული ოსცი- 

ლატორი. მისი ჰამილტონის ფუნქცია განისაზღვრება ფორმულით 

0. ს საბი? 
წლიან –-- (87.10) 

2#L 2 

გადავიდეთ ახალ 0 და ცვლადებზე შემჯეგი კანონით: 

  

  

0=იალ (ე , (87,11) 
ი 

ამ გარდაქმნიდან განვსაზღვროთ ი. გვექნება 

ჩ=ა«ყ 019 0. (87,11”) 

მაგრამ, (87,8) გარდაქმნების თანახმად, ით ; ასე რომ, 
ყ 

«,= ფით იხ, 0. (87,12) 

მეორე მხრივ, 

#=-- 99, _ #აძ“ _ 1 (87,12” 
მემ 2 §10. 

ამგვარად, გვეჟნება 

§(=I/ 2” 9Iს 0, 0=I 2თთჯ C05 0- (87,13) 

ახალ კოორდინატებში პამილტონიანს ექნება სახე 

II =C/)7 605? 0+თ77 §1ი? (ე = თ1>. (87,14) 

1 ამ შემთხვევაში, მოძრობის ჰამილტონის განტოლებებს ინვარიანტული სახე ექნება. 
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როგორც ეხედავთ, ახალ ცვლადებში 0 ციკლურ კოორდენატს წარმოადგენს, ამი- 

ტომ =ლიოთვL. ჰამილტონის განტოლებებს ექნებათ სახე: 

:_ ძM · ძM' 
9=---=0, ჯ=– 90 -“ (87,15) 

პირველი განტოლებიდან 0=0C/ LCთ, სადაც «=(0M5ს, (87,13) ტოლობიდან კი 
მივიღებთ 

ი= V >. 810 (თ(+თ). (87,16) 
„თი 

(87,14)-დან ჩანს, რომ /2= >, ამიტომ რხევის ამპლიტუდა ტოლია 
ია 

26 
ძ= –აი, (87,17) 

თ!ფ? 

საიდანაც ოსცილატორის ენერგიისათვის მივიღებთ ცნობილ ფორმულას 

. 
8§=2-54, (87,18) 

მართალია, ოსცილატორის ამოცანა ნებისმიერ კოორდინატებში ადვილად 

ამოიხსნება, მაგრამ განხილული მაგალითიდანაც ნათლად ჩანს კანონიკური გარ–- 

დაქმნების დიდი პრაქტიკული მნიშვნელობა, რომელმაც საშუალება მოგვცა ოსცი- 

ლატორის ერთადერთი კოორდინატი ციკლური გაგეეხადა. 
ახლა განვიხილოთ შემდეგი ტიპის წარმომქმნელი ფუნქცია 

9,= + V,0ი (87,19) 

მაშინ, თანახმად (87,8) ფორმულისა, 

ი,==%=0, »,= -9%=- ე. დ7,20) 
ძმ, 

მიღებული გარდაქმნა ადგილს უცვლის კოორდინატებსა და იმპულსებს. მართლაც, 
ჰამილტონის განტოლებები 

· მძ · 74 
=–-, ლ. (87,21 

” მი, ” ძი, “) 

ინვარიანტული რჩება, თუ 0,–> 9, და ი,->+ --ძ,, რაც ერთხელ კიდევ გვიჩვე- 
ნებს იმას, რომ ჰამილტონის მეთოდში კოორდინატებსა და იმპულსებს შორის 

განსხვავება არსებობს მხოლოდ სახელწოდებაში, სინამდვილეში ისინი დამოუკიდე– 
ბელ ცვლადთა სისტემას წარმოადგენენ. ამის გამო. ი და #-ს ჰამილტონის მე- 

თოდში, უბრალოდ, კანონიკურად შეუღლებულ ცვლადებს უწოდებენ. 
კანონიკური გარდაქმნების სხვა შემთხვევები. ზემოთ განვიხილეთ შემთხვევა, 

როცა წარმომქმნელი ფუნქცია დამოკიდებული იყო ძ, (0 ცვლადებზე. ზოგად 
შემთხვევაში შეიძლება შეგვხვდეს სხვა სახის დამოკიდებულებაც. როგორც ზემოთ 

აღვნიშნეთ, ცვლადებზე დამოკიდებულების თვალსაზრისით შესაძლებელია გვქონ- 
დეს შემდეგი ოთხი ტიპის წარმომქმნელი ფუნქცია: 

დ,(0, 0, !), %«,(0, ს, 0), #3 (ი, 0, ს, %?,კ(ი, XL, #). (87,22) 
19 ე. მამასახლისოვი, გ. ჭილაშეილი 989



რადგან ცნობილია კანონიკური. გარდაქმნები, რომლებსაც ახორციელებს 0 და 0 

_ ცვლადებზე დამოკიდებული (9, )ფუნქცია, ადვილად ვიპოვით თ,, «ე, თ, ფუნჭ- 
' ციებით განხორციელებულ გარდაქმნებსაც ცვლადის შეცვლის ლეჟანდრის მეთო- 
დის გამოყენებით. ასე მაგალითად, რადგან #,=– ძი, , ამიტომ 

==-ძ0ძ0L 

  

დ, (9, 9, I)=4, (0. 0, ,)+%#V0,. (87,23) 

რომელიც დიფერენციალისათვის მოგვცემს #27. | 

ით,= =X9 ძ9,+ %0,ძ ი,ძ0,+(M – 9) 4, (87,24) 
  

საიდანაც 

(87,25) 

  

ანალოგიურად იპოვით კანონიკური გარდაქმნი ფორმულებს, რომლებიც ხორ- 

ციელდებიან თკ და თ, წარმომქმნელი ფუნქციებით. 

გან იხილოთ მარტივი მაგალითები. ვთქვათ, «თ, გარდაქმნას აქვს სახე 

= თ, = X9, 7 (87,26) 

მაშინ (87,25) ფორმულებიდან მივიღებთ: 

“ით, , ი,=71=ჩ, 0,=“%=ძი, ხM'=V-. (87,27) 

  

ამ შემთხვევაში გვაქვს იგივური “"გარჯა)მნა – ძელი კოორდინატები ემთხვევა 
ახალს. იგივე ტიპის უფრო ზოგად გარდაქმნას ექნება გამოხატულება 

== 

_ «,= 3)დ, (9, 1) X,, (87,28) ___ი""")!"""სა ს ო'"”'' 

სადაც დ, ნებისმიერი ფუნქციაა. თანახმად (87,25) ფორმულებისა, 

0,=55'–4, (0, ხ. (87,29) 

  

ეს დამოკიდებულება–აღნიშნავს ძველი. კოორდინატების 'ს გარდაქმნას-ახალში. ასეთი 

ტიპის გარდაქმნას, როგო თია, რ, ოვან აქმნას უწოდებენ 1. 

რადგან თ, ნებისმივცრი ფუნქციაა, ამიტომ მეგვიძლია დავასკვნათ, რომ ყეელა 

მ კანონიკური იქნე- 

   

     

  

ნუ ფურდაქმნა– კანონ ოადგენ 
ბა, მაგალითა: იერი ორთოგონ რი გარდაქმნა 

0,=2ი„ მ, (87,30) 
” 

სადაც თ,, კოეფიციენტები აკმაყოფილებენ პირობას 

2ენა რიმ (87,31) 
(1 

1 მოჭრავი მექან-კური სისტემის ისეთ გარდაქმნას, როცა განზოგადებული თ, და 0, კოორ- 

დინატები ერთმანეთთან დაკავშირებულია დამოკიდებულებით, რომელიც #7, განხოგადებულ იმპულს- 

ზე დამოკიდებული არ არის, იწოდება წერტილოვან გარდაქმნად. 
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ამ შემთხვევაში წარმომქმნელი ფუნქცია იქნება 

«,=ზ%) თ, 9! L/' (87,32) 

(87,25) ფორმულებიდან კი აოულეთ, რომ 

=9% _ წ. 67,33 (2) ბი, 2ბ “ ( ) 

აქედან შებრუნებული დამოკიდებულებისათვის მივიღებთ 

ნ,=V“,ჩ, (67,34) 
უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარდაქმნები. კანონიკური ცვლად, ბის 

სრულოდ მცირე გარდაქმნა ეწოდება ფაზური სივრცი - 

ლის უსასრულოდ მახლობელ წერტილში გადასვლას. როგორც დავინახეთ, იგივურ 

გარდაჟმნახ “რშეესაბამება შემდეგი ფუნქცია: · 

«,= 319, ჯ. (87,35) 

შემოვიღოთ § უსასრულოდ მცირე პარამეტრი, რომელიც დამოკიდებული არაა 

კოორდინატებზე და იმპულსებზე. მაშინ ცელადების უსასრულოდ მცირე ცვლი- 

ლებას შეესაბამება ფუნქცია 

  

თ=%.0, X,+59 (0, 1), (87,36) 

სადაც 5 ნებისმიერი ფუნქციაა. თანახმად (87,25უ1 ფორმულებისა, ახალი ()ვლა- 

დებისათვის გვექნება: 

მდ ია ედ 1) =9 ე ,,9 ე % 5,9. 67,37 
ი ძL, ?, ბX,' ” ძი, " მძ, ' 

საიდანაც ი 
> ძ 2 ძი ბ0,–ლნ–“- , 20,ლ –-6–. 87,3 

ინ,” მძ, 07ეს. 
რადგან სხვაობა , -– ი, უსასსრულოდ მცირეა, ამიტომ 9(0, X) გამოსახულება- 
ში ს, შეგვიძლია შევცვალოთ /#,-ით, რაც მოგვცემს: 

ბი,=6 =- 9(9, ი), ბ0,=–6-2 0(ე, ი). (87,39) 
ძი, ძი, 

ჩვენ ვხედავთ, რომ უსასრულოდ მცირე გარდაქმნები ხორციელდება 29 (ქ, ი) წარ- 
მომქმნელი ფუნქციით. 

განვიხილოთ კერძო შემთხვევა 

6=თ, §9=V. (87,40) 

ამ შემთხვევაში (87,39) ფორმულები მოგვცემს: 

ძი,=0,9X, ძი,=- დფ 9#, (87,41) 
მი, ძი, 

მივიღეთ ჰამილტონის კანონიკური განტოლებები, ე. ი. განზოგადებული კოორდი- 
ნატები და მისი შეუღლებული იმპულსების ცვლილება, რომლის დროსაც წარმო- 
მქმნელი ფუნქცია ჰამილტონიანია, ისე ხდება, როგორც ამას მოძრაობის განტო- 

ლება მოითხოვს. ჯ.-დან ჯ სასრულ დროში ცელილება შეგვიძლია წარმოვიდგინოთ 

291



როგორც ისეთი უსასრულო მცირე კანონიკური გარდაქმნები, რომლებიც ზორ- 

ციელდება # წარმომ1მნელი ფუნქციით, რაც იმას გვეუბნება, რომ სისტემის მოძ- 

რაობა შეგვიძლია განვიხილოთ, როგორც იმ კანონიკურე გარდაქმნების უწყვეტი 

განხორციელება, რომელსაც წარმომქმნელ ფუნქციად აქვს ჰამილტონიანი. 

დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ «ე(ი, 0, 1) ღა თ,(ი, X, |) წარმომქმნელი 

ფუნქციების შემთხვევაში გვექნება 

“; (ი, 0, 0=«, (0, 0, 0 – 24, ი, (82,42) 
რომელიც მოგვცემს: 

ი,=-- 95%, ს,=- 99) ' ს =/+C%. (87,43) 
ბი, პ0, ი 

ასევე 

«,(ი, ს, 0=9,(C, 0, ი+%)0,ს– 2,0 ი, (87,44) 
საიდანაც 

ი,=--9% ე, 9X, =I+ < (87,45) 
ძი, იX, 

§ ყ3, პუასონის კლასიკური ფრჩხილები 

ვთქვათ, გვაქვს გაწხოგადებული კოორდინატებისა დღა განზოგადებული იმ- 

პულსების რაიმე ფუნქცია X (0, ძა ..-რ,, #1. /,,.- მ; §), რომელიც, აგრეთვე, 
დროის ცხადი ფუნქციაცაა. ვიპოვოთ ამ ფუნქციის სრული წარმოებული დროთი. 

რადგან კოორდინატები და იმპულსები დროზე დამოკიდებული სიდიდეებია, ამი- 

ტომ რთული ფუნქციის გაწარმოების წესის გამოყენებით გვექნება 

ძIL_ 9X ა(ა ძ»# · ): 
–- ძ.+-– (88,1) 

9 ძ% +2, იძ, “ ძი, ჩ. 

მ, და ჩ. მნიშვნელობანი შეკიტანოთ ჰამილტონის განტოლებებიდან 

ე, =29I, იე 98%, (88,2) 
ბი, ძმ, 

მაშინ 

+ =%+IV, #X), (88.3) 
რ“ 

სადაც 

IV თ-2 მ 0» _ ძ# 0L =-) (88,4) 
ძი, ძი ძი, ძი, 

წარმოადგენს პუასონის ფრჩხილებს # და X# ფუნქციებისათვის. (88,3)-ს კი უწო- 

დებენ მოძრაობის კლასიკურ განტოლებას. მისგან რომ მართლაც მიიღება მოძ- 

რაობის ჰამილტონის განტოლებები, ამას ჩვენ ქვემოთ ვაჩვენებთ. 

ზოგადად ორი ნებისმიერი 4 და 7) კოორდინატებისა და იმპულსების ფუნქ- 

ციისათვის პუასონის ფრჩხილები განისაზღვრება ანალოგიურად 

04 28 04 0»# 4, 8)= 25. ს“ ==). (88,5) 
' ) 2 "მი, ძმძი ძმ, 2.) 
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ამ განსაზღვრიდან და დიფერენცირების ელემენტარული წესების გამოყენებით 

ადვილად დავადგენთ პუასონის ფრჩხილების შემდეგ თვისებებს: 

(4, 8)=C–L8, 4), (88,6) 

(–4, C005L1=60, (80,7) 

I4, 4:. 13)= 4, IL4,, 1/პI · 4: 14;. 18), (88,8) 

|4, 13, 3:)=38, L4, 3ეI+18; (4, 98,), (88,9) 

(4, = 4.. 8)=I4„ 1) + L4;. 78), (88,10) 

ძმ 'ძ4 ძ8 
ჯ (4, 8)= X#” 8+ 4. XI" (88,11) 

ამ უკანასკნელში ჯ რაიმე პარამეტრია, რომელზედაც დამოკიდებულია 4 და „8. 
ახლა ვიპოვოთ, რის ტოლია პუასონის ფრჩხილები (|.4, 0,), სადაც ი, განზოგა- 

ღებული კოორდინატია. განმარტებით 

(.4)=2(,“ რი 94 მძი), (68,12) 
«სძი, ძი ძი, ძი, 

რადგან ი, და 0, დამოუკიდებელი ცვლადებია, ამიტომ მეორე წევრ» ნულის ტო- 
ლია; პირველში კი 0ი ბას, და ფილტრაციის თვისების გამოყენებით მივიღებთ 

ჩ” 

(4, –)=ჯ“ · (68,13) 
ი 

სრულიად ანალოგიურად გვექნება 

(4. ი,)=- 94. (88,14) 

ცხადია, რომ · 
I9,, 09,)=Iჩ// ჩ,)=9, (88,15) 

ხოლო 

მიჩა ძმთ _ მჩეი ძი” - - M0,, -1= % ში მმუ _ მრ მთ) ბისმთ»- (88,16) 
ჩა თ“ მი, ძი მძ, ძი, 2 გით 

თუ გამოვიყენებთ ფილტრაციის თვისებას, საბოლოოდ გვექნება 

Iმი· მო1=0იგთ- | (88.17) 

ამ ფრჩხილებს პუასონის ფუნდამენტური ფრჩხილები ეწოდება, ამგვარად, იმპულ – 
სებიდან და კოორდინატებიდან აღებული პუასონის ფრჩბილები ნულისაგან გან- 
სხვავებულია მხოლოდ ერთსახელა მდგენელებისათვის. მაგალითად, ერთი ნაწილაკი- 
სათვის დეკარტის კოორდინატებში გვექნება: 

სი. X|=1, (0, ყ)=1,  I0უ 21=1. (88,18) 
ყველა სხვა შესძლო ფრჩხილები კოორდინატებიდან და იმპულსებიდან ნულის 
ტოლია. 

დაბოლოს, თუ /, 18, C კოორდინატებისა და იმპულსების ნებისმიერი ფუნქ– 
ციებია, ადგილი აქვს პუასონის იგივეობას (ამ იგივეობას ხშირად იაკობის იგივეო– 

ბასაც უწოდებენ) 
(4:18, C))+IC L4, .18)1+ (8 IC, 4))=0. (CI ML)) 
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როგორც ვხედავთ, პირველი ფრჩხილებიდან შემდგომი მიიღება ციკლური გადა- 

სმით. ამ იგივეობის შემოწმება ხელსაყრელია უშუალოდ. ასეთი გზით შემოწმება 

იმდენად ელემენტარულია, რომ შეიძლება თვით მკითხველს მივანდოთ. 

პუასონის ფრჩხილები სხვადასხვა ფიზიკური სიდიდეებიდან. საინტერესოა გამოვთვალოთ 

პუასოწის II. XL 1, III. ჩ.I და II „MI ფრჩხილები, სადაც !; იმპულსის მომენტის (-ური მდგე– 

ნელი განისაზღვრება ფორმელით 

((= %) ფთიXო ჩი. (89,21) 
M1./2. 

ვიპოვოთ ჯერ (IL, XL | ფრჩხილები; გვექნება 
= 

II > XL 1= სა 61ი”! (ხთ ჩი, XL 1= 2, სი ი ჩი, XL 1= 

ი.ი თ.ე 

= მა ჯი ბე= ბენო %”. (88,22) 
თი ” 

ამგვარად, საძიებელ პუასონის ფრჩხილებს ექნება სახე 

აეას“ს»“– (68,23) 
ე 

  

სრულიად ანალოგიურად ვაჩვენებთ, რომ პუასონის ფრჩხილები 

((0 %1=– 23) წიო ჩი (88,24) 
წ) –__ 

ბოლოს გამოვთვალოთ I”, /75) ფრჩხილები. ამისათვის / შევცვალოთ (88,21) გამოსახულებით; 

გვექნება 

თი! 

(I (8) = IV 2, თთი #თ ჩი | = ა“ Xთ 0-1 = 

თი 

= 2ეხთიIIC XI მი +Xთ (I, ჩა )). (88,25) 
»ჩ 

გავითვალისწინოთ (88,22) და (88,23) ფორმულები; მივიღებთ 

5” 
III, III = ზემო | = ბ? ნო # ჩი 1? ?ი/ Xთ | = 

/ თი წ) 

= 2, ზოი ოჯ XI ჩი – 2 ნოხი! 6ი!/ ათ ჩ/ : (88,26) 

თი თი 

გამოვიყენოთ ფორმულა 

2, ნისია ნი:=ბჩ, ბი, – ბები; (88,27) 

თ 

შედეგად (88,25) მიიღებს შემდეგ სახეს 

III, Iს) =– –– (MX, –ნ-–-– XL იჯ) (86,28) 
მარჯვენა მხარეში მივიღეთ მომენტის მეორე რანგის ანტისიმეტრიული ტენზორი 

MI = X; მჩს-X6 ი, (88,29) 
რომლის დუალური ვექტორი არის იმპულსის მომენტი, ე. ი. 

M/L= სა” !: (88 ,30) 
, 

მაშასადამე, საბოლოოდ მიეიღებთ 

(I) I) ქასთ/თ“ (88,31) 
ი” კ“ 
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საინტერესოა აღენიშნოთ, რომ მართალია კვანტურ მექანიკაში კოორდინატებს, იმპულსებს და 
მომენტს კლასიკურისაგან განსხვავებული შინაარსი აქვთ, მაგრამ (88,23), (88,24) და (88,31) 

ფორმულები იქაც ძალაშია, ოღონდ ოპერატორული სახით, 

როგორყძ!მარტივი მაგალითი, აჩვენეთ, რომ, თუ § და ხ მუღმივი ვექტორებია, მაშინ ადგი- 

ლი აქეს ფორმულებს 1; 

L(8, 1), (ხ, L)) = («(ხX28)):. ((მ, I), (ხ, ი)1 = (ი, (6X2)) (88,32) 

ლ ((მ, 1), (ხI)1) = (1, (ხX21) (88,323) 

ღამტკიცებისათვის საკმარისია (88,212), (88,24) და (88,31) ფორმულების გამოყენება, 

პუასონის ფრჩხილების განმარტება იაკობიანის საშუალებით. საინტერესოა 

პუასონის ფრჩხილების გამოხატვა იაკობიანის საშუალებით. 

როგორე ცნობილია, იაკობიანი ასე განისაზღვრება: 

მ4 ძ4 

ი(4. 8) _| ბი, მთ | _ 94 98 _ პ4 პს 
#ჯ (იჯ, 0,) · 98 98 მი, ძის ძი, მი, ' 

მი, მძ, 

ასეთნაირად განმარტებულ იაკობიანს აქვს შემდეგი თვისებები: 

ი–X(C4 8) _ _ ა9(4.8) _ _ 0.) 

ხთათა შმრანა შთარ)” 
ის 8) _ 9(4, 8) ეთ. რა 

ითაყ)ა ჩ(ნა0მა ჩშთი.მ)' 
ეს თვისება ანალოგიურია რთული ფუნქციის წარმოებულისა. შემდეგ, 

(მ, 0.) XX». 0») = 

X(წას დ) #X»(-M 9) 

(88,214) 

  (88,35) 

  (88,36) 

(88,37) 

ასევე: 
C4 9 (44) ს. 
_'ს ა 0)". 

X(0 9») ძი, /9,=00935ს 

X(4.ი»ა --(274 – 

X#XX9,. 0,) 

(88,38) 

9/ 

ძმ, /ი,=000»% 

(88,34) განმარტების თანახმად პუასონის ფრჩხილები ასე გადაიწერება: 

(4, 8=% 0(4, ს) 

4« 0(,. 9) 

მისი თვისებები კი განსაზღვრული იქნება იაკობიანის თვისებების საშუალე- 
ბით. ასე მაგალითად, პუასონის ფრჩხილების (88,13) (88,14) და (88,17) თვისე- 

ბები ადვილად მიიღება (88,38) ფორმულების გათვალისწინებით. 

პუასონის ფრჩხილების იაკობიანის საშუალებით განმარტება ხელსაყრელია 

კანონიკური გარდაქმნების შესწავლის დროს. 

(88,32) 

" პუასონის ფრჩხილებისაგან განსხეავების მიზნით ვექტორული ნამრაელი აღნიშნულია 

IM X 8)“-თი. 
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§ 30. მოძრაობის ინტეგრალები და პუასონის 

თეორემა 

გამოვიყენოთ ახლა (88,3) განტოლება ფიზიკური სიდიდეებისათვის, რო- 

გორც წესი, დინამიკური სიდიდეები დროს ცხადად არ შეიცავენ, ამიტომ 2. 0, 
წ 

და გვექნება 
ქ” XI. (89,1) 

ვთქვათ, X=ძ, და #=/ი,-ს, მაშინ, თუ გამოვიყენებთ (88,13) და (88,14) ფორ- 

მულებს, მივიღებთ 
ი”, ძყ9 

=IM, )=–-, (89,2) 

ი " ძი, 

ი, 0#M 
–_-=M, ჩ,ელ–----, (89,3) 
მ ” ძი, 

რომლებიც წარმოადგენს ჰამილტონის განტოლებებს. 

ვთქვათ აღმოჩნდა, რომ გარკვეული » ფიზიკური სიდიდისათვის ი 0, 

თ«კყVი XI =0. (89,4) 
ეს იმას ნიშნავს, რომ 

–_... ი (89,5) 

წარმოადგენს მოძრაობის ინტეგრალს. როცა X დროზე ცხადად არაა დამოკიდე- 
ბული, მაშინ მ-სი შენახვისათვის აუცილებელია შესრულებული იყოს პირობა 

(9, #X)=90. (89,6) 

ამრიგად, თუ დროზე ცხადად დამოუკიდებელი X' სიდიდის პუასონის ფრჩხილები 

ჰ-მილტონიანთან ნულის ტოლია, მაშინ იგი მოძრაობის ინტეგრალს წარმოადგენს. 

დავამტკიცოთ თეორემა, რომლის თანახმად პუასონის ფრჩხილი (4, ,8) მოძ- 

რაობის ინტეგრალია. თუ # და 8 მოძრაობის ინტეგრალებია, ე. ი. თუ 

94, (ყ, )=0, 99+(M, 18)=0, (89,7) 
ძL ი) 

მაშინ მათი პუასონის ფრჩხილებიც მოძრაობის ინტეგრალია. 

(4, 8) ==0005ს.- (89,8) 

ამ თეორემას ადვილად დავამტკიცებთ (88,19) იგივეობის დახმარებით. მართლაც, 

მოძრაობის განტოლებას (4, ,8) ფრჩხილებისათვის ექნება სახე 

4 (/, 8)=-%I/, 81+I#V L4, 8). (89,9) 
ძ! V " 

პუასონის იგივეობა C = #-ისთვის მ“იგვცემს 

წMI (4, 8))=–,(3 IM, 4)),– L#, (8, X#)I- (89,10) 
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გარდა ამისა, თუ (89,9)-ში გამოვიყენებთ (88,11) ფორმულას, მივიღებთ 

4 (4, 8)= 2, 8I+ 4. ბხI_ (8(I/, 4) –I4L8, წ). (89,11) 
ი“ ძ! ძ! 

მარჯვენა მხარეში გავაერთიანოთ პირეელი და მესამე, ასევე მეორე და მეოთხე 
წევრები, ამასთან, პუასონის ბოლო ორ ფრჩხილში წინასწარ მოვახდინოთ გადა- 

სმა (8, IM, 4))=– III, 41, 8) და I, L.8, M))>=– 4, (#9, .8)1:. გვექნება 

49 (4, 8.=|94+(#, 4), 8+ 4 954, >. (89,12) “ ბ მ! 
ი. 

-- I, 8)=|44, + 4, 7, 7 ი რ 
რაც (89,7) პირობის გათვალისწინებით მოგვცემს 

4V, 18)=0. (89,13) 
“ 

მაშასადამე, (4, შ)1ლ=C009-§ და პუასონის თეორემა დამტკიცებულია. ამ თეორე– 

მას დიდი გამოყენება აქვს, რადგან, თუ ვიცით ორი მოძრაობის ინტეგრალი, ვი- 
პოვით სხვა ინტეგრალებსაც. 

პუასონის თეორემის გამოყენებით (88,24)-დან შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ 

თუ ინახება მომენტის სამივე მდგენელი, ე. ი. I=0005ს და იმპულსის ერთი რო- 
მელიმე მდგენელი, მაშინ შეინახება იმპულსის დანარჩენი ორი მდგენელიც. ასეჟე. 
(88,31) ფორმულის ძალით, როცა ინახება იმპულსის მომენტის ორი რომელიმე 

კომპონენტი, მაშინ შეინახება მესამეც. (88,24)-დან ასევე ცხადია, რომ, თუ ინა- 
ხება მომენტის ერთი რომელიმე კომპონინტი და მისი მართობული იმპულსის კომ- 
პონენტი (მაგალითად, 1, და #.). მაშინ შეინახება იმპულსის მეორე მართობული 
კომპონენტიც (ი,) და ა. შ. თუმცა უნდა აღინიშნოს, რომ პუასონის ფრჩხილები 
ორი მოძრაობის ინტეგრალიდან ყოველთვის არ იძლევა ახალ, დამოუკიდებელ 
მოძრაობის ინტეგრალს. გარდა ამისა, შეიძლება აღმოჩნდეს, რომ ეს ფრჩხილები 

იგივურად მუდმივი სიდიდის ტოლია. 
მაგალითად, თუ 1: და 0. მოძრაობის ინტეგრალებია, პუასონის ILI.., #9.) 

ფრჩხილები ახალ ინტეგრალს ვერ მოგვცემს, რადგან, უბრალოდ, (|I., 0.1=0. 

ვთქვათ, #L ჰამი–ლტონიანი დროზე ცხადად არაა დამოკიდებული, მაშინ მის- 
თვის გვექნება მოძრაობის განტოლება 

49 წ, I. (89,14) 
ი! 

ასეთ შემთხვევაში, რადგან IM, #1=0, ენერგია მოძრაობის ინტეგრალი იქნება. 

ვთქვათ, გარდა ენერგიისა, გვაქვს კიდევ ერთი მოძრაობის ინტეგრალი 
4(0 9. -··ძი, ჩე მ.·.·ჩმე: ჰ)=06,. (89,15) 

პუასონის თეორემის ძალით მოძრაობის ინტეგრალი იქნება აგრეCვე 

(4. M)=დ. (89,16) 
მეორე მხრივ, რადგან 4 მოძრაობის ინტეგრალია, ამიტომ 

4, 41=0, (89,17) 
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რაც (939,16)-ის გათვალისწინებით მოგვცემს: 

ძ. 
.-- = რე. (89,18) 
ი! 

აქედან გამომდინარეობს, რომ გარდა #” და 4-სი, 04 მოძრაობის ინტეგრალს 
ი 

წარმოადგენს. ასევე მოძრაობის ინტეგრალები იქნება 4-ს მაღალი რიგის წარმოე- 

ბულებიც. ხოლო იმ შემთხვევაში, როცა 4 მოძრაობის ინტეგრალი დროზე ცხა- 

დად არაა დამოკიდებული, (89,17) მოგვცემს 

IM. -#) =0, (89,19) 

რაც იმას ნიშნავს, რომ პუასონის თეორემას აქეს (89,19) სახე, როცა // ღა # 

დროზე ცხადად არ არიან დამოკიდებული. 

§ ის. პუასონის ფრჩხილების კანონიკური ინვარიანტობა 

დავამტკიცოთ, რომ პუასონის ფრჩხილები ინვარიანტულია კანონიკური გარ- 

დაქმნების მიმართ, რაც ნიშნავს, რომ პუასონის ფრჩხილების სახე დამოკიდებული 

არაა იპაზე, თუ რომელ კანონიკურ ცვლადებს ავირჩევთ –– ი, ი თუ #, 0. ამას- 

თან 2, დ) ცვლადები ძველი ი, ძ# ცვლადებიდან მიიღება კანონიკური გარდაქმნით. 
უპირველეს ყოვლისა დავამტკიცოთ, რომ 

IM რ»)იფთ=–5ჯი, (90,!) 

სადაც #, # მიუთითებს ცვლადებს, რომლითაც წარმოებულები აიღება, ე. ი. 

მჯ ძრა _ ძ_» ლი). (50,2) IსM 0.) =X( 
M 9-ს ი, %, ძი, ძი, – 

, 

თუ გამოვიყენებთ (87,8) და (87,43) კანონიკური გარდაქმნის ფორმულებს, მარ- 

ტივად დავამტკიცებთ ტოლობებს 

მს. _ _ ძი, ძI»_ ძი, _ რ60,3) 
ძი, ძმის ძი, ძი, 

ამ ტოლობების გამოყენებით კი (90,2) მიიღებს სახეს 

ძრა ძი, _ მდა მი V_ ძრ0ი _ 
IC» 0ი) ->(თ ი –- -– |=-––-=6ი (90,4) 

» 0იIIXI– LV, 20, ' მი, ბ0„) პი, 
რაც ამტკიცებ» (90,1) ფორმულის სამართლიანობას. 

სრულიად ანალოგიურად დავამტკიცებთ, რომ |I0,, CMI„ი=0. თუ გამოვი- 

ყენებთ თ, (94. X, () და «,(ი, X, () წარმომქმნელი ფუნქციებით განხორციელე- 
ბულ კანონიკური გარდაქმნის ფორმულებს, მარტივად დავამტკიცებთ, რომ 

მთ _ _მ, 9ძCV_ ძი, . რ0,5) 
ძ?| მჯ, მძი, ძIL 

ამ ტოლობების გამოყენება კი მოგვცემს 

ძლ, ძი, | ძი! ძი, ძდ; I =ჯე( ში ძ, ი0 25% )= 2-0, (90,6) 
ი, რდ. – ძი, ი”, იძ, 0), 07” 

სრულიად ასევე დავამტკიცებთ, რომ (|72,, /7»MI„ი=0ს 
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ახლა დავამტკიცოთ 4ღა8 ნებისმიერი ფუნქციების პუასონის ფრჩხილე- 

ბის ინვარიანტობა კანონიკური გარდაქმნების მიმართ, ე. ი. დავამტკიცოთ, რომ 

(4, 8) იე=L+4, 9Iილ· (92,7) 

ამისათვის დავწეროთ პუასონის ფრჩხილები #7 და # ცვლადებში 

(4, 18)„ი= >> #2. 98 _ 04. 28) (90,8) 
მიჩ; ძმ, ს მი მი, 

და გადავიდეთ ახალ კანონიკურ ცვლადებზე #, და 0). ცვლადის შეცვლის ჩვეუ- 
ლებრივი წესით მივიღებთ 

(4 მსაჯი (ვა (24 ძ0ი ს 94. მი) ჯა( 28 მძი, 48.96) _ 
“სრ აძრი, ძის 0ჯიო ძი, / “სმა ძმ, მძ”X#ი 09, 

–3(44 2», 24 მნი) ჯე(ტ8. 20 , 28 ბ6)), ტი 
მიი მძი მჩაო იძ, / –“ სმდგი მი, ძLი ძი, 

თუ გავხსნით ფრჩხილებს, მოვახდენთ მსგავსი წევრების შეკვეცას და დაჯგუფებას, 

გვექნება 
(4, 89-22 მტ 08 ომ ნიო იხ, ძრ0ი ლი)+ დI ძ4. მრა მ. _ ძილ» მძ; 

2 თ მჩ. ს მია მი ძი, ძი, მ0 

კ მ4 28 28 (00ი. პი, _ 5, ძი. ბი)! ტი,0 
წო» მრ» ს ძი, ძი, ძმ, ძი, 

ამ გამოსახულების მეორე წევრი არ შეიცვლება, თუ ჯამში ჩ-ს შევცვლით თ.-ით 

და პირიქით, მაშინ 

მ4 08 მ#4 08 პნ, პლ» მძ, ბ0» (4, 8 ,.=%'(/ 24 98 _ 94 ძ8 (არი ი მშო), რ0,11) 
V >(2> ბი» მი» ეთ. )> ძი, ძი მძი, ძი, 

ბოლო ჯამი წარმოადგენს Iს, C„)იყ პუასონის ფრჩხილებს, ამიტომ 

მ4 ძა 0მ4 25.) 
#, 3) ეც= _–_ ჩე, 0უოჰიი, 90,12 (4, 8) 2ა(Xჯ. პ0„ მ0თ მნ, )  "' მომი დია2 

„ჩ 

საიდანაც, თანახმად (90,1) ფორმულისა და 6„„ფ ფუნქციის თვისებისა, საბოლოოდ 

მივიღებთ 

  L4, 81„-= 2-2. 98 _ 04 01 – =LL4, 8)იი, 90,15) 
პნ, ბ0, - 26-)“ 89 დ0,15 

რაც პუასონის ფრჩხილების ინვარიანტობას ამტკიცებს კანონიკური გარდაქმნე- 

ბის მიმართ. 

გასაგებია, რომ (90,13) ტოლობა გვაძლევს: 

Iდ,, C,)=0, (სკ. #,)=0, (XL,, 0,) =6/. (90,14) 

ეს ტოლობები შეიძლება განვიხილოთ როგორც ის პირობები, რომლებსაც უნდა 

აკმაყოფილებდეს ახალი #, C ცვლადები, რომ /, ი -–+ 7, 0 გარდაქმნა კანონი- 
კური იყოს. 

ახლა ეაჩვენოთ, რომ პუასონის ფრჩხილების ინეარიანტობას კანონიკური გარდაქმნების 

მიმართ უფრო ადვილად დავამტკიცებთ, თუ გამოვიყენებთ (08,33) განმარტებას. 
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იაკობიანის (85.37) ოვასების ძალით, შეგვიძლია დავწეროი 

(4.8) _ _ L4, 8) აX(C, 0.) რო0,15 

ხია ძე ხ(ი.0)ს #Cდ,.მ,) თ 
  

ვისარგებლოთ კანონიკური გარდაქმნის რომელიმე წარმომქმნელი ფუნქციით, ვთქვათ თ;(ძ, #2, /)-თი 

ღა დავამტკიცოთ, რომ (§90,15)-ის მარჯვენა მხარეში მეორე იაკობიანი ერთის ტოლია. ამისათეის 

ა” იაკობიანში გალავიდეთ აზალ ძ, ” ცელადებზე; გეექნება 

ხ(9, 0.) Vჩ., ლდა IXნM 9) _ 0(ჩა, 0) , ”Xჩ,, 9) 
  

  

==. = : · (90.16) 
ხრის მთ) ხრა თ) ნიი) 9(-M, 9) Mხ(ჩი 9) 

გავითვალისწინოთ იაკობიანის (88,37) თეისებები; მიეიღებთ 

ხ(ს. მ მი 
ნ თ), =(> ) 2) (90,17) 
ნიმა). 9) ი ულო M 70, =ძ0სას 

ახლა, თუ გამოვიყენებთ (87.25) ფორმულებს, ადვილად ვაჩვენებთ, რომ 

მ მთ, მი მთ. მV _ მ9; ო _ 2... (90,18) 
მი, მჩ.ამყძ, მ მი,მ” 

ახე რომ, (90,18)-ის გათვალისწინებით, (90,16), მართლაც, ერთის ტოლი ყოფილა 

ს(იჩ, _X(ჩL 0) _ =1, (90,I9) 

(ი, 9) 

ხოლო (90,15)-ის აჯამვით მივიღებთ დასამტკიცებელ ტოლობას (4, 8)ი =L4, 8)იყ- (90,19) 

ფორმულის გამოყენებით ადვილად ვაჩვენებთ პუასონის ფუნდამენტური ფრჩხილების ინეარიანტო- 

ხასაც. მართლაც, გვექნება 

%) XXL,, 0.) -> XX–,;, ლი) #X,, 9) _ 
Lს,, . 

- 

Lჩ), 0„1იი= 2 00, ჩა) ხდ,, ძე) LV, 9) 

= MX ი, ბი” = იიი, (90,209) 
– 

” 

–აც ემთხეევა (90,1) გამოსახულებას. 

§ ი1, შენახვის პანონები და მათი კავშირი სიჯრცისა და 

ღროის თვისებებთან 

განვიხილოთ ჩაკეტილი სისტემა „ თავისუფლების ხარისხთა რიცხვით. 

ამ-სთან, ჩაკეტილ სისტემაში ისეთი სისტემა იგულისხმება, როცა სისტემის 

წერტილებზე მოქმედი ყოველი ძალა დამოკიდებულია მხოლოდ ნაწილაკთა ურთი- 

ერთმდებარეობასა და მათ შორის მანძილზე. "ვაჩვენოთ, რომ ასეთ სისტემას ექნე- 

ბა 21-–-1 დამოუკიდებელი მოძრაობის ინტეგრალი. ამისათვის დავწეროთ ჰამილ– 

ტონის განტოლებები: 

ე-9VIL. ცა 99%, (91,1) 
“ბი, იძ, 

ამ განტოლებებს ექნებ:თ ამონახსნები, რომლებიც დამ.იკიდებული იქნებიან 2» მუდ- 

მივზე, ე. 0. ვზე, ე 
ძ,=მ, (I; 06), 0კ/'." რგი) (91,2) 

ჩ,=/მ, (6 6, თ-ს რი).



აქედან 6,, 0... ი, შეგვიძლია გამოვხატოთ კოორდინატებითა და იმპულსებით, 
როე მოგვცემს 2” მოძრაობის ინტეგრ:ლს; მაგრამ ამ ინტეგრალებიდან, იმის გამო, 

რომ ჩაკეტილი სისტემის მოძრაობის განტოლებანი დროს ცხადად არ შეიცავს, 

დამოუკიდებელია მხოლოდ 2» –-1. მართლაც. როცა სისტემის ჰ:მილტონიანი 

დროის ცხადი ფუნქცია არაა, ჰამილტონის განტოლებებიდან დრო სავსებით შეგ- 
ვიძლია გიმოვრიცხოთ. ამისათვის საკმარისია ჰამილტონის ყველა განტოლება გავ- 

ყოთ ერთ რომელიმე მათგანზე. მაგალითად, ერთი თავისუფლების ხარისხის “მემ- 

თხვევაში, მივიღებთ 

ძი _ _ ბIL . 0M 
იძ იი ძი 

ამ განტოლების ინტეგრაცია მოგვცემს ერთ მუდღმივს. მეორე მუდმივი შეგვიძლია 
ვიპოვოთ 

(91,3) 

«-_ _1. (91,4) 
ძი ძM# 

ძი 

განტოლების უბრალო კვადრატურით, ამასთან > (91,3) განტოლების ინტეგ- 
ი 

რაციის შემდეგ ი-ს ცნობილი ფუნქცია იქნება, (91,4) განტოლების ინტეგრაციით 

კი შემოვა ჯ(, ნებისმიერი მუდმივი დროის საწყისი მომენტის სახით. რამდენადაც 
იზოლირებული სისტემის მოძრაობის შემთხვევაში დროის საწყისი მომენტის არჩე- 
ვა ნებისმიერია, ჩვენ შეგვიძლია ერთი ნებისმიერი მუდმივი ამონახსნებში ავიღოთ 

ადიტიური ჯე: მუდმივის სახით; ასე რომ, ამონახსნებს ექნება შემდეგი სახე: 

ძ,=ძ, (L+1ა, 6), 6ა>·- (ლიგ-), 

ჩ,=0, (L+Lი. 6 C-·- 0ჯი-)) 

რ1,5) 

ამ 2,, ფუნქციიდან თუ გამოვრიცხავთ ჯ+ჯე. მივიღებთ (27; –– 1) დამოუკიდებელ 

მოძრაობის ინტეგრალს 

#I(9,, 9: ··-მა» /, ჩჯ,-· მე)=6,ც (1=1, 2,.-ა 2#-- 1). (91,5) 

აღსანიშნავია, რომ ყველა მოძრაობის ინტეგრალს ერთნაირი პრაქტიკული მნიშე– 
ნელობა როდი აქვს. განსაკუთრებული მნიშვნელობა აქვს ჩვენ მიერ ადრე განხი- 
ლულ შვიდ შენახვის კანონს, რომელთა ძირითად ღირსებას ადიტიურობის თვი- 

სება წარმოადგენს. მოძრაობის ეს ინტეგრალები განსაკუთრებულ როლს ასრულე- 
ბენ, რამდენადაც ისინი მჭიდროდ არიან დაკავზირებული სივრცისა და დროის 
ძირითად თვისებებთან. მოძრაობის ინტეგრალების ადიტიურობის პირობა ასე უნდა 
გავიგოთ. როცა სისტემა შედგება ისეთი ქვესისტემებისაგან რომელთა შორის 
ურთიერთქმედება შეგვიძლია მხედველობაში არ მივიღოთ, მაშინ ამ მოძრაობის 
ინტეგრალთა მნიშვნელობა მთელი სისტემისათვის შეგვიძლია ვიპოვოთ ქვესისტე– 
მების შესაბამისი ინტეგრალების მნიშვნელობების შეკრებით. ასეთი ადიტიური 

ინტეგრალებია: ენერგია, იმპულსი და იმპულსის მომენტი. აღსანიშნავია, რომ 
ადიტიურობის თვისება იმპულსსა და იმპულსის მომენტს, რამდენადაც ისინი ვექ– 

ტორებს წარმოადგენენ, მაშინაც გააჩნია, როცა ქვესისტემები ერთმანეთზე მოქმე- 
დეზენ ნებისმიერი კანონით. 

განვიხილოთ ნებისმიერი დინამიკური სიდიდე X (0, ი, () და ვიპოვოთ მისი 

ცვლილება, როცა # და ი განიცდის უსასრულოდ მცირე კანონიკურ გარდაქმნას: 
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ია _ იაა 
0ძ,=ლ=--, ბმ,=ლ=–6--, (91,6) ' ბი, ' მი, 

სადაც 9 წარმომქმნელი ფუნქციაა. ცხადია, რომ X-ს ცვლილება განისაზღვრება 
ფორმულით 

6#= (5 =- ბი,+9 –_ 2 მჩ, | (91,7) 

(91,6) ფორმულების გათვალისწინებით კემები. 

C 

ბ8-ინ(2- 2 რ _ 0X. 2-> #IV" (91,8) 
ძი, მნ, ძი, ძძ, 

თუ 9=# და C=ძ!, მაშინ (91,8) ფორმულა მიიღებს სახეს 

2L=ძ!II, #I, (91,9) 

ხოლო, როცა #=ძ,, გვაქვს 

=0ძ/ III, 0,1=9, თ, (91,10) 
ასევე, | 

=0C0IIM, მ,,=–- 0; ძL. (91,11) 

ჩვენ ვხედავთ, რომ X-ით გამოწვეული უსასრულოდ მცირე გარდაქმნა შეესაბა- 

მება სისტემის ნამდვილ მოძრაობას. მაგრამ ზოგადი შემთხვეყის განხილვის დროს 

გვმართებს გარკვეული სიფრთხილე. მართლაც, ზოგადად მოძრაობის განტოლე- 

ბას აქვს სახე 

იი 9, #I. (91,12) 
იჯ 

ამ ფორმულის მიხედვით (91,9) ასე გადაიწერება: 

6I# = («+ %+-)4 # (91,13) 

საიდანაც გამომდინარეობს, რომ თუ 24%. 536 0, მაშინ 8# (კვლილება, გამოწვეუ- 
I 

ლი ამ გარდაქმნით, არ წარმოადგენს დინამიკური X სიდიდის ნამდვილ ცვლილე- 

ბას, რომელსაც ადგილი აქვს სისტემის მოძრაობისას. (91,9) ფორმულის ზოგადი 

ფიზიკური აზრი შემდეგია: როცა დინამიკური სიდიდე დროზე ცხადად არაა და– 

მოკიდებული, მაშინ სისტემის მოძრაობა ეკვივალენტურია ისეთი უსასრულოდ 

მცირე კანონიკური გარდაქმნებისა, რომელთაც წარმომქმნელ ფუნქციად აქვთ ჰამილ– 

ტონიანი. ეს შედეგი ჩვენ ადრეც მივიღეთ. ახლა განვიხილოთ (91,8) ფორმულის 
მეორე შედეგი. ვთქვათ X# = #, მაშინ 

ბM=6(0, II). (91,14) 
ასეთია ჰამილტონის ფუნქციის ცვლილება უსასრულოდ მცირე კანონიკური გარ- 
დაქმნის დროს. ჩვენ ვიცით, რომ როცა 59 (0, ი) მოძრაობის ინტეგრალია, მაშინ 

IV, 91=0, მაგრამ (91,14)-დან შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ როცა §!' მოძრაო- 

ბის ინტეგრალია, მაშინ 9-თი განხორციელებული უსასრულოდ მცირე კანონიკუ- 

რი გარდაქმნისას სისტემის ჰამილტონიანი არ იცვლება. მაშასადამე, სისტემის ყვე- 
ლა პირველი ინტეგრალი წარმოადგენს ისეთ უსასრულოდ მცირე კანონიკური 
გარდაქმნის წარმომქმნელ ფუნქციებს, რომლის დროსაც ჰამილტონიანი ინვარიან- 

ტული რჩება, ე. ი, აღნიმნუ=ი კანონიკური გარდაქმნების დროს ჰამილტონიანი 
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სახეს არ იცვლის და, მაშასადამე, მას ახასიათებს გარკვეული სიმეტრიულობა. 

ამიტომ, თუ გამოვარკვევთ სისტემის ჰამილტონიანის ყოველგვარ სიმეტრიულობის 
ელემენტებს, ვიპოვით მოძრაობის ყველა ინტეგრალს, ეს კი ეკვივალენტურია სის– 
ტემის მოძრაობის ამოცანის ამოხსნისა. 

იმ კერძო შემთხვევაში, როცა (:=/.=-00იას, თანახმად (91,6) ფორმულე- 
ბისა, გეექნება: 

6X=0, 6ყ=0, 967=%, 60.=60,=560,=0, (91,15) 

აქედან გამომდინარეობს, რომ C=/. კანონიკური გარდაქმნა შეესაბამება უსას- 

რულოდ მცირე გადატანას # ღერძის გასწვრივ, მაშასადამე, ჰამილტონიანი წარ– 
მოადგენს ინვარიანტულ სიღჯიდეს # ღერძის მიმართ უსასრულოდ მცირე გადანა- 
ცელებისას. 

ახლა ადვილია იმპულსის მუდმივობის კანონის სივრცის ერთგვაროვნების 
თვისებასთან დაკავშირება. სივრცის ერთგვაროვნება ნიშნავს იმას, რომ ჩაკეტილი 

სისტემის ჰამილტონიანი არ უნდა შეიცვალოს სისტემის პარალელური (ე. ი. როცა 

სისტემის ყოველი წერტილი ერთი და იგივე მანძილით წაინაცვლებს) გადატანის 
დროს; ზემოთ დამტკიცებულის თანახმად კი ჰამილტონიანის ასეთი ტიპის ინვა- 
რიანტობასთან დაკავშირებულია სისტემის იმპულსის შენახვის კანონი. 

ცხადია, რომ იმპულსის სამივე კომპონენტი მხოლოდ იზოლირებული სის- 

ტემისათვის შეინახება, როცა სისტემა იმყოფება გარეშე ველში, მაშინ ამ ველის 

სიმეტრიის თვისებებთან დაკავშირებით შეიძლება ადგილი ჰქონდეს იმპულსის რო- 

მელიმე კომპონენტის შენახვას. მაგალითად, თავისუფლად ვარდნილი სხეულისათ- 
ვის შეინახება იმპულსის ის კომპონენტები, რომლებიც მოთავსებულია მოძრაო- 

ბის მიმართულების მართობულ სიბრტყეში. 
ახლა დავამტკიცოთ, რომ იმპულსის მომენტის მუდმივობის კანონი დაკავში. 

რებულია ჰამილტონის ფუნქციის ინვარიანტობასთან სისტემის უსასრულოდ მცირე 
შემობრუნების დროს. 

ვთქვათ, უსასრულოდ მცირე მობრუნება, « ღერძის მიმართ შეესაბამები 
კანონიკური გარდაქმნა, რომლის წარმომქმნელი ფუნქციაა! 

C=1.=Xმე – ყი; (91,16) 

მაშინ, თანახმად (91,6) ფორმულებისა, მივიღებთ: 

6X=--ზყ, 6ყ=6X, 6-=0, 00.=–-ნ0კ, 00,=86მ,, 60ხ:=0. (91,17) 

დავუშვათ, რომ შემობრუნება ხდება უსასრულოდ მცირე ნდ კუთხეზე, მაშინ 

(-7,7) ფორმულებიდან გვექნება: 
X'=Xჯ 008 დ-+VყV51ე დ-==X+ყ27, 

ყლ=–X30 დ+Vყლ003თდ= – #6დ+V, (91,18) 

#2 =7. 

აქედან უეს. – 
0აX=ყ0დ, 6ყ=-X0იდ, 62=0. (91,19) 

ზუსტად ასეთივე ფორმულები გვექნება იმპულსისათვის, რამდენადაც სისტემის 

მობრუნებისას ვექტორი ისევე გარდაიქმნება, როგორც კოორდინატები. 

  

1 სიმარტივის მიზნით ვიხილავთ ერთ ნ „წილაკს დეკარტის კოორდინატებში, ცხადია, შედე– 
გები სამართლიანი იქნება ნებისმიერი რიცხვის სისტემისათეისაც. 

ვივ



(91,19) ფორმულების შედარება (91,17)-თან გვიჩვენებს, რომ ეს უკანასკნელნი 
მართლაც გამოხატავენ სისტემის შემობრუნებას ჟ ღერძის ირგვლივ, თუ 6-ს ავი- 
ღებთ –- მჯ-ს ტოლად. 

ამგვარად. იმპულსის მომენტის # კომპონენტის შენახვა დაკავშირებულია 
სისტემის ჰამილტონიანის ინვარიანტობასთან > ღერძის მიმართ უსასრულოდ მცირე 
მობრუნების დროს. რადგან ჯ ღერძს შეიძლება ჰქონდეს ნებისმიერი მიმართულე- 

ბა, ამიტომ ნათელია, რომ უსასრულოდ მცირე ბრუნვა, ნებისმიერი ი ორტის 

მქონე ღერძის მიმართ, განხორციელდება წარმომქმნელი ფუნქციით 

C=VI, I). რფ1,20) 

რაც შეეხება ენერგიის ინტეგრალს, იგი დაკავშირებულია დროის ერთგვა= 

როვნების თვისებასთან, იზოლირებული სისტემის ჰამილტონიანი დროს ცხადად 
არ შეიცავს, ამიტომ იგი ინვარიანტულია დროში წანაცელების მიმართ, რის გა- 

მოც 7-9 და X=0ლ0ი05წ. ამასთან უნდა გვახსოვდეს, რომ ტ# სრულ მექანი- 
( 

კურ ენერგიას ემთხვევა მხოლოდ მაშინ, როცა ბმები სტაციონარულია და # 

დროს ცხადად არ შეიცავს. როცა # დროს ცხადად არ შეიცავს, ხოლო გეომეტ- 

რიული ბმები არასტაციონარულია, მაშინ, მართალია, MI კვლავ მუდმივი იქნება, 

მაგრამ იგი აღარ წარმოადგენს სასტემის სრულ ენერგიას.



თავი »Vწ 

ჰამილტონ-იაკობის მეთოდი 

გარდა ჩვენ მიერ ზემოთ გ:ნხილული ორი განტოლებისა, რომელიც ”შემო- 
ღებული იყო ლაგრანქისა და ჰამილტონის მეერ მექანიკური მოძრაობის აღსაწე– 
რად, არსებობს მესამე განტოლებაც, რომელი/) ჰამილტონ-იაკობის განტოლების 

სახელწოდებითაა ცნობილი. ეს განტოლება კერძოწარმოებულებიანი პირველი რი- 

გის დიფერენციალური განტოლებაა ქმედების ფუნქციის მიმართ. ამიტომ ლაგ- 
რანჟისა და ჰამილტონის მეთოდებისაგან განსხეავებით, ჰამილტონ-იაკობის განტო- 

ლების ამოხსნით უშუალოდ მოძრაობის სასრულ განტოლებას არ ვპოულობთ, 
მაგრამ კანონიკური გარდაქმნების გამოყენებით, როცა ნაპოვნია ქმედების ფუნქ- 
ცია, ადვილად განესაზღვრავთ მოძრაობასაც. 

§ 99. ჰპამილტონ-იაკობის განტოლება 

ზოგადად ჰამილტონ-–იაკობის განტოლების ამოხსნა რთულ ამოცანას წარმო- 
ადგენს, რადგან ამ განტოლებაში ცვლადთა განცალება ყოველთვის არ ხერხდება, 
მაგრამ პრაქტიკულად მნიშვნელოვანი ამოცანებისათვის ამ განტოლების ამოხსნა 
თითქმის ყოველთვისაა შესაძლებელი, 

ქმედების ფუნქციის განმარტებიდან გამომდინარეობს, რომ 

ძა ძა _ (92,1) 
ი! 

მეორე მხრივ, ჩვენ ვიცით, რომ § შეიძლება განხლული იყოს როგორც დროის 

და 9, კოორდინატების ფუნქცია, ამიტომ მისი წარმოებულისათვის გვექნება 

ძ5 ძე _ «03 · ლალე შალე, 92,2 
ძი ი 2ლძი, ' (2,2) 

აქედან, (92,1) ფორმულის გათვალისწინებით, ვღებულობთ 

05 მ5 · –=+%-ი–XსL=0, 92,3 2! 2, პ9, მ, ( ) 

მაგრამ, როგთრც დავინახეთ, 
ძე == =ი,. 92,4) მი, '! ( 

გარდა ამისა, ჰამილტონის ფუნქციისათვის ჩვენ გვქონდა 

#=23ი. მ, –Xჯ, (92,5) 

20 ვ, მამასახლისოვი, გ. ჰილაშეილი 305



რომელიც შეიძლება განვიხილოთ როგორც კოორდინატების და იმპულსების ფუნქ- 

ცია, თუ ყველა მ, სიჩქარეებს განოვხატავთ კოორდინატების და იმპულსების სა- 

შუალებით. ამიტომ (92,3) მიიღებს სახეს 

აკრ, –_–... (92,6) 
ან, თანახმად (92,4) ფორმულისა, 

იზ ძე ძ5 ძ5 
2 +#7(4. მ.-..- რმე 29." ემი. ') 0. (92,7) 

ამ განტოლებას ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას უწოდებენ. ამოცანა მდგომარეობს 

ამ განტოლების ამოხსნაში, ე. ი. 5-ის, როგორც კოორდინატების დღა დროის 

ფუნქციის განსაზღვრაში. იგი შეიცავს §-ის „ კერძო წარმოებულებს კოორდინა- 

ტების მიმართ და ერთ კერძო წარმოებულს დროის მიმართ. ამიტომ ცხადია, რომ 
ამოხსნა უნდა შეიცავდეს #+) განუსაზღვრელ მუდმივს. თუ ვიპოვეთ ისეთი 

ფუნქცია 
5=585(ძ,, 0 -·- იმი, თ, თა ·.-თე, რი+: '), (92,7) 

რომელიც აკმაყოფილებს (92,7) ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას და რომელიც 

იმდენ დამოუკიდებელ თ,, თ....., თ,კ, მუდმივს შეიცავს, რამდენი დამოუკიდებელი 

ცვლადიცა გვაქვს განტოლებაში, მაშინ ასეთ ფუნქციას განტოლების სრული ინტეგ- 
რალი ეწოდება. რამდენადაც ჰამილტონ-იაკობის განტოლებაში § ფუნქცია შედის 

მხოლოდ წარმოებულის ნიშნის ქვეშ, ამიტომ თუ 8 ამ განტოლებას აკმაყოფი- 

ლებს, მას დააკმაყოფილებს 5+ი005ს-იც, რაც იმას ნიშნავს, რომ ჰამილტონ- 

იაკობის განტოლების სრულ ინტეგრალში ერთი მუდმივი ყოველთვის შევა შესაკ- 
რები (ადიტიური) მუდმავის სახით. ზოგადობის დაურღვევლად შეგვიძლია ვიგუ- 
ლისხმოთ, რომ ა იიტიურ მუდმჭივს წარმოადგენს თ,ჯ,. მაშინ სრული ინტეგრალი 

წარმოგვიდგება შემდეგნაირად: 

5=85(0,, ძჯ-·· წი, თ, თ, .-..Cთ,, ()+თი+კ- (92,8) 

ამ გამოსახულებაში არც ერთი თ,, თ,,... თე აღარ წარმოადგენს ადიტიურ მუდმივს. 
ვთქვათ, ამოვხსენით ჰამილტონ-იაკობის განტოლება და ვიპოვეთ ქმედების 

ფუნქცია სრული ინტეგრალის სახით. ცხადია, ამის შემდეგ ქმედების ფუნქცია 

უნდა დავაკავმიროთ მოძრაობის განმსაზღვრელ სიდიდეებთან. ჩვენს მიზანს წარ- 
მოადგენს გამოვარკვიოთ, თუ რა კავშირი არსებობს ჰამილტონ-იაკობის განტო- 
ლების სრულ ინტეგრალსა და, ჩვენთვის საინტერესო, მოძრაობის განტოლების 

ამოხსნებს შორის. ე. ი. თუ ვიცით სრული ინტეგრაღი, როგორ ვიპოვოთ, მაჯა- 
ლითად, ტრაექტორიის განტოლება და ა. შ. 

ამ მიზნით მოვახდინოთ ისეთი კანონიკური გარდაქმნა, რომლის წარმომქმნელ 

ფუნქციას წარმოაჯგენდეს (92,8) სრული ინტეგრალი, ე; ი. ძველი ძ და # ცვლა- 
დებიდან გადავიდეთ ახალ ცვლადებზე; სახელდობრ, ახალ კოორდინატებად ავირ- 
ჩიოთ 0,, ხოლო იმპულსებად თ, მუდმივები. მაშინ, თანახმად (87,25) ფორმუ- 

ლებისა, 

ი,=9%, 0,=%, M'-=#MV1+9%, 62,» 
ძი, ძთ, ძ1 

რადგან 5 აკმაყოფილებს (92,7) განტოლებას, ამიტომ ახალი ჰამილტონიანი I" 

ნული გამოვიდა. ამის გამო, კანონიკურ განტოლებებს ახალ 0 და თ ცვლადებში 

ექნებათ სახე: 

3%



· 0#' ე _ მყM' თ|= – –-=0, = –-=0, 92,10 0. ი ში 
საიდანაც თ,=0005ს და 0,= ლ005ხ. ეს უკანასკნელი მუდმივი აღვნიშნოთ 8,-თ. 

ამის შემდეგ (92,9)-ის პირველი განტოლება 

_9§(9, თ. იე 

ძი, 

საშუალებას მოგვცემს თ,, თ,,..., თე მუდმივების განსახღვრისა 0, და /,-ის საწ- 
ყისი მნიშვნელობების მიხედვით, ხოლო (92,9)-ის მეორე განტოლება 

”?; (92,11) 

ძ5 (0, თ, #) გ, 5090 
ძი, 

დაგვეხმარება 8, კოეფიციენტების განსაზღვრაში 0, ძა მ, კოორდინატების 

საწყისი მნიშვნელობების მიხედვით. ამისათვის საკმარისი იქნება გამოვთვალოთ 

(92,12) განტოლების მარჯვენა მხარე ჯ=1ე საწყის მომენტში. ამის შემდეგ (92,12) 

განტოლების ამოხსნით 9«, კოორდინატების მიმართ მივიღებთ 

ი|=0, CV, 8, '), (92,13) 

რაც მოძრაობის სასრულ განტოლებას წარმოადგენს. 

ამგვარად, თურმე ჰამილტონ-იაკობის განტოლების სრული ინტეგრალიდან 

მოძრაობის განტოლების (ტრაექტორიის) საპოვნელად საკმარისია სრული ინტეგ- 

რალი გავაწარმოოთ თ, მუდმივი რიცხვების მიხედვით და ახალ მუდმივ 8, რიცხ- 

ვებს გავუტოლოთ. 
კონსერვატული ველისათვის ჰამილტონიანი დროის ცხადი ფუნქცია არაა და 

იგი სისტემის სრულ ენერგიას ემთხვევა: IM =X#. ამ შემთხვევაში (92,7) განტო- 

(52,12) 

ლებიდან ვღებულობთ <7, საიდანაც 

500 მი... მი #)= 4 (თ. მი. მიე) –– #M§. (92,14) 

ა1 4 შემოკლებული ქმედების ფუნქციაა. ჰამილტონ-იაკობის განტოლება კონსერ- 

ვატული ველისათვის, რადგან 

9 _ძ4_. (2,15) 
ძძ, ძი, 

ასე დაიწერება: 

მ4 ძ4 მ4 
# ა მეა.) მი, “სე ყოს 15) –. 92,16) 

(« შო მი ვი” მთ” ძმ, ' 
ახლა დავწეროთ ერთი მატერიალური წერტილის ჰამილტონ-იაკობის გან–- 

ტოლება VI, L) პოტენციალურ ველში მოძრაობისას. ცხადია, რომ ამ განტოლე- 

ბას დეკარტის კოორდინატებში ექნება სახე 

ძდ = 23 > )+(3))+წთ ყ 2 0=0, (9,7) 
მძ ბი'LV0იX მყ ძი 

ან, თუ გავიხსენებთ გრადიენტის განმარტებას, გვექნება 

1 9, 1 ფფ?+ყდ, 0=0. (92,18) 
ში 9M 
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სტაციონარულ შემთხვევაში პოტენციალური ენერგია დროზე ცხადად არაა დამო- 

კიდებული, ამიტომ ლ--# და გვექჩება 

= თ4+0რ 0=#, C2,19 
ან, გაშლილი სახით, . 

41). (“)+ (24) - (8-–ჯ. (92,20) 
იჯ მყ ძ?2 

ლ3 გვინდა ჰამილტო§-იაკობის გ:ნტოლების ჩაწერა სხვადასხვა ორთოგონალურ 
კოორდინატებში, ამისათვის საკმარისია გავიხLენოთ § 83-ში მიღებული ფორმუე- 

C-ეაი პაპიილტონიანისათვის სხვადასხვ კოორდინატებში. მაგალითაღ, ერთი ნაწი- 

ლაკის ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას სტაციონარული მოძრაობის. თვის პოლარ- 

კოორღინატებ იი ექნება სახე 

)4V . 1 04 V (“ + +.) =9 (77 – ხყC)I. (92,21) 
ძ»” ძღ 

სრულიად ანალოგიურად, (53,14) ფორმულის თოანახმად. ჰამილტონ-იაკობის გან- 
#ოლებ:ს პარაბბოლურ კოორდინატებში ასე დავწერთ: 

2 - (04 ) მ04V 1 2) რ –-– + - –-|(ს-“.)=X-L 92,22) 
» (= +») I: 73 M(V) + იდ ა 

  

§ 92, რავისუფალი ნაწილაკის ამოცანა 

ჰავილტონ-იაკობის მეთოდის გამოყენების საილუსტრაციოდ განვიხილოთ 
თავისუფალი ნაწილაკის ერთგანზომილებიანი მოძრაობა. რადგან ნაწილაკი თავი- 
სუფალია, ამიტომ პოტენციალური ენერგია ნულის ტოლია და ჰამილტონ-იაკობის 
განტოლება მიიღებს ს:ხეს 

+ -(C>) -ი. (3,1) 
ი აპა. V0X 

აყ განტოლების სრული ინტეგრალი ვეძებოთ სახით 

5(X, I(1= 4 (X) –-იჯ (93,2) 

ღა შეიიტანოთ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებაში; გვეკნება 

0 /I M 
–- |) =9))თ, (93,3) 
“X 

აქედან 

4 =| I 9), ძX= |/ "ბთ X. (91,4) 
ბ 

მაშასაჯამე, > 

5(, თ, ()=M 5ი0X –– ი/. (93,5) 
მეორე მხრივ. თანახმად (93,4) ფორმულისა, 

=9” 752. (93,6) 
ძX 
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ეს კი გვიჩვენებს, რომ ც ყოფილა ენერგია. ეს გასაგებია, რადგან LL =0 შეესაბა- 
მება სტაციონარულ შემთხვევას, ამ დროს კი (93,2)-ში თ=X. 

ტრაექტორიის განტოლების მისაღებად, როგორც ვიცით, საჭიროა (9ჰ,5) 

გავაწარმოოთ ძ«-მუდმივით და გავუტოლოთ ახალ 8§-მუდმივს; გვექნება 

ძვ I 9» 

ძი 2V> 

თუ #-ს განვსაზღვრავთ საწყისი პირობილან და გავიი ეალისწინებთ (93,6)-L, მივ-- 

ღებთ მოძრაობის სასრულ განტოლებას 

  –“L (93,7) 

X=-X6-L+VI, (93,8) 

რაც ცნობილია ელემენტარული მექანიკიდანაჯ). 

შევნიშნოთ, რომ თავისუფალი ნაწილაკის ერთგანზომილებიან მოქრაობა!., 

თანახმად (93,5) და (93,6) ფორმულებისა, შეესაბამება შემდეგი ქმედების ფენქცია: 

5(X, ()ლ0X –– #Lხ, (93,9) 

სამგანზომილებიანი მოძრაობისათვის კი ანალოგიურად მივიღებდით 

5(, )=C0, ი) – #L. (93,10) 
Lაიღანაც ნათელია, რომ 

ხ=ფIM20 5, ცგ=-9%, (93,1:) 
მ! 

§ 94. ერთგანზომილებიანი მოძრაობა, მაგალითები 

განვიხილოთ სტაციონარული მოძრაობა ერთი თავისუფლების ხარისხით. „მ 
შემთხვევაში ჰამილტონ-იაკობის განტოლება ჩვეულებრივი დიფერენციალური გან- 

ტოლებაა და ექნება სახე 

# (0, ი) 5: ს. (94,1) 

ეს განტოლება ყოველთვის ამოიხსჩება იმპულსის მიმართ, რაც მოგვცემს /#:0, #). 
მეორე მხრივ, 

(L 
= “., (94,2) ი ძი 

საიდანაც 

ი 

4= | ი(4, 1) ძი. (54,3) 
“ი 

ამგვარად, ვაპოვით 4 ქმედების თუნქციას, რომელიც არ შეიცავს არავითარ მღდ- 

მივს, გარდა სრული ენერგიისა და, მაშასადამე, წარნოადგენს ზოგად ამონახსნს. 
ამ გამოსახულების გაწარმო-ბა X-თი, თანახმად (60,16) ფორმულისა, ნოგვდენს 

ი4 19% 
–. -(0=:(-– 94,4 
ინ „96 «0=L--M. 045 

რადგან სრული ენერგია უდრი" 
3 

8-9 +წC), (94,5) 
პი!



ამიტომ 

ი= / 5» (6 – VC)1= 2 , C4,6) 
საიდანაც 

მ ეო–––>·__-დ__ 

4= I I 9:18 –– ყ (9)) ძძ. (94,7) 
ძი 

(94,4)-ის თანახმად კი 

– 9 

7 იძ ეეე.._ 94,8 
· V 5 |» “ა 

ძი 

აღსანიშნავია, რომ პერიოდული მოძრაობისათგის აქედან შეგვიძლია მივიღოთ 

პერიოდის ჩვენთვის კარგად ცნობილი ფორმულა. 

განვიხილოთ მაგალითები. 

სხეულის თავისუფალი ვარდნა. დავუშვათ, », მასის სხეული თავისუფლად 
ვარდება 2=7ე სიმაღლიდან. მისი პოტენციალური ენერგიაა CV =7:ყ2, სადაც დ სიმ- 

ძიმის ძალის აჩქარებაა. თანახმად (94,8) ფორმულისა, 

2 94,9 
(=1I/ 5. (+ I #–»82 წ= 52 042 

ამ მარტივი ინტეგრალის ამთხსნით პოულობთ 

9. (=– V. –“- |08-––იფი)/? –- (9 -- ოფი) “|, (94,10 
#·8 

საიდანაც შეგვიძლია განვსაზღვროთ 7, 

2 2(L –– უუ)თ2,). == თ)C- ო1თ2ი) , (94,11) 

2 %· 

როცა (=0, ყხ=ყა= |/ 28- „თა, და მივიღებთ ცნობილ ფორმულას 

2 

- (94,12) 

ოსცილატორი. განვიხილოთ ახლა ოსცილატორის ამოცანა. პოტენციალური 
9 ე? 

ენერგია ეყ=77%ნა9  · ამიტომ (როცა 1=0, მაშინ 0=0) 

–- ძ 

2 / 8-7 
9 2 

ინტეგრალის ამოხსნა გვაძლევს 

1 · თ:(გ 
=–- მLC 310) 94.14 ( – მV63) / 5“ (94,14) 

0 
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საიდანაც 

/ 2L... 
?= I/ ––- ვითე #. (94,15) 

” თე 

როგორც ვხედავთ, ამპლიტუდა ტოლია 

ძ= V/ 2. 

რაც გვაძლევს ენერგიისათვის ცნობილ დამოკიდებელებას, 

(94,16)   

· 

00 

§ ეუ. სივრცითი ანიზოტროპული ოსცილატორი 

განვიხილოთ კიდეე ერთი მაგალითი ჰამილტონ-იაკი ბის განტოლების ამო- 
ხსნისა. ვთქვათ, გვაქვს სივრცითი ანიხოტრთოპული ოსცილატორი. 

წინასწარ განვიხილოთ ჰამილტონ-იაკობის განტოლების ამოხსნის ზოგად 
შემთხვევა, როცა პოტენციალური ენერგია წარმოიდგინება სახით 

L (X, ყ, 2)= სV(X)+VXM)-LVხუ(ე). (95,1) 

რადგან ამოცანა სტაციონარულია, ამიტომ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას ასე 
ჩავწერთ: 

! |(-4 4) + (4) +(2“) |+წიი+C)+ხა0=%. დ5,2 
9#ML ძX ძ2 / | 

ამოხსნა ვეძებოთ სამი ფუნქციის ჯამის სახით, 

4C%, ყ, 2)= „4)(X) -L:(V) + „ა!2). (95,3) 

ამასთან 4, მხოლოდ X-ის ფუნქ კიაა, 4; ყ-ის, ხოლო 4, „ის. (95,3) შევიტა- 

ნოთ (95,2)-ში და დავაჯგუფოთ შემდეგნაირად: 

|> 1 წ3) +ფV,(ი I> |I> ! (თ) + თთ+ 
ა3# -7:197// 

1 + > (ა) +თი|- =7. (95,4 
9»! ს #5 

ამასთან, რადგან 4,, 4., ტე თითო ცვლადის ფუნქციებია, კერძ ,წარმოებულები 

შევცვალეთ სრული წარმოებულით, პერეელ ფრჩხილებში მოთავსებული გამოსა- 
ხულება მხოლოდ X-ის ფუნქციაა, მეორე –– მხოღოჯ ყ-ის, მესამე ჯი – მხოლოდ 
§-ის; მათი ჯამი # მუდმივის ტოლა მხოლოდ და მხოლოდ მაშინ იქნება, როცა 

თითოეული ეს წევრი მუდმივია, ე. ი. 

)1_ 
(“რ 4 +წ,00=ი, 

9 

1 ” 4) +V,ფ)=ი:, დ5,5) 
2 V“ყ 

1 /ძ4აV _ 
=(14) 4-წე(უ=0აე,. 

იმ პირობით, რომ 

ით.+ძა+ია=+X#). (95,6) 

LIII



მივიღეთ სამი თითო ცვლადი! ჰამილტონ-იაკობის განტოლება და ამით (ცვლადები 
განცალებულია. ამ განტოლებების ამოხსნა იქნება: 

4(X= | V 9»(0, –– VXCX)) ძX, (95,7) 
ი 

ს-ს" ზ“ '. 
4:(0)= | M/ ზმო(ძია– CV, (ყ)) იV, (95,8) 

0 

4ა(2)= | IV 9» (ია –– VI (2)) ი», (95,9 

ხოლო, (93,2)-ის თანახმად, სრული ინტეგრალისათვის გვექნება 

§C, ყ, #, ი=/ V 9» (0, – 0) (I) იძX+ I / 2»IC,– ი, (/)) იყ+ 

+| V 5» (0იე – ხვ (2)) ძვ – (ი,+თა-+ძე)L. (95,10) 
09 

თანახმად (92,12) ფორმულისა, 

=-–-= –დ6 95,11 

> / % ჩათ –V,(X) ( | 

_9ა _ –”/, (95,12) 
5-2 == 7 წ VI. (4) 

ი: იბი/ ი, იბის რა 
აქედან კი შეგვიძლია განვსაზღვროთ », ყ, = მუდმივი თ,, თ:, ძე და ზე, მე, წა, 
რიცხვების და დროის საშუალებით. 

გადავიდეთ ახლა სივრცულ ანიზოტროპულ ოსცილატორზე. მისი პოტენცია- 

ლური ენერგია უდრის 

V (X, ყ, გ=5- თხე 6“. . (95,14) 

რადგან პოტენციალურ ენერგია, აქვს (95.1) სახე, ამიტომ ზემოთ მიღებული 

ფორმულები უშუალოდ შეგვიძლია გამოვიყენოთ. თუ (95,11)-ში შევიტანთ 
? 

LC) (X)= რთ და ამოვხსნით მარტივ ინტეგრალს, მივიღებთ 

2ი, · X= / -მა (თ,1+9,) მ,=Cთ,ჭ,. (95,15) 
"| 

312



ასევე ადვილად მივიღებთ, რომ 

ში - : 
/=|/ ?9იი (თე L+6.), (95,16) 

M 

+-V/ 70: ყე (თე 148). C5,17) 
M 

2 მუდმივები განისაზღვრება საწყისი პირობებიდან. ნათელია, რომ ამპლიტუდები 

სათანადოღ ტოლია: 

ოი შძე “ შიგ. ს-I/ -“-, ს-|/ “1, ხკ= / _203_ , (95,18) 
MI, თ იე (02 »I(ავ 

ასე რომ, (95,6)-ის ძალით ენერგიისათვის გვექნება 

  
2ჩ? 272 22 _ თხ! + „0202 , წ თეჩვ , (95,19 

# 
2 2 2 

როგორც მოსალოდნელი იყო, ისეთივე შედეგები მივიღეთ, რაც ამ ამოცანის ლაგ– 

რანჟის მეთოდით განხილვის დროს. 

§ ი. პვლადთა გბანცალება ციკლური კოორდინაბების 

შემთხვევაში 

"როცა ჰამილტონ-იაკობის განტოლება დაიყვანება ისეთ ” განტოლებაზე, 

რომელთაგან თითოეული შეიცაეს მხოლოდ ერთ ცვლადს და მხოლოდ ერთ კერძო 

წარმოებულს ამავე ცვლადით, მაშინ ამბობენ, რომ განტოლებაში ცვლადები გან- 

ცალებულია. განცალებული ცვლადებით ჰამილტონ-იაკობის განტოლება წარმოად- 

გენს უმარტივესი ტიპის განტოლებას. | 

წინა პარაგრაფში განვიხილეთ ცვლადთა გაწცალების ერთი კერძო შემთხ- 

ვევა. ზოგადად ჰამილტონ-იაკობის განტოლებაში ცვლადთა განცალება ძალზე 

რთულ ამოცანას წარმოადგენს. მაგრამ პრაქტიკულად მ5იშვნელოვან შემთხვევებში 

ცვლადთა განცალება ყოველთვის ხერხდება, ამ შემთხვევაში ჰამილტონ-იაკობის 

განტოლების ამოხსნა უფრო ადვილია, ვიდრე, მაგალითად, ჰამილტონის განტო- 

ლებებისა. აღსანიშნავია, რომ „ვლადთა განცალება დამოკიდებულია კოორდინა- 

ტების „არგად შერჩევაზე და მას გარკვეული კავშირი აქვს ციკლური კოორდინა- 

ტების არსებობასთან. ასე მაგალითად, ცენტრალური სიმეტრიის ველში მოძრაო - 

ბის დროს ჰამილტონ-იაკობის განტოლებაში ცვლადთა განცალება შეიძლება სფე- 

რულ კოორდინატებში, იმ დროს, როცა დეკარტის კოორდინატებში განცალება 

არ ხერხდება. 

ჰამილტონ-იაკობის განტოლების გამოყენება განსაკუთრებით მნიშვნელოვანი 

გამოდგა ატომური მოვლენების შესწავლაში. ატომის ფიზიკის მთელი რიგი მოვ- 

ლენები მიახლოებით შესწავლილი იყო ჰამილტონ-იაკობის განტოლების საშუალე- 

ბით. ეს საკითხები წინ უძღოდა თანამედროვე კვანტური მექანიკის ჩამოყალიბე- 

ბას და, ამგვარად, ჰამილტონ-იაკობის განტოლების გამოყენებამ ატომური მოვლე- 

ნებისათვის დიდი როლი შეასრულა ახალი მექანიკის ჩამოყალიბებაში. ამიტომ 

მნიშვნელოვანია განეიხიალოთ ცვლადჯთა განცალების ის მეთოდი, რომელიც გამო- 

იყენება ჰამილტონ-იაკობის განტოლების ამოხსნისათვის ატომური მოვლენების შე- 

სწავლის დროს. კერძოდ, |განვიხილოთ შემთხვევა ცვლადთა განცალებისა (ყიკლუ- 
რე კოორდინატების არსებობისას, 1 

ვ.ვ



განსაკუთრებით ადვილია ის შემთხვევა, როცა ჰამილტონიანში ყველა კოორ- 

დინატი ციკლურია, გარდა ერთისა. დავუშვათ ერთადერთი არაციკლური კოო#- 

დინატია 0» ჰამილტონ-იაკობის განტოლების ამოხსნა ვეძებოთ შემდეგნაირად: 

4–4= 4,(0,)+ «ა(9ე)+-.-+ 4ა(0,). (96,1) 

რადგან ციკლური კოორდინატების შესაბამისი იმპულსები მუდმივებია, ამიტომ 

ი,=%4=V+, (0=2.... #M) დრ6,2) 
ძმ, 

პაჰილტონ-იაკობის განტოლება კი ასეთ სახეს მიიღებს: 

”I C 24. რუა (სე. ი, | 7. (96,3) 
იძ, 

რომელიც უკვე წარმოადგენს პირველი რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ გან. 
ტოლებას 4,-ის მიმართ და, მაშასადამე, ადვილად ამოიხსნება. (96,2)-დან ცპოუ– 

ლობთ 

4,=0) 9. (96,4) 

ამეტომ, (96,1)-ის თანახმად, ზოგადი ამონახსნი იქნება 

” 

4=4,(9)+1)ი,ი,: (96,5) 
(2 

აქვე აღვნიშნოთ, რომ ეს არ არის ცვლადთა განცალების ერთადერთი შემთხეევა, 
ცვლადთა განცალება შესაძლებელია უფრო ზოგად შემთხვევებშიაც, ამასთან აუცი-· 

ლებელი არაა მხოლოდ ერთი კოორდინატი არ იყოს ციკლური. 

მოძრაობა ცენტრალური სიმეტრიის ველში. როგორც მარტივი მაგალითი 

ცვლადთა განცალებისა ციკლური კოორდინატების შემთხვევაში, განვიხილოთ 

ერთი წერტილის მოძრაობა I =VCVV) ცენტრალური სიმეტრიის ველში. ამ შემთხ- 

ვევაში მოძრაობა ბრტყელია და საკმარისია პოლარ-კოორდინატებით სარგებლობა, 
ამოცანა სტაციონარულია, ამიტომ ჰამილტონ-იაკობის განტოლებას ასე დავწერთ: 

1/ .. % , 
– (თ+ #)+ხრო=#. (96,6) 
2) ჯ 

ცხადია, რომ აქ დ ციკლური კოორდინატია და #,„=1=000§(, სადაც 1 იმპულსის 
მომენტია. (96,6) განტოლება ასე გადავწეროთ: 

3 2 

2) + +(2“) =95»I8-–- ყდ). (56.7) 
ძ; ? Lძთ I. 

ათადერთი არაცი რი კოორდინატი ჯ#-ია, ამიტომ ადთა განცალებას მო–- თადე ციკლური კ დინატ ტომ ცვლ 
ვახდენთ ჩასმით 

4= 4,0)+ს. (96,8) 
მივიღებთ 3 ჯ 

უფ. =9»(8-– VI) –-, (96,9) 
“« » 

აქედან კი 

4#-| I/ IM –– ყი) – 5 ძ,, (96,10) 
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ხოლო, თანახმად (96,8) ფორმულისა, 

4= |I/ თ=(ლ8–წთს–3-ძ+#. (96,11) > 

ამ გამოსახულების #--თი გაწარმოებით და (80,1 6)-ის გათვალისწინებით გვექნება 

__ = ” 
I შთ(6- წთ) – 5 

ამ დამოკიდებულებებიდან ადეილად ვიპოვით ჯ-ს როგორც დროის ფუნქციას. 

ტრაექტორიის განტოლების საპოვნელად კი საკმარისია გამოვიყენოთ (92,12) 

ფორმულა 

  

(96,12) 

+ “ე 2 
§-94- – _ -------...<<-<C<Cლღ-–_––––-.+ =------>-+ (96,13) 

” / ი„(8– მთ) - +. 
” 

აქედან ადვილად ვიპოვით ჯ-ს როგორც დ-ს ფუნქციას. მაშასადამე, გაცილებით 
ადვილად მივიღეთ იგივე შედეგები, რაც გვქონდა უწინ. ამასთან )1-მი დაყვანილი 

მასა უნდა ვიგულისხმოთ. 

ახლა ვაჩვენოთ, რომ ცენტრალურ ველში ცვლადთა განცალება შეგვიძლია 

მოვახდინოთ სფერულ კოორღინატებშიაც. ჰამილტონიანს ამ კოორდინატებში 

შემდეგი სახე აქვს: 

  (2) წც). 96,14 თ )+VV (66,14) 1 

9 78 

იე 1 2, 
9=–- (+ => ჩ6+ 

აქ დ კვლავ ციკლური კოორდინატია, ამიტომ #»=0005წნ. ჰამილტონ-იაკობის გან– 

ტოლება ასე დაიწერება: 

მ4V , 1 /ძ04V 1 0მ4V 23 2) (22) =9#(8-– (ჩი. (§6,15) 
მ; ) (% + ა)” 51010 Lძდ 

რადგან დ ციკლურია, ამიტომ ცვლადთა განსაცალებლად ამოხსნა ასე შეგვიძლია 

ვეძებოთ: 

  
ვე 

4=/,ც დ+ (9) + 21,C). (96,16) 

განტოლებაში შეტანით მივიღებთ 

“04%, 1 | /ი4იV , _# | _ _ 9 17 
(-%) ++ IC% ) «უმა |-შთ (8–ცC). (96,17) 

ეს გამოსახულება ასე გადავწეროთ: 

ი4, : ი4 2 (> –. ს 99 (L-– : 40 9? "I-ი, 96,18) 
I( “9 ) ' წ) | 7 +( ძზ ) + (3I!V ი) ( 

ამ ტოლობას კი ადგილი მაშინ და მხოლოდ მაშინ ექნება, როცა ფრჩხილებში 

მოთავსებული გამოსახულებანი ერთსა და იმავე მუდმივს უდრიან საწინააღმდეგო 

ნიშნით. აღვნიშნოთ ეს მუდმივი ცპ-ით, მაშინ 

IC 3 –9#M(Mი– წთ) | 13=-- ი), (96,19) 
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  «4 I 2 =–- 2. 96,20 
წუ იი 3) 810310 +4 ' ) 

ამგვარად, ცვლადები განცალებულია. ამ განტოლებების ამოხსნით მივიღებთ 

=| ულ (8– ს0)| – +- ძ- (96,21) 
» 

და 
#-= | I/ აშ ეო თხ. (96,22) 

(95,16) ფორმულის თანახმად კი ზოგად ამოხსნას ექნება სახე 

  4=07» II. 9 (8 – წთ)- %#+ | / «-%-. თ” _- ძი. (96,22) 

თუ შევადარებთ (96,6) და (96,14) ჰამილტონის ფუნქციებს, ადვილად დავინა- 

ხავთ, რომ ცენტრალური სიმეტრიის ველი«ი სფერულ კოორდინატებში იმპულსის 
მომენტის როლს ასრულებს სიდიდე 

#= 0: + - 09, (96,24) 
8107 0 
  

მაშასადამე, ზემოთ განხილლულ ფორმულებში ი? მუდმივი ემთხვევა #2. ამის გათვა- 

ლისწინებით განზოგადებული იმპულსებისათვის გვექნება 

ი,=94 =(იიას, (56,2:) 
ძდ 

=94- 1/ გ. %_ 9%6,26 
ჩი იი /”" 51020. დ029 

== 14. I/ თI5-ხთ- 5 · (96,27) 

ახლა ვიპოვოთ ტრაექტორია. ამისათვის (96,23) გავაწარმოოთ მი ღა1 

მუდმივებით და მიღებული შედეგი ახალ ჯე და მე მუდმივებს გავუტოლოთ; გვექ- 
ნბა: 

თდ-–დე=/. |“ –-–-–-– (96,28) 

811)? 0 7 > ნ 

„ 

  

  

  

ა1020 
და 

ი,= | _ 9 _ | IV –__ 
> ! . ?- ?. 2 / ა, შ– ს -- -–– : | მც » I II 119 –VCIII -2 

ხოლო, თუ (96,23)-ს გავაწარმოებთ /2-თი, მივიღებთ კვლავ (96,12) გამოსახუ- 
ლებას, საი აან:ც ვ2:ოვით მოძ.აობის სასრულ განტოლებას 1 -=ჯ-(I). 

ჩვეს უოველთვის შეკვაეძლი: კოოარდინ,ტებე ისე ავირჩიოთ, რომ მატერია- 

ლური წერტილის საწყისი სიჩქარე იდოს მერიდიაზულ სიბრტყეში, ე. ი. 2 0. 
CI 
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მაშინ (96,28) ფორბულიდან მივიღებთ ყ„, =.0, ე. ი. თდ=Cდე=00M5ნ, რაც იმას 

ნიზნავს, რომ მოძრაობა ბრტყელია. 

ჩ»-=0.-სათვის კი (96,29) მოგვცემს ტრაექტორიის შემდეგ განტოლებას: 

6 _ 0ე= “ “”“ ა , 

ქ |/ ბი IL- წთ) –5 

რომელიც ყნ0ეC=--–=– პოტენციალური ენე”გრისათეის 7? და ნ პოლარკოორდი- 
” 

(96,30) 

ნატებში მოგვცემს, ჩვენთვის უკვე კარგად ცნობილ, კონუსური კვეთების განტო- 

ლებას. 

§ 97. მოძრაობის აღწერა ქმედებისა და კუთხური 

ცვლადებით 

ჰამილტონ-იაკობის მეთოდის სიძლიერე იმაშიაც მდგომარეობს, რომ იგი 

განსაკუთრებით ნაყოფიერი გამოდგა პერიოდული მოძრაობების აღსაწერად. პე- 

რიოდული მოძრ:ობებისათვის ხბირად საკმარისია სიხშირეების მოძებნა. ამას კი 

აჯვილად მივაღწევთ, თუ პჰამილტონ-იაკობის მეთოდში, ნაცვლად თ, პარამეტრე- 

ბისა, შებოვიღებთ ახალ M; სიდიდეებს, რომელთაც ქმედების ცვლადები ეწოდე- 

ბათ და შესაბამის შეუღლებელ II, ე. წ. კუთხურ ცვლადებს. ამ ცვლადებით 

მოძრაობათა აღწერამ დიჯი როლე შეასრულა ასტრონომიაში და, განსაკუთრებით, 

ატომის ფიზიკაში მისი განვითარების პირველ საფეხურზე, სანამ ატომის ახალი, 

თანამედროვე მექანიკა შეიქმნებოდა. 

სანამ ამ ცვლადებს შემოვიღებლეთ, ჟინასწარ განემარტოთ, რას ვუწოდებთ 

პერიოდულ მოძრაობას. განვიხილოთ სისტემა, რომლის თავისუფლების ხარისხთა 

რიცხვი ერთის ტოლია. ასეთი მოძრაობის შესაბამის ფაზური სივრცე იქნება 0200 

სიარტყე. არჩევენ ორი ტიპის პერიოდულ მოძრაობას: ლიბრაციასა და ბრუნვას. 

ლიბრაცია. ლიბოაცია ეწოდება ისეთი ტიპის პერიოდულ მოძრაობას, რომ- 

ლის დროსაც კოორდინატსაც ღა იმპულსსაც დროის ერთი და იგივე პერიოდი 

გააჩნიათ 

9(+1)=0ძ(), სხ((+17)=იC). (97,1) 

ასეთი ტიპის პერიოდულობა ახასიათებს რხევით მოძრაობებს, მაგალითად, წრფივ 

ჰარმონიულ ოსცილატორს. მართლაც, ჩვენ ვიცით, როჭ მისი კოორდინატი და 

იმპულსი ერთი და იგივე პერიოდის პერიოდული ფუნქციებია 

ძ= 4005(0L+თ), 0=7#8 §1ს (თ1-Lთ). (97,2) 

რადგან #' პერიოდის გავლის შემდეგ ძ# და / თავის საწყის მნიშვნელობებს უბრუნ- 

დება, ამიტომ სათანადო ფაზური წერტილი სისტემის მოძრაობისას შემოსწერს 

ჩაკეტილ ტრაექტორიას. მართლაც, (97,2) ფორმულებიდან ოსცილატორისათვის 

მივიღებთ 

9ე წ 
#MV«“” ჯ#? 

ჩაკეტილ (ელიფსურ) ტრაექტორიას. 
ბრუნვა. ბრუნვითი პერიოდული მოძრაობის დროს 0 თვითონ არ იცვლება 

პერიოდულად, მაგრამ მისი გაზრდისას რაიმე სიდიდით, რომელსაც ჩვენ 2-ს 
ტოლად ავიღებთ, სისტემის კონფიგურაცია არ იცვლება. ასეთი პერიოდული მოძ- 

37 
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რაობის მაგალითია მყარი სხეულის ბრუნვა ღერძის ირგვლივ, ამ დროს ძ# კოორ- 
დინატის როლს შემობრუნების დ კუთხე ასრულებს და, მართლაც, მყარი სხეუ- 
ლის შემობრუნებით 2» კუთხეზე მისი მდებარეობა არ იცვლება. ამასთან ბრუს- 
ვის შემთხვევაში 0-ს მნიშვნელობები შემოსაზღვრული არაა და იგი შეიძლება უსა- 
სრულოდ გაიზარდოს. ამიტომ დესაბამისი ფაზური ტრაექტორია ჩაუკეტავი მრუდი 
იქნება. გასაგებია, რომ ამ შემთხვევაში ი იმპულსი იქნება 2 სიდიდის პერიო- 

დული ფუნქცია. 
აღვნიშნოთ, რომ ორივე ტიპის პერიოდული მოძრაობა შეიძლება ერთ სის- 

ტემაშიაც განხორციელდეს. მაგალითად, ჩვენ მიერ განხილული სიმეტრიული 
ბზრიალას პრეცესიული და ნუტაციური მოძრაობა შეესაბამება ლიბრაციასა და 
ბრენვით პერიოდულ მოძრაობებს. 

შემოვიღოთ ახლა ქმედები'ა და კუთხური ცვლადები. ამ ცვლადების დიდი 
მნიშვნელობის გამო ატომური მოვლენების სფეროში მათი თვისებები დამუშავე- 
ბული იყო ატომის ფიზიკაში. ამიტომ ამ ცვლადების დეტალური ბუნებისა და 

მნიშვნელობის გასარკვევად საჭირო» მივმართოთ ატომური ფიზიკის სახელმძღვა- 

ნელოებს. თუმცა უნდა აღვნიშნოთ, რომ ატომის ფიზიკამი აშ ცვლადებს მო. 
ლოდ ისტორიული როლი შერჩათ, რამდენადაც თანამედროვე ატომის მექანიკა 

საშუალებას გვაძლევს შევისწავლოთ ატომის თვისებები ისე, რომ სულაც არ გა- 

მოვიყენოთ ბორის ატომის ნახევრად კლასიკური თეორია, რომელშიაც) გადამწყვეტ 

როლს ასრულებდა ქმედებისა და კუთხის აღნიშნული ცვლადები. 
რადგან ერთგანზომილებიან სტაციონარულ მოძრაობას ვიხილავთ, ამიტომ 

ჰამილტონ-იაკობის სრული ინტეგრალი იქნება -4= ”(9, თ). ნაცვლად თ მუდმი– 

ვისა, შემოვიღოთ ახალი სიდიდე V, ე. ი. 4<-IL(0, ყ). შესაბამისი განზოგადე- 
ბული კოორდინატი იყოს |0. იგი, თანახმად (92,12) ფორმულისა, განისაზღვრება 

ტოლობით 

ძ# 
1'=–- (97,4) 

0” 

ჯ-ს უწოდებენ კუთხურ ცვლადს. მოვით»ხოვოთ, რომ (ს სრული პერიოდი 
ერთის ტოლი იყოს, ე. ი. 

რძი=1. (97,5) 

(ა მიუთითებს იმაზე, რომ ინტეგრალი აიღება მთელი პერიოდის მანძილზე. კერ- 

ძოდ, ლიბრაციის დროს ეს ცვლადი გაივლის 0 გზას და ისეგ გამოსავალ წე“––- 
ტილში დაბრუნდება; ბრუნვის დროს კი ინტეგრალი აიღება (0, 2») შუალედშია 
ვიპოვოთ (97,4)-ის წმობელი თიმთიბო 

5(54 4), C7,6) 
ლ. “მ 0ძ 

აქედან 
ძ „94 მ -= -9 რ94კე= ძი. რ7,7 ჭი" 2I 129 () 27 §0ძ9 ) 

მაგრამ (97,5) პირობების დასაკმაყოფილებლად საჭიროა 

ძ4 
7” = ძ0 = ირ –– ძი. (97,8) §იძი= ჭ-=–ძი 

როგორც ვხედავთ, ”» ცვლადი თავისი კონსტრუქციით ჰგავს ქმედების (80,7) 
ფუნქციას, ამიტომაც უწოდებენ მას ქმედების ცვლადს. ამგვარად, ჩვენ შემოვიყ- 

3)8



განეთ # და ჯი ცვლადები. იბადება კითხვა, როგორ გამოვიყენოთ ისინი მოძრაო- 

ბის აღსაწერად? ვთქვათ, მოცემულია ჰამილტონიანი ი და 0 კანონიკურ „ცელა- 

დებში და დროზე იგი ცხადად არაა დამოკიდებული. მაშინ XI = II ემთხვევა სრულ 

ენერგიას, ვიპოვით ჰამილტონ-იაკობის განტოლების სრულ ინტეგრალს -1= 4(9, ი), 
სადაც ამ შემთხვევაში ი ემთხვევა სრულ ენერგიას /= 4(0, #). ვიპოვით, აგრე– 

თვე, ინტეგრალს 
0/! 

/ძ= (5 ძი, (97,9) 

საიდანაც მივიღებთ: ,„/ = /(#). ამის შემდეგ, თუ ამოვხსნით #-ს და შევიტანთ 

ქმედების ფუნქციაში, გვექნება: „(= „(0, +). 
კანონიკური გარდაქმნების საშუალებით 

_ 04. 4) , „=94(9. 9). 

იძ მყ 

ძ და იჯ იქნება §–-ს პერიოოდული ფუნქციები ერთის ტოლი პერიოდით, ხოლო 

და # მხოლოდ V-ს ფუნქციები. 

ჰამილტონის განტოლებებიდან კი მივიღებთ 

(97,10) 

4 =0005L. (97.11) 

„-99M0 2 თი, (97.12) 
ძV იყ 

სადაც V არის ს#-ზე დამოკიდებული რიცხვი. 

ცხადია, რომ 
1ლC=VL+172, (97,13) 

სადაც +ჯ მუდმივია. 
რადგან ჯი (ცვლადი ისე ავირჩიეთ, რომ ყოველი პერიოდის შემდეგ იგი იღებს 

ერთის ტოლ ნაზრდს, ამიტომ V არის დადებითი რიცხვი და წარმოადგენს რხევის 

სიხშირეს. მართლაც, პირობიდან 

V(LLI+1)+X”=V(+7+1 (97,14) 
ვღებულობთ 

,= +, (97,15) 
ჯ 

რაც ნიშნავს, რომ V კოორჯინატის ()ვლილების სიხშირეს წარმოადგენს, ამის შემ– 

დეგ 1=VL+V ფოოზულიდან ჩანს, რატომ ეწოდება L-ს კუთხური ცვლადი. 
ამგვარად, მოძრაობის სურათის სრული გამორკვევის გარეშე ქმედებისა და 

კუთხის ()ვლადებმა მოჯვცა პერიოდული მოძრაობის სიხშირის პოვნის საშუალება. 
როცა წინასწარ ცნობილია, რომ მოძრაობა პერიოდულია, მაშინ სიხშირის 

საპოვნელად საკმარისია (97,8) ფორმულით ქმედების # ცვლადის პოვნა და II-ის 

გამოხატვა ამ #-თი, რის შემდეგაც სიხშირეს ვიპოვით (97,12) ფორმულით. 
ნათქვამის საილუსტრაციოდ განვიხილოთ წრფივი ჰარმონიული ოსცილატო- 

რი. როგორც ვიცით, ამ შემთხვევაში 

2 'ე? 
#=#=4%., Mმ. (97,16) 

აი 2 

იჩ= I/ (–”) (97,17) 
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და 

/= §I/ => (8-ბ?) "(5–'1)4«. (97,18) 

რადგან მოძრაობა ხდება -– I” “2%/ლ0= 1/ 2X7L არეში, ამიტომ, 

|, 26/ 

'= IL. /. 9» »(8-%)V. (97,19) 
–) 26% 

რამდენადაც ჩვენ გვაინტერესებს რხევის სიხშირე, ხელსაყრელია ვიპოვოთ 9, 

გვევნება 1 
I 265/L 

1 ძმ _ ? | · (57,20) 
V ძახ 1/ ი 2-“ 

_ 3 I ით 
ამ მარტივი ინტეგრალის ამოხსნით მივიღებთ სიხმირის ბილ თორმულას 

„==. |/ +- ი.ს (97.21) 
2ჯX ჩ” 2Xჯ 

მიღებული ფორმულები ადვილად განზოგადდება მრავალი თავისუფლების 
ხარისხის შემთხვევაში. ამ დროს V,, ძ:..· #„ ქმედების ცვლადები განისაზღვრება 

ფორმულებით: 

ძ,)=%ი,ძ9,- (97,22) 
და 4 

9-L · (97,23 +" ,= 2” ) 

ხოლო 

სმა თ.ა 90ი ძირა, (97,24) 
' 

მაგალითად, სივრცითი ანიხოტროპული ოსცილატორისათვის, თუ გავიხსენებთ 

§ჭ 95-შე ნაპოვნი ქმედების ფუნქციის გამოსახულებას, ადვილად ვიპოვით სიხში- 

რეებს: 

1:/ / I ==) 1/#, „=41/ 5, „=4+ · 97,25 
ი 2» ი." 2 2 V »' “2 – IV ” (97,25) 

მ-რთალია, თითოეული ღერძის გასწვრივ რხევა პერიოდულია, მაგრამ საზოგადოდ 

ანიზოტროპული ოსცილატორის რხევა პერიოდული არ იქნება, რამდენადაც V,. 

V:, Vვ პერიოდები ერთმანეთს არ ემთხვევა. ასეთი ტიპის რხევას მრავალპერიო- 

დულ, ანდა თითქმის პერიოდულ რხევას უწოდებენ, აღსანიშნავია, რომ მრავალ–- 
პერიოდული მოძრაობების დროს ტრაექტორია ჩაკეტილ მრუდს არ წარმოადგენს. 

როცა V,=V,=Vა. მაშინ ოსცილატორის რხევა მკაცრად პერიოდულია და, რო- 
გორც თავის დროზე ღავამტკიცეთ, ტრაექტორია ჩაკეტილ მრუდს წარმოადგენს. 

1 რამდენადაც ინტეგრალის საზღვრები ინტეგრალქვეშა გამოსახულების ფესვებია, ამიტომ 

საზღვრების მიხედეთ წარმოებულები ამოვარდება. 
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აღვნიშნოთ, რომ საზოგადოდ, ნამდვილი პერიოდული მოძრაობის დროს ტრაექ- 

ტორია ყოველთვის ჩაკეტილი მრუდი იქნება. 

რთცა მრავალპერიოდული მოძრაობისას რომელიმე სიხშირეები ერთმანეთის 

ტოლია, მაშინ ამბობენ, რომ ადგილი აქვს გადაგვარებას. გადაგვარება ეიძლება 

იყოს ერთჯერადი და მრავალჯერადი. შესაძლებელია აგრეთვე სრული გადაგვარე- 
ბაც, როცა სისტემის ყველა სიხშირე ერთმანეთს ემთხვევა, მაგალითად, სივრცით 

იზოტროპულ ოსცილატორს ახასიათებს სრული გადაგვარება. სრული გადაგვარება 

შეესაბამება ნამდვილ პერიოდულ მოძრაობას და ამ შემთხვევაში მოძრაობის ტრა» 

ექტორია ჩაკეტილია. სისტემის გადაგვარების საკითხი დაკავშირებულია სისტემის 

გეომეტრიულ თვისებებთან. მტკიცდება, რომ რამდენჯერადი გადაგვარებაც ახასია- 
თებს სისტემას, იმდენჯერ სხვადასხვანაირად შეგვიძლია შევარჩიოთ კოორდინატე- 

ბი, რომლებშიაც ჰამილტონ-იაკობის განტოლებაში ცვლადები განცალდება, 

როცა ი, ციკლური ცვლადია, მაშინ 0#,„=06003 და ,M=/, 6 ძი,:=2:ჩ. 
დაბოლოს აღვნიშნოთ, რომ V,, ძ.,..., ყც (ცვლადებს ის დამახასიათებელი თავი- 

სებურება აქვთ, რომ ისინი წარმოადგენენ ე. წ. ადეაბატურ ინვარიანტებს. 

დავუშვათ, სისტემა, რომელიც ფინიტურ მოძრაობას აწარმოებს, დამოკიდე- 

ბულია რაიმე 6 პარამეტრზე, რომელიც განსაზღვრავს ან გარეშე ველის ანდა სის- 

ტემის შინაგან თვისებებს. ვთქვათ, ეს პარამეტრი გარეშე პირობების გავლენით 

ნელა (ადიაბატურად) იცვლება დროის მიხედვით. ამასთან, ნელა ცვლადში იგუ- 

ლისხმება ნელი ცვლილება ერთი პერიოდის განმავლობაში 

უდ რ% «ა, (97,26) 
“ 

ასეთი სისტემა ჩაკეტილი არაა, ამიტომ მისი ენერგია არ შყენახება. მაგრამ ადია– 

ბატური მოქმედების დროს ქმედების /” ცვლადი თურმე წარმოადგენს უცვლელ 

სიდიდეს და მას ადიაბატურ ინვარიანტს უწოდებენ. ამ გარემოებას ადგილი აქვს 

მრავალპერიოდული მოძრაობის დროსაც, თუ გადაგვარება არა გეაქვს. 

§ ი8. კეპლერის ამოცანა ქმედების ცვლადებშფი 

ამოვხსნათ მოძრაობის ამოცანა ცენტრალური ველის მეტად მნიშვნელოვან, 

შემთხვევაში, როცა პოტენციალური ენერგია ტოლია 

V=-- +, (98,1) 
» 

სადაც თ მუდმივია. როცა თ=%II,L. მაშინ საქმე გვაქვს გრავიტაციულ ველთან, 
ხოლო, როცა თ მუხტების ნამრავლია, გვექნება კულონური ველი. განვიხილოთ 
ფინიტური მოძრაობა, ამ დროს #<0. გამოვიყენოთ ქმედების ცვლადები და ვი- 

პოვოთ მოძრაობის პერიოდი. რადგახ ცენტრალურ ველში მოძრაობისას ტრაექ- 

ტორია ბრტყელია, ჰამილტონიანს აქვს სახე 

2 2 
#=8=-+-“ 4, (98,2) 

მი 9 » 
საიდანაც 

წ.-I/ თ(6+ –)- 5. (98,3) 

9) ვ. მამასახლისოვი, გ. ჰილაშეილი ვი!



–” ცვლადი კი განისაზღვრება ინტეგრალით 

#/”= | |” ბ +5ი + (98,4) 
ჯ 

აქ გავით ვალისწინეთ, რომ #=-- §<0; +, და #, ფესვქვეშა გამოსახულების ფეს– 
ვებია და ტოლებია 

  

  

თ /)  2% 217 _ თ 98,5 
71 26 + 2 > I თბ ( ) 

რადგან ჩვენ გვაინტერესებს სიხშირე, ამიტომ უფრთ ადვილია ვიპთვოთ 9/ · 
ძ6 

ცხადია, რომ 

ჩ:(L) 
ძყ = | _ –- ჯ12'#7' _ (98,6) 

ძ68 I” –– 9180? -L 910 – 1? 
(10) 

ფესვქვეშა გამოსახულება დავიყვანოთ სრულ კვადრატზე და შემოვიღოთ აღნიშენა 

I 96” -- თ MV 2-» Cრ8,7) 
26 

შედეგად მივიღებთ 
– X· X 

მV, 991 | 1 ( LXIკ თ ძX 
ო–==- ა -=–= 6 – ა ––_––--., 98,8 

ძნ 5 ს /9ინ #7 -- 2. 25 | V V – X? ( ) 
% %·, 

სადაც 

#=“–-#, (98,9) 
> 

ხოლო თანახმად (98,5) და (98,7) ფორმულებისა, 

X»=-VV X=VMVX. (98,10) 
(98,8) გამოსახულებაში შემავალი ინტეგრალები მარტივი ინტეგრალებია. ამასთა5, 

პირველი საზღვრებზე მოისპობა, მეორე კი არკსინუსია და საზღვრების ჩასმის 

შემდეგ მოგვცემს »-ს. ამგვარად, 

„გღეღესეოლღ“.. (98,11) 

რადგან # =--8§8, ამიტომ, თანახმად (97,24) ფორმულისა, პერიოდისათვის გვექ- 
ნება 

# ჯ=»თ 98,12 > 2-3 ( ) 

ეს უკანასკნელი კეპლერის მესამე კანონს წარმოადგენს. 

რამდენადაც _ 2 ველში ტრაექტორია ჩაკეტილია, მოძრაობა მკაცრად 
» 

პერიოდულია და ამიტომ ადგილი ექნება სრულ გადაგვარებას, ე. ი. სამი სიხში- 
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რის ნაცვლად ერთი სიხშირე გვექნება, ამის სახლუსტრაციოდ ამოცანა ამოვხსნათ 

ზოგადად, სფერულ კოორდინატებში. მაშინ, თანახმად (96,25) –– (96,27) ფორ- 

მულებისა, გყექნება ქმედების სამი ცვლადი: 

ჰა=2»X0კ, (58,13) 

ძ-=% / ბ --. –ე%- ძზ, C8,14) 

თ«-6I/ თ(-+“) 5 _ 6, (58,15) 

აქ IL კვლავ –-6-ით შევცვალეთ, რადგან ფინიტურ მოძრაობას ვიხილავთ. ამო- 
ვხსნათ ეს ინტეგრალები. ცხადია, რომ კინეტიკური ენერგია ერთი და იგივე იქნე– 
ბა რომელი ცვლადებითაც არ უნდა ვისარგებლოთ, პოლარკოორდინატებით ტრა- 

ექტორიის სიბრტყეში თუ სფერული კოორდინატებით. ამატომ 

217 =/ი, + ჩის +ი0ად=ი, „+ ს, (98,16) 

სადაც 0 არის პოლარკუთხე ტრაექტორიის სიბრტყეში (ადრე ამ კუთხეს დ-თი 
აღვნიზნავდით). ამ ტოლობიდან 

00 (10ს=10ს – ს, ძდ, (98,17) 

საიდანაც 
ჰძი= 4 მა 09 = #6IIმ – #7, ძღ, (98,18) 

ან, რადგან 1 და #„ მუდმივებია, 

–”გ=2X (1 –– ჩა). (98,19) 

ვიპოვოთ ახლა ჰ,. ცხადია, რომ 

7: -–_------5-=>= 

/,=2 |+> / » = (ის -4 V ”) “, (98,20) 
»” 28 

” 

სადაც # განისაზღვრება (98,9) ფორმულით, შემოვიღოთ ახალი ცვლადი 

    

ლ==, 98,21) 
I 26” ' 

მივიღებთ 
ი 

7»=-2 I 2 /= ტ+2%-– 1 რ, (98,22) 
( 

(“ი 

სადაც 
= – (=- 1 (98,23) თ 2. 1 1 96 . / 9915 ს , 

და გათვალისწინებულია, რომ 
# -–- 68ზ= –- 1. (98, 24) 

ვავ



(98,22)-ში ნაწილობითი ინტეგრაციის ჩატარებით გეექნება 

#=-2 | I– |I(=M#M#+2= L აჯ პ! 
' / /” (V –|0+20–1 

73 
· ი! = | => == I , ღ8,25) 

ი 

სადაც 
2XL=V/6+ძყი: 

ადვილი შესამოწმებელია, რომ თავისუფალი წევრი საზღვრებზე ისპობა. დანარ- 

ჩენი ინტეგრალები კი ტოლია: 

/” 7 
რ :.%–-1 |? 

_–-:-C== = | 270510 “–.-<. -–. =– X 98,26 

|“ | (72), , ღ82ი 

7 , 

რ! 1 : #18 I“ ჯ 
_.1_–__–.......:) –- =-, (98,27) 

ს IC51გგა I- #/X I 1 

მაშასადამე, 
ჰ,=2X6-- 271. (98,28; 

თუ გამოვიყენებთ 8-ს (98,23) გამოსახულებას და გავითვალისწინებთ (97,19) ფორ– 
მულას, მივიღებთ 

  

ძ,. L/6+”ჰ–ა=X%C I6C > (98,29) 

საიდანაც ჰამილტონის ფუნქციისათვის გვექნება 

9? თ? M----  “#2იX- (98,30) 
(ძ9,+V/56+ ძა)“ 

აქედან კი ვხედავთ, რომ 

1, 09M _ ძM _ ძ# 4X" თ" »! (58,31) 

იჰ. ბ/ა მჰა (/,+ჰა+ჰა” 
რაც იმას ნიშნავს, რომ სამივე სიხშირე: V,, Vვ, Vა ერთმანეთს ემთხვევა. თუ 
(98,31) გამოსახულებიდან გამოვრიცხავთ /,+Vძინ+ჰ/ აგ ჯამს ენერგიის საშუალე- 
ბით, მაშინ სიხშირისათვის მივიღებთ 

52 
1 2 (98,32) V=–- –, 

  

რაც (98,12) ფორმულას ემთხვევა. 

შევნიშნოთ, რომ ყ,-ში შედის |, რომელიც, თანახმად (98,25) ფორმულისა, 

წარმოადგენს ჯამს 2>X1=,78 +ჰ§ს, ამიტომ დამოუკიდებლად იმისაგან, თუ რა სახე 

აქვს ცენტრალური ველის პოტენციალს, ენერგიაში ყოველთვის შევა #6+V/ც კომ- 
ბინაცია, რაც შედეგად მოგვცემს იმას, რომ Vც და V. ყოველთვის ერთმანეთის 
ტოლი იქნება. მაშასადამე, ნებისმიერი ტიპის ცენტრალური სიმეტრიის ველში 

მოძრათბა ერთჯერადად მაინც იქნება გადაგვარებული. 
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დაბოლოს, აღვნიშნოთ, რომ (98,30) ფორმულამ დიდი როლი შეასრულა 

ატომის ფიზიკაში. თუ გამოვიყენებთ ზომერფელდ-ვილსონის დაკვანტვის ზოგად 
პირობებს: 

ჰა=# იიძდ=Mი ჩ, 

ძი=%7#ი 80=II6 M, (98,33) 

ჰ,=რი,ძ-=V,M, 

სადაც #დ, #0, #,„ მთელი დადებითი რიცხვებია, ხოლო # პლანკის მუდმივა და 

თ-ს ავიღებთ 2060“-ის ტოლად, ეს ფორმულა მოგვცემს 

_ 2"% 
9უნ? 

რომელიც ბორის ცნობილ ფორმულას ემთხვევა წყალბადისებური ატომების ენერ– 
გიისათვის. ამ ფორმულაში ჯ მთელი რიცხვია, ჩ კი პლანკის მუდმივა, გაყოფი–- 

ლი 2#-ზე. ამ ფორმულიდან ვხედავთ, რომ ატომის ენერგია დისკრეტელია. 

C.= , (98,34)
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